XI1.2 Holomorfni funkce vice komplexnich proménnych

Definice. Necht 2 C C" je oteviena mnozina a f : 2 — C je funkce.
Funkce f se nazyva

e holomorfni na €2, jestlize pro kazdé x € ) existuji koeficienty c,,
a € N takové, ze pro y z néjakého okoli bodu x plati

fly) =) caly — =)™

aeN]
e oddélené holomorfni na 2, jestlize pro kazdé j € {1,...,n} a kazdou
volbu z1,...,2;_1,%41,...,2, € C je funkce
2= f(T1, . X1, 2, Ty - o T

holomorfni na svém defini¢nim oboru.

Poznamka. Funkce f je oddélené holomorfni na 2, pravé kdyz ma
v kazdém bodé mnoziny () parcidlni derivace podle vSech proménnych.

Definice. Necht Xi,...,X, a Y jsou metrické prostory. Zobrazeni f :
X1 x -+ x X, =Y se nazyva oddélené spojité, jestlize jestlize pro kazdé
jeA{l,...,n} a kazdou volbu z, € Xy, k € {1,...,n} \ {j} je zobrazeni

z = [T, o1, T, T g1y e Ty)
spojité na Xj;.

Lemma 6.

(1) Necht X,Y, Z jsou metrické prostory, pricemz prostor X je sepa-
rabilni. Necht f : X xY — Z spliuje podminky
o Pro kazdé y € Y je zobrazeni x — f(x,y) spojité na X.
o Pro kazdé x € X je zobrazeni y — f(x,y) borelovsky méri-
telné na Y.
Pak f je borelovsky méritelné na X x Y.
(2) Necht X1,...,X, jsou separabilni metrické prostory, Z metricky
prostor a f : X1 X --- x X,, — Z oddélené spojité zobrazeni. Pak
f je borelovsky méritelné.



Znaceni: Necht ¢ € C" a r € (0,400)". Pak znacime
P(m, ’I“) = H U(a:j, Tj).
7j=1

Mnoziny tohoto tvaru nazyvame polydisk.

Lemma 7. Necht f je oddélené holomorfni na oteviené mnoziné §) C

C™. Necht x € Q ar € (0,+00)" splnuji P(x,r) C Q. Pak pro kazdé
y € P(x,r) plati
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Véta 8.  Necht Q C C" je oteviena mnozina a f : 0 — C funkce.
Nasledujici podminky jsou ekvivalentni.

(1) f je holomorfni na .

(2) f md v kazdém bodé Q Fréchetovu derivaci (tj. totalni diferen-
cial).

(3) f je oddélené holomorfni a lokalné omezena na ).

(4) Pro kazdy polydisk P(x,r), jehoz uzavér je obsazen v €, plati,
ze f je omezena na kartézském soucinu prislusnych kruznic a pro
kazdé y € P(x,r) plati vzorec
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(5) Pro kazdé x € Q) existuje r € (0, +00)" tak, ze P(x,r) C Q a pro
tento polydisk plati zavér predchoziho bodu.

Poznamka. Dokonce plati, Ze kazda oddélené holomorfni funkce je jiz
holomorfni. To rikd Hartogsova véta, které se budeme vénovat pozdéji.
Véta 9. Necht f je holomorfni funkce na oteviené mnoziné 2 C C".

Pak pro kazdé a € Ni je funkce 2

f holomorfni na €.

Véta 10.  Necht Q C C" je oteviena mnozina a (f,) je posloupnost
holomorfnich funkci na 2, ktera konverguje k néjaké funkci f lokalné

stejnomérné na ). Pak f je také holomorfni na ) a navic pro kazdé
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a € Ny funkce % fn konverguji k funkci f lokalné stejnomérné na

Q.



