
XI.2 Holomorfní funke víe komplexníh promìnnýh

De�nie. Neh» 
 ⊂ C
n
je otevøená mno¾ina a f : 
 → C je funke.

Funke f se nazývá

• holomorfní na 
, jestli¾e pro ka¾dé x ∈ 
 existují koe�ienty cα,

α ∈ N
n
0

takové, ¾e pro y z nìjakého okolí bodu x platí

f(y) =
∑

α∈Nn

0

cα(y − x)
α.

• oddìlenì holomorfní na 
, jestli¾e pro ka¾dé j ∈ {1, . . . , n} a ka¾dou
volbu x

1

, . . . , xj−1

, xj+1

, . . . , xn ∈ C je funke

z 7→ f(x
1

, . . . , xj−1

, z, xj+1

, . . . , xn)

holomorfní na svém de�nièním oboru.

Poznámka. Funke f je oddìlenì holomorfní na 
, právì kdy¾ má

v ka¾dém bodì mno¾iny 
 pariální derivae podle v¹eh promìnnýh.

De�nie. Neh» X
1

, . . . , Xn a Y jsou metriké prostory. Zobrazení f :

X
1

× · · · ×Xn → Y se nazývá oddìlenì spojité, jestli¾e jestli¾e pro ka¾dé

j ∈ {1, . . . , n} a ka¾dou volbu xk ∈ Xk, k ∈ {1, . . . , n} \ {j} je zobrazení

x 7→ f(x
1

, . . . , xj−1

, x, xj+1

, . . . , xn)

spojité na Xj .

Lemma 6.

(1) Neh» X,Y, Z jsou metriké prostory, pøièem¾ prostor X je sepa-

rabilní. Neh» f : X × Y → Z splòuje podmínky

◦ Pro ka¾dé y ∈ Y je zobrazení x 7→ f(x, y) spojité na X.

◦ Pro ka¾dé x ∈ X je zobrazení y 7→ f(x, y) borelovsky mìøi-

telné na Y .

Pak f je borelovsky mìøitelné na X × Y .

(2) Neh» X
1

, . . . , Xn jsou separabilní metriké prostory, Z metriký

prostor a f : X
1

× · · · ×Xn → Z oddìlenì spojité zobrazení. Pak

f je borelovsky mìøitelné.



Znaèení: Neh» x ∈ Cn
a r ∈ (0,+∞)

n
. Pak znaèíme

P(x, r) =

n
∏

j=1

U(xj , rj).

Mno¾iny tohoto tvaru nazýváme polydisk.

Lemma 7. Neh» f je oddìlenì holomorfní na otevøené mno¾inì 
 ⊂
Cn

. Neh» x ∈ 
 a r ∈ (0,+∞)

n
splòují P(x, r) ⊂ 
. Pak pro ka¾dé

y ∈ P(x, r) platí

f(y) = 1

(2πi)n

∫

2π

0

(

· · ·
∫

2π

0

(

∫

2π

0

f(x
1

+r
1

eit1 ,x
2

+r
2

eit2 ,...,xn+rne
itn

)

(x
1

+r
1

eit1−y
1

)(x
2

+r
2

eit2−y
2

)···(xn+rneitn−yn)

· r
1

· · · rn · in · ei(t1+···+tn)
dt

1

)

dt
2

. . .
)

dtn

Vìta 8. Neh» 
 ⊂ Cn
je otevøená mno¾ina a f : 
 → C funke.

Následujíí podmínky jsou ekvivalentní.

(1) f je holomorfní na 
.

(2) f má v ka¾dém bodì 
 Fréhetovu derivai (tj. totální diferen-

iál).

(3) f je oddìlenì holomorfní a lokálnì omezená na 
.

(4) Pro ka¾dý polydisk P(x, r), jeho¾ uzávìr je obsa¾en v 
, platí,

¾e f je omezená na kartézském souèinu pøíslu¹nýh kru¾ni a pro

ka¾dé y ∈ P(x, r) platí vzore

f(y) = 1

(2πi)n

∫

[0,2π℄n
f(x

1

+r
1

eit1 ,x
2

+r
2

eit2 ,...,xn+rne
itn

)

(x
1

+r
1

eit1−y
1

)(x
2

+r
2

eit2−y
2

)···(xn+rneitn−yn)

· r
1

· · · rn · in · ei(t1+···+tn)
dt

1

dt
2

. . . dtn

(5) Pro ka¾dé x ∈ 
 existuje r ∈ (0,+∞)

n
tak, ¾e P(x, r) ⊂ 
 a pro

tento polydisk platí závìr pøedhozího bodu.

Poznámka. Dokone platí, ¾e ka¾dá oddìlenì holomorfní funke je ji¾

holomorfní. To øíká Hartogsova vìta, které se budeme vìnovat pozdìji.

Vìta 9. Neh» f je holomorfní funke na otevøené mno¾inì 
 ⊂ Cn
.

Pak pro ka¾dé α ∈ Nn
0

je funke

∂|α|

∂xα f holomorfní na 
.

Vìta 10. Neh» 
 ⊂ C
n

je otevøená mno¾ina a (fn) je posloupnost

holomorfníh funkí na 
, která konverguje k nìjaké funki f lokálnì

stejnomìrnì na 
. Pak f je také holomorfní na 
 a naví pro ka¾dé

α ∈ N
n
0

funke

∂|α|

∂xα fn konvergují k funki

∂|α|

∂xα f lokálnì stejnomìrnì na


.


