Neéktera zakladni oznacdeni

. mnozina realnych cisel
. mnozina komplexnich cisel
. rozSifend komplexni rovina, tj. CU {oo}
H(G) ... algebra vsech funkci holomorfnich na G, kde G C C je
neprazdna oteviena mnozina.
e U(a,r) (a € C,r>0) ... otevieny kruh o stfedu a a poloméru r
e Pla,r) (a € C,r>0) ... prstencové okoli U(a,r) \ {a}
e Pla,”,R) (acC,0<7r<R<+00)
. mezikruzi {z € C:r < |z —a| < R}
e ind, a ... index bodu a vzhledem k uzaviené cesté -y
e res, f ... reziduum funkce f v bodé a

e o 0o o
ala =

I.1 Harmonické funkce v R? a jejich vztah k holomorfnim

Definice. Necht G C R? je oteviend mnozina. Funkce f : G — R se
nazyva harmonickd, jestlize je spojitd na G a na G spliuje
0*f  O*f

Af:W-F@—gﬂ:O.

Poznamka. Stejné lze definovat i harmonické funkce s hodnotami v C.
Pak ovsem f je harmonicka, pravé kdyz Re f i Im f jsou harmonické.

Véticka 1.  Necht G C C je oteviena.
(i) Je-li f € H(G), pak funkce f1, fo definované predpisem

fi(z,y) =Ref(x+iy),  fa(z,y) =Im f(z +iy)

jsou harmonické na G (pti ztotoznéni C a R?).
(ii) Necht f : G — R je harmonickd (pii ztotoznéni C a R?). Je-li
navic f € C?*(G), pak plati:
e Funkce

0 0
ola+iv) = 5L (0.9) ~ i (2,0)

je holomorfni na G. 3
e Je-li G jednoduse souvisla, pak existuje f € H(G), spliujici
Re f(z +iy) = f(z,y) na G.

Dusledek. Necht G C C je oteviena a f je holomorfni funkce na
G, ktera na G nenabyva nuly. Pak funkce g(x,y) = In|f(x + iy)| je
harmonickd na G (pfi ztotoznéni C a R?).

Poznamka. Z Véty 6 nize plyne, Ze harmonické funkce jsou automaticky
tridy C*°.



Definice. Poissonovym jadrem rozumime funkci definovanou predpisem

P.(t) = Z rinleint, teR,re|0,1).

n=——oo

Véticka 2 (vlastnosti Poissonova jadra).

(i) Po(0—t) =Re St = — 1ot pror €(0,1), t,0 € R.

(i) 5= /" P.(t)dt =1 pror € [0,1).

(iii) Pro kazdé r € [0,1) je P, kladna suda 2rw-periodicka funkce; je-li
navic r > 0, je P, klesajici na [0, x].

(iv) Neni-lIi t celo¢iselnym nasobkem 2w, je 111}1 P.(t) =0.
r—1—

Poznamka. Symbolem T zna¢ime jednotkovou kruznici, tj. {e’,t € R}.
Funkce na T prirozené ztotoznujeme s 2m-peridodickymi funkcemi na R,
miry na T s mirami na [—7, 7), pfipadné na [a, @+ 27) pro néjaké o € R.

Definice.

e Necht f € LI(T). Poissonovym integralem funkce f rozumime
funkci P[f] definovanou na U (0, 1) predpisem

Plf](re?®) = — /W P.(0—tf()dt, relo,1),0€cR.

e Necht u je borelovskd mira (znaménkové, pfipadné komplexni) na

T. Poissonovym integralem miry p rozumime funkci P[du] defino-
vanou na U(0,1) pfedpisem

P[du](re’?) = ! /[_ )Pr(Q—t)d,u(t), rel0,1),0 € R.

T on

Véticka 3.  Je-li p komplexni borelovska mira na T, je P[du| har-
monickd na U(0,1). Specidlné pro f € LY(T) je P[f] harmonicka na
U(0,1).

Navic, je-li u realna, je P[du| redlna funkce. Je-li p nezapornd, je
P[dp] nezaporna funkce. Stejny vztah plati mezi f a P|[f].

Véticka 4 (varianta reziduové véty). Necht a € C, R > 0 a M C
U(a, R) je koneénd mnozina. Necht f je komplexni funkce spojita na

U(a,R) \ M a holomorfni na U(a,R) \ M. Je-li ¢ kladné orientovana
kruznice o stfedu a a poloméru R, pak

/f:27rz' Z res, f.
)

acM



Dusledek (Poissoniiv integral pro holomorfni funkce).  Necht a € C,

R > 0 a f je komplexni funkce spojita na U (a, R) a holomorfni na U (a, R).
Pak pro kazdé r € [0, R) a kazdé 6 € R plati:

o & 7, flat Re''). fetreg dt = 2f (a+ re™®) — f(a);
° % fjﬂ f(a—l—Reit) . Mdt = f(a);

Re—it—re—10

o fla+re?)=3 [T fla+ Re") -Rege“—”ewdt.

eit _reif

Véta 5 (feseni Dirichletovy tlohy na kruhu).  Necht f je spojita funkce
na T. Definujme funkci H f predpisem

f(ew), r=1,0 R,

Hf(Tew) = { P[f](Tew),H eR, re[0,1),0 € R,

Pak funkce H f je spojita na U(0,1) (a také harmonicka na U(0,1) a na
T rovna f).

Véta 6 (vyjadieni harmonické funkce Poissonovym integralem).  Necht

f je komplexni funkce spojita na U(0,1), harmonicka na U(0,1). Pak
f=P[f|r] na U(0,1).

Dusledek.

e Je-li f komplexni funkce spojitd na U(a, R) a harmonicka na
Ul(a, R), pak plati pror € [0,R) a 0 € R:

. T R2 —r2 .
10 it
= — Re')dt
flatre?) 27r/_7T R2—2chos(9—t)—|—7"2f(a+ )
1 [" " Re®t + ret?
S ). Re ——— dt.
2m J_ . fla+ Ret) - Re Re't — reif

e Redlna harmonické funkce na U (a, R) je realnou c¢asti holomorfni
funkce na U(a, R).

e Harmonické funkce jsou tridy C'°.

e Necht funkce f je spojita na U(a, R) a harmonicka na U (a, R).
Pak f(a) = 5 [*_ f(a+ Re™)dt.

Véta 7 (Harnackova).  Necht G C R? je oblast a (f,) posloupnost
harmonickych funkci na G.

(i) Jestlize posloupnost (f,) konverguje lokalné stejnomérné na G,
pak limita je harmonicka na G.

(ii) Necht funkce f, jsou redalné a posloupnost (f,(z)) je neklesajici
pro kazdé z € G. Pak bud posloupnost f, konverguje lokalné
stejnomérné na G nebo f,(z) — +oo pro kazdé z € G.



Definice. Necht G C R? je oteviend a f je spojitd na G. Rekneme,
ze f ma vlastnost priiméru, jestlize pro kazdé a € GG existuje posloupnost
rn \¢ 0 takova, ze pro kazdé n € N plati

f(a) = % _ﬂ fla+re™)dt.

Véta 8. Necht G C R? je oteviend, f je spojitd na G a méa vlastnost
prumeéru. Pak f je harmonicka na G.

Véta 9 (Schwarzuv princip zrcadleni).  Necht 2 C C je oblast, ktera
je symetricka podle realné osy a jeji prunik s realnou osou je otevieny
interval I. Oznac¢me Q7 prinik § s polorovinou {z : Imz > 0} a Q~
priinik s polorovinou {z : Imz < 0}. Necht f je holomorfni na Q* a pro
kazdé x € 1 je
lim Im f(z)=0.
z—x,2€Qt f( )

Pak existuje FF € H(Q) takovd, ze F = f na Q%. F navic spliuje
podminku F(Z) = F(z) pro z € Q.




