Motto: Everybody writes and nobody reads
L. FEJR

PREDMLUVA

Vyvoj matematiky pokracuje neustale obrovskym tempem. Chceme-li dnes sledovat na trovni
nové trendy a vysledky matematickych disciplin jako jsou teorie pravdépodobnosti, numerické
metody, matematické modelovani, teoreticka fyzika, a samoziejmé matematicka analjza, neobe-
jdeme se bez mnoha partii moderni analyzy. Proto jsou také do studijnich plant oboru matem-
atika, ale nejen tohoto oboru, zafazeny kromé zékladnich pfednések matematické analyzy i pired-
nasky z tvodu do komplexni a funkcionalni analyzy, z teorie miry a integralu ¢i analyzy na
varietach.

Autofi predlozenych skript, zduraznéme skript, nikoliv ucCebnice, si nekladli za kol pokryt
studijnim textem celou tuto oblast. Vybrali nékteré partie, vztahujici se tésné k teorii miry a
integralu, z nichz nékteré povazuji pro studenty matematicko-fyzikalni fakulty za zcela zakladni
a jiné naopak za nadstavbové.

Existuje mnoho péknych ucebnic, knih, studijnich pomtcek a sbirek prikladi k této problem-
atice. Mnohé z nich jsou uvedeny na konci v seznamu literatury. Skripta by neméla byt jedinou
literaturou pouzivanou studenty k pochopeni latky.

Pfed mnoha lety vydal prvni autor skripta “Teorie miry a integralu I”, druhy dil nikdy nespatfil
svétlo svéta. To z vice dtivodl. Jednim z nich bylo neustale ménéni studijnich pland. Vydanim
téchto skript je tedy castecné splacen stary dluh.

P1i psani téchto skript nam pomahalo mnoho spolupracovniki. Mezi nimi i fada studenti,
vsichni zajisté prispéli ke zlepseni textu. Chceme jim dnes upfimné podékovat a omluvit se, zZe je
nemizeme vSechny jmenovité uvést. Urcité bychom totiz pfi jejich vy¢tu na nékoho zapomnéli.

Autofi pfeji studentim, aby se jim dobfe studovalo.

Praha, 1986-92 Jaroslav Lukes a Jan Maly



A. Mira a mérFitelné funkce. . ... ... . 2
. Lebesgueova mira na pfimce

. Abstraktni mira

. Méritelné funkce

. Vytvareni miry z vnéjsi miry

. Mnozinové systémy a mnozinové funkce

. Znaménkové a komplexni miry

S U W N

B. Abstraktni Lebesguetv integral ... ... ... .. i 22
7. Integrovani v R
8. Vybudovani abstraktniho integralu
9. Integraly zavislé na parametru
10. Prostory LP
11. Sou¢in mér a Fubiniova véta
12. Konvergence posloupnosti funkci
13. Radon-Nikodymova véta a Lebesgueuv rozklad

C. Radonuv integral a mira........ ... .. .. 47
14. Radonuv integral a Radonova vnéjsi mira
15. Radonova mira
16. Rieszova véta o reprezentaci
17. Konvergence posloupnosti mér
18. Luzinova véta
19. Miry na topologickych grupach

D. Integral v R ... 67
20. Souvislost integralu a derivace
21. Funkce s konec¢nou variaci a funkce absolutné spojité
22. Véty o existenci derivace skoro vsude
23. Neurcity Lebesguetv integral a absolutni spojitost
24. Radonovy miry na pfimce a distribu¢ni funkce
25. Kurzweiliv integral

B Integral v R 84
26. Lebesguetuv integral a mira v R™
27. Pokryvaci véty
28. Derivovani mér
29. Véta o hustoté a aproximativné spojité funkce
30. Lipschitzovské funkce
31. Véty o aproximaci
32. Distribuce
33. Fourierova transformace

F. Véty o substituci a k-rozmérné miry ......... ... . i 115
34. Véta o substituci
35. Stupen zobrazeni
36. Hausdorffova mira

G. Plosny a kFivkovy integral .. ... ... .. .. 132
37. Integralni pocet ve vektorové analyze
38. Integrovani diferencialnich forem
39. Integralni pocet na varietach

H. VeKtorove INCEGIrace . ........ ...ttt et e 153
40. Méritelné funkce
41. Vektorové miry
42. Bochneruv integral
43. Dunfordiv a Pettistv integral

Appendix 0 toPpOlogii. .. ..o o 162
Prehled Literatury ... ... 164
Struény pruvodce 0ZNACEIMITY ... .. ...ttt e 172

RO SEIIK .o 174



Umluvy

Ve skriptech uzivame viceméné standardni oznaceni.

N,Z,Q, R, C znaci po fadé mnoziny vSech pfirozenych, celych, racionalnich, redlnych a kom-
plexnich ¢isel.

R je rozsifend realna osa (= R U —oo U +00) s obvyklou topologii.

Soucin 0 - 00 i +00 - 0 definujeme jako 0.

Je-li X mnozina, znac¢ime symbolem P(X) systém vSech jejich podmnoZin.

R" je eukleidovsky n-rozmérny prostor s eukleidovskou normou |...| i metrikou. Vektor z €
R" rozepisujeme do soufadnic [z1, ..., z,]|, midme vSak na paméti, Ze pfi ndsobeni matici zleva se

Ty
chova jako “svisly vektor”, totiz matice o jednom sloupci | . Vodorovnému zapisu ddvame
Tp
prednost z estetickych a typografickych duvodii. Standardni (neboli kanonickou) bazi vektorového
prostoru R™ oznacéime {ey, ..., e, }, vektor e, = [0,...,0,1,0,...,0] m4 1 na n-tém misté. Skalarni
sou¢in v R™ znacime z - y.

Symbolem U (z, rr) budeme znacit otevienou kouli v metrickém prostoru (P, p) se stfedem v x a
polomérem r, piislusnou uzavienou kouli oznac¢ime B(z,r). Tedy U(x,r) = {y € P: p(z,y) < r},
B(z,r) = {y € P: p(z,y) < r}. Pro prumér mnoziny pouzivame symbol diam, pro vzdalenost
mnozin (nebo bodu od mnoziny) dist.

Netekneme-li nic jiného, funkei na mnoziné X rozumime zobrazeni X do R. Chceme-li zdi-
raznit, ze funkce nenabyva hodnot —oo ¢ +00, mluvime o redlné funkci.

Misto znaceni {z € X: f(z) > a} apod. pouzivime nékdy zkraceny zapis {f > a}.

Necht X, Y, Z jsou mnoziny a D C Y. Mé&jme zobrazeni f: X — Y ag: D — Z. Potom sloZené
zobrazeni g o f definujeme na mnozing {z € X: f(z) € D} pfedpisem z — g(f(z)).

Symbol ¢4 pouziviame pro charakteristickou funkci mnoziny A C X, tj. funkci

1 proz €A,

CA(x)_{O proz € X \ A.



A. MIRA A MERITELNE FUNKCE

1. LEBESGUEOVA MIRA

Jiz staii Egyptané se zabyvali matematickym problémem vyméfovani ploch jejich zavodio-
vanych poli. Pozdéji se problém miry prolind v dalsich oborech lidské ¢innosti a samoziejmeé
nachézi svij odraz i v teoretickych zpracovanich. Jde o to, abychom mnoziné A uméli pfiradit
jeji velikost AA — délku, plochu ¢ objem. Je samoziejmé, Ze objem krychle ¢i plocha obdélnika
nebo kruhu by se mély shodovat se zndmymi vzorci. Intuitivné je zfejmé, ze mira by méla byt
nezapornd a aditivni, tj. spliovat rovnost

A4 =24,

pokud {4;} je koneény disjunktni systém mnozin. Pro GspésSny rozvoj teorie je zapotfebi, aby
mira byla dokonce o-aditivni, totiz aby uvedend rovnost platila pro spocetné disjunktni systémy
mnozin. Snahou by také mélo byt, aby co nejvice mnozin mélo svoji “miru”. Idealni stav — aby
vsechny mnoziny mély miru — je vSak nedosazitelny.

1.1. Lebesgueova vnéjsi mira. Ukazeme ted, jak lze postupovat na realné ose (stejny postup
uplatnime pozdéji i v eukleidovském prostoru R", kde doddme potifebné dikazy). M&jme tedy
libovolnou mnozinu A C R a polozme

A*A = inf{Z(bi —a;): U(ai, b;) D A}

Cislo A*A (které miize byt i +00 ) nazveme Lebesgueovou vnéjsi mirou mnoZiny A.

1.2. Vlastnosti Lebesgueovy vnéjsi miry. Je ihned vidét, ze A*A < A\*B, pokud A C B, Ze
mira jednobodovych mnozin je 0, a po troSe pfemysleni (viz cviceni 1.6), ze A*I je délka I v p¥i-
padé, je-li T interval (libovolného druhu). Déle lze pomérné jednoduse dokazat, ze Lebesgueova
vnéjsi mira je translaéné invariantni: Je-li A C R a x € R, potom A*A = A\*(x + A). Dilezitou
vlastnosti je o-subaditivita: Pro kazdou posloupnost {4;} (libovolnych) podmnozin R je

A 4) <D a4,
j=1 j=1

V matematické terminologii byva zvykem, ze pfedpona nebo index ¢ naznacuje vztah ke spocetnym sjednocenim
a § ke spoéetnym prinikam.

Otézkou je, zda \* je aditivni mnozinova funkce - odpovéd je zdporné: Lze nalézt dvé disjunktni
mnoziny A, B, pro néz

N(AUB) < A*A+ \*B

-----

mira \* byla aditivni. Tuto tlohu budeme fesit pozdéji v kapitole 4 znacné obecnéji, zde pouze
struéné naznac¢ime jedno z jejich moznych reseni v piipadé Lebesgueovy miry.

1.3. Lebesgueovsky méritelné mnozZiny. Definujeme-li pro omezenou mnozinu A C I jeji
“vnitini miru” A, A = XTI — X*(I'\ A), je pfirozené studovat systém takovych mnozin, pro néz
A A = A*A (viz cvideni 1.7). To nés vede k této definici.

Typeset by ApMS-TEX
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Rekneme, 7e mnozina A C R je (lebesgueovsky) méfitelnd, jestlize \*I = \*(ANT)+\*(I\ A)
pro kazdy omezeny interval I C R. Systém vSech méfitelnych mnozin na R zna¢me symbolem
M. Ne kazda mnozina je méfitelna, jak uvidime v 1.8. Mnozinovou funkci M — X*M, M € 9,
budeme znacit A a nazyvat Lebesgueovou mirou. Na méfitelnych mnozinach se tedy mnozinové
funkce A\* a A shoduji, na neméfitelnych je definovana pouze \*.

Dulezita vlastnost miry A je obsazena v nésledujici vété, kterou nyni uvedeme bez dikazu.

1.4. Véta. Jsou-li M, € M, jsou i My \ My , M, a UM, prvky M. Jsou-li mnoZiny M,

AUMn) =D AM,.

1.5. Poznamka. Genialita Lebesgueova zavedeni miry z pocatku stoleti spoc¢iva pravé v uvazovani spocetnych
pokryti mnoziny A intervaly. Uvazujeme-li v definici A* A pouze konecna pokryti, dostdvame pojem tzv.Jordan-

navic po dvou disjunktnt, plati

Peanova objemu. Z hlediska moderni analyzy vsak tento nema zdaleka takovy vyznam jako Lebesgueova mira.
1.6. Cvi€eni. Je-li I C R interval (libovolného druhu), potom A*I je jeho délka.
Ndvod. Sta¢i se omezit na piipad, kdy I = [a,b]. Zfejmé Aa,b] < b — a (nebot [a,b] C (a —€,b + €)). Necht

U (ai, bi) D [a,b]. Z kompaktnosti plyne existence n , pro néz J (as, b;) D [a,b]. Indukei (vzhledem k n) ukazte,
i=1 i=1
zeb—a < (bi — aq).

i=1

3

1.7. Cviéeni. Pro kazdou omezenou mnozinu A C R definujme
AA =2 =X (I\ A),

kde I je omezeny interval obsahujici A.
(a) Ukazte, ze ¢islo A« A nezavisi na volbé I.
(b) Omezenad mnozina A C R je méfitelnd, pravé kdyz \*A = A A.
(c) Mnozina M C R je méfitelnd, pravé kdyz jeji prunik s kazdym omezenym intervalem je méfitelny.
V dalsi ¢asti kapitoly se budeme zabyvat vyznamnymi mnozinami na realné piimce.

1.8. Neméritelna mnozina. Nyni dokdZeme existenci neméfitelné podmnoziny R. Tim soucasné ukdzeme, ze
Lebesgueova vnéjsi mira nemuze byt aditivni.

Polozme x ~ y, jestlize x — y je raciondlni cislo. Je vidét, ze ~ je ekvivalence na R, podle niz se R rozpada
na nespocetny systém V po dvou disjunktnich tf¥id. Mnozina V patii do systému V), pravé kdyz V = z + Q pro
nékteré x € R. Z axiomu vybéru plyne existence mnoziny E C (0, 1), ktera s kazdou mnozinou V € V mé spoleény
pravé jeden bod. Ukézeme, Ze E nelezi v .

Budte {gn} vSechna racionalni ¢isla z intervalu (—1,+1). Neni tézké ukazat, Zze mnoziny Ep := gn + E jsou po
dvou disjunktni, a ze

0,1) c|JEn c(-1,2).

n
Pokud E € 9, jsou i Ep, € 9 (to je nutno trochu zdavodnit!) a véta 1.4 dava A\J En = >, AE, = > AE.
n n n

Rozlisenim pripadi AE = 0 ¢i AE > 0 jiz lehko odvodime spor.
1.9. Poznamky. 1. Dtkaz existence neméfitelné mnoziny je nekonstruktivni (uzivd axiomu vybéru pro nespocetné
systémy mnozin). K tématu neméfitelnych mnozin se jesté vratime v poznamce 1.22.

2. Lehkou tivahou lze ziskat dokonce silnéjsi tvrzeni: Libovolnd méfitelnd mnozina M C R kladné miry obsahuje
neméfitelnou podmnozinu. Staéi si totiz uvédomit, ze M = quQ M N (E + q), kde E je nemé&Fitelnd mnozina z

1.8, a Ze libovolnd méritelnd podmnozina E m4 jiz (Lebesgueovu) miru nula.
3. Van Vleck [1908] sestrojil mnozinu E C [0,1] pro niz A*E =1 a A\«E = 0.

1.10. Cviéeni. Ukazte, ze kazda spocetnd mnozina S ma miru nula.

oo . .

Ndvod. Uvazujte pokryti |J (r; —e277,r; +€277), kde {r;} je (n&akd) posloupnost vSech prvki mnoziny S.
=1

Tvrzeni také plyne z véty 1.4, uvédomime-li si, ze jednobodové mnoziny maji miru nula.

1.11. Racionalni éisla. Mnozina Q vsech racionalnich ¢isel je spocetna, ma tedy podle cviceni 1.10 Lebesgueovu
miru nula. Jak je vidét z nadvodu ke cviceni 1.10, ke kazdému k € N existuje oteviend mnozina Gy, tak, ze Q C Gy

o0
a A*G < 1/k. Mnozina (| Gy mé miru nula, je hustd a nespocetna (dokonce rezidudlni).
k=1
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1.12. Cantorovo diskontinuum. Uvazujme posloupnost {K, } kone¢nych systému intervalti definovanych nésle-
dujicim zpusobem: Ko = {[0, 1]}, K1 = {]0, %}, [%, 1]}. V indukénim kroku vyrobime KCy, z Ky, —1 jako systém vSech
uzavienych intervald, které tvofi levou nebo pravou tfetinu nékterého z intervalt ze systému K,_1 (prostfedni
tFetiny vynechdvdme). Potom K, bude systém 2" disjunktnich uzavienych intervald, z nichz kazdy mé délku

37", Ozna¢me K, sjednoceni systému K,,. Cantorovo diskontinuum C pak definujeme jako ()| K. Neni si tézké
n
rozmyslet, ze
o .
C = {Z a;37" : a; je 0 nebo 2}.
i=1

Zhruba feéeno, do Cantorova diskontinua patii pravé ty body z intervalu [0, 1], jejichz trojkovy rozvoj neobsahuje
cifru 1. Cantorovo diskontinuum ma nasledujici vlastnosti:

(a) C je kompaktni mnoZzina bez izolovanych bodi,

(b) C je ridké (a totalné nesouvisld) mnozina,

(c) C je nespocetnd mnozina,

(d) Lebesgueova mira C' je nula (spoctéte!).
1.13. Diskontinua kladné miry. Konstruujeme-li mnozinu D C [0, 1] podobnym zpisobem jako Cantorovo
diskontinuum s tou vyjimkou, Ze budeme vzdy vynechévat intervaly délky €3=", kde € € (0,1) (uvédomte si, ze
jejich stfedy nejsou stejné jako pfi konstrukci Cantorova diskontinua), dostaneme uzavienou fidkou mnozinu, pro
niz AD = 1 —¢. Mnozinam téchto vlastnosti se fika diskontinua kladné miry. Lze je ziskat také jinym zptisobem —
je-li G oteviend podmnozina intervalu (0, 1) obsahujici vSechna raciondlni ¢isla z tohoto intervalu a A\G = ¢ < 1,
pak [0,1] \ G je diskontinuum miry 1 —e.
1.14. Cviéeni. (a) Existuje neborelovskd podmnozina Cantorova diskontinua.
Ndvod. Uvédomte si, Ze mnozina vSech borelovskych podmnozin Cantorova diskontinua ma mohutnost kontinua,
zatimco mnozina vSech jeho podmnozin méa vétsi mohutnost.

Misto této tivahy lze pouzit také nasledujici myslenku. Definujte

k(t) :=inf{x € [0,1] : f(x) =t},

kde f je Cantorova singuldrni funkce z 23.1. Ukazte, Ze k je rostouci na intervalu [0, 1], a tedy zajisté borelovskd
funkce. Necht E je neméfitelnd podmnozina [0, 1], B := k(E). Potom B (jakozto podmnozina Cantorova diskon-
tinua) je méfitelnd mnozina. Protoze vsak x~1(B) = E (a s je borelovska funkce), nemtze B byt borelovska
mnozina.

(b) Existuje lebesgueovsky méfitelnd neborelovskd podmnozina R.

1.15. Lebesgueova mira v R". Zcela stejné jako v R lze definovat Lebesgueovu miru i
v R™. Pripomenime, Ze intervalem v R™ rozumime libovolny kartézsky souc¢in n jednorozmérnych
intervala. Je-li I := (a1,b1) X -+ X (an, b,) otevieny interval, definujeme

voll = (by —ay)...(by —ay).
Podobné definujeme vol I i pro intervaly jinych typa. Pro libovolnou mnozinu A C R" definujme
AA = inf{z vol I, : Ulk D A, I je otevieny interval}.

Rekneme, 7ze mnozina M C R" je méritelnd, jestlize \*T = \*(ANT) + A\ (A\ T) pro kazdou
mnozinu T' C R. (Vedeni analogii s jednorozmérnym pt¥ipadem bychom méli pozadovat uvedenou
rovnost jen pro omezené intervaly 7. Zména nam vsak umozni aplikovat obecnou vétu ze 4. kapi-
toly. Brzy ukdzeme, Ze mezi témito definicemi méFitelnosti neni Zadny rozdil.) Symbol 9 bude
opét znamenat systém vSech métitelnych mnozin. Pro M € 9 znac¢ime AM := A\* M n-rozmeérnou
Lebesgueovu miru mnoziny M.

1.16. Vé&ta. Pro kaZdou posloupnost {A;} (libovolngch) podmnoZin R™ je

NIPEHEDIPW IR
j=1

18

J

Dikaz. Tvrzeni plyne z obecné véty 4.3. m
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1.17. Vé&ta. Jsou-li M, € M, jsou i My \ Mz , M, a UM, prvky M. Jsou-li mnoziny M,

AUMn) =D AM,.

Dikaz. Tvrzeni plyne z obecné véty 4.5. m

navic po dvou disjunktnit, plati

Nasledujici vétu porovnejte se cvicenim 1.6.
1.18. Véta. Je-li I C R"™ omezeny interval, I C |JQ;, kde {Q,} je posloupnost oteviengch
J

intervali, potom

voll <> volQ;.
J

Tedy n-rozmeérnd Lebesqueova mira \*I je rovna objemu vol I.

Diikaz. Necht J je kompaktni interval lezici v I. Existuje p tak, ze intervaly {Q1, ..., Qp} pokryvaji
J. Interval J lze nyni rozdélit na koneény pocet n-rozmérnych kompaktnich intervala {J;}, které
se nepiekryvaji (maji spole¢né pouze asti hranic) takovym zptusobem, aby vnitiek kazdého
intervalu J; byl obsazen v nékterém z intervalt ();. Potom zfejmé

vol.J = "vol J; < zp:vole < ivole.
i j=1 j=1

Jelikoz rozdil vol I \ vol J lze ucinit libovolné malym, tvrzeni je dokdzano. m

1.19. Véta. (a) KaZdd borelovskd podmnozina R™ je méfitelnd.

(b) Je-li \*A =0, je A méritelna.
Diikaz. Tvrzeni (b) je zfejmé, budeme dokazovat (a). Dokdzeme nejprve, ze kazdy interval H
tvoiici poloprostor (napf. tvaru (—oo,c) x R"~1) je métitelny. Volme tedy “testovaci” mnozinu
T, M*T < 00, a € > 0. Existuji oteviené intervaly {Q;} tak, ze

J@ioTa ) voll; < X'T +e.
J J

Najdéme nyni oteviené intervaly I; a J; tak, aby
1; U J; :Qj, QjﬂHCIj, Qj\HC Jj a)\*Ij+)\*Jj <)\*Qj+627j.

Potom
XTI+ N (T\I) <> vollj+ Y volJ; < X'T +e.
J J

Dokazali jsme méritelnost vSech intervalt H tvoficich poloprostor. Z véty 1.17 dostavame, ze
i kazda borelovskd mnozina je méritelna. Systém méfitelnych mnozZin totiz tvoii o—algebru a
borelovské mnoziny jsou nejmensi c—algebrou generovanou otevienymi mnozinami (o téchto poj-
mech se doctete podrobnéji v nasledujicich kapitoldch). Pfitom kazdou otevienou mnozinu lze
vyjadrit jako spocetné sjednoceni intervalt a kazdy interval je kone¢ny prinik intervalt tvoricich
poloprostor. m

1.20. Véta. Je-li A C R", potom
A*A =inf{)\G : G je oteviend a G D A}.

Diikaz. 7 monotonie A\* plyne jedna nerovnost. Je-li nyni \*A < oo a & > 0, existuji oteviené
intervaly I; C R"™ tak, ze
AclJL a ) volIj <\ A+e.
J j

J
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Polozime-li G = |J I, je G oteviend mnozina, G D A a
J

NG<Y NI =) voll; < \A+e.
J J

Nasledujici vétu téz porovnejte se cvicenim 15.19.

1.21. Véta. Bud M C R". Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

(1) M je méritelnd,

(i) pro kaZdy omezeny interval I je NI = N*(INM)+ N *(I'\ M),
(iii) ke kaZdému e > 0 existuje oteviend mnozina G O M tak, Ze \*(G\ M) < e,
(iv) ezistuje mnoZina D D M typu Gs tak, Ze X*(D\ M) =0,

(v) existugi borelovské mnoZiny B;, B, tak, Z¢ B C M C B, a A\*(B. \ B;) = 0.

Diikaz. Imlikace (i)= (ii) je trividlni. Necht plati (ii). Zvolme € > 0. Oznaéme I, = (—k, k)"
Podle véty 1.20 najdeme oteviené mnoziny Gy a Hy tak, ze ze Iy N M C Gy, I, \ M C Hg,
AGL <N (I, VM) + 2% a AH, < X\*(I1, \ M) + 27 %c. Miizeme piedpokladat, ze Gy, a Hj, jsou
podmnoziny Ij;. Mame pak G \ M C Gy N Hy. S pouzitim (ii) a méfitelnosti otevienych mnozin
dostavame

My + MGy M Hy) = MGy + AHy < XN (I, N M) + X (I \ M) + 275 e <AL + 277 e,
Polozme G = | J Gi. Potom
k

AN(G\ M) <Y NGk N Hy) < 2,
k=1

tedy plati (iii). Z (iii) okamzité plyne (iv). Neni t8zké nyni rozmyslet implikaci (iv) = (v). Pokud
M spliwuje (v), je M = B; U(M \ B;), kde mnoziny B; a M \ B; jsou mé¥itelné podle véty 1.19
(kazd4 z jiného dtivodu), takze (v) = (i). m

1.22. Historické poznamky. H. Lebesgue definoval ptivodné vnéj$i miru mnozin na redlné ose pomoci spocet-
nych pokryti intervaly pfesné tak, jak jsme jeho postup v textu vysvétlili. Méfitelnost mnozin definoval jako ve
cviceni 1.7.

Koncem minulého stoleti se vyskytuji rizné pokusy definovat délku ¢i plochu geometrickych obrazcti, v pracich
G. Peana [1887] a C. Jordana [1892] se jiz uvazuji “miry” i komplikovanéjsich mnozin.

Existence lebesgueovsky neméfitelné mnoziny je velice Gzce svdzana s pouzitim axiomu vybéru (pro nespocetné
systémy mnozin) a tvrzeni, Ze takové mnoziny existuji, bylo poprvé dokazéno G. Vitalim [*1905]. Solovayiv
vysledek [1970] fika, ze existuji modely teorie mnozin (samozfejmé nesplitujici axiom vybéru), v nichz kazda
podmnozina realnych éisel je lebesgueovsky méfitelna. Existenci neméfitelné mnoziny lze dokazovat (za ruznych
mnozinovych podminek) také jinak. Zajimavé jsou konstrukce Bernsteinovych mnozin (stéle za pfedpokladu ax-
iomu vybéru) slouzicich jako piiklady neméfitelnych mnozin i pro dalsi mnozinové systémy . Jind konstrukce
neméfitelné mnoziny (opét axiom vybéru) zaloZzend na vysledcich teorie grafii pochdzi od R. Thomase [1985].
Pouzitim nestandardnich metod lze dokéazat existenci nemérfitelné mnoziny za predpokladu existence ultrafiltri
(slabsi forma axiomu vybéru; viz M. Davis [¥1977]). Zcela neddvno M. Foreman a F. Wehrung v [1991] dokazali,
Ze existence lebesgueovsky neméfitelné mnoziny jiz plyne z Hahn-Banachovy véty (coz je opét slabsi predpoklad
nez axiom vybéru).

Podotknéme, Ze Lebesgueovu miru je mozno rozsifit dale na “transla¢né-invariantni” miru definovanou na Sirsi
o-algebfe nez je systém vsech lebesgueovsky métitelnych mnozin. Konstrukei 1ze napfiklad nalézt u S. Kakutaniho
a J.C. Oxtobyho [1950]. Lebesgueovu miru vSak nelze rozumné rozsifit na systém vSech podmnozin R™.

Je zajimavé, ze v R & v R? existuji kone¢né aditivni rozsiteni Lebesgueovy miry na systém vsech podmnozin,
které mohou byt navic invariantni vii¢i posunutim a otdéenim. To prvné dokézal S. Banach [1923]. Tento vysledek
vSak nelze prenést do prostort vyssi dimenze, coz plyne ze slavného vysledku S. Banacha a A. Tarského [1924]:

Jsou-li U a V libovolné (!) omezené a oteviené mnozZiny v prostoru R™, n > 3, potom ezistuji mnoZiny

Ei,...Ex a F1,..,F tak, 2¢e E;NE; =0 =F;NF;proi# j,U=UE;, V=UF; a Ej lze ziskat z F}

translact, rotact ¢i zrcadlenim.

V této vété, znamé jako Banach-Tarského paradox, nemohou byt samoziejmé obecné vSechny mnoziny E; a Fj
métitelné; uvédomte si, ze mnoziny U, V mohou mit riaznou miru. O téchto i o dalsich zajimavostech se lze do¢ist
v knize S. Wagona [¥1985].
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2. ABSTRAKTNI MIRA

K vytvofeni abstraktniho pojmu miry jsme zatim vedeni ptikladem Lebesgueovy miry, to je
vsak pouze jeden z dulezitych pfipadt. Dnes tfeba v celé moderni teorii pravdépodobnosti pojem
miry hraje zakladni roli. Pfi matematickém modelovani fyzikalnich velicin nestaci jiz k popisu
jejich rozlozeni pojem funkce, pojem miry je i zde nezbytny. A to nemluvime jiz o nékterych
partiich moderni analyzy, kde se bez pojmu miry neobejdeme — zminime se tieba o dilezité teorii
distribuci, o popisu duélt prostord spojitych funkci ¢i o k-rozmérnych mirach v n-rozmérném
prostoru, slouzicich k méfeni (zak¥ivenych ploch).

Pfipomerime, ze Lebesguova mira nebyla definovana na systému vSech podmnozin R, ale jen
na jakémsi jeho podsystému, ktery byl uzavien na vSechny spocetné mnozinové operace. Z toho
budeme vychézet i v abstraktnim pfistupu.

2.1. g-algebry. Systém S podmnozin dané mnoziny X nazveme o-algebrou, jestlize

(a) X €S,
(b AcS = X\A4eS,

(€ AneS — J A, €8

n=1
Dvojici (X, S) budeme nazyvat méfitelny prostor.

Ziejmé kazda o-algebra je uzaviena i na spocCetné priniky, rozdily dvou mnozin a obsahuje
prazdnou mnozinu.

Ne kazdy systém mnozin tvoii o-algebru. Nicméné, je-li 7 libovolny systém podmnozin X,
existuje nejmensi o-algebra o(7), kterd obsahuje 7. Staci totiz za o(7) vzit priunik vSech o-
algeber (v X), které obsahuji 7. Pfitom je nutné si uvédomit, Ze alespoii jedna takové o-algebra
existuje (totiz o-algebra P(X) vSech podmnozin X), a Ze prinik libovolného systému o-algeber
je opét o-algebra (dtikaz je lehky, ale zkuste si ho pofadné udélat). Systém o(7") budeme nazyvat
o-algebrou generovanou 7T .

primce. Dalsi dulezitou skupinou pfikladt jsou borelovské o-algebry z 2.3. V tomto odstavci pfiddme na dokresleni
péar trividlnich a ilustrativnich piikladi. Necht X je libovolnd mnozina. Potom

(a) {0, X} je o-algebra,

(b) systém P(X) vSech podmnozin X tvofi o-algebru,

(c) {A C X : A je spoCetnd anebo X \ A je spocetnd} je o-algebra.
2.3. Borelovské mnoziny. Necht G znadi systém vSech otevienych podmnozin topologického
prostoru P. Potom o(G) — pfipomeiime, Ze to je znadeni pro nejmensi o-algebru obsahujici G
— obsahuje i vSechny uzaviené mnoziny. Déle musi o(G) obsahovat vSechny spocetné priniky
otevienych mnozin (témto mnozindm fikdme mnoZiny typu Gs) a vSechna spodetnéd sjednoceni
otevienych mnozin (tim nedostdvame ovSem nic nového, nebot sjednoceni — dokonce libovolného
poétu — otevienych mnozin je opét mnozina oteviend), spodetnd sjednoceni uzavienych mnozin
(mnoZiny typu F,), spocetnd sjednoceni mnozin typu Gy (typ Gss,), spocetné priniky mnozin
typu Fy, (typ Fys), a tak bychom mohli pokrac¢ovat. Podotknéme pouze, Ze pro uplny popis vSech
moznych “typd” bychom museli pouzit (v netrividlnich pfipadech) vSechna spocetnd ordinalni
cisla.

Systém mnozin o(G) budeme v dalsim znacit B (¢i B(P)) a jeho prvky budeme nazyvat
borelovskymi mnoZinams.

2.4. Mira. Bud S systém podmnoZin mnoziny X. Nezdpornou mnozinovou funkci p : & —
[0, +00] nazyvdme mirou, jestlize

(a) S je o-algebra,
(b) =0,
)

(¢) pro kazdou posloupnost {A,} po dvou disjunktnich mnozin z S je

/L(U Ay) = Z,UATL .
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Z (b) a (c) okamzité plyne, Ze kazda mira je monotonni (A, Be€ S, AC B = pA < uB);
vlastnosti (c) se také fikd o-aditivita miry.

Rekneme, Ze mira je koneénd je-li uX < 4o0; o-konecnd, jestlize existuji mnoziny M, € S
tak, ze uM,, < +o0o0 a X = U M,,. Je-li pX =1, fikame, Ze mira u je pravdépodobnostni. Miru
1 budeme nazyvat dplnou, Jesthze pro kazdé dvé mnoziny A , B C X plati

ACB, BeS, uB=0= A€S

(a tudiz potom také pA = 0).

Trojici (X, S, 1) nazyvame prostorem s mirou, jestlize S je o-algebra podmnozin dané mnoziny
X a p je mira na S. Mnozinam ze o-algebry S fikame také nékdy v kratkosti méritelne.

Je-li 4 mira na X a E € S, definuyjme ug A = p(AN E) pro A € S. Piibuznym pojmem
(nezaménovat!) je restrikce p 4 miry p na mnozinu A € S: Oznacime-li Sy o-algebru {M ¢
S: M C A} podmnozin A, definujeme pj4(M) = p(M) pro M € Su. Konecng, je-li 7 C S
o-algebra podmnozin X, pak symbol p7 znaci miru £ — pE, E € 7.

2.5. Priklady. (a) Lebesgueova mira na systému vsech lebesguovsky méFitelnych mnozin v R™. Tato mira je
uplné, o-konec¢né, nikoliv vsak koneéna.

(b) Aritmetickd mira. Zde X je libovolnd mnozina, S = P(X) systém vSech podmnozin X,

A = { poéet prvkl mnoziny A, je-li A koneéna,
+00, je-li A nekone¢na.
Aritmetickd mira je uplnd; o-konec¢nd, pravé kdyz X je spocetnd a koneéné pouze v pfipadé, kdy X je konecna.

(¢) Diracova mira. Zde opét X je libovolnd mnozina, z € X, S = P(X). Definujme

{ 1, pokud z € A,
A =
0, jestlize z € X \ A.

Mife p se fikd Diracova mira v bodé x a znaci se symbolem e;. Diracova mira je Gplna a kone¢na.

(d) Trividlng mira. Je-li S libovolna o-algebra podmnozin X a puA = 0 pro vSechna A € S, je u pfikladem
kone¢né miry, ktera neni uplna, pokud S # P(X).
2.6. Vlastnosti miry. Necht (X,S, u) je prostor s mirou. Potom mira p md ndsledujici vlast-
nosti:

(a) A, eS8, A1 CAxC... = pu(UAn) =limpA,,

(b) A, €8, A1 DAy D ..., pA1 < +oo = p(A4,) =limpuA,,

(c) 4, €8S = ulUA4,) <> uA,.

Diikaz. (a) Protoze mnoziny Ay, As\ A1, Az \ Asa,... jsou po dvou disjunktni, dostdvdme

p(l An) = AlUU Apii \ An)) = pAr+ > p(Angr \ An)
n=1

n=1
k—1
= lim (A + ;(MAn+l \ An)) = lim piAy..

(b) Podle (a) je

p([) An) = A — p(Ar\ () An) = pAr — u(|J A1\ An)

n=1

=pAr — lim p(A;\ 4,) = lim pA,
(c) Staci uvazovat posloupnost
By :Al, Bs :A2\A1, Bs :Ag\(AlUAQ),...

a uvédomit si, ze |J By, = |J A, pfi¢emz v nové posloupnosti { By} jsou mnoziny po dvou dis-
junktni. m
2.7. Zuplnéni miry. Nyni se vratime k pojmu tplnosti miry. Ukézeme, Ze kazdy prostor s mirou

vy

lze “rozsitit” na prostor s Gplnou mirou.
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Necht (X, S, 11) je prostor s mirou. Oznac¢me N systém vsech mnozin A C X, k nimZ existuje
B € S tak, ze uB =0 a A C B. Déle ozna¢me S systém vsech sjednoceni M U N, kde M € S a
N € N. Na S zavedeme mnoZinovou funkci 7 pfedpisem

(M UN) = uM, MeS NeN.

Hodnota IiE ziejmé nezéavisi na volbé vyjadieni £ = M UN. Mnozinovou funkci 7 na S nazyvame
zuplnénim miry p.

2.8. Vé&ta. S je o-algebra obsahujici S a Ti je tplnd mira na S, shodujici se s ju na S.

Diikaz. Neni tézké si jednotliva tvrzeni podrobné rozmyslet. Trividlng S C S. Jelikoz S i A jsou
uzavieny na spocetné sjednoceni, plati totéz i o S. Je-li E € S, najdeme M € S, Nc NaBeS
tak, 2 N C B, uB=0a E =M UN. Potom X \ E = (X \ (M UB))U(B\N) €S. Déle se
lehko ovéFi, Ze i je tplnd mirana S a pu =7 na S. m

2.9. Poznamka. Zuplnéni miry tedy dostaneme tak, ze k ptivodni o-algebfe pfidame vSechny mnoziny, které se
od puvodné méfitelnych mnozin 1lis$i o podmnozinu mnoziny nulové miry. Pfitom mira takto upravené mnoziny
zustane zachovana.

Poznamenejme jesté, Ze je vice rozsifeni miry na Gplnou miru. NaSe zplnéni (které je jednozna¢né!) je v jistém
smyslu minimélni (porovnej se cvi¢enim 2.13).

2.10. Cviceni. Bud f nezaporna funkce na mnoziné X, S o-algebra na X. Pro B € S polozme

pB =Y f(x).

z€EB
(Zopakujte si, ze podle definice

Z f(z) = sup{ Z f(z): K C B, K kone¢na}.)
zeB K zek
Ukazte, Ze p je mira na S (tzv. vdhovd aritmetickd mira ).
(a) Specidlni volbou S = P(X) a f = 1 na X dostavidme aritmetickou miru.
(b) Je-li S =P(X) , z € X a f = cy,), je p Diracova mira v bodé z.
2.11. Cviceni. (a) Trividlni mira na S = {0, R} neni Gplna. Jak vypada jeji ztplnéni ?
(b) Lebesgueova mira v R, pokud ji uvazujeme pouze na o-algebfe borelovskych mnozin (viz cvideni 1.14.a),
neni uplna.
(¢) Bud X ={1,2,3,4}, S = {0, {1, 2}, {3,4}, X}, w mira na P(X) takova, ze
w{l} =w{2} =0, w{3} =w{4} =1.
Je-li p = wys, neni p Gplna.
Bud dale
T:SU{{1}7{2}7{17374}7{27374}}7 V=uwrT-
Potom v je uplna. Jak vypada zuplnéni p ?
2.12. Cvicéeni. Zuplnéni Lebesgueovy miry uvazované na o-algebfe vSech borelovskych mnozin v R je pravé
Lebesgueova mira na lebesgueovsky méfitelnych mnozinach (viz téz véta 26.1).
2.13. Cviceni. Bud (X, 7,v) ziplnéni (X,S, p). Je-li p1 Gplnd mira na o-algebfe S1 s vlastnostmi S C S1 a
w=pils, potom 7 C St av = pui|7.
2.14. Cviceni (Borel-Cantelliho lemma). Bud (X, S, u) prostor s mirou, A, € S. Jestlize Y uAn < 400, potom
o0 oo
p(limsup An) = 0 (definujeme limsup Ay, := (| U Ak).
n=1k=n
Lze néco Fici v pfipadé, kdy > pA, = +oo ?
2.15. Cvicéeni (Darbouxova vlastnost). Bud (X, S, p) prostor s mirou. Jestlize mira p neobsahuje zadny atom
(mnozina A € S se zove atom, jestlize pA > 0 a pro jakoukoliv mnozinu B € S, B C A je budto uB = 0 anebo
uB = pA), potom
{pA:AeS}=10,pX].
Ndvod. Volme 0 < oo < pX. Polozme A = {A € §: pA > a}. Potom existuje mnozina C € A tak, ze pA = uC pro
vsechna A € A, A C C. Obdobné najdeme D € S, D C C, uD < « s vlastnosti: uB = uD pro kazdou mnozinu
B € S, pokud D C B C C a pB < a. Protoze C'\ D nemiize byt atom, musi byt uC = puD = a.

2.16. Historické poznamky. E. Borel ukizal v [1895] a [¥1898], ze délka intervalu mize byt rozsifena na o-
aditivni mnozinovou funkci (miru) definovanou na systému vSech “borelovskych” mnozin. H. Lebesgue byl ovSem
prvnim, kdo pomoci této miry vybudoval teorii integralu. Pojem miry na obecnych prostorech, nikoliv pouze
eukleidovskych, nalezi podle vseho az J. Radonovi [1913]. A.N. Kolmogorov zavedl v [*¥1933] axiomatickou teorii
pravdépodobnosti (rozuméjme - abstraktni pravdépodobnostni miry).

Darbouxova vlastnost realné miry je specialnéjsi verze obecné Ljapunovovy véty (A. Ljapunov [1940]), podle
které obor hodnot kone¢né-dimenzionalni neatomické vektorové miry je kompaktni konvexni mnozina.



10 A. MIRA A MERITELNE FUNKCE
3. MERITELNE FUNKCE

V tvodni kapitole jsme vidéli, ze Lebesgueova mira, pokud mé mit jisté rozumné vlastnosti,
nemuze byt definovana na vSech podmnozinach R"™. Je ji zapotiebi uvazovat na mensim systému
vSech méritelnych mnozin. Rovnéz tak nelze ocekévat rozumnou teorii integrovani na t¥idé vsech
funkci, bude nutné se omezit na jisté rozumné funkce. Tato tfida funkci by méla samoziejmé
obsahovat charakteristické funkce vSech méfitelnych mnozin a byt uzaviena na obvyklé (jak
algebraické, tak i limitni) operace. Jak uvidime, témto pozadavkim vyhovuje nésledujici pfirozena
definice.

V dalsim pfedpoklddéme, ze S je o-algebra (podmnozin dané mnoziny X).

3.1. Mé&ritelné funkce. Necht D € S. Funkce f : D — R se nazve mévitelnou (piesnéji S-
méfitelnou) na D, jestlize pro kazdé o € R je {z € D : f(z) > a} € S. Komplexni funkce na D
je méfitelna, je-li jeji realna i imaginarni slozka méfitelna.
3.2. Priklady. (a) Jestlize S je o-algebra viech podmnozin X, potom kazda funkce na X (nabyvajici tieba i
nevlastnich hodnot!) je S-méfitelnd.

(b) Pouze konstanty jsou S-métitelné v piipadé S = {0, X }.

(c) Je-li B o-algebra vsech borelovskych mnozin topologického prostoru X, potom B-méfitelnym funkcim Fikdme
kratce borelovské funkce na X.

3.3. Poznamka. Jelikoz o-algebra je uzaviend na tvoreni dopliik®, funkce f je S-méfitelnd, praveé kdyz {f <
a} € S pro kazdé o € R. Vzhledem k tomu, ze

2ap=N{r>a-2},
n=1

Ize v definici S-méfitelnosti nahradit podminku {f > a} € S podminkou {f > a} € S (a kone¢né i podminkou
{f < a} € §). Dalsi ekvivalentni podminky jsou ve cviceni 3.6.

3.4. Véta. Budte f,g S-méfitelné funkce na X. Potom
(a) {freX: fx) <g(x)} €S,
(b) f7H(+00), fH(-o0) €S.

Diikaz. Tvrzeni plyne snadno ze vztaht

{f<gt=UJWf<rin{g>r}),

reQ
{reX: f(z) =400} = m{f>n}
[

3.5. Vlastnosti S-méFitelnych funkci. Budte f, g, fn S-méritelné funkce na X, A € R.
Potom jsou S-méritelné i ndsledujici funkce:

(a) Af, f+g (pokud soucet f+ g md vSude smysl), max(f,g), min(f,g), |f|, fg, f/g (pokud
g nenabyvd hodnoty 0),

(b) sup fp, inf f,,, limsup f,, iminf f,, a teké lim f,, (existuje-li).

Dikaz. Naznafme mysSlenky jen u nékterych diikazii, ostatni si jako cvideni provedte sami.

(a) Bud o € R. Potom {f 4+ g > a} = {f > a — g} (a funkce a — g je zfejmé S-méFitelnd).
Déle mizeme vyuzit vztaha

max(f,g) = %(f+g+|f—9|)7

fg= %((f+9)2 - f-4%
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a dokazat, ze |f| i f? jsou S-méfitelné, je-li sama f S-métitelna. V piipadé | f| je to velice snadné,
jinak
pro o < 0,

X
{f2>°‘}:{{|f|>¢a} proa >0,

(b) Jako ndvod uvedme pouze vztah

{sup fn > a} = [ J{fu > a}.

n

3.6. Cvideni. (a) Ukazte, ze redlna funkce f je S-méfitelna, pravé kdyz f~1(G) € S pro kazdou otevienou
mnozinu G C R, anebo pravé kdyz f~1(B) € S pro kazdou borelovskou mnozinu B C R.

Ndvod. Protoze kazdou otevienou mnozinu G C R lze vyjadrit ve tvaru G = |J(an, bn) (pfi¢emz (a,b) = (—o0,b)N
(a, +00)), vidime, ze funkce f je S-méfitelnd, pravé kdyz f~1(G) € S pro kazdou otevienou mnozinu G C R
(uvédomte si, ze {f > a} = f~1((a, +00)) !). Déle, uvazujte systém

{B C R : B borelovsk4, f~1(B) € S},
o némz ukazete, ze tvori o-algebru a obsahuje vSechny oteviené mnoziny.

(b) Charakteristiku uvedenou v (a) nelze pouzit pro funkce nabyvajici nevlastnich hodnot, ledaze bychom
pouzili pojem oteviené, resp. borelovské podmnoziny R.

3.7. Cvi€eni. Necht {fn} je posloupnost S-méfitelnych funkci. Ukazte, Ze mnoziny
{z € X: lim f,(z) existuje } a {x € X: lim fr(z) existuje a je kone¢na }
leziv S.
3.8. Jednoduché funkce. Jednoduchou funkci na X rozumime (kone¢nou) linedrni kombinaci

charakteristickych funkei mnozin z S. Jinymi slovy, redlnd (¢i komplexni) funkce f je jednoduché,
jestlize f je S-méfitelnd a f(X) je koneénd podmnozina R (¢i C). Kazd4 jednoduché funkce mé
n

tedy tvar > A;ca,, kde \; jsou ¢isla a A; € S. Podotknéme, Ze toto vyjadfeni neni jednoznac¢né!
i=1

3.9. Véta. Bud f > 0 S-mé¥itelnd funkce na X. Potom existuje posloupnost { f,,} nezdporngch
jednoduchych funkci na X tak, Ze fn /" f.

Dikaz (kreslete si). Pron € N ak=1,2,...,n2" polozte

k—1 k
F,pr={reX: < flz) < =
’ 2n 2n
a definujte
—k;nl , pokud z € F, 1,

fn(x) = n proz € X \UJFnk-
%

Lehko ovérite, ze f, jsou jednoduché a f, ~ f. m

3.10. Cvideni. Necht f, f, maji stejny vyznam jako v predchozi vété. Ukazte, ze fr = f na kazdé mnozing, na
niz je f omezena.

3.11. Cviceni. Je-li f S-métitelna funkce, existuje posloupnost jednoduchych funkei {f,} tak, ze |fn| < |f] a
fn— fnaX.

Nejcast€ji prichazime do styku s méfitelnosti v situaci, kdy na dané oc—algebife mame zadanu
miru. Predpokladejme proto v dalsim, ze (X, S, u) je prostor s mirou. Zavedeni nésledujiciho
pojmu je dilezité v Lebesgueové teorii integrace, nebot mnoziny miry nula jsou v mnohém ohledu
zanedbatelné.

3.12. Pojem skoro vSude. Rekneme, Ze funkce h je definovéana p-skoro vsude (kratce skoro
v$ude) na X, jestlize pro jeji defini¢ni obor D € S plati u(X \ D) = 0. Necht f a g jsou funkce
definované skoro véude na X. Rekneme, Ze f(z) < g(z) pro p-skoro viechna x € X, nebo f < g
u-skoro viude, jestlize existuje mnozina N tak, Ze uIN = 0 a pro véechna z € X\ N je f(z) < g(z).
Podobné interpretujeme fraze “skoro vsechna” a “skoro vsude” v jinych souvislostech, napi. u
rovnosti funkei ¢ u konvergence skoro vsude.
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3.13. y-méiitelné funkce. Rekneme, Ze funkce f s definiénim oborem D € S je méritelnd
(pfesnéji p-méfitelnd), jestlize u(X \ D) =0 a f je méfitelnad (pfesnéji Sp-méFitelnd) na D.

Zdtraznéme, ze rozliSujeme mezi “méfitelnou funkei” (u-métitelnou, definovanou obecné jen
skoro viude) a “S-méfitelnou funkei”, definovanou véude na X.

3.14. Rovnost skoro vsude. Vztah “f = g skoro vSude” je zfejmé ekvivalence na mnoziné
v8ech funkei (nebo méfitelnych funkei) na X. Je dobré si uvédomit nasledujici pozorovani.

(a) Necht p je mira na (X,S) a f p-méfitelnd funkce s definiénim oborem D € S. Potom
existuje S-méfitelna funkce g na X tak, Ze f = g na D, specidlné muzeme volit

_{f na D,
9700 nax\D.

(b) Je-li p iplné mira na (X,S) a f p-méfitelnd funkce, potom kazd4 funkce g rovnd f skoro
vsude je méfitelna.
3.15. Cviceni. Naleznéte ptiklad prostoru s mirou, na némz existuje S-méfitelna funkce f a S-neméritelna funkce
g tak, ze f = g skoro vsude.
3.16. Cvigeni. Nechf (X,S,7) je zuplnéni prostoru s mirou (X, S, p).

(a) Ukazte, Ze vSude definovand funkce f na X je S-méfitelnd, pravé kdyz existuji S-métitelné funkce g, h tak,
7ze g < f < hnaX ag=h p-skoro vsude v X.
Ndvod. Jedna implikace je snadni. Bud tedy f S-méfitelnd. Potom naleznéte podle cvigeni 3.11 posloupnost

jednoduchych (S-méfitelnych) funkei {f,} tak, aby f, — f na X. K nim pak naleznéte S-méfitelné funkce gn, hn
tak, aby platilo gn < fn < hn a gn = hn p-skoro vsude (to je snadné) a polozte

g:=limsupgn, h:=liminfh,.

(b) Je-li f S-mé¥itelna funkce na X, existuje S-méfitelna funkce g tak, ze f = g fi-skoro viude.

Ndvod. Tvrzeni je ziejmé pro charakteristické funkce mnozin z S, tedy i pro S-méFitelné jednoduché funkce. Poté
pouzijte vhodné cviceni 3.11.

3.17. Cviceni. Necht {fn} je posloupnost S-méfitelnych funkci na X konvergujici k funkci f p-skoro vsude.
(a) Je-li mira p Gplna, je i f S-méfitelna.
(b) Je-li f definovana na X a S-méfitelnd, existuje posloupnost {f} S-méritelnych funkci tak, ze fn = fX
p-skoro vsude a f;; — f vSude na X.
(c) Je-li tedy mira p Gplna, je funkce f S-méFitelnd, pravé kdyz existuje posloupnost jednoduchych funkci
konvergujici k f p-skoro vsude.
3.18. Vzory a obrazy mérFitelnych mnozin. Vime jiz, Ze realné méfitelné funkce jsou pravé ty, pro néz
vzory borelovskych mnozin jsou mnoziny méfitelné. Pro dokresleni situace uvedme nasledujici ptiklady pro piipad

Lebesgueovy miry na R.

(a) Polozme g(z) = %(x + f(z)), kde f je Cantorova singularni funkce z 23.1. Potom g je spojitd a rostouci
funkce zobrazujici interval [0,1] na [0,1]. Je-li C Cantorovo diskontinuum a ¢ inverzni funkce k g na [0, 1], je
©~1(C) (lebesgueovsky) méfitelnd mnozina kladné miry. Podle poznamky 1.9.2 existuje neméfitelnd mnozina
E C ¢~ 1(C). Kone¢ng, pro M := ¢(E) mame M C C; je tedy M méfitelna, pticemz ¢~ 1(M) = g(M) = E je
mnozina neméfitelnd. Podotknéme jesté, ze M neni borelovskd. (Porovnejte téz se cvidenim 1.14.a.)

(b) Aniz bychom nasledujici tvrzeni odiivodiiovali, uvedme, Ze spojity obraz borelovské mnoziny na R je vzdy
méFitelny, ale nemusi byt borelovsky.

,

4. VYTVARENI MIRY z VNEJSI MIRY

Jak jsme se jiz zminili, teorie miry je dilezita v mnoha partiich moderni analyzy. Leckdy vsak
byva obtizné zadefinovat pfimo miru na jisté o-algebife. Mnohdy ji pohodlnéji ziskame konstrukci
z jistych mnozinovych funkci, at jiz jsou tyto definovany na ponékud “malém” systému mnozin
(a miru pak ziskdme procesem rozsifeni) anebo naopak na prili§ “velikém” systému mnozin (mira
se pak vytvori zZenim na mensi systém mnozin). V této kapitole se budeme zabyvat konstrukci
miry z tzv. vnéjsi miry. To je zobecnéni postupu, ktery jsme jiz pouzili pfi zavedeni Lebesgueovy
miry. Zde také splatime dluh v{i¢i nedokdzanym tvrzenim z prvni kapitoly.
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4.1. Vnéjsi mira. Vnéjsi mirou na mnoziné X rozumime mnozinovou funkci ~, kterd kazdé
mnoziné A C X prifadi nezdporné ¢islo yA (redlné nebo +00), pfi¢emz jsou splnény nasledujici
pozadavky:

(a) 0 =0,

(b) Ac B = ~vA<~B,

() Y(UAn) <374,
Vlastnosti (c¢) se k4 o-subaditivita vnéjsi miry.
4.2. Priklady vnéjSich mér. (a) Lebesgueova vnéjsi mira v R™.

(b) Hausdorffova vnéjsi mira z kapitoly 36.

(c) Aritmeticka mira.

(d) Necht (X, S, u) je prostor s mirou. Potom A — inf{uM : M € S, M DO A} je vnéjsi mira, kterd se znaci

w*, viz téz cviceni 4.8.

Dilezity priklad vytvareni vnéjsi miry je v néasledujici véte.
4.3. Véta. Necht G je systém podmnozin mnoZiny X obsahujici § a v : G — [0, +00] je mnoZi-
novd funkce na G, pro niz v = 0. Pro A C X polozme

VA = inf{inn :Gp €3, G G, D A}

n=1 n=1
(wvédomte si, Ze inf () = +o0). Potom U je vnéjsi mira.
Diikaz. Trochu téz81 je pouze ovéfeni o-subaditivity . Necht tedy A C | An, > UA, < +o0.
n
Volme € > 0 a naleznéme G{l € g tak, aby
‘ : €
UJ&io 4, a ZVG;<ﬂAn+2—n.
J J
Potom ‘
UGioda ) vd, >ivA--.

n,j n

4.4. y-méfitelné mnoZiny. Mnozinu M C X nazveme y-méfitelnou (podle Carathéodoryho),
jestlize pro kazdou “testovaci” mnozinu 7" C X plati

VI'=~v(TNM)+~(T\ M)

(jinymi slovy, M aditivné “rozstipne” kazdou mnozinu v X). Systém vSech (carathéodoryovsky)
méfitelnych mnozin ozna¢me M(7). K ditkazu métitelnosti mnoziny M stali ovétit pouze nerov-
nost

VT 2 (T NM)+~(T\ M),

a to jesté samoziejmé jen v piipadech, kdy vT' < +oc.
4.5. Véta. Systém méfitelngch mnozin M(y) tvori o-algebru a v je na ném uplnd mira.

Driikaz rozdélime do nékolika kroku.

(a) Ihned je vidét, ze §, X € M(v), a jestlize M € M(y), potom i X \ M € M(v). Budte M,
N € M(y), chceme ukézat, ze i M NN € M(). Volme tedy testovaci mnozinu T' C X. Potom

VT =~(TNM)+~(T\ M)

a také
YT NM)=y(TNMAON)+~(TNnM)\N).

Nyni pouzijeme testovaci mnozinu T\ (M N N) a mé¥itelnost M:
VTN M AON)) =v(TNM)\N)+~(T\ M).
7 poslednich tii rovnosti plyne
YT =T N((MNON))+~+(T\ (MNN)).

Protoze M(7) je uzavien na doplitky a koneéné priniky, je uzavien i na kone¢n4 sjednoceni.
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(b) Chceme ukézat, ze funkce v je o-aditivni na 9(y). Volme tedy M, € M(y) po dvou
disjunktni. Je-li testovaci mnozina T' = M; U My a vyuzijeme-li métitelnosti M7, dostavame

Y(My U M) = yMy +yM, .

Je tedy « konecéné aditivni. Dale

k k

Z yM,, = liinz yM,, = 111?17( U M,) < V(ngl M,).

n=1 n=1 n=1
Opacna nerovnost vsak plati vzdy.

(c) Budte nyni opét M,, € M(y) po dvou disjunktni. Chceme dokazat, ze |J M, € M(y).

n=1
Volme tedy testovaci mnozinu 7" C X. Potom
k k o0 k
VT =~5(T\ | Mo) + 9T | Ma) = 1T\ | M)+ (T 0 M,)
n=1 n=1 n=1 n=1

pro kazdé k € N. Odtud ihned plyne, ze

YT > ~(T\ U My) +~(T'N U M)

n=1 n=1

(nebot v je o-aditivni). Pomoci téchto jednotlivych krokt jiz dikaz véty zajisté sami dokonéite
(uvédomte si téz, ze A € M(y), kdykoliv yA =0). m

4.6. Cvi€eni. Bud 7 nezaporna funkce na P(X), 70 = 0. Ukazte, Ze systém (carathéodoryovsky) méfitelnych
mnozin tvori algebru mnozin a 7 je na ni aditivni.

Ndvod. Vsimnéte si, kde jsme vlastné v dikazu véty 4.5 vyuzili monotonii a o-subaditivitu vnéjsi miry.

4.7. Cviéeni. Rekneme, Ze vnéjsi mira v je reguldrni, jestlize ke kazdé mnoziné A C X existuje M € IM(y) tak,

7e ACMa~vyA=~M.
Kazda regularni vnéjsi mira v spliiuje podminku:

A1 CA2 CA3C... =  y(UA,) =lim~A, .

Dokazte! Ukazte také, ze Lebesgueova vngjsi mira je reguldrni. (Poznamejme, %e oproti tomu existuje klesajici
posloupnost { My} podmnozin [0, 1] takovych, ze \*M, =1 a (| M,, = 0).
n

4.8. Cviéeni. Bud (X, S, u) prostor s mirou, A C X. Polozme
pw*A:=inf{uM : M € S;,AC M}, upA:=sup{pM : M e S, M C A}.

(a) Necht p*A < +oo. Ukazte, ze A € M(u*), pravé kdyz p« A = p* A.
(b) Ukazte, ze S C M(p*) a p = p* na S.

4.9. Historické poznamky. Carathéodoryho charakteristika méfitelnych mnozin se poprvé objevuje v jeho
knize [*1918] o realnych funkcich.

5. MNOZINOVE SYSTEMY A MNOZINOVE FUNKCE

P1i konstrukei Lebesgueovy miry vychazime z primitivni mnozinové funkce “objem intervalu”.
Postupy pouzivané k jejimu rozsifeni na plnohodnotnou Lebesgueovu miru poskytuji moznosti
zobecnovani.

V této kapitole se budeme vénovat mnozinovym systémim z hlediska teorie miry, ponechavajice
stranou topologickou stranku problematiky. Je vSak uziteéné si pov§imnout nékterych paralel mezi
topologickymi mnozinovymi systémy a o-algebrami, viz [Ru]. Topologické znalosti potfebné pti
studiu zékladu teorie miry jsou pfipomenuty v Appendixu.
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5.1. MnozZinové systémy. Nyni uvedeme nékolik definic, uzivanych zejména v abstraktni teorii
miry a teorii pravdépodobnosti. Systém A podmnozin mnoziny X obsahujici §) se zove:

(a) polookruh, jestlize

(al) A,Be A = ANBEeEA,
(a2) A, Be A, AC B = existuji disjunktni mnoziny Ci,...,C, € A

tak, ze B\ A= |J Cj};
j=1

(b) okruh, jestlize A, Be A = AUB, A\ B € A (potom téz AN B € A);
(c) algebra, jestliZe je okruh a X € A;
(d) Dynkindiv systém, jestlize

)
(dl) X € A,

(d2) A, Be A, BCA = A\BecA,
(d3)

d3) jsou-li 4,, € A po dvou disjunktni, potom |J A, € A;

n=1
(e) m-systém, jestlize A, B€ A = AN B € A,
(f) &-okruh, jestlize A je okruh uzavieny na spocéetné prinikys;
(g) o-okruh, jestlize A je okruh uzavieny na spocetné sjednoceni.

5.2. Pramira. Nezapornou mnozinovou funkci p nazveme pramirou na X, jestlize defini¢ni obor
u je okruh A podmnozin X a p spliuje

(a) ub =0,

(b) je-li {4;} C A posloupnost po dvou disjunktnich mnozZin, pficemz |JA; € A, potom
w(UA) = 3 i,

Pramira je vlastné o-aditivni mnozinova funkce definovana na okruhu mnozin. Definice kone¢né
¢i o-konecné pramiry je analogickd pfislusnym definicim pro miru v 2.4.

5.3. Priklady. Oznacme Z systém vSech intervali na R véetné degenerovanych (tj. prdzdné mnoziny a jedno-
bodovych mnozin) a Z? systém vsech omezenych intervalti z Z. Dale necht Z; je systém vsech zleva uzavienych
intervalt tvaru [a, b) obohaceny o (), R a intervaly typu (—oo,b) a Ilb =7, N7t

(a) Systémy Z, Z;, Z°, Ilb jsou polookruhy, coz jiz neni pravda o systémech vSech otevienych, resp. uzavienych
intervald.

(b) Uzavieme-li TP, resp. Ilb na konec¢nd sjednoceni, dostaneme okruh. Uzavieme-li Z, resp. nebo Z; na kone¢né
sjednoceni, dostaneme dokonce algebru A, resp. A;. Mnozinovou funkci I — vol I lze (jednozna¢né) rozsifit na A,
resp. A; tak, aby byla pramirou. Rozmyslete si, pro¢ je dulezité uvazovat i degenerované intervaly.

(c) Uzavieme-li Z nebo Z; na spocetnd sjednoceni, nedostaneme ani polookruh. Uvazujte ptiklad, kdy odec¢tenim
spoéetného sjednoceni otevienych intervalu od [0, 1] vznikne Cantorovo diskontinuum, které neni spocetnym sjed-
nocenim intervala.

(d) Necht S a T jsou o-algebry (sta¢i polookruhy). Potom systém vSech mnozin tvaru A x B, kde A € S a
B € T, tvofi polookruh.

(e) Necht D je polookruh. Potom mnozina vSech kone¢nych disjunktnich sjednoceni prvki z D je okruh (vlastné
nejmensi okruh obsahujici D).

(f) Uvazujte systém H vSech podmnozin o sudém poc¢tu prvka mnoziny {1,2,...,20} a ukazte, ze H tvori
Dynkintiv systém, nikoliv vSak polookruh.

(g) Systém vsech spocetnych podmnozin mnoziny X tvofi o-okruh, ktery v pfipadé nespocetné mnoziny X
neni o-algebra.

(h) Systém vsech lebesgueovsky méfitelnych mnozin koneéné miry tvori §-okruh.

(i) Necht A je systém vSech sjednoceni koneéné mnoha intervalt (véetné degenerovanych) a A’ = {ANQ :
A € A}. Potom A’ je algebra podmnozin Q a v : AN Q — MA je kone¢né aditivni mnozinova funkce, kterd neni
pramira.

(j) Necht A je algebra vSech koneénych sjednoceni intervali na (0,1). Definujme mnozinovou funkci v na A
predpisem

{ 1 obsahuje-li A pravé okoli nuly,
v(A) =
0 v ostatnich pfipadech.

Potom v je kone¢né aditivni mnozinova funkce na A, kterd neni pramira.

5.4. Vé&ta. Necht G je okruh podmnozin mnoziny X a necht v je pramira na G. Vytvoime vnégjsi
miru 7 podle véty 4.3. Potom
(a) v =vna g,
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(b) G C M(v).
Diikaz. Ziejmé v < v. Bud tedy G € G, G < +x a {G,,} C G, UG, D G. Potom

vG =v({ J(GaNG) <D v(GunG) <D Gy,

n

tudiz vG < DG.
Bud nyni G € G. Volte testovaci mnozinu T' C X, 7T < +o00, a € > 0. Existuji G,, € G tak, ze

TCUGn a Zan§DT+a.

n

Potom

DT +e>> vGn=» (VGnNG)+v(Gn\G)) =T NG)+HT\G),
tudiz G € M(7). m

5.5. Hopfova véta (o rozsifeni miry). Bud u pramira na algebie A podmnoZin mnoZiny X .
Potom ezistuje (a v pripadé, Ze p je o-konecénd, prdvé jedna) mira i na o(A), ktera se rovnd p

na A.

Diikaz. Existence miry fi je zarucena vétami 4.3 a 5.4, staci si uvédomit, ze o(A) C MM(f).
K otézce jednoznac¢nosti. Bud v mira na o(A), v = u na A. Lehko zjistite (z konstrukce vngjsi
miry fi), ze v < i na o(A). Déle si uvédomte, ze pro A; € A, A =J A; mame
J

I/A—hml/ LnJ —li7rln,u(LnJA):
j=1 j=1

Je-li tedy E € o(A), iE < oo, existuji k danému ¢ > 0 mnoziny A; € A, A = |JA; tak, ze
J
ECAafA< pE+ e Odtud

GE < jpA=vA=vE+v(A\E) <vE+i(A\E)<vE+e¢,

tedy iE = vE. Bud konetné X = |JX;, uX; < +oo; lze pfedpoklddat, ze X, jsou po dvou
J

disjunktni. Je-li F € o(A), potom

fE =Y ENX;) =Y v(ENX;)=vE.
J J

]

6. Cviceni. Bud A systém podmnozin mnoziny X. Ukazte, Ze existuje nejmensi Dynkiniv systém D(A)
obsahujici A.
5.7. Cviéeni. Ukazte, ze kazd4 o-algebra tvofi Dynkiniv systém. Dynkiniv systém je o-algebra, pravé kdyz je
T-systém.
5.8. Cvideni. Je-li A m-systém, potom D(A) = o(A).
5.9. Cvideni. Predpoklady Hopfovy véty lze zeslabit. Ukazte totiz, ze tvrzeni véty 5.4 zistane v platnosti,
pfedpokladame-li pouze, Ze u je koneéné aditivni a o-subaditivni na polookruhu A (a puf = 0).
Ndvod. Prvné si uvédomte, Ze p je monotonni. Dale postupujte jako ve vé&té 5.4 a ukazte, Ze o(A) C M(i).
V podstatném kroku vyuzijte existenci mnozin C}, € A s vlastnosti G \ (GNGr) =JC3, .

5.10. Cviceni. Necht A je m-systém na X. Jsou-li 1, po dvé pravdépodobnostni miry na o(A), které se shoduji
na A, potom u1 = p2 na o(A).

Ndvod. Necht D := {M € o(A) : p1(M) = p2(M)}. Ukazte, ze D je Dynkintv systém a pouzijte cviceni 5.7.
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5.11. Cviceni. Definujme (C je Cantorovo diskontinuum a f Cantorova funkce z 23.1)
A:={[a,b)\C:a,b€[0,1]}, v([a,b)\C):= f(b) — f(a).

Ukazte, ze A je polookruh a v je kone¢né aditivni, ale nikoliv o-aditivni funkce na A.

5.12. Cvi€eni. (a) Bud n € N, X libovolnd mnozina. Uvazujme mnozinovou funkci v jako restrikci aritmetické
miry na systém
Gn:=0U{A C X : A ma pravé n prvki }

a vytvofme vné&jsi miru 7 podle véty 4.3. Zkoumejte vztah systémi G, a 9%(P) a porovnejte s vétou 5.4.
(b) Podobnou ulohu zkoumejte v pfipadé X = (0,1), G = P(X) a

k

b
VA = inf{z (bi —a;) : U (ai,b;) D A}
i=1

i=1

(vA je Jordan—Peaniv objem mnoziny A).
5.13. Cviceni. Bud p* vnéjsi mira na X vytvofend z pramiry p na algebie podle véty 4.3 takova, ze u* X < +oo.
Pro A C X polozme
pa A=t X =t (X A).

Ukazte, ze A € M(p*), pravé kdyz pu«A = p* A. (Porovnejte téz s vétou 5.4.)
5.14. Kapacita na kompaktech. Uvazujme lokilné kompaktni topologicky prostor X. Realnou nezapornou
funkci C definovanou na systému K(X) v8ech kompaktnich podmnozin X nazveme Choquetovou kapacitou, jestlize
spliiuje nasledujici podminky:

(a) K1 C Ko = C(K1) < C(K2),

(b) K1 D K2 D K3z... = C(( Kn) = limC(K»),

(c) C(K1 N K2) 4+ C(K1UK2) < C(K1) + C(K2) (tzv. silnd subaditivita), kdykoliv K, € K(X).

Diilezitym prikladem je Newtonova kapacita v R™, n > 3. Definujeme-li Newtoniv potencial Radonovy miry
© na R™ predpisem

du(t
N“(x) = /Rn IZC —Mt(|372 3

1ze zavést Newtonovu kapacitu cap K kompaktu K C R™ jako
capK := sup{uK :supt u C K, N* <1 na R"}.

Dtikaz, ze tato kapacita spliiuje podminky (a), (b) i (c) lze nalézt t¥eba ve skriptech [KNV] .

5.15. Vnéjsi kapacita. Bud X topologicky prostor. Zobrazeni ¢ : P(X) — [0, +00] nazveme vnéjsi kapacitou,
jestlize

(a) ACB = cA<cB,

(b) A1 CA2CA3C... = supcAp=c(JAn),

(¢) K1 D K2 D K3 D ..., Kn kompaktni = infcKn =c¢( Kn).

Mnozinu A C X nazveme c-kapacitabilni, jestlize
cA = sup{cK : K kompakt , K C A}.
1. Je-li C Choquetova kapacita na lokalné kompaktnim prostoru ze cviceni 5.14, definujte
cA :=sup{C(K) : K C A, K kompakt }

a zkoumejte, zda c je vnéjsi kapacita.

2. Necht c¢ je soudasné vné&jsi kapacita a vnéjsi mira. Zkoumejte vztah mezi pojmy c-kapacitability a c-
meéftitelnosti v Carathéodoryové smyslu.

Uvazujte priklady:

(a) X je dvoubodovd mnozina s diskrétni topologii, cA = 1 kdyz A # 0, c0 = 0,

(b) X je R s eukleidovskou topologii, ¢ je vngjsi Lebesgueova mira,

(c) jako (b), ale na R uvazujte diskrétni topologii.

(d) ¢ je vngjsi kapacita odvozena z Newtonovy kapacity jako v pfedchozim odstavci. V tomto pfipadé vyjde,
ze mnozina A C R™ je c-méfitelnd podle Carathéodoryho, pravé kdyz cA = 0 nebo ¢(R™ \ A) = 0 (to neni uplné
snadné, viz knihu M.M. Rao [¥1987]). Na druhé strang, jeden z hlubokych Choquetovych vysledku fika, ze kazda
borelovskd mnozina v R" je c-kapacitabilni.

5.16. Historické poznamky. “Hopfova véta” se vétSinou pfipisuje H. Hahnovi ¢ C. Carathéodorymu, ale
ptvodné asi patfi M. Fréchetovi [1915]. Dikaz pomoci Carathéodoryho véty byl podén nezavisle H. Hahnem
[*1924] a A.N. Kolmogorovem [*1933].

Pojmy m-systému ¢i Dynkinova systému byly zkoumany E.B. Dynkinem v roce 1959 jako prostfedky pro teorii
pravdépodobnosti. Systémy podobnych vlastnosti vySetioval jiz W. Sierpinski [1928].
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Studium kapacit v klasické teorii potencialu, kterému bylo vénovano mnoho praci ve 20.-40. letech, je spojeno
se jmény Ch. de la Vallée Poussin, N. Wiener, O. Frostman ¢i M. Brelot, abychom jmenovali alespon néktera.
V prevazné mitre se jednd o newtonovskou kapacitu a roli mnozin majicich “malou” kapacitu. Dalo by se Fici,
v jistém smyslu, ze teorie kapacit je mladsi sestrou teorie Lebesgueovy miry. V 50. letech se pak rozviji obecna
teorie kapacit a G. Choquet dokazuje slavnou vétu o kapacitabilité. O tom se lze docist v pékném clanku od
samotného Choqueta [1989)].

6. ZNAMENKOVE A KOMPLEXNI MIRY

V této kapitole budeme vySetfovat “miry”, které mohou nabyvat i zdpornych (nebo dokonce
imaginarnich) hodnot.
6.1. Znaménkové miry. Bud S o-algebra podmnozin X . Rekneme, 7e i1 : S — R je znaménkovd
mira na S, jestlize

(a) pd =0,
(b) u( U Ap) = Z 1A, , kdykoliv A,, € § jsou po dvou disjunktni.
n=1

n=1
6.2. Poznamky. 1. Znaménkovéa mira muZe ze dvou nevlastnich hodnot +oco ¢ —oo nabyvat pouze jedné. Kdyby
totiz existovaly mnoziny E, F € S tak, ze pF = +00 a uF' = —o0o, potom by p(E N F) musela byt kone¢na (pro¢?),
bylo by u(E \ F') = 400, u(F \ E) = —oo a rovnost (b) by neméla smysl pro (disjunktni) mnoziny E\ F' a F'\ E.
2. Uvédomte si, ze fada >, pA, v podmince (b) konverguje absolutné. (Tato fada totiz konverguje — a k témuz
éislu — po kazdém prerovnani, coz je, jak zajisté dobfe vite, ekvivalentni s absolutni konvergenci!)

3. Podobné jako v ptripadé “nezaporné” miry plati nasledujici tvrzeni

An €8, An /A = pAn — pA,
A7l€87A7L\A7 ‘MA1|<+OO —— MA7L_’MA-

4. Nezapomente, ze znaménkova mira p nemusi byt monotonni- je-li A C B, nemusi jesté byt uA < uB'!

6.3. Hahniiv rozklad. Rekneme, Ze mnozina P € S je kladnd pro znaménkovou miru i, jestlize
uwE > 0 pro kazdou mnozinu E € S, E C P. Obdobné definujeme i mnoziny zdporné pro p.
Dvojici (P, N) nazveme Hahnovym rozkladem X, jestlize
(a) PUN=X ,PNN=§,
(b) P je kladnd a N je zaporna (pro u).
6.4. Piiklady. (a) Prazdna mnozina je vzdy kladnd i zdporna. Dvojice (X, 0) tvofi Hahntv rozklad, pravé kdyz
1 je nezaporna.
(b) Dvojice (R, 0) , R\ Q, Q), (R\ {5}, {5}) tvofi Hahnovy rozklady Lebesgueovy miry.
(c) Je-li mira py vytvorena pomoci hustoty f z p (uyA = [ fdu, kde f € L*(u) — viz 8.19), potom mnoZzina
A
P :={f >0} je kladnd pro ps a ({f > 0}, {f < 0}) je Hahnovym rozkladem pro s .

6.5. Véta (Hahntv rozklad). Pro kaZdou znaménkovou miru p vidy existuje Hahniv rozklad.
Tento rozklad je jednoznacny v tomto smyslu: Jsou-li (P1,N1) a (P2, N2) dva Hahnovy rozklady,
potom

w(PrNE)=pu(P,NE), p(NiNE)=upuN2NE)

pro kazZdou mnoZinu E € S.

Diikaz. Zacneme s diikazem jednoznac¢nosti, ten je jednodussi. Necht (Pp, N1) a (Pa, N2) jsou
Hahnovy rozklady. Potom zfejmé p(Py N E) = u(E N (PN P)) = p(E N P2) a podobné i

Pro existenc¢ni dikaz predpokladejme, Zze S < +oo pro vSechna S € §. Dikaz rozdélme do
t¥i krokt.

1. KROK: Je-li A€ S, pA > —o0, a € > 0, potom ezistuje mnozina B C A tak, Ze pB > pA
a uM > —e pro vsechna M C B.

Bud ¢ = sup{uC: C C A}. VSimnéme si, ze pA < ¢ < co. Pozadované vlastnosti ma takova
mnozina B C A, pro niz uB > max(uA, ¢ — ¢/2). Kdyby totiz existovala M C B tak, Ze
uM < —¢, bylo by u(B\ M) = uB — uM > ¢+ ¢/2, coZ neni mozné.

2. KROK: Je-li A€ S, pA > —oo, potom ezistuje kladnd mnoZina B C A tak, Ze uB > pA.
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Podle prvniho kroku sestrojime posloupnost mnozin A4, € S tak, aby
A, CA, A, > uA, Ay DA D ...,

pricemz uM > —% , kdykoli M C A,,. Polozime-li B = (] Ay, je BC A a uB =limpuA, > pA.
Navic je B kladna: Je-li totiz M C B, je uM > —% pro kazdé n, nebot M C B C A,.

3. KROK: K dokoncéeni ditkazu polozme s = sup{uA : A € S}. Protoze 0 € S, je s > 0. Existuji
tedy P, € S tak, ze uP,, — s. Podle druhého kroku lze predpokladat, ze P, jsou kladné. Navic
miizeme predpokladat, ze P; C P> C ... (sjednoceni dvou kladnych mnozin je kladnd mnozinal).
Polozime-li nyni P = J P, je P C Aa uP =limpP, = s a P je kladna (kdykoli totiz E C P, je
ENP, /' Eap(ENP,) > 0). Zbyva ukazat, ze mnozina N := X \ P je zadporna. Ale to je celkem
ziejmé — kdyby existovala E C N, uFE > 0, potom bychom dostali u(F U P) = uE + puP > s.
(Dtikaz véty o Hahnové rozkladu neni zase tolik tézky — doporucujeme pii promysleni kreslit
obrazky.) m
6.6. Variace miry. Necht (P, N) je Hahntv rozklad pro znaménkovou miru u na prostoru
(X,S8). Mtzeme nyni definovat:

pE=u(ENP), p E=-uwENN), |[p/(BE)=p"E+p B

pro kaZdou mnozinu E € S. Podle pfedchoziho definice u™E a p~ E nezavisi na volbé Hahnova
rozkladu (jenZ nend jednozna¢ng urcen!). Sami lehko odvodite, Ze mnoZinové funkce pu+, u= a |p
jsou nezdporné miry na S. Nazyvame je pozitivni, negativni a totalni variaci znaménkové miry
. Shriime nyni nase poznatky do nasledujici véty.

6.7. V&ta (Jordantiv rozklad znaménkové miry). Funkce u™, p~ a |p| jsou nezdporné miry na
S, pricems p = put —p~. Je-li také p = vy — 1o, kde vy, vo jsou nezdporné miry, potom vy > pt,
Vo 2 1.

Diikaz. Zbyva dokazat pouze posledni ¢ast véty. Je-li vSak E € S, potom
pWrE=uwENP)=uvn(ENP)—wn(ENP)<un(ENP)<nE.

6.8. Poznamka. Rozklad znaménkové miry p na rozdil dvou nezdpornych mér neni v zadném netrividlnim
piipadé jednoznaény — je-li totiz v libovolna nezépornd mira, je u = (ut + v) — (= + v). Jordantiv rozklad je

vSak v jistém smyslu minimalni.

Dulezita charakteristika totalni variace znaménkové miry, ¢asto slouzici i jako jeji definice, je
obsazena v nasledujici vété.

6.9. Véta. Bud u znaménkovd mira na (X,S), E € S. Potom

le|(E) = Sup{z |nwAg| : Ax € S jsou po dvou disjunktni, U Ay =E}.
k=1 k=1

Dikaz. Ziejmé

S A =T Ap = pm Al < (nT Ap+ T Ag) =D |pl(Ak) = |ulE.
k k k k

Na druhé strang, je-li (P, N) Hahniiv rozklad pro u, polozime Ay = ENP, Ay = ENN a zjistime,
7e suprema se dokonce nabyva. m

6.10. Komplexni miry. Na zivér se struéné zminime o komplexnich mirdch. Komplexni mirou
o0

na (X,S) rozumime funkci p: S — C, pro niz pf) = 0 a kterd je o-aditivni (tj. p( U Ax) =
k=1

o0

Ay, kdykoli {Ay} je posloupnost po dvou disjunktnich mnozin z S; poznamenejme, ze jako
k=1
v pozndmce 6.2.2 fada napravo vzdy konverguje absolutng).
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Kazdou komplexni miru p lze jednoznacéné vyjadiit ve tvaru pu = p, + iu;, kde p, a p;
jsou (koneéné!) znaménkové miry na (X, S). Specidlné tedy kazdou konecnou znaménkovou miru
muzeme chapat jako komplexni miru.

Je-li p komplexni mira, definujeme jeji totding variaci || pFedpisem

|u|(E) = sup{z |uAg| : Ax € S jsou po dvou disjunktni, U Ay =FE}.
k=1 k=1

Vzhledem k vété 6.9 neni tato definice ve sporu s definici totalni variace znaménkové miry.

6.11. Véta. Bud u komplezni mira na (X,S). Potom totdlni variace || je koneénd nezdpornd
mira na (X,S).

Diikaz. Z¥ejmé |p](0) = 0 a neni tézké ukdzat, ze |u| je koneéné aditivni. Je-li u = py — pg +
i(pg — pa), kde 11 — po je Jordantv rozklad p, a s — pa je Jordantv rozklad p;, (4  jsou tedy
nezéporné kone¢né miry), je

u[(A) <pn A4+ po A+ s A+ g A,

tedy |p|(A) < +o0. Jsou-li 4, € S, A, \\ 0, je limu,; A, =0 pro kazdé j =1,2,3,4, takze také
|| (A7) — 0. Odtud jiz snadno dokdzeme o-aditivitu. m
6.12. Poznamky. 1. VSimnéte si rozdilu definic totdlni variace v pfipadé znaménkové ¢i komplexni miry!

2. Uvédomte si, ze obor hodnot kazdé komplexni miry je vzdy omezena podmnozina komplexni roviny C.
6.13. Cvi¢eni. Bud u znaménkova mira na (X,S), E € S. Potom utE =sup{uB: B€ S, B C E}.
6.14. Cvic¢eni. Bud p komplexni mira na (X,S), F € S. Potom

oo oo
|ul(E) = sup{z |nAg| : Ax € S jsou po dvou disjunktni, U Ay =E}.
k=1 k=1

6.15. Cvideni. Bud u komplexni mira na (X,S). Potom |u| je nejmensi ze vSech nezadpornych mér v spliiujicich
vA > |pA| pro vSechna A € S.

6.16. Cviceni. Zkoumejte, zda plati vzorec

|l = pr| 4 |1l

nebo
il = /e |2 - 12

6.17. Cvideni. Symbolem M(S) ozna¢me mnozinu vSech koneénych znaménkovych ¢ komplexnich mér na (X, S).
Pro p € M(S) polozme ||u|| = |u|(X). Ukazte, ze (M(S), ||...||) je Banachuv prostor (tj. M(S) je vektorovy
prostor a || ...|| je norma, v niz je M(S) uplny).

Ndvod. Ponékud obtiznégjsi je pouze dikaz uplnosti. Je-li {uy, } cauchyovskd posloupnost v M(S), existuje lim pun, A
pro kazdé A € S. Definujte
pA = lim pn A.

Ukazte, ze p je o-aditivni a [|pun — || — 0.
6.18. Cviceni. Necht p, pn € M(S), ||ptn — || — 0. Potom pn A — pA pro kazdou mnozinu A € S.
6.19. Cviceni. Ukazte, ze mnozina M(S) vSech znaménkovych mér na (X, S) vybavena usporfddanim

u<v, jestlize uA <vA pro vSechna A € S

tvofi svaz (tj. pro libovolné p, v € M(S) existuje sup(p, v), inf(u, v)) ve smyslu teorie usporddanych mnozin (tj.
nikoli “sup(u, v)(A) =sup(u(A),v(A))” — takovd mnozinova funkce by obecné nebyla miral).

Ndvod. Polozte
1 . 1
sup(s, v) = 5 (u+ v+ v =), ik, v) = 2 (utv— v = ).
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6.20. Koneéné aditivni miry — naboje. Realnid mnozinova funkce v na algebfe mnozin A se nazve ndbojem,
jestlize

(a) v =0,

(b) ¥(AUB) =vA+vB, kdykoliv A, B€ A, AN B = 0.
Je-li v naboj, definujeme vt A = sup{vF : F € A,F C A}, v A= —inf{vF : F € A, F C A}, v|(4) =
vtA4+ v~ A
6.21. Cviéeni. Ukaite, Ze mnozinové funkce v+, v~, |v| jsou nezaporné koneéné aditivni miry na A.
6.22. Cviceni. Bud X = [0,1). Necht A je systém vSech koneénych sjednoceni intervala typu [a,b) C [0,1) .
Ovéite, ze A je algebra. Necht

pro z € (0, 1),

1
f(x):{o pro x = 0.

Je-li A= G lai, bi), definujeme vA = > (f(b;) — f(as))-
i=1

Ukazte, 2(;

(a) definice v A nezévisi na vyjadfeni A = (J[a;, b;),

(b) v je ndboj na A,

(¢) vA <0 pro A C (0,1),

(d) »([0,1)) =1,

(e) v7([0,1)) = v~ ([0,1)) = +o0
(vidime tedy, %e pro naboje nemusi platit v = v+ —v7),

(f) neexistuje “Hahnuv rozklad” pro v.

6.23. Cviceni. Bud v naboj na A. Ukaite, ze v = v — v, pravé kdy# v je omezeny (tj. sup{|vA|: A € A} <
+00).

6.24. Historické poznadmky. Znaménkové miry zkoumal jiz H. Lebesgue v [1910], pfi¢emz se hlavné zabyval
pfipadem mér zadanych hustotou (viz 8.19).

Existence Hahnova rozkladu prostoru a Jordaniv rozklad znaménkové miry jsou poprvé v plné obecnosti
dokézany v Hahnové knize [*1921], jejiz druhy dil do jeho smrti v roce 1934 nikdy nevySel. Pozdé&ji se vsak
objevila kniha H. Hahn a A. Rosenthal [*1948].

Teorii ndboju je vénovana monografie K.P.S. Bhaskara Rao and M. Bhaskara Rao [*1983]
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B. ABSTRAKTNI LEBESGUEUV INTEGRAL

7. INTEGROVANT v R

7.1. Newtonuv integral. Necht f je realnd funkce na intervalu (a,b). Funkci F' na (a,b)
nazveme primitivni funkci k f, jestlize F'(x) = f(x) pro vSechna z € (a,b). Cislo A € R
nazveme Newtonovym integralem funkce f (na (a,b)), jestlize existuje primitivni funkce F k f na
(a,b) tak, ze A =lim,_,— F(z)—lim,_ 4+ F(z). Newtoniv integral funkce f na (a,b) nezavisi na
volbé F, nebot libovolné dvé primitivni funkce se 1isi o konstantu. Znacéime jej N f; f. K tomu,
aby funkce f byla newtonovsky integrovatelnd (tj. méla Newtontv integral) jsou tedy zapotfebi
dvé véci: existence primitivni funkce a existence jejich vlastnich limit v krajnich bodech.

7.2. Riemannuv integral. Nechf f je omezend funkce na omezeném intervalu (a,b). Je-li

{&,-..,&n} (koneénd) posloupnost bodt [a, b] (tzv. délend intervalu [a,b]), aq, ..., @, posloup-
m

nost redlnych éisel, a = & < & < -+ < &, = b, pak &islo Zl a; (& — &j—1) nazveme hornim
J:

Riemannovym souctem k f, je-li a; > f na kazdém intervalu (§;_1,&;), resp. dolnim Rieman-
novgm souctem k f, je-li a; < f na kazdém (§;_1,&;). Ozna¢me

R*f =inf{A: A je horni Riemanntiv soucet k f},
R«f =sup{A: A je dolni Riemanniv soucet k f}.

Je-li R*f = R.f, pak fekneme, Ze funkce f je riemannovsky integrovatelnd na (a,b), spole¢nou

y . P . ” b
hodnotu nazyvame Riemannovym integrilem a znacime R fa f-

7.3 Véta. Necht [ je spojitd funkce na intervalu [a,b]. Potom existuji Newtoniv i Riemanniv
integrdl funkce f na (a,b) a rovnaji se.

Diikaz. Ze stejnomérné spojitosti f snadno dostaneme existenci R f; f pro vSechna x € (a,b).
Ovérime, 7e © — R f; f je primitivni funkce k f, a tim je dokdzana i existence Newtonova
integralu a jejich rovnost. m

7.4. Poznamka. Kazda riemannovsky integrovatelnd funkce je absolutné riemannovsky integrovatelna, tj. jeji
absolutni hodnota je téz riemannovsky integrovatelna. Totéz nelze Fici o Newtonové integralu. (Uvazujte piiklad
2 — sinz/x na intervalu (1, +00); substituci ¢ = 1/z dostaneme pfiklad na omezeném intervalu.)

7.5. Dirichletova funkce. Dirichletovou funkci D rozumime charakteristickou funkci mnoziny vSech racionalnich
éisel. Rozmyslete si, ze D = 0 skoro vsude. Dirichletova funkce neni nikde spojitd, nemda primitivni funkci (to by
musela mit Darbouxovu vlastnost) ani Riemanntv integral na (0,1) (R*D =1, R«D = 0).

7.6. Riemannova funkce. Riemannova funkce R je také rovna nule ve vSech iracionélnich &islech. Je-li r = p/q
raciondlni éislo, ¢isla p a g jsou celd nesoudélnd a ¢ > 0, potom R(r) definujeme jako 1/¢. (Nulu chipeme jako
podil 0/1, tedy R(0) = 1.) Riemannova funkce je spojitd v z, pravé kdyz z je iracionalni. Riemannova funkce
slouzi jako ptiklad “divoké” funkce riemannovsky integrovatelné na omezenych intervalech, Newtontv integral (ani
primitivni funkci) samoziejmé nema.

7.7. Ruzné piriklady. Charakteristickd funkce Cantorova diskontinua je riemannovsky integrovatelna. Charakte-
risticka funkce diskontinua kladné miry neni riemannovsky integrovatelna. Neomezena newtonovsky integrovatelna
funkce ovsem nemiize byt riemannovsky integrovatelnd; jsou vSak i priklady omezenych newtonovsky integrovatel-
nych funkci, které nemaji Riemanntv integral, viz 7.9.f.

7.8. Ceby$evova nerovnost pro Riemanntiv integral. Je-li f nezdporna omezens funkce na (a,b), € > R* f
a 7 > 0, potom mnozinu {f > 7} lze pokryt sjednocenim kone¢né mnoha intervald, jejichz soucet délek je mensi
nez ¢/7 (takze \*{f > 1} < /7).
m
Ndvod. Najdéme déleni a = §o < &1 < --- < &m = b a isla ¢; tak, aby ¢; > fna (§5-1,&5) a Y ¢;(§—§i-1) <e.
j=1
Potom soucet délek intervalt (§;-1,&;), pro néz je ¢; > 7, je mensi nez /7.

Typeset by ApMS-TEX
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7.9. Riemannovsky integrovatelné funkce. Teorie Lebesgueovy miry ndm umoznuje hlubsi pohled na tiidu
riemannovsky integrovatelnych funkci.

(a) Pro kazdou omezenou funkci f na intervalu (a,b) je ziejmé
b
Rf= inf{/ g : g je po Castech konstantni, g > f},
a

b
Rsf = sup{/ g : g je po Castech konstantni, g < f}.
a

(Funkce f se nazyva po cdstech konstantni na [a,b], jeslize existuji &; tak, ze a =& < &1 < --- < &m =ba [ je
konstantni v kazdém intervalu (§;_1,&;).)

(b) Je-li f redlnd omezena funkce na intervalu (a, b), funkce
f*:=inf{g:g9 > f, g je spojitd funkce}

se nazyva horni Baireovou funkci (p¥islusnou f). Analogicky se definuje dolni Baireova funkce f.
Ukazte, ze funkce f* je vidy polospojita shora a f je spojita v bodé x, pravé kdyz f*(z) = f«(x).
(c) Ukazte, ze

b
’R*f:inf{R/ g:9>f, gspojita }.

(d) Necht f je omezena funkce na intervalu (a, b). Ukazte, Ze nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:
(i) funkce f je riemannovsky integrovatelna,
(ii) ke kazdému € > 0 existuji spojité funkce ¢, s na (a,b) tak, ze t < f < s a Rf;(s —t)<e,
(iii) f+« = f* skoro v8ude,
(iv) existuji funkce w, v , u polospojita shora, v polospojita zdola tak, ze v < f < u a u = v skoro vSude,
(v) mnozina bodt nespojitosti funkce f mé Lebesgueovu miru nula.
Ndvod. Pouzijte (b) a (c). Pro implikaci (ii) = (iii) dostavdme s pouzitim 7.8 \*{f* — fu > 1/k} < X\*{s —t >
1/k} < ke pro kazdé k € N a e > 0, tedy \*{f* # f.} =0.
(e) Ukazte, ze kazd4 riemannovsky integrovatelna funkce je méfitelna.
Ndvod. Kazdé polospojita funkce je ziejmé métitelna. Dale pouzijte (d) a vétu 3.14.b.
(f) Na zakladé charakteristiky v (v) lze konstruovat omezené newtonovsky integrovatelné funkce nemajici

Riemannuv integral. Priklad funkce Volterrova typu sestrojeny pomoci uzavienych fidkych mnozin kladné miry
(pfiklad 1.13) lze nalézt v [L-P¥|.

7.10. Historické poznamky. Zacatky integralniho poctu jsou svizany se jmény I. Newtona a G.W. Leibnize.
Moderni teorie integralu se rozvijela od poéatku minulého stoleti a je spojena se slavnymi jmény jako jsou A.
Cauchy, L. Dirichlet, B. Riemann, C. Jordan, E. Borel, H. Lebesgue ¢i G. Vitali, abychom jmenovali alespon
nékterd z nich. Rovnéz tak je i mnoho praci o historii, viz 8.25.

8. VYBUDOVAN{ ABSTRAKTN{HO INTEGRALU

Priklady ze sedmé kapitoly ukazuji ze Riemanntiv i Newtontiv integral se vyznacuji chudobou
tfidy integrovatelnych funkci. Pro aplikace ve funkcionalni analyze je fatalnim nedostatkem net-
plnost normovaného lineadrniho prostoru vsech riemannovsky, resp. absolutné newtonovsky, in-
tegrovatelnych funkci na [a, b]. Tento handicap odstratiuje Lebesguetv integral, ktery zavedeme
v této kapitole, a to dokonce v abstraktnich prostorech s mirou. Hlavni vyhody Lebesgueova in-
tegralu spocivaji v $irsi t¥idé integrovatelnych funkci a v moznostech davanych vétami o limitnim
prechodu (Leviho ¢ Lebesgueovou). Za tyto pfednosti platime ovSem ztratou elementérnosti.

Bud nyni (X, S, u) prostor s mirou a D € S. Nai snahou je pfifadit kazdé funkci f z n&jakého
systému A hodnotu (integrél) [}, f du tak, aby

(a) toto zobrazeni (z A do R) mélo rozumné vlastnosti (linearita, monotonie, ...),
(b) systém A byl co nejsirsi,
(¢) v konkrétnim piipadé, kdy u je Lebesgueova mira na pfimce a f je spojitd funkce na
intervalu [a, b], splyval f[a_’b} fdu s integralem (Newtonovym, Riemannovym) z funkce f
na [a, b].
N4s postup bude veelku jednoduchy: Nejdfive budeme definovat | « J dp prirozenym zptisobem
pro nezaporné jednoduché funkce, potom jej rozsifime na nezadporné meéfitelné funkce pomoci
aproximace zdola jednoduchymi funkcemi a obecny pfipad dokoncime rozkladem funkce na klad-
nou a zapornou Cast.
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Je jasné, ze pfi budovani této teorie se setkavame s celou fadou otazek souvisejicich prede-
v8im s korektnosti jednotlivych definic. Tak kup¥. musime ukézat, Ze definice [  $dp v piipadé
jednoduché funkce s nezavisi na jejim vyjadieni (to totiz neni jednoznacné). Rovnéz tak se musime
vyporadat s problémy, kdy v definicich se objevi nevlastni hodnoty a “neurcité vyrazy”.

Stale méjme na paméti vzorovy piiklad n-rozmérné Lebesgueovy miry v R™. Pro integrovani
podle Lebesgueovy miry A budeme pouzivat tradicni znaceni

fdx:= [ fdA, bfd:z::: fdx.
E E a (a;b)

Rozvedme nyni jednotlivé kroky zavedeni abstraktniho integralu podrobnéji.

8.1. Jednoduché funkce. Piipomenme, ze jednoduché funkce je takova méfitelna funkce s na
X, kterd nabyva pouze kone¢né mnoha (vlastnich) hodnot. Tedy s je jednoduché, préavé kdyz s je
S-méfitelnd a s(X) C R je konednd mnozina. Zfejmé pro kazdou jednoduchou funkci s lze najit
081, -..,0n € R a po dvou disjunktni mnozZiny B;,..., B, € S tak, Ze

n
s = Zﬁjch .
j=1

Takové vyjadfeni ovSsem neni jednoznacné.
Pro nasledujici lemma i dalsi vyklad pfipomindme tmluvu 0-co =00 -0 = 0.
8.2. Lemma. Necht mnoZiny Ai,...,Am € S, resp. By,...,B, € S jsou po dvou disjunktni.
m n

Necht o; a B jsou nezdpornd redind cisla. Je-li ) aica, < Y- Bjcp,, potom
i=1 j=1

S A <3 BiuB;.
i=1 j=1

Diikaz. Dopliime jedté pro pohodli ag = By = 0, 49 = X \ U 4; a By = X \ U B; (takze
i=1 j=1

~7ow

systémy mnozin {A;}, {B;} tvorl “rozklad” ¢i “déleni” prostoru X). Pro kazdou dvojici indextt
i€{0,...,m}, j €{0,...,n} nastane A, N B; = () nebo a; < ;. Tedy

n

> aipAi <3N (AN By) <3S Bin(AiNB;) <Y BiuB; .
i=0 i=0 =0

i=0 j=0 j=0
]

8.3. Zavedeni abstraktniho integralu. Je-li D € S a s nezdpornd jednoduché funkce

n
vyjadiend ve tvaru s = ) (jcp,, kde mnoziny B; jsou po dvou disjunktni a koeficienty 3;
j=1

n
jsou nezaporné, definujme [, sdp := Y B;u(D N By). Podle piedchoziho lemmatu neni na skodu
j=1

korektnosti nejednoznacnost ve vyjadieni funkce s. Dale definujme

/fd,u::sup{/ sdu:0<s< fnalD, sjednoducha’,}7
D D

pokud f > 0 je méfitelna funkce na D € S. Opét vyuzijeme predchozi lemma, abychom se ujistili,
ze v pripadé, kdy funkce f je jednoduché, neni nova definice ve sporu s ptavodni.

Je-li f méfitelnd na D, definujeme [, fdu := [, fTdu— [, f~ dp, ma-li tento rozdil smysl
(tj. neni-li tvaru co — 00).
Zde f = fT — f~ je rozklad funkce f na kladnou a zapornou ¢ast (f* = max(f,0), f~ =
max(—f,0)).
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Pokud funkce f je definovana na celém prostoru X a M € S, potom zfejmé

/Mfdu=/xfchu.

Dokazte sami: [,, fdp = [, fdv, kde v = i 4 vznikne pfirozenou restrikci miry p na o-algebru
Sy ={Ae€eS:AC M} podmnozin M.

Je ucelné definovat integral i pro funkce definované pouze skoro vsude. V tom piipadé, je-li f
méFitelnd funkce na D € S a u(X \ D) = 0, definujeme

/deu:=/Dfdu-

Symbolem L£* & L£* (i) znaéme systém vSech méfitelnych funkci f (s hodnotami v R, defino-
vanych skoro véude na X), pro néz je (Lebesguetiv, abstraktni) integral definovan. Misto zapisu
f € L£*(u) tikejme téz, Ze integral fX fdu md smysl, nebo také ze funkce f md integrdl fX fdu.

Dale bud

Cl:ﬁl(u)={feﬁ*(u):/xfdueR}-

Je-li f € LY(p), fikdme té7, Ze integral fX f dp konvergugje, nebo ze funkce f je p-integrovatelnd.
8.4. Lebesgueovsky integrovatelné funkce v R. (a) Kazd4 omezend méFitelna funkce na omezeném intervalu
(a tudiz kazda riemannovsky integrovatelna funkce) je lebesgueovsky integrovatelna. Funkce z pfikladi 7.5 az 7.7
jsou tedy lebesgueovsky integrovatelné.

(b) Je-li f riemannovsky integrovatelnd funkce na [a, b], potom zfejmé ]; fAAN<SR*f=R«f < /; fdX\, takze
Lebesguetv a Riemanniv integral funkce f maji stejnou hodnotu.

(c) M&-1i funkce Newtontv integrél i Lebesgueiv integral, pak jsou si rovny. Diikaz tohoto tvrzeni neni viibec
samoziejmy. Dostaneme jej oklikou pres Kurzweiltiv integral v kapitole 25; elementarnéjsi dikaz je mozno nalézt
ve skriptech [L-T], str. 174.

(d) Ma-li funkce f Newtonuv integral, pak je méfitelnd. (Lze ji napsat jako bodovou limitu posloupnosti
spojitych funkci. Az na technické detaily jde o posloupnost fn : z — n(F(z + %) — F(z)), kde F je primitivni
funkce k f.) Muze se stat, ze f nemé Lebesguetiv integral, ale to jen v pfipadé, ze f neni absolutné newtonovsky
integrovatelna.

(e) Jelikoz neméritelné funkce se prakticky nevyskytuji, tloha zjistit, zda funkce f je lebesgueovsky integ-
rovatelnd, se redukuje na odhad konec¢nosti ¢i nekoneénosti integrala /; ftdza /; f~ dzx. Napt. funkce z — zP je
integrovatelnda na (0, 1), pravé kdyz p > —1. Pfiklady a metody na vySetfovani integrovatelnosti (dokonce i v R"™)

1ze nalézt ve skriptech [L-P¥].

Kli¢ovou vétou je nasledujici Leviho véta o monotonni konvergenci (nejprve pro nezaporné
funkce).
8.5. Véta. Jsou-li f, > 0 méFitelné funkce na X, fn /' f, potom [y fndp — [y fdp.

Diikaz. Z definice integralu je ihned vidét, ze posloupnost { J < fn du} je neklesajici, existuje tedy
o :=lim [ f,dp. Jelikoz f, < f,jeia < [y fdup a tvrzeni je zfejmé v piipadé, kdy a = +o0.
Predpokladejme tedy a < 400, zvolme (pevné) jednoduchou funkci s, 0 < s < f, a dokazujme,
ze f xS dp < . Diikaz rozdélme do nékolika krokt:

(a) Bud 7 € (0,1) a polozme E,, = {x € X : fp(x) > 7s(x)}. Ukazte, ze E, € S, E, C Epnt1
(to je snadné) a |J E, = X (pokud f(z) = 0, je z € Ey; je-li f(z) > 0, je 7s(z) < f(x) a

n=1
pouzijeme definice limity!). Tedy u(E, N A) — pA pro kazdou mnozinu A € S.

k
(b) Necht s = >~ Bjca,, kde A; jsou po dvou disjunktni. Potom
j=1

/fndMZ/ fnd,uZ/ TsduzT/
X E, En E

n

k k
D Biea)du =7y Bin(A; N Ey).
i=1 P
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(¢) Limitnim pfechodem v (b) (za pouziti (a)) dostavame

k
aZTZﬁj,uAj :7'/ sdj.
X

j=1

Tato nerovnost plati pro kazdé 7 € (0,1), tedy limitnim pfechodem dostéavame o > [ x Sdj.m

8.6. Véta. Necht g € L* a f je méFitelnd funkce, f = g skoro viude. Potom f € L* a
Jx fdn= [xgdp.
Diikaz je ziejmy. m
8.7. Poznamka. Ke kazdé nezdporné méritelné funkci f na X existuje posloupnost jednoduchych funkci s, > 0
tak, ze sp, " f. Podle pfedchozi véty vime, ze fX fdp = lim fX Sn du, kterdzto rovnost se v mnoha ucebnicich

bere pfimo za definici integralu z nezapornych meéritelnych funkci. Neni tfeba zdiraznovat, ze v pripadé takto

definovaného integralu je nutné dokazat nezavislost definice /X f dp na volbé posloupnosti {sn}.

8. Véta. Jsou-li f1,fo nezdporné méritelné funkce, potom [ (f1 + f2)dp = [ frdp +

Diikaz. ZFejmé muzeme predpokladat, ze f1 a fs jsou definované vsude na X . Nejdiive se provede
dikaz v pripadé, kdy f1 a fo jsou dokonce jednoduché. Podobné jako v lemmatu 8.2 najdeme
po dvou disjunktni S-métitelné mnoiiny Ag, ..., Ap, resp. Bo, ..., Bn,a nezéporné realna cisla

g, ..., m a Bo,..., 0, tak, ze X = U A = U Bj, f1= Zach a fo= Zﬁjch.Potom
=0 =0

JREESOITED 9p BTN Z%MA +ZﬁJuB = [ ndns [ poin.

1=0 j=0

V obecném ptipadé najdeme posloupnosti {S}L} a {s%} jednoduchych funkei s vlastnosti st f;
a pouzijeme pravé dokazané a vétu 8.5. m

8.9. Vé&ta (vlastnosti £L(u)). Plati ndsledugici turzeni:
(a) Je-li f € LY, je f koneénd skoro vsude.
(b) Jsou-li f,g € L*, o, B € R, potom af +Bg € L a [ (af+Bg)dp=a [y fdu+8 [y gdu
(podle (a) je soucet af + Bg definovdn skoro viude!).
(c) Je-li f € LY, potom |f| € LY a |[y fdu| < [ |f| du (tj. integrdl je “absolutné konver-
gentni”).
(d) L' tvori svaz (. f,g € L} = max(f,g), min(f,g) € L!).
(e) Je-li f méritelnd, g € L, |f] < g, potom f € L.
Diikaz. (a) Bud f € L', Ai={z € X : f(z) = co}. Potom A je méfitelnad a 0 < ncy < f* pro
kazdé n € N. Tedy 0 < [y ncady < [ f*dp, odkud dostdvame pA < L [ f¥du < oo pro
kazdé n € N. Vidime, ze pA = 0.
(b) Sami dokazte, Ze [y aof du = « [y fdp, kdykoliv f € £, o € R. Budte f,g € £'. Pisme
f=f"—f,9=9g"—g ah= f+g (podle (a) je funkce h definovdna skoro viude). Ukaite, Ze

ht—h™=f"—f"+g" -9,

/h+du+/f_du+/g_du:/f+du+/g+du+/h_du
X X X X X X

(pro nezéporné méfitelné funkce je aditivita integralu dokdzana ve vété 8.8). Odtud jiz lehko
tvrzeni vyplyne, dokazeme-li, Ze integraly [y htdu a [ h™ du jsou konecné. Ale to je snadné,
nebot

tudiz

0<ht=(f+g9)" <fr+g".
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(c) Je-li f € LY je |f| = fT + f~ € L podle (b); dale

[ raul =1 [ rran= [ rmad <[ rraul+] 5 a
:/Xf+du+/xf’du=/xlf|du.

(d) Plyne ihned z (b), (c) a ze vztahu

max(f, ) = 5(f + 9+ 1f +a).

(e) Je-li f métitelnd, je funkce fT také métFitelnd a

OS/ f+du§/gdu<oo
X X

(ze vztahu 0 < f+ < |f| < g), tudiz f* € £'. Obdobné f~ € £}, odkud f(= f* - f)e Ll m

8.10. Poznamky. 1. Tvrzeni (b) pfedchozi véty pfipominé axiomy linedrniho prostoru, ale £ linedrni prostor
v pravém slova smyslu netvoii (pro¢ 7). Opravdovym linedrnim prostorem je mnozina vsech kone¢nych viude
definovanych funkci z £ nebo prostor L, ktery budeme definovat v kapitole 10.

2. Pri definici abstraktniho Lebesgueova integrdlu si poc¢iname, jako kdybychom zavadéli a-soucet fady pred-
pisem s = s —s_, kde s4 je soucet kladnych c¢lenii, —s_ je soucet zapornych clentl, a na rozdil s — s_ klademe
podminku, aby mél smysl. Pak se nemtuzeme divit, ze abstraktni Lebesguetv integral je absolutné konvergentni,
stejné tak jako kone¢ny (=redlny) a-soulet fady je definovén, pravé kdyz je tato fada absolutné konvergentni
v obvyklém smyslu. Klasicka definice sou¢tu fady vSak pocita i se s¢itdnim fad, pro néz s; = s— = +o0o (neabso-
lutné konvergentni fady). To je umoznéno tim, ze fady s¢itdme v predepsaném poradi séitancti. Nabizi se otézka,
zda neni mozné rozsifit pojem abstraktniho Lebesgueova integralu tak, ze k integrovatelnym funkcim ve smyslu
definice 8.3 pfibudou dalsi, “neabsolutné integrovatelné”, funkce. Ukazuje se, ze ma-li mit takové rozsifeni rozumny
smysl, potfebujeme na X dalsi strukturu (nestaéi o-algebra a mira), jakési “poradi s¢itani”. Timto zplisobem je
kuptikladu definovan Newtontuv integral. Uvédomte si, ze vlastné

——dx = lim ——dzx,

o0 Lt b s
s x sinx
/ ¢
1 x b—oo Jq x

podobné jako

i sin k - lim i sink-
= k n— oo = k

Tak je mozné zobecnit i Lebesguetv integral na pfimce — o tom se do¢tete v kapitole Kurzweiltv integral. Podobnost
integralu s fadami ovSem neni ndhodné, a-soucet fady neni nic jiného nez integral podle aritmetické miry a
(obvykly) soucet je jeho zobecnéni pomoci dodateéné struktury — uspofddéni na mnoziné vSech ptirozenych ¢isel.

V teorii Lebesgueova integralu hraji diilezitou roli véty o limitnich prechodech. Prvni z nich
se tyka monotonni konvergence, druha zase tzv. majorizované konvergence.

8.11. Leviho véta. Necht f,, jsou méritelné funkce, f, ,/ [ skoro viude, a necht fx fidu >
—o0. Potom fX fdu= lime fndu.

Diikaz. Tuto vétu jsme vlastné dokazali v pfipadé, kdy f, jsou nezaporné funkce a f, " f
vsude. Obecny pfipad jiz lehko na zminénou vétu 8.5 prevedeme. Nejprve predefinujme funkce
f a fn na mnozindch miry nula tak, aby f, /' f vSude. Polozime-li g, = fn, + f; (pfipad, kdy
J « Jndp = 00 od jistého n je trividlni - lze tedy piedpokladat f,, € L' pro vSechna n; rovnéz tak
si uvédomme, Ze f; € L), dostavame g,, > 0, g, méfitelné a g, / f + f; . Podle véty 8.5 tedy

mame [y gndp — [ (f + f1 ) dp. Protoze vSak [y fndp = [y gndp— [y fi dpu, tvrzeni odtud
lehko plyne. m

8.12. Leviho véta pro rady. Jsou-li f,, nezaporné meévitelné funkce, potom fX S fndu =
> [y frdp.

Diikaz je ziejmy z vét 8.5 a 8.8. m
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8.13. Lebesgueova véta. Budte f, méritelné funkce, f, — f skoro viude. Ezistuje-li funkce
h e L' tak, Ze |fn] < h skoro viude pro vsechna n, je f € L' a [y fdp = lim [, f, dp.

Drikaz se snadno prevede na Leviho vétu, uvédomime-li si, ze f = limsup f,, = liminf f,,. Vskutku,
polozme s, = sup{fn, fa+1,--- }»tn = inf{fn, fat1,... . Potom skoro véude —h < ¢, < f, <
sn<hysp \ fitn / fa

—oo</ —hduﬁ/tldlugfsldug/hdu<+oo.
X X X X

Protoze podle Leviho véty (pfedpoklady jsou splnény!) [ fdp = lim [y t, dp = lim [, s, dp a
Jx tndp < [y fodp < [y sndp, plyne odtud tvrzeni. m

8.14. Lebesgueova véta pro Fady. Necht {h,} je posloupnost méritelngych funkei na X a
g € LY. Jestlize

n
|Z hjl <g skoro vsude
j=1
o0

pro vSechna n € N a fada " h; konverguje skoro vsude, potom
j=1

/X;hjdu_;/xhjdu.

Dikaz. Véta je bezprostiednim dtisledkem pfedchozi. m

8.15. Fatouovo lemma. Necht {f,} je posloupnost mévitelngjch funkei a g € L. Necht f, > g
skoro vsude pro vsechna n € N. Potom

/ liminf f, du < lim inf / fn-
X X

Dikaz. Polozme g = inf{f, : k < n}. Potom gy " liminf f, a lze pouzit opét Leviho vétu. m
8.16. Véta. Nechi f > 0 je méFitelna funkce. Jestlize fX fdp =0, potom f =0 skoro vsude.

Diikaz. Oznaéme A, = {z € X : f(z) > 1}. Potom |J A4, = {z € X : f(z) > 0} a ze vztahu
n=1

0<ca, <nf plyne, ze uA, =0.m

8.17. V&ta. Bud f € L'. Jestlize fE fdu =0 pro kazZdou meéritelnou mnozinu E, potom f =0
skoro vsude.

Dikaz. Oznaéime-li E = {f > 0}, potom [ fdu = [, f*dp = 0 a pouzitim pfedchozi véty
méame f = 0 skoro viude. Obdobné f~ = 0 skoro viude. m

8.18. Diisledek. Necht f, g € L. Jestlize

/Efdué/Egdu

pro kazZdou méritelnou mnozinu E, potom f < g skoro vsude.

Diikaz. Bud h = (f —g)*. Potom h >0a 0 < [, hdu= fEﬂ{h>O}(f —g)du < 0. Odtud podle
véty 8.17 dostavame (f — g)* = 0 skoro viude. m

8.19. Mira s hustotou f. Je-li f € £L*, polozme

py(E) == /E fdp

pro E € S. (Znaménkové) mife py Fikdme mira s hustotou f.
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8.20. Véta. Necht f je nezdpornd méfitelnd funkce na X. Potom mnoZinovd funkce uy je mira
na X. Navic, ps(E) = 0 pro kaZdou mnoZinu E, pro niz pE = 0.

Diikaz plyne snadno z véty 8.12. (Snad pouze si rozmyslete, ze fca =Y, fca, pokud A= A,
aAiﬂAj:@proi;éj.)l

8.21. Poznamka. Naskyta se otazka, zda pro kazdé dvé miry na S, feknéme p a v, existuje vzdy nezaporna
méritelnd funkce f na X tak, ze v = uy, tj. zda

vE :/ fdu
E
pro vSechna E € S. Odpovéd je samoziejmé negativni, existuje-li takova funkce f, potom nutné vE = 0, kdykoli
uE = 0. Jsou-li vSak p a v jiz svdzany touto podminkou (fikdme, Ze v je absolutné spojitd vzhledem k pu),

potom existuje funkce f uvedenych vlastnosti (alespon pro “rozumné” miry) - to bude obsahem kapitoly o Radon-
Nikodymové véte.
8.22. Cvideni. Necht f € £1. Potom

(a) py je konecnd znaménkova mira na S,

(b) ke kazdému € > 0 existuje 6 > 0 tak, ze |us(E)| < €, kdykoliv pE < 4.

Ndvod. (a) Pro ovéfeni rovnosti pus(A) = 3 pg(An) (An € S po dvou disjunktni) pouzijte vétu 8.14 pro hy =
fea,-

oo oo
b) Necht existuje € > 0 a posloupnost {E,} tak, ze uE, < 27" a [ > e. Polozime-li £ = Ey,
JE
" n=1k=n

je puE=0a [ fdu> e, coz je spor.

8.23. Obraz miry. Bud (Y,7) méfitelny prostor a f : X — Y méfitelné zobrazeni (tj. f~1(E) € S, kdykoli
E € T). Mnozinova funkce
Evu(fU(B), EeT

se zove obrazem miry p pii zobrazeni f; znacime ji symbolem f(u).
(a) Ukazte, ze f(p) je mira na (Y, 7).

b) Necht g : Y — R je 7-méfitelna funkce. Ukazte, Ze g je -integrovatelna, pravé kdyz go f € £1. V tomto
( g i g e f(p g yZ g

pripadé je
[ odr = [ gorau.
Y X

Ndvod. Pro charakteristické funkce se jedna vlastné o definici. Poté uvazujte jednoduché funkce a pouzijte limitni
prechod.

8.24. Cvideni. Bud f rostouci diferencovatelnd funkce na R, lil’iIl f(xz) = £oo. Necht p je mira na (R, B(R))
Tr— oo

dand predpisem

uE:/ fldx.
E

Ukazte, ze f(p) = A.

8.25. Historické poznamky. Moderni teorie integrace za¢ind Lebesgueovou doktorskou disertaci [1902], které
pfedchézel kratky ¢lanek [1901]. V ném vylozend definice vyuzivd zkonstruovanou Lebesgueovu miru na R.
Myslenka pouzit pfi definici integralu (stale ovSem na pfimce) jednoduché funkce (ne vSak totozné s naSimi)
pochézi od F. Riesze [1912], [1920].

Ctenéie miizeme odkézat na historickd pojednani T. Hawkinse v [*1970] & F.A. Medvedéva [1975], R. Henstocka
[*1988], T.H. Hildebrandta [1953]. Je zcela jasné, ze H. Lebesgue navazoval na mnohé prace svych pfedchudcu
(B. Riemann, C. Jordan, G. Peano, E. Borel a dalsi). Méné uz je zndmé, ze zhruba ve stejné dob& publikovali G.
Vitali a W.H. Young zcela nezavisle podobné vysledky.

Véta 8.11 o monotonni konvergenci byla dokdzana Beppo Levim [1906], Lemma 8.15 P.J.L. Fatouem [1906] a
véta 8.13 pak samotnym H. Lebesguem [1910].

Poznamenejme jesté, ze H. Lebesgue rozvinul svoji teorii integrace prevazné pro pripad “Lebesgueovych mér”
v R". Pozdéji J. Radon v [1913] uvazoval obecnéjsi miry na R™, dnes jim fikdme Radonovy. Obecnou teorii pro
miry na libovolnych o-algebrach pak podal M. Fréchet v [1915]. Od té doby bylo na toto téma publikovdno mnoho
praci, monografie [¥1950] P.R. Halmose v jistém smyslu zavr$uje toto badani a patti dnes k nejcitovanéjsim.
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9. INTEGRALY ZAVISLE NA PARAMETRU

Lebesgueova véta o zaméné limity a integradlu mé jednoduchy, ale dilezity dtisledek, znamy
jako véta o spojitosti integralu zavislého na parametru.
9.1. Vé&ta. Necht (X,S,u) je prostor s mirou a P je metricky prostor. Bud a € P a U okoli
bodu a v P. Necht funkce F : U x X — R md ndsledugict viastnosti:

(a) ezxistuje mnoZina N C X miry nula tak, Ze pro vSechna x € X\ N je funkce F(.,x) spojitd

v a,

(b) pro vSechna t € U je funkce F(t,.) méFitelnd,

(c) existuje funkce g € LY (X) tak, Ze pro vsechna t € U je |F(t,.)| < g skoro vude.
Potom pro vsechna t € U je F(t,.) € LY(X) a funkce

f:t|—>/XF(t,.)du

je spojitd v bodé a.

Diikaz. Pripomenme, Ze v metrickych prostorech lze pouzit ekvivalentni tzv. Heineovu definici
limity: K dikazu tvrzeni

lim [ F(t,.)du = /XF(cL, D du

t—a X

staci ovétit, ze pro kazdou posloupnost t; — a bodt mnoziny U plati

li]m/XF(tj,.)du:/XF(a, ).

To je vsak zfejmé z Lebesgueovy véty o zameéné limity a integralu. m

Nyni uvedeme vétu o derivovani integralu podle parametru.
9.2. Véta. Necht (X,S,u) je prostor s mirou a I C R je otevieny interval. Necht funkce
F:1xX — R md nasledujici vlastnosti:

(a) ezistuje mnozina N C X miry nula tak, Ze pro vSechna x € X \ N je funkce F(.,x)

diferencovatelnd na 1,
(b) pro vSechna t € I je funkce F(t,.) méritelnd,
d

(c) ezistuje funkce g € LY(X) tak, Ze pro vsechna t € I je ‘%F(t’ )| < g skoro vsude,

(d) ezistuje to € I tak, Ze F(to,.) € L} (X).
Potom pro vechna t € I je F(t,.) € LY(X), funkce

f:t'—>/XF(t,.)d,u

je diferencovatelnd na I a plati vzorec

f’(t):/ dF(t,.)du.

¥ dt
Diikaz. Necht a,b € I, b # a. Podle véty o stiedni hodnoté pro kazdé z € X \ N existuje £ mezi
a a b tak, ze
‘ F(b,x) — F(
b—a

Odtud pro a = ¢y plyne, ze funkce

%0 = 19 pe, )] < o).
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je integrovatelnd, tudiz i funkce F'(b, .) je integrovatelna. Zvolme znovu a € I. Pro kazdou posloup-
nost t; — a bodu I \ {a} dostavdme z Lebesgueovy véty

_ F(t;,.) — F(a,.) d
\ —Lr T ldu= | —F(t,.)dp.
lin/x tj—CL a th (7) .

Podle Heineovy definice limity je tedy

d F(t,.)— F(a,. d
— | F(t,.)dp = lim Mdu:/ —F(t,.)du.
dt D' t—a |5 t—a th

9.3. Poznamky. 1. Pov§imnéte si, ze v diikazech predchozich vét jsme podstatnym zplisobem vyuzili Lebesgueovu
vétu. Obdobnym zptisobem bychom mohli vyslovit tvrzeni zalozend na Leviho vété.

2. Jelikoz spojitost a derivace jsou lokalni pojmy, lze aplikovat uvedené véty tim zpusobem, ze pfedpoklady (c)
1ze ovérit také jen lokalné.

3. Radu piikladii k objasnéni a procviéeni lze najit ve skriptech [L-Pi].
10. PROSTORY LP

Lebesgueovy prostory LP jsou dilezitym prostiedkem propojujicim teorii miry a funkciondlni
analyzu a nepostradatelnym néastrojem v teorii diferencialnich rovnic, teorii pravdépodobnosti a
dalsich oborech.

V této kapitole bude (X, S, 1) prostor s mirou a p ¢islo z intervalu [1, oo].

10.1. Mnozina LP. (a) Necht p < oco. Symbolem £P = LP(X,S, ;) zna¢ime mnozinu viech
p-méfitelnych funkci na X, pro néz

[ 1 d < ce.
p's
Cislo
1/p
151 = ( [ 157 an)
se nazyva LP-norma funkce z LP. Za chvili ukdzeme, Ze ||...||, ma skuteéné vSechny dulezité

vlastnosti normy.

(b) Symbolem £* = £L>*(X, S, u) zna¢ime mnozinu vSech p-méfitelnych funkei na X, pro néz
existuje konstanta M tak, zZe

|[flz)| <M pro pu-skoro vSechna z € X.

Nejmensi konstanta M s takovou vlastnosti se nazgvd L°°-normou funkce f a znadi se || f||co-
Rozdil mezi || f||oo a supy | f| spoéivd, zhruba feceno, v tom, ze funkce || f||o zanedbava hodnoty
f na mnozinach miry nula.

V textu budeme pouzivat také zkracend oznaceni L£P(X) nebo LP(u), podle toho, co bude
vhodné zdtraznit.

10.2. Youngova nerovnost. Necht a,b jsou nezdpornd ¢isla a p,q € (1,00), —l—% = 1. Potom

1
p

Diikaz. Muzeme predpokladat, ze ab > 0. Jelikoz prirozeny logaritmus In je konkavni funkce, je

a? bl 1 1
In(—+ —) > —In(a”) + —In(d?) =lna+ Inb = In(abd).
q

p q p

Odtud dostavame pozadovanou nerovnost. B
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10.3. Holderova nerovnost. Necht f € LP a g € L9, kde p, q jsou ¢isla z (1,00),

Potom fg € L a
1/p 1/q
[osaans ([ upad) ([ lvan)
1/p 1/q
= Pd = “d :
()", ()

Potom pro kazdé € X mame podle Youngovy nerovnosti (a = f(x)/s, b = g(z)/t)

f@)g(x) _ [f@llg@)] _ [f@F | lg@)]*
st o st - psP qt?

1 1 _
Lyl=n

Dikaz. Oznacéme

Tedy

1 Pd aq 1 1
_/fgdugfxlfl n Jxloltdp 11
st Jx psP qt? P q

Tim je tvrzeni dokdzano. m

10.4. Minkowského nerovnost. Necht f, g € LP. Potom f+g € LP a

I1f+gllp < 1fllp + llgllp-
Diikaz. Z nerovnosti |f + g| < |f| + |g| dostaneme dikaz v piipadé p = 1.
Necht p = co. Je-li |f| < s u-skoro v8ude a |g| < t p-skoro vSude, pak |f + g| < s+t p-skoro

vSude a tudiz
I[f+9llc <s+t.

Piechodem k infimu pfes s a t dostaneme

1+ glloe < 1 floo + l1gloo -

Zbyva ptipad 1 < p < co. Holderova nerovnost dava

/ IS+ gl dp
X

1/p 1/q 1/p 1-1/p
P (p—1)q _ P P
s(/xm du) (/le+9| du) (/lel du) (/le+9| du) |
Podobné " .y
-1
/X|9||f+9|” du§</Xlg|pdu) (/XIergl”du) -

Tedy

/|f+g|”du§/ |f||f+g|”’1du+/ gl 1f + gl dy
X X X

(L (Lun) (Larsara) ™.

Dokazovanou nerovnost dostaneme elementarni apravou. m

10.5. Prostory LP. Oznacime-li pro f, g € LP

P;D(fag) =|f _9||p7
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mé p vSechny vlastnosti metriky na £P aZ na jednu “malic¢kost”: MuZeme najit rizné funkce,
které maji nulovou vzdélenost. Abychom mohli pracovat v teorii metrickych (dokonce linedrnich
normovanych) prostord, pfitadime kazdé funkci f € LP t¥idu funkci

[f]={g9 € LP: g= f p-skoro viude na X}

a definujeme
LP =LP(X, S, p) ={[f]: f € LP}.

Potom LP je linearni prostor, vybaveny operacemi

(f1+1g):=1f +4], olf]:=[af]

(v € R), normou

Tl = 1A 1l

a metrikou (tentokrate uz doopravdy)

pp([f1,19]) = pp(f. 9) -

Snadno nahlédneme, ze uvedené definice jsou korektni (tj. nezévislé na vybéru reprezentantit).

V matematické literature je bézné nerozliSovat funkce a t¥idy funkci, leckdy ani £P a LP.
Rikdme naptiklad, ze {f;} je cauchyovskd posloupnost v LP a myslime tim, Ze f; jsou funkce a
{[f;]} je cauchyovska posloupnost v L?.

10.6. Uplnost LP. Necht {f;} je cauchyouvskd posloupnost v LP. Potom {f;} je konvergentni
v LP, tj. existuje f € LP tak, Ze

Jur=srdn—o.
X
Dikaz. Snadny ptfipad p = co pfenechdme ¢tenafi. Nechf p < co. Nejprve vyberme podposloup-

nost {g;} z posloupnosti {f;} tak, aby

oo
§:=llgj — gisally < 0.
j=1

o0
Ozna¢me h = Y |g; — gj—1|. Potom podle Leviho véty 8.12 a Minkowského nerovnosti je
j=1

[e'e] p & )
thu:/ <Z|gj—gj+1|> dp = lim / <Z|9j—gj+1|>
L X j=1 k—oo X e
k p
< Jlim (2 llg; = gj+1|p> <SP <o,
=

Tedy podle véty 8.9.a existuje mnozina M C X tak, ze u(X \ M) =0 a h < oo na M. Mizeme
také piedpokladat, Ze |g1| < co na M. Pro v8echna x € M je posloupnost {g;(z)} cauchyovska
v R, tudiz i konvergentni. Mzeme tedy p-skoro vSude definovat

£() = lim g;(2).
Nyni dokazeme, ze f € L a || f — f;|| — 0. Posloupnost {|g;|”} konverguje p-skoro vsude k {|f|7},
pricemz

951" < (lg; — 91l +1921)" < (h + |gn])?
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pro vSechna k € N. Lebesgueova véta 8.13 (majoranta (h + |¢g1])?) dava

/Ifl”du: nm/ |gj|des/<h+|gl|>pdu<oo.
X )70 Jx X

Vidime, Ze f je prvkem £P. Podobné podle Lebesgueovy véty (majoranta hP)
15 =gl = [ 17 =gl du—o.
X
Jelikoz posloupnost {f;} je cauchyovskd v LP, je zfejmé
lim || f; = g;ll, = 0.
j—oo

Dostavame tudiz
lim || f; = fll, =0,
J—00

tedy funkce f je limitou posloupnosti {f;} v L”. m

10.7. Poznamky. 1.V terminologii funkcionélni analyzy jsme pravé dokazali, ze LP je Banachuv prostor.
2. S LP-prostory se setkdme jesté v dalsich kapitolach. Upozornéme tieba na charakteristiku spojitych linearnich
funkcionalti na téchto prostorech, kterou odvodime na zidkladé Radon-Nikodymovy véty ve cviceni 13.17.
3. V pfipadé, ze p je aritmetickd mira na mnoziné X, zna¢ime IP(X) = LP(X, P(X), ). Tak dostaneme pro
X = N i zndmé prostory posloupnosti:
— prostor 1P, 1 < p < oo, v8ech posloupnosti ¢ = {zn }, pro néz ||z||, := (Z |:En\p)1/p < o0,
n
— prostor {*° v8ech omezenych posloupnosti « = {5} s normou ||z||eo := sup,, |zn|.
10.8. Cvic€eni. Budte fn, f € L. Ukazte, Ze || fn — f|loc — 0, pravé kdyz existuje mnozina E € S, uE = 0 tak,
ze fn = fna X\ E.
10.9. Cvi€eni. Necht {fn} C LP, p € [1,+400), je cauchyovskd posloupnost. VSimnéte si, ze v prubéhu dukazu

véty 10.6 jsme ukazali, Ze z posloupnosti {fn} lze vybrat podposloupnost, kterad konverguje p-skoro vsude v X.
Porovnejte toto tvrzeni také s vétou 12.4.

10.10. Cviéeni. (a) Bud p € [1,+o0). UkaZzte, Ze mnozina jednoduchych funkci

J = {Z Bjcp; « Bj € S,uB;j < 400}
J

je husta v LP.

Ndvod. Samoziejmé J C LP. Volte f € LP . Protoze f je koneénda skoro vsude, nalezneme podle cvic¢eni 3.11
posloupnost {fn} jednoduchych funkci tak, aby fn — f skoro vSude a |fn| < |f|. Zfejmé fr, € J a podle
Lebesgueovy véty (majoranta 2P|f|P) je ||fn — f||p — O.

(b) Ukazte, ze mnozina vSech jednoduchych funkei je husta v £°.

10.11. Cviceni. Definujte prostory £P, LP a LP-normu jako na zac¢atku této kapitoly i pro p € (0, 1). Ukazte:
(a) LP je vektorovy prostor.
(b) Trojahelnikova nerovnost pro LP-normu plati, pravé kdyz p > 1.

Ndvod. Je-li 0 < p < 1, uvazujte charakteristické funkce dvou disjunktnich mnozin kladné miry.

(c) Polozime-li dp(f,9) := [|f — g|P du pro p € (0,1), je dp metrika na LP a LP je uplny metricky linearni

prostor.
10.12. Historické poznamky. ”Hoélderova nerovnost” byla poprvé dokazéna A.L. Cauchym v [¥1821] v pfipadé
p = 2 pro koneéné soucty (tedy vlastné pro aritmetickou miru na koneéné mnoziné). V.Y. Bunyakovsky [1859]
ji dokazal (stéle pro p = 2) pro Riemannovy integrily a stejny vysledek ziskal i H.A. Schwarz v [1885]. Pro
obecny pfipad p, ale stale pro kone¢né souéty, byla tato nerovnost dokédzana L.J. Rogersem [1888] a O. Holderem
[1889]. Definitivni podoba uvedend v 10.3 pochézi az od F. Riesze [1910]. Tamtéz je také dokdzana Minkowského
nerovnost, pivodni prace pro kone¢né soucéty pochdzi samozfejmé od H. Minkowského [1907].

Pocétek teorie LP-prostorii jde k F. Rieszovi [1906], kde definuje L2-metriku a k E. Fischerovi [1907], ktery
dokazuje tplnost L2. F. Riesz poté definuje i LP pro ostatni p v [1909a] a [1910] a dokazuje jejich tplnost. Pojem
Banachova prostoru méa kofeny v pracich S. Banacha [1922] a N. Wienera [1922]. Toto obdobi pak kulminuje
vydanim fundamentalni Banachovy monografie [¥1932].
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11. SOUCIN MER A FUBINIOVA VETA

V této kapitole se soustfedime na feseni nasledujiciho problému. Mame dany dva prostory
s mirou (X, S, ) a (Y,7,v). Na kartézském sou¢inu X x Y bychom chtéli definovat souc¢inovou
miru 7 na néjaké o-algebfe U, pfi¢emz pozadujeme, aby 7 i U mély blizky vztah k ptvodnim
prostorim s mirou. Je-li totiz M = S x T, kde S € §,T € 7 (takovym mnozindm Fikejme
méritelné obdélniky), zcela urcité by mélo platit

™M = pS - vT

(tato rovnost vlastné ¥ikd, ze “plocha” obdélnika je rovna soucinu “délek” jeho “stran”). A jesté
jeden pozadavek - Lebesgueova mira v R™ by méla vzniknout ze “soucinu” Lebesgueovych mér
v R¥ aR™ pron =k +m.

11.1. Soucinova o-algebra. Nejdfive zavedeme pojem soudinové o-algebry. Jsou-li & a T
néjaké o-algebry, soucdinovd o-algebra S ® T bude pro nas vzdy o-algebra generovand systémem
vSech métitelnych obdélnikt . Tedy S® 7 je nejmensi o-algebra, ktera obsahuje vSechny mnoziny
typu S x T, kde Se SaT €T . (Pozor: S® 7T je néco zcela jiného nez “mnozinovy” kartézsky
sou¢in S x 7.)

Je-i M C X xY, x € X, ozna¢me
M*:={yeY :|z,yje M} .

Mnoziné M?* fikejme fez M v bodé z. Obdobné definujeme M, := {z € X : [z,y] € M}, pokud
yey.

11.2. Lemma. Je-li M € S®T ax € X, potom M* € T (a, samoziejmé, symetricky M, € S
proy €Y).

Diikaz. Oznadi-lise A:={F € S®7T : E* € T}, lehko zjistite, ze A obsahuje véechny mé¥itelné
obdélniky a ze tvoii o-algebru (vyuzijte toho, ze (X x Y\ E)* =YV \ E* a (JE.)" = U E?).

TudiZ A=S®7.m

11.3. Monotonni systém. K dalsimu postupu potfebujeme pojem monotonniho systému a
nékteré jeho vlastnosti. Rikejme tedy, Ze soustava mnoZin M tvofi monotonni systém, jestlize

My CMyCMsC..., MneM¢UMneM,
MiDMyDMsD..., MneMéﬂMneM.

Ziejmé kazdy monotonni systém, ktery je soucasné i algebrou, tvori o-algebru.

Naznac¢me stru¢né myslenku, k ¢emu bude uzite¢ny pojem monotonniho systému. Podivejme
se na dikaz posledniho lemmatu a na jeho hlavni ideu. Jestlize A byl systém vSech mnozin
z 8§ ® T, pro které tvrzeni platilo, vidéli jsme, Ze A obsahoval vSechny méfitelné obdélniky a
tvoril o-algebru. To jiz stacilo k tomu, aby A = S ® 7, jinymi slovy, aby pro vSechny mnoziny
z S® T platilo nase tvrzeni. Dikazy nasledujicich tvrzeni maji obdobnou strukturu — uvazujeme
systém A mnozin z S ® 7, pro néz uvazované tvrzeni plati a ukdzeme o ném, ze obsahuje vsechny
méfitelné obdélniky (to byva vétsinou snadné) a snazime se ovéfit, Ze tvoii o-algebru. To vSak neni
vzdy tak jednoduché, leckdy byva snazsi dokézat, Ze A je “pouze” monotonni systém (vétsinou
pomoci Leviho véty). I v tomto pfipadé pak bude A =S ® 7, jak vyplyva z nasledujici véty.

11.4. Véta. Necht R je algebra mnoZin. Potom nejmensi monotonni systém obsahujici R je
o(R).

Dikaz. Oznaéme M nejmensi monotonni systém obsahujici R (existuje!). Staci tedy ukdzat, ze
M tvoii algebru. Bud F € M a ozna¢me K = {B: E\ B, B\ E, BUFE € M}. K dikazu,

7e M je algebra sta¢i vlastné ovéfit inkluzi M C Kg. Volme tedy (pevné) mnozinu F a tvrzeni
dokazme v nasledujicich krocich:
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(a) Kr je monotonni t¥ida (snadné),

(b) R C K pro F € R (jesté snazsi),

(c) M C K pro F € R (pouze definice M),

(d) jelli E € M, je R C Kg (bud F € R; podle (c) je E € Kp, tudiz F € Kg), a tedy
R C M C Kg opét podle definice M. m

Zaklad pro definici sou¢inové miry je obsazen v nasledujicim tvrzeni.

11.5. Lemma. Budte (X,S,u) a (Y,7,v) dva prostory se o-konecnymi mérams, bud ddle E €
S ® T. Potom funkce x — v(E?®) je S-méfitelnd (E* € T podle piedchoziho lemmatu!), funkce
y — p(Ey) je T-méfitelnd a

[ @) = [ (i)

Y

Dikaz. Necht A je systém téch mnozin z S ® 7, pro néz vsechna uvedend tvrzeni plati. Déle
ozna¢me symbolem R systém vSech konecnych disjunktnich sjednoceni métitelnych obdélnikt .
Sami ovérte, ze R tvori algebru. Ukazeme-li, ze A tvofi monotonni systém obsahujici R, bude
A =8 ®7T podle pfedchozi véty, a tudiz lemma bude dokadzano. Dikaz dokoncete nyni ovéfenim
téchto tvrzeni:

(a) A obsahuje kazdy méfitelny obdélnik (to je lehké),
(b) R C A (k tomu stadi ukdzat, ze |J E; € A pokud E; € A jsou disjunktni),
j=1

(¢c) En€ A,E; C E3 C --- = |JE, € A (pouzijte Leviho vétu a vlastnosti fezl1 ),

(d) E, € AJE; D E; D -+ = (E, € A (nejdiive uvazujte ptipad, kdy miry pu a v jsou
koneéné a postupujte stejné jako v (c¢); teprve poté uvazujte obecny pfipad o-koneénych mér).

(Mimochodem, pro¢ jsme v tvrzeni (d) pot¥ebovali uvazovat - na rozdil od pfipadu (c) - nejprve
situaci, kdy miry jsou kone¢né?) m

11.6. Soucin mér. Necht (X,S,u), (Y,7,v) jsou prostory se o-koneénymi mérami. Mira 7 na
S ® T se nazyva soudinem mér p a v (znacime p ® v), jestlize

7(A x B) = pA - vB,
kdykoliv A € S, B € 7. Na zékladé nasledujici véty mizeme Fici, ze operace ® je je korektné
definovana.
11.7. Véta. Budte opét (X, S, un), (Y,7T,v) dva prostory se o-koneéngmi mérami. Potom existuje
pravé jedna mira T na S @ T tak, Ze

7(A x B) = pA-vB,

kdykoliv A € S, B € T (1. existuje prdvé jeden soucin mér u a v).

Diikaz. Podivejme se nejdiive na jednoznacénost. Jsou-li 71, 72 miry na SQT, 7;(Ax B) = pA-vB,
j=1,2,pro Ae S, Be T, potom systém D = {FE € S® 7T : mE= 7 E} obsahuje vSechny
méfitelné obdélniky, je uzavien na koneénd disjunktni sjednoceni (tedy R C D) a tvofi monotonni
systém (dokazte opét podrobné; pro klesajici posloupnosti uvazujte nejdfive piipad konecénych
mér). Tudiz D=8 ® 7 a jsme hotovi.

Existence sou¢inové miry: Pro £ € S ® 7 polozme
TE = / vE*du (= / wEydv podle lemmatu 11.5).
b's Y

Rutinnim zptisobem se ovéii, Ze 7 je mira na S ® 7, splitujici 7(A x B) = pA-vB pro A € S,
BeT.m
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11.8. Lemma. Budte (X,S,pn), (Y,7T,v) dva prostory se o-konecnymi mérami. Necht f je
S @ T-méritelnd funkce na X x Y. Potom funkce f(z,-) je T-méritelnd na'Y pro kaZdé x € X.

Diikaz. Zvolme o € R, x € X. K dikazu tvrzeni si staci uvédomit, ze

{lyeY: flz,y)>al={(t,y) e X xY : f(t,y) > a}”.
m

11.9. Fubiniova véta. Nechi (X,S,u), (Y,T,v) jsou dva prostory se o-konecnymi mérami, T
je soucin i a v a h je funkce na X x Y. Necht fXXY hdT ma smysl. Potom

/Xxyh‘“: /X< /Y h(a,-)dv)d,

(a obdobné - symetricky - v obrdceném potadi integrace).

Diikaz. Lze pfedpoklddat h > 0 (jinak pouZijeme rozkladu h = h™ — h™). Tvrzeni plati ziejmé
v pfipadé, kdy h = c4 pro A € S® T (to je vidét z dlikazu véty 11.7), a tudiz z linearity (obou
stran rovnosti) i pro nezdporné jednoduché funkce. Je-li nyni » > 0 libovolnd S ® 7-métitelna
funkce, nalezneme posloupnost {h,} jednoduchych nezdpornych funkei, h,,  h (viz véta 3.9).
Potom ovSem [y hndr — [y hd7r. Na drubé strané, hy(z,-) / h(z,-) a pro (jednoduché)
funkce h,, tvrzeni plati, tudiz (dvojndsobnym) vyuzitim Leviho véty lehko dokon¢ime ditkaz. m
11.10. Poznamky. 1. Lebesgueova mira v R*t* je zuplnéni soudinu Lebesgueovych mér v R a R¥. Tomuto
dulezitému prikladu vénujeme vétsi prostor v kapitole 26.

2. Necht 7 je souéin o-koneénych mér p a v. Potom mira 7 nemusi byt Uplné, ani kdyZ p a v jsou Uplné.
(Rozmyslete si, ze mnozina {(z,z): x € M} je méfitelnd vzhledem k sou¢inu Lebesgueovych mér, pravé kdyz
mnozina M C R je lebesgueovsky méritelnd, zatimco vzhledem ke zuplnéni soucinu Lebesgueovych mér jsou
méFitelné viechny podmnoziny diagonaly {(z,z): x € R}.) Pro zplnény soucin mér vSak plati nésledujici varianta
Fubiniovy véty.

11.11. Véta. Budte (X,S,u), (Y,7,v) dva prostory s iplngmi o-koneéngmi mérami. Necht T
je soucin p a v aT je zuplnéni 7. Necht h je funkce definovand T-skoro vsude na X XY, pro niz
hdT md smysl. Potom funkce h(x,-) je v-méfitelnd pro p-skoro viechna x € X a plati

nyhﬁ:L(Lh(x,->dy)du,

(a obdobné - symetricky - v obrdceném potadi integrace).

fX><Y

Diikaz. Jako obvykle stacéi vétu dokazat pro charakteristické funkce. Bud M mnozina tvaru AUN,
kde AcS®7T a N C BproBeS®7T, 7B =0.Podle Fubiniovy véty je

/Y cp(z,)dv =0

pro p-skoro vSechna z € X, tim spis

/YCN(x, )dv =0

pro p-skoro vSechna x € X. Odtud jiz snadno odvodime, ze
/ chF:/ (/ cM(:v,-)du)d,u.
XxY x Jy

11.12. Cviceni. Ukazte, ze kazdy Dynkintiv systém je monotonni systém, a najdéte priklad, Ze tomu neni naopak.

11.13. Historické poznamky. Soucin mér a prevedeni vicerozmérné integrace na jednorozmérnou bylo ze
zalatku studovéno v piipadé Lebesgueovy miry v R? a objevuje se jiz u H. Lebesguea [*1904]. G. Fubini pak
v [1907] vyslovuje vétu o zaméné poradi integrace, zdd se vSak, Ze jeho dikaz neni zcela v pofddku. Ten pak
vyspravil L. Tonelli v [1909]. Zhruba ve 30. letech se objevuje fada praci k abstraktni teorii sou¢inu mér. Metoda
popsand v této kapitole pochézi od H. Hahna [1933].

Podotknéme, Ze existuji teorie zabyvajici se sou¢inem mér, které nemuseji byt nutné o-kone¢né. Také teorie
nekone¢nych soudinii mér (mame na mysli nekoneény pocet ¢initeld) je velice dulezita.
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12. KONVERGENCE POSLOUPNOSTI FUNKCI

Na rtznych systémech funkci na mnoziné X lze studovat mnoho typt konvergence posloupnosti
funkci. Podstatné zalezi na tom, jakou strukturu méame danou na X ¢ na samotném prostoru
funkeci.

12.1. Vycet druhu konvergence. Necht {f,} je posloupnost funkci na X a f je “limitni”
funkce. V kazdém piipadé muzeme uvazovat

(a) bodovou konvergenci (piseme fp, — f),
(b) stejnomérnou konvergenci (piSeme fp, = f);

je-li navic na X déna topologicka struktura, prichézi dale v ivahu
(¢c) lokdlné stejnomeérnd konvergence.

Casto je jiz na samotném systému funkci zaddna néjaka norma ¢ obecné topologie, ktera uréuje
dalsi typy konvergenci.

Nas budou pfedevsim zajimat druhy konvergence spojené s pojmem miry. Pfedpokladejme
tedy v dalgim, ze (X, S, u) je opét prostor s mirou. Potom je pfirozené vySetfovat

(d) konvergenci skoro vsude (tj. ve skoro vSech bodech),
(e) konvergenci v normé prostoru LP
(f) konvergenci v mire

(g) p-stejnomérnou konvergenci.

Nyni podame definici poslednich dvou zminénych pojmi.

12.2. Konvergence v mife. Necht f, f,, jsou méfitelné, skoro v§ude koneéné funkce na X.
Rekneme, ze f, konverguji v mire k f, jestlize

lim p{z € X 2 [f(2) = fu(2)] 2 €} =0

pro kazdé € > 0.

12.3. p-stejnomérni konvergence. Necht f, f,, jsou skoro vSude koneéné funkce na X.
Rekneme, Ze f, konverguji k f u-stejnomérné, jestlize ke kazdému e > 0 najdeme mnozinu
M € S tak, ze uM < e a konvergence f, — f je stejnomérna na X \ M.

Rozmyslete si, Ze limita posloupnosti konvergujici v mife (resp. p-stejnomérné) je urcena jed-
noznacné az na mnozinu miry nula a je konecnéa p-skoro vsude.

Dtilezity vztah mezi jednotlivymi konvergencemi udéva néasledujici véta, v niz implikace (b) =
(c) byvé oznadovana jako Rieszova véta.

12.4. Véta. Necht'1l < p < oo a {f,} je posloupnost méritelngch, skoro vsude konecnych funkci
na X. Uvazujme ndsledugjici vyroky:

(a) fn€ L2 ||fn— fllp =0 (4. frn konverguji k f v prostoru LP),
(b) fn konverguji k f v mife,
(c) existuje vybrand posloupnost {fn, } tak, Ze fn, — f skoro vude.

Potom (a) = (b) = (¢).

Diikaz. (a) = (b): Volme ¢ > 0 a oznaéme E, = {z € X : |f(z) — fo(x)] > £}. Potom
ePuE, <[5 If = falPdu < ||f — full5, odkud jiz plyne tvrzeni.

(b) = (c): Necht tedy f, konverguji k f v mife. Naleznéme posloupnost n; < ng <ng < ...
tak, aby

pla € X3 1£(@) = fuy )] 2 2} < 55
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1
Polozime-li A; := U {r e X |f(x) = fn,(x)] > —},je A1 DA DA3D ...

=Jj

Jelikoz pA; < Z < 400, plati pro mnozinu B := ﬂ A,
j=1

pB = lim pA; <hmZ k: lim — =0
=j

(uvédomte si souvislost s Borel-Cantelliho lemmatem 2.14!). Sta¢i nyni dokazat, ze
for (@) = f(x) proz € X\B Ale to je jiz snadné. Je-li totlz z € X\Bace >0, existuje j = j(z)

1
tak, ze x € X \ A, = ﬂ{yeX. lf(y) — fne ()] < } Je-li k0>max(j(x),€), pak uz pro
k=j

viechna k > ko dostavéme |f(z) — fn, (z)| < 1+ <c. m

Nasledujici lemma bude slouzit jako zaklad dikazu v dalsich dtlezitych vétach.
12.5. Lemma. Nechl uX < +oo a f, fn jsou konecné funkce na X, f, — [ skoro vsude na
X. Jsou-li 6 > 0, ¢ > 0, existuje méFitelnd mnoZina M C X a ng tak, Ze p(X \ M) < 0 a
|frn(z) — f(2)| < e, kdykolivz € M an > ng.
Diikaz. Polozme E,, := {z € X : |fo(z) — f(z)| < € pro kazdé n > m}. Potom E; C E; C
EsCc...,X=UFE,almu(X\E,) =0 (uX\ E1) <puX < +oo ). Existuje tedy ng tak, ze
w(X \ En,) < 6. Nyni staéi polozit M := E,,,. m

Implikace (a) = (b) v nésledujici vété se nazyva Jegorovova véta, implikace (a) = (c) pak
Lebesgueova véta.
12.6. Véta. Necht uX < +oo a necht f, f, jsou méritelné, skoro vSude koneéné funkce na X.
Uvazujme ndsledugici vijroky:

(a) fn — f skoro vsude,

(b) fn konverguji k [ u-stejnomérné,

(¢) fn konverguji k f v mire.
Potom (a)<=(b) = (c).
Diikaz. Predpokladejme (a). Oznacme F := {z € X : f(x), fo(x) jsou kone¢né a f,(z) — f(z)}.
Ziejmé p(X \ E) = 0 a mzeme tedy v ditkazu predpokladdat, ze E = X. Volme § > 0 a k € N.
Podle predchoziho lemmatu existuji My € S a ny tak, ze

WX\ M) < 1)~ fale)] <

pro x € My a n > ny. Polozime-li A := (| My, je (X \ A) <6, pficemz

S

sup /() = f,(a)| < sup |f(@) — f(@)] <

x€ My
pro n > ng.

Piedpokladejme nyni (b). Oznacime-li Sy, (¢) := {z € X : |f(x) — fn(z)| > €}, jde o to ukazat,
ze lim p.S,, (¢) = 0 pro kazdé € > 0. Ale to je jiz snadné pomoci (b), musime si pouze uvédomit,
co to je stejnomérnd konvergence.

Implikace (b) = (a) je ziejmé. m
12.7. Cviceni. Necht uX < oo a f, fn jsou méfitelné skoro vsude kone¢né funkce na X. Potom f, — f v mife,
pravé kdyz pro kazdou vybranou posloupnost { fn, } existuje jeji vybrana podposloupnost { f» K }, kterd konverguje
k f skoro vsude.

Ndvod. Jedna implikace je v 12.4. Jestlize {fn} spliiuji “podminku pod-podposloupnosti” a pfesto nekonverguji
v mife, existuje £ > 0 a posloupnost {g, } vybrana z { f» } tak, ze u{|gn — f| > €} > ¢ pro vSechna n a g, — f skoro
vSude. Oznaéme h,, charakteristickou funkci mnoziny {|gn — f| > €}. Potom hy, — 0 skoro v8ude a z Lebesgueovy
véty 8.13 (majoranta 1) dostavame spor.
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12.8. Cvideni. Bud (X, S, u) prostor s mirou. Necht ¢ je pomocné funkce na [0, oo], rostouci, omezend, spojita
a spliyjici ¢(0) = 0, ¢(s +t) < p(s) + ¢(t) pro vSechna s,t > 0 (napiiklad funkce t — ¢/(1 + t)). Definujte

p(fr9) = 277 p(udlf — gl > 1/5}).
j=1

a) Ukazte, ze funkce p je pseudometrika na prostoru vSech méfitelnych funkei na X.
(b) fn konverguji k f v mife, pravé kdyz p(f, fn) — 0.
12.9. Cviceni (Vitaliova véta). Pro 1 < p < +oo, fn € LP plati:

frn — [ skoro v8ude, [|fullp = [Ifllp = Ifn = fllp — 0.

Ndvod. Polozme ¢n = 2P~ Y(|fn|P + |f|?) — |fn — fIP. Potom ¢, — 2P|f|? skoro v8ude. Jelikoz |fn, — f|? <
(Ifnl + 1FDP < 2P71(|fn|P + | £IP), jsOu ¢n € LY, ppn > 0. Podle Fatouova lemmatu je

2p/ |f\p§11minf/ gpn:2p/ \f|p—limsup/ |fn — fIP.
X X X X

Odtud plyne, ze limsup [y |fn — f|? = 0.
12.10. Cvicéeni. (a) (Jegorov) Bud p o-koneéna mira na (X,S), fn méfitelné, fr, — f skoro vSude, (fn, f skoro

oo
vSude koneéné). Ukazte, Ze existuji Ej € S kone¢né miry tak, ze u(X \ U Ex) =0 a fr, = f na kazdé Ej.
k=1

(b) Ukazte, ze pfedpoklad o-koneénosti miry p je podstatny.
Ndvod. Bud X mnozina vSech konvergentnich posloupnosti z = {xy} realnych ¢&isel a p aritmetickd mira na X.
Definujme posloupnost fn funkci na X pfedpisem fn(r) = @n. Zvolte posloupnost E; podmnozin X, na nichz
fn konverguje stejnomérné a najdéte konvergentni posloupnost {y}, kterd do zddné z mnozin E; nepatii (nebot
konverguje pomaleji nez vSechny posloupnosti z E;).

(c) Zkoumejte, které implikace mezi tvrzenimi uvedenymi ve vété 12.6 plati i bez predpokladu kone¢nosti miry
X.
Ndvod. Z (b) plyne (a) i (c). Jinak uvazujte piiklad X = (0, +00) a fn = ¢(n,n41)-
12.11. Cviéeni. Naleznéte funkce f,, na [0, 1] tak, aby f, konvergovaly v Lebesgueové mife k nule, ale posloupnost
{fn(x)} nekonvergovala pro zadné z € [0, 1].
k—1

k
Ndvod. Uvazujte charakteristické funkce intervalt | , —] uspofddané do vhodné posloupnosti.
m

12.12. Slaba konvergence v LP. Necht 1 < p < 400 a ¢ = p%l (g = 400, je-li p = 1). Necht f, f; € LP.
Rekneme, ze f; konverguji slabé k f v LP (znacime f = w-lim f;), jestlize ]X figdp — ]X fgdp pro kazdou
funkci g € L£9.
(a) Je-li f=w-lim f;, g = w-lim f;, potom g = f skoro vude.
(b) Jestlize || f — fjllp — 0, pak f = w-lim f;.
(c) Necht f, f; € LP. Necht F je mnozina funkci z £9, jejiz linedrni obal je husty v L9. Je ekvivalentni:
(@) f = w-lim f;,
(ii) posloupnost {||f;llp} je omezena a fX gfjdp — fX gf dup pro kazdou funkci g € F.
Ndvod. Typicka aplikace Banach-Steinhausovy véty z funkcionalni analyzy.
(d) Za F lze vzit mnozinu v8ech charakteristickych funkci mnozin z S v pfipadé p = 1, éi mnozinu vSech

charakteristickych funkci mnozin z S kone¢né miry, je-li p > 1; v konkrétnim pripadé Lebesgueovy miry ndm dava
dalsi moznosti véta 31.4.

(e) Je-li p > 1, pak z kazdé omezené (v normé) posloupnosti funkci z £P lze vybrat slabé konvergentni.
Ndvod. Je-li prostor LP separabilni (v aplikacich vétsinou byva), postupujte podobné jako v dikazu véty 17.10.
Neseparabilni pfipad obtiznosti presahuje bézny ramec cviceni, lze jej zvladnout na zakladé znalosti z funkcionalni
analyzy. Jde o to, ze LP je pro 1 < p < oo reflexivni a reflexivni prostory jsou pravé touto vlastnosti charakteri-
zovany, viz napf. véta 33.4. v knize L. Misika [*1989]

(f) Nechf p > 1. Je-li f; — f skoro vSude a tvofi-li ||f;||, omezenou posloupnost, je f = w-lim f;. Tvrzeni
zstava v platnosti, nahradime-li pfedpoklad f; — f skoro vSude pfedpokladem f; — f v mife.

(2) (Radon-Rieszova véta) Necht p > 1, f = w-lim f; a || f||p = lim || f;||p. Potom || f — f;|lp — 0. (Jaké tvrzeni
dostaneme spojenim (f) a (g)?)

Ndvod. Pti dikazu se podstatnym zpusobem vyuzije uniformni konvexita prostoria LP pro 1 < p < oo, viz knihu
M.M. Rao [*1987], Proposition 5.5.3.
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(h) Posloupnost f; : & — sin jx konverguje slabé k nule pro kazdé p na kazdém omezeném intervalu. Z4adna jeji
podposloupnost neni skoro vsude konvergentni.

(i) Necht f; = j1/? na (0,1/4) a f;(x) = 0 na (1/4,1). Posloupnost {f;} je omezena v normé prostoru LP(0,1)
a konverguje skoro vSude k nule. Je-li p = 1, neni (a nelze z ni vybrat) slabé konvergentni. Je-li p > 1, je sice slabé
konvergentni, ale nikoli v normé.

12.13. Slaba* konvergence. Predpokladejme, Ze p je o-koneénd mira na X. Necht f, f; € L. Rikame, Ze f;
konvergugi slabé* k f (znacime f = w*-lim f;), jestlize ]X figdp — fX fgdu pro kazdou funkci g € £1.
(a) Je-li f=w*-lim fj, g = w*-lim f;, potom g = f skoro vsude.
(b) Jestlize || f — fjlloc — 0, pak f = w*-lim f;.
(c) Necht f, f; € L>°. Nechf F je mnozina funkci z L', jejiz linearni obal je husty v L!. Je ekvivalentni:
(i) f = w*lim f;,
(ii) posloupnost {||fjllco} je omezend a [ gfjdu — [ gf du pro kazdou funkci g € F.
(d) Je-li fj — f skoro vSude a tvofi-li || f;||cc omezenou posloupnost, je f = w*-lim f;.
(e) Z kazdé omezené (v normé) posloupnosti fr funkci z £ lze vybrat slab&* konvergentni.

Ndvod. Pisme X = |J X, kde X1 C X2 C ... a pXj, < co. Necht {gn} je omezena (v normé) posloupnost funkei

z L a
g _ gn Na le
ok 0 naX\Xg.

Potom {gn, k}n je omezend i v normé L? a existuje jeji podposloupnost {9n; ,k}n, kterd konverguje slabé v L% k
jakési funkci gi. To ovSem znamena, ze lim; fX gn; udp = fX grudp pro kazdou funkci u € L2, ktera je rovna
nule vné Xj. Diagonalni metodou (viz. 17.10) najdeme posloupnost h, vybranou z f, a limitni funkeci f tak, ze
fX fnudy — fX fudp pro kazdou funkci u € L2, ktera je rovna nule vné nékteré mnoziny Xj. Mnozina viech
takovych funkci u je v8ak hustd v L' a tudiz z (c) dostaneme f = w*-lim f,.

(f) Posloupnost f; : © — sin jz konverguje slabé* k nule. (To je vlastné Riemann-Lebesgueovo lemma.)

(g) Necht f; = 0 na (0,1/5) a fj(x) = 1 na (1/4,1). Posloupnost {f;} je omezend v normé prostoru L™ a
konverguje skoro viude i slabé&* k funkci 1. Je ||lim fj|lco = lim || fj|lco = 1, ale lim || f — fj]loo # 0.

12.14. Poznamky. 1. Pro ty, kdoz znaji elementy funkciondlni analyzy, pfidejme poznadmku na vysvétlenou.
Je-li X Banachtv prostor a X* jeho (topologicky) dudl, zn,x € X, Fy, F € X*, fikdme, Ze

(a) xn konvergugi slabé k x, jestlize F(zn) — F(z) pro kazdy funkciondl F € X*,

(b) Frn konvergugi slabé* k F, jestlize Fy,(z) — F(z) pro kazdé z € X.
Pouzijeme-li nyni poznatky z 13.17, jsou predchozi definice slabé a slabé* konvergence v prostorech LP lépe
pochopitelné (alespori pokud 1 < p < oo nebo u je o-koneénd).

2. Rikame, 7e Banachtiv prostor je uniformné konvezni, jestlize ke kazdému € > 0 existuje 6 > 0 tak, Ze pro
vSechna z,y € X, ||z|| = |ly|]| = 1 plati

1
5@+l >1-6 = |y -zl <e.

Kazdy uniformné konvexni Banachiv prostor je lokdiné uniformné konvezni, to znamend, ze kdykoliv ||zn| =
|z]=1a ||%(mn +z)|| — 1, potom ||zn — z|| — 0. Prostory LP jsou pro 1 < p < co uniformné konvexni (to plyne
z Clarksonovych nerovnosti, viz tieba knihu E. Hewitt and K. Stromberg [*1965]).

3. Rik4 se, Ze Banachliv prostor X mé Kadec-Kleeovu vlastnost, jestlize ||zn — z|| — 0, kdykoliv z, € X
konverguji slabé k = a ||zn|| — ||z|. Kazdy lokdlné uniformné konvexni Banachtv prostor (tedy i prostory LP,
1 < p < 00) ma Kadec-Kleeovu vlastnost. Vskutku - je-li {z, } posloupnost, kterd nekonverguje k prvku z a pro niz
[|zn|| = ||z|]| = 1, z lokalni uniformni konvexity nalezneme jeji podposloupnost, nazvéme ji opét {zn}, a0 <e <1
tak, aby ||%(xn + z)|| < 1 — . Pomoci Hahn-Banachovy véty dale nalezneme F' € X* tak, ze |F|| = 1 = F(x).
Odtud vyplyne, Ze posloupnost F(x,) nemize konvergovat k F(z).

4. Prostory L' jiz nemuseji byt (lokdlng) uniformné konvexni ani pro né nemusi platit tvrzeni analogické
k 12.12.f. Nicméné, jsou-li fn, € L, fn, — f skoro vSude (viz 12.9) anebo v mite a || fn|| — || f||, potom || fn— f|| — O.

12.15. Cvi€eni. Necht X < oo a 1 <p < r < +oo. Piedpokladejme, ze {||f;|»}; tvofi omezenou posloupnost
a f; — f skoro vsude (staci v mife). Potom ||f — f;||p — 0. Ukazte, Ze tvrzeni neplati pro r = p.

12.16. Historické poznamky. Pojem konvergence v mife byl definovan F. Rieszem [1909a], kde je také dokazana
implikace (b) = (c) véty 12.4. Jegorovova véta pro piipad Lebesgueovy miry byla dokdzana D. Jegorovem [1911].
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13. RADON-NIKODYMOVA VETA A LEBESGUEUV ROZKLAD

13.1. Radon-Nikodymova derivace a absolutni spojitost mér. Necht (X, S, i) je prostor
s mirou a f € £'(n) nezdporné funkce na X. V 8. kapitole jsme definovali na (X,S) miru g
predpisem

Mf(E):/EfdMa EesS.

V této kapitole budeme fesit opac¢nou tlohu: Jsou-li 4 a v miry na S, ptame se, zda existuje
nezépornd funkce f € L£'(u), pro niz v = py. Thned vidime, Ze obecné takova funkce nemusi
existovat. Kazda mira tvaru py totiz spliiuje pf(E) = 0, kdykoliv u(E) = 0. Ukazeme vSak, ze
pokud je takové podminka splnéna (tj. uE =0 = vE = 0), potom hledanou funkci f, kterou
budeme nazyvat hustotou nebo Radon-Nikodgmovou derivaci miry v (vzhledem k ), 1ze nalézt.

Hustota miry v vzhledem k p je urcena jednoznacné az na p-nulovou mnozinu a byva znacena
dv

@.
Budeme tedy fikat, Ze mira v na S je absolutné spojitd vzhledem k p (piSeme v < p), jestlize
pro kazdou mnozinu E € S plati

wE=0 = vE=0.

Metod, jak dokazat existenci hustoty, je vice. Nas pristup bude zaloZen na nasledujici “varia¢ni” tvaze. Pred-
stavujme si, Ze hledana funkce f existuje a lezi v £2. Uvazujme funkcional

Jo:g'—>/ lg— fI? du
X

na prostoru L%(u). Funkce f ziejmé reprezentuje jediny prvek prostoru L2(u), v némz Jy nabyva svého minima.
Pro viechna g € L?(u) je

Jo(g) = J(g) + /X Py,

kde ) )
J(g) = /X(g2 —2fg)dp = /X g% dp — 2/X gdv.

Vzhledem k tomu, Ze funkcionaly J a Jg se lisi pouze o konstantu, pozname funkci f jako prvek, v némz nabyva
minima funkcional J. To je také myslenka dikazu nasledujiciho lemmatu.

13.2. Lemma. Necht v, o jsou koneéné miry na (X,S), takové Ze vA < oA pro kaZdou A € §.
Potom ezistuje f € L%(0) tak, Ze
vA :/ fdo
A

J(Q)Z/QQdU—Z/ng
b's b's

c:=inf{J(g): g € L*(0)}.
Jelikoz vA < oA pro kazdou A € S, pro g € £L?(o) plati odhad

pro vsechna A € S.

Dikaz. Oznacéme

pro g € £%(0). Bud

ﬂmzﬂwkammWime4fw—sz—am,

takze ¢ € R. Najdéme posloupnost {f;} funkei z £2(0) tak, Ze J(f;) — c. Lehko zjistime, e pro
g,h € L£%(0) plati “rovnobéznikové pravidlo”

To) + () ~ 27 (29 + ) = 3llg —hl3.
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tedy pro j,k € N, j, k — oo mame
1
§/X|fj_fk|2d0'§J(fj)+J(fk)—26—>O_

Jinymi slovy, posloupnost {f;} je cauchyovsk4, a tedy konvergentni, v L?(c). Bud f limita této
posloupnosti v normé prostoru L?(c). Zfejmé J(f) = c. Zvolme A € S. Pro vSechna ¢t € R mame

J(f) < J(f +tea),

neboli

0§2t/ chdo—l—tz/cida—%/ cAdV=2t(/ de—VA)+t20A.
X X X b'e

Odtud plyne (uvédomte si, Zze t miZze byt kladné i zdporné), ze

L/jdo—uA1§1MoA.
X 2

Limitnim pfechodem pro ¢ — 0 dostavame pozadované tvrzeni. m

13.3. Poznamka. Dikaz pfedchoziho lemmatu se jevi prehledngjsim, stavime-li na znalosti teorie Hilbertovych
prostoru. K funkcionalu

F(g) = /X gdv, g€ L*o)

Ize nalézt pomoci Rieszovy véty o reprezentaci spojitych linedrnich funkcionaldi na Hilbertovych prostorech (to
neni Rieszova véta z kapitoly 16) prvek f € L2(o) tak, Ze pro kazdé g € L%(o) je

F@=me.

Nyni sta¢i za g polozit c4, kde A probiha S.

13.4. Radon-Nikodymova v&ta. Budte u, v koneéné miry na (X,S), v < pu. Potom existuje
nezdpornd funkce h € LY (u) tak, Ze
VA = / hdu
A

pro viechna A € S. Tato funkce je urcena jednoznacné jako prvek L'(p) — tj. aZ na mnoZinu
miry nula.

Diikaz. Jednoznacnost dostavame z véty 8.17, budeme se tedy vénovat existenci. Polozme o =
u + v. Podle pfedchoziho lemmatu existuje funkce f € £2(o) tak, ze

IJA:/Afdo

pro vSechna A € S. Z nerovnosti

/fdozuAZO, /fdozl/ASoA:/lda
A A A

dostavame podle disledku 8.18 0 < f < 1 o-skoro vSude. UkazZeme, ze dokonce f < 1 o-skoro
viude. Oznadime-li F = {f = 1}, potom

l/Ez/fdozaE,
E

tedy uE = 0, coz ale podle predpokladii znamend i vE = 0 a 0 E = 0. Pro kazdou mnozinu A € §

mame
/cAfdu:/cA(l—f)dl/.
X X
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Vidime (pro jednoduché funkce z linearity, ddle limitnim pfechodem), Ze

/ngduz/xg(l—f)dv

pro kazdou nezdpornou S-méfitelnou funkci g na X. Bud opét A € S. Speciélni volbou

dostavame

/Xlichduz/XcAdu.

h::—l—f

mé vSechny pozadované vlastnosti (jelikoz [y hdp = v(X) < 400, je h € L (1)) m

Funkce

~

13.5. Véta. Necht i1 a v jsou konecné miry na (X,S). Potom ndsledujici vyroky jsou ekviva-
lentni:

(i) v<up,

(i) ezistuje nezdpornd funkce f € LY (u) tak, Ze pro viechna E € S je

uEz/ fdy,
E

(iii) ke kaZdému e > 0 existuje § > 0 tak, Ze vVE < & pro vechna E € S splriujici pFE < §.

Diikaz. (i) = (ii) je v podstaté véta 13.4, (ii) = (iii) plyne z cviéeni 8.22(b) a (iii)) = (i) je
ziejmé. m

13.6. Poznamky. 1. Radon-Nikodymovu vétu lze v mnohém ohledu zobecnit, plati jeji varianty pro znaménkové,
komplexni miry atd. Pro o-kone¢né miry uvedme toto znéni:

Budte p, v o-koneéné miry na (X,S), v < u. Potom ezistuje nezdpornd S-méFitelnd funkce h (nikoli nutné

2 LY(u)) tak, Ze
VA:/ hdp
A

pro vsechna A € §. Tato funkce je uréena jednoznacné az na mnozinu miry nula.
Vskutku, nalezneme posloupnosti {An}, {Bn} C S po dvou disjunktnich mnozin tak, aby bylo pA, < +oo,
VB, < 400, |J An = J Bn = X. Aplikaci véty 13.4 na restrikce mér p a v na mnoziny A, N By dostavame tvrzeni.

2. Dokazujeme-li Radon—-Nikodymovu vétu nebo Hahnovu vétu o rozkladu nezavisle, musime vzdy vynalozit
jisté usili. Ponékud snadnéjsi je diikaz Radon—Nikodymovy véty z Hahnovy véty nebo naopak. Obé naznacime.

Méjme koneéné miry p a v na (X,S), v < p. Chceme dokazat existenci Radon—Nikodymovy derivace. Pro
a € Q najdéme Hahntv rozklad X = P, U N, tak, aby v — ap byla nezdpornd mira na Po a —(v — au) byla
nezdporna mira na Nq, pfi¢emz pro a = 0 polozme Py = X, No = (). Pak najdeme dv/du ve tvaru

flz) =sup{a € QN[0,+00): z € Po}.

dut
Na druhé strané, je-li u znaménkova miraa f = ﬁ , potom (P, N) je Hahnav rozklad X podle ppro P = {f = 1},
7
N=X\P.

13.7. Integral podle znaménkové, resp. komplexni miry. Necht p je znaménkovd, resp. komplexni mira

na (X,S). Potom definujeme
[ fau= [ aranl,
X X

kde a = dp/d|p|. Ukazte, ze |a| = 1 skoro vSude.

13.8. Singularni a absolutné spojité miry. Rikdme, Ze (obecné i znaménkové nebo kom-
plexni) miry p a v na méfitelném prostoru (X,S) jsou (navzdjem) singuldrni, coZ zapisujeme
pulu, jestlize existuje M € S tak, ze |u|(M) = |v|(X \ M) = 0. Tento vztah je zfejmé symetricky.
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Rovnéz tak definujeme i absolutni spojitost v pfipadé obecnych mér. Mira v je absolutné spojitd
vzhledem k p, jestlize vE = 0 pro kazdou mnozinu F € S, pro niz |u|(F) = 0.

13.9. P#iklady. (a) Je-li p znaménkova mira, potom put a p~ jsou navzdjem singuldrni. To plyne ihned z definice
téchto mér a vlastnosti Hahnova rozkladu.

(b) Diracova mira v bodé z € R a Lebesgueova mira jsou navzajem singularni na (R, B(R)).

(c) Je-li n Lebesgue-Stieltjesova mira odpovidajici Cantorové singularni funkci (viz pfiklad 23.1, cvideni 24.8)
a X\ Lebesgueova mira, potom nL\ na (R, B(R)).
13.10. Lebesgueova véta o rozkladu. Bud p (nezdpornd) mira na (X,S) a v o-koneénd

anebo komplezni mira na (X,S). Potom existuje jednoznacny rozklad v = v, + vs, kde v, < 11 a
vsly.

Diikaz (viz téz cviceni 13.12). Bud zpoc¢atku v koneénd nezapornd mira. Existuji B; € S takové,
ze pB; = 0 alimvB; = sup{vB : B € S, uB = 0} (pozor na role y a v !). Je-li M = |J Bj, je
uM =0 a pro miry

Vg A :=v(A\ M), vsA:=v(ANM)

plati v = v, + vs. Ziejmé vs L p. Je-li nyni pB = 0, potom
va(B) =v(B\ M) =0,

nebot kazdd mnozina B’ € S, B’ C X \ M, musi spliiovat B’ = 0, pokud pB’ = 0. (Jinak by
bylo y(MUB’)=0av(B'UM) >vM.)

Je-li nyni X = |J X}, kde v X}, < +00, naleznéme mnoziny M, C X}, jako v prvé ¢asti dukazu
a polozme

M:UMk, veA=v(A\ M), viA=v(ANM).

Pripad, kdy v je znaménkova ¢i komplexni, lehko pfevedeme na predchozi.

Nyni se zabyvejme jednozna¢nosti. M&me souéasné v = v/, 4+ v/, s existenci mnoziny M’ € S,
proniz uM’' = 0av,(X\M') = 0. Zvolme A € S aoznaéme C = AN(MUM"), D = A\(MUM').
Mame puC < uM + pM' =0, tedy v,C =v,C =0 a v,C = v.C. Dale v,D = v, D = 0, tedy také
voD =v,D = 0. Jelikoz A=CUD a CND =0, dostdvame vsA = v, A av,A=v,A. m
13.11. Poznamka. Bud v = v, + vs Lebesguetiv rozklad miry v vzhledem k p. Potom ziejmé existuje mnozina
M € S tak, ze vs = vpp a Va = Vx\ M-

13.12. Cviceni. Provedte detailné alternativni dikaz Lebesgueovy véty o rozkladu — existenci (za predpokladu
o-koneé¢nosti obou mér) pomoci Radon-Nikodymovy véty a jednozna¢nost podle nasledujiciho cvigeni 13.13.c.

Ndvod. (a) Existence: Predpoklddejte u, v nezaporné a polozte A = p+v, f = du/d\. Potom Lebesguetv rozklad
v podle u dostaneme ve tvaru vs = v, Vo = vx\ 0, kde M = {f = 0}.

(b) Jednoznac¢nost: Je-li v = vq + vs = V), + V., je va — V), = vs — V) souCasné absolutné spojita i singularni
vzhledem k p.
13.13. Cviéeni. Dokazte nasledujici tvrzeni (vSechny miry — at jiz nezdporné, znaménkové & komplexni —
uvazujeme na méfitelném prostoru (X, S)):
(a) Nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
() plv,
(i) pal LI,
(i) ()t L) Fs ()™ L) () L) a (i)™ L)
) vidp, valpy = vi+rvalpy,
e vipv<py = v=0.

13.14. Cviceni. Je-li S C R spocetnd, f > 0a pu = Y f(s)es (es jsou Diracovy miry, srov. cviceni 2.10),
seS
naleznéte Lebesguetv rozklad p vzhledem k Lebesgueové mite.

13.15. Cviceni. Bud p € M(X) (viz cvi€eni 6.17), V = {v € M(X) : vLu}. Ukazte, ze V je uzavieny linedrni
podprostor Banachova prostoru M(X).
13.16. Cviéeni. Necht u, v jsou kone¢né nezdporné miry na (X, S). Bud sup, inf jako v cvideni 6.19 a 0 = pu+v.
(a) Ukazte, ze nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:
() plv,
(i) inf(s, v) = 0,
(i) sup(p,v) = p +v.
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d dp d
) sup(u, v) = max(, 4y
do do’ do
13.17. Dualy k LP. Necht p,q € [1,+oc],
prostory LP a L9.

(b

+ = = 1. Necht u je o-kone¢nd mira na (X,S), k niz se vztahuji

1,1
P q

(a) Je-li v € L9, potom pfifazeni u +— fX uv dp je spojity linedrni funkcional na LP.

(b) Necht p < +oc a f je spojity linedrni funkcional na LP. Potom existuje v € L7 tak, ze f(u) = [ wvdu pro
vSechna u € LP a ||v|lq = || f]]-

Ndvod. Podle Radon-Nikodymovy véty existuje p-méfitelnd koneénd funkce v tak, ze f(cg) = fE vdp pro kazdou
mnozinu E € S. Zbyva dokazat, ze v € L9 a ||v||q = || f||. Najdeme rostouci posloupnost {E;} mnozin S konecné
miry tak, aby na kazdé E; byla v omezend a |J E; bylo X. Polozme u; = \v\q’zvcEj. Potom u; € LP a tedy
. i 1 . . .
luillp = Jg, 1017 dn = fus) < [If] llwsllp, neboli [ [v|?dp = (llu;l[p™")* < [If]|%. Z Leviho véty dostaneme, ze

v € L7 al|jvlg <||f]l. Opa¢ny odhad norem plyne snadno z Hélderovy nerovnosti.

13.18. Poznamka. Pfedchozi véta, kterd vlastné popisuje dudlni prostory k LP pro 1 < p < oo, byla dokazina
pomoci Radon-Nikodymovy véty a nezbylo tedy nez omezit se na pfipad o-koneénych mér. Uvedena véta vsak
plati pro zcela libovolné miry.

Podobné lze dokézat, ze libovolny prvek prostoru L°° urcuje predpisem jako v 13.17.a spojitou linearni formu
na L1, avsak ne kazdy prvek dudlu k L! je tohoto tvaru. Abychom mohli prvky duslu k L! charakterizovat pomoci
prvki z L™, je tieba se omezit kupiikladu na piipad o-koneénych mér. Jeden z moznjych popist dudlu k L! (w)
v pfipadé zcela obecné miry p 1ze nalézt u J. Schwartze [1951].

Predpoklady kladené na miry v Radon-Nikodymové vété z poznamky 13.6.1 lze jesté zobecnit na pripad tzv.
lokalizovatelnych mér. Tento koncept, zahrnujici v sobé pripad jak o—koneénych mér tak i ptipad Radonovych mér
z dalsich kapitol, byl zaveden LE. Segalem v [1954] a lze se o ném doéist tieba v knize M.M. Rao [¥1987].

Poznamenejme jesté, ze dudly k prostorim L°° lze popsat pomoci (omezenych) kone¢né aditivnich meér, viz

tfeba knihu E. Hewitt and K. Stromberg [*1965].
13.19. Historické poznamky. Radon-Nikodymova véta byla poprvé dokdzana H. Lebesgueem [1910] (proto
se nékdy i jeho jméno pfipojuje k ndzvu této véty) pro piipad mér absolutné spojitych vzhledem k Lebesgueové
mife, pozdé&ji byla zobecnéna M.J. Radonem [1913] na ptipad Radonovych mér a O. Nikodymem [1930] pro miry
v abstraktnich prostorech. Lebesguetv rozklad v pripadé obecnych mér je v Saksové monografii [*1937]. Existuji
ruzné dikazy Radon-Nikodymovy véty. Jeden z nich je zalozen na Hahnové rozkladu, modernéjsi, vyuzivajici
Rieszovy véty o reprezentaci funkcionali na Hilbertovych prostorech, pochéazi od J. von Neumanna. N&§ dukaz
vyuziva varia¢ni princip a je blizky von Neumannovu.

V klasickém piipadé Lebesgueovy miry nalezi charakteristika dudli k LP-prostorim pro p > 1 F. Rieszovi
[1910] a v pfipadé p = 1 H. Steinhausovi [1919].
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14. RADONUV INTEGRAL A RADONOVA VNEJSf MiRA

14.1. Radonuv integral. V této kapitole P znac¢i lokdlné kompaktni topologicky prostor.
Mtizeme si predstavovat, ze P je oteviend nebo uzaviend podmnozina R™ — to jsou pro nas
nejdulezitejsi priklady lokalné kompaktnich prostort.

Nosicem funkce f rozumime uzévér mnoZiny {x € P : f(z) # 0}. Znacime jej supt f.

Je-li K C P kompaktni mnozina, symbolem Ck (P) zna¢ime vektorovy prostor vSech spojitych
funkei na P s nosi¢em v K. Déle zna¢ime C.(P) mnozinu vSech spojitych funkci na P s kompakt-
nim nosi¢em, tj. C.(P) = U{Cx(P): K C P je kompaktni }. Je-li prostor P kompaktni, splyvi
C.(P) s prostorem C(P) vsech spojitych funkci na P.

Rikéme, Ze funkcional A na C.P je nezdporny, jestlize Af > 0, kdykoliv f > 0, a monotonni,
jestlize Af < Ag, jakmile f < g. Zfejmé kazdy linedrni funkciondl je nezaporny, pravé kdyz je
monotonni (pro nelinearni funkciondly jsou to rtizné pojmy).

Radonovym integrdlem na P rozumime kazdy nezdporny linedrni funkciondl na prostoru C.(P).

14.2. Priklady. (a) Fixujme pevné bod a € P. Lehko ovéfime, Ze zobrazeni
ca: frfla), fe€C(P)

je Radontv integral na C.(P). Tomuto funkcionalu téz budeme fikat Diractiv integrdl v bodé a.

(b) Funkcionél
b
Af = / f

je Radoniv integral na C([a,b]). (Pod integrdlem vpravo si mizeme predstavit tfeba Newtontv ¢i Riemanniv
integral; jelikoz f je spojita, f;f vzdy existuje.)

(c) Pfedchozi pfiklad mizeme zobecnit. Je-li ¢ neklesajici funkce na R a [a,b] C R, mlzeme polozit

b n
Aof =(8S) [ fdp = ni{Y" eilp(es) — plai-) :
@ i=1
a=z0<x1<--<Tn="b, ¢; > fnalw_1,5}
pro kazdou f € C([a, b]). Funkcional A, je Radoniv integral a nazyva se Riemann-Stieltjesiv integrdl. Pro p(z) = x
splyva s obyc¢ejnym Riemannovym integralem.
(d) Riemannuv integrél, ¢i obecnéji Riemann-Stieltjestiv integral, definujeme i pro funkce z C.(R). K tomu
vyuZijeme pozorovani, ze f(ffdgo = fcd fdep, kdykoli f € C.(R), supt f C [a,b] N [c,d]. Je-li f € Cc(R), polozme

tedy Apf = ]: f de, kde [a, b] je libovolny interval obsahujici nosi¢ funkce f. Takto definovany funkcional A, je
Radonuv integral na R.

(e) Jako dalsi priklad Radonova integralu na P mize slouzit funkcionél
e [ fova,
G
kde g je spojita neziporna funkce na oteviené mnoziné G C RF a v : G — P je je spojité zobrazeni. Do tohoto

schématu se vejdou i nasledujici dtilezité priklady (f) a (g).

(f) Necht G C R* je oteviena mnozina a v : G — R™ je difeomorfni zobrazeni. Potom Radontv integral
fro [ fouy/atTir i),

je vlastné (k-rozmérny) plosny integral prvého druhu funkce f pres ¢(G).

Typeset by ApMS-TEX
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(g) Necht P = {z € R?: |z| = 1}. Je-li f spojita funkce na P a = = (r cosw, rsinw), |z| < 1, polozme

27 .2 .
Af(z) = i/ (1 —r2)f(cost,sint) db
2r Jo 1—2rcos(t —w)+r?

Neni tézké nahlédnout, Ze zobrazeni
fr— Af(z)
je Radontiv integral na C(P).

Integral definujici Af(x) se zove Poissontiv. Hraje diilezitou roli pfi feSeni (parcidlni diferencidlni) Laplaceovy
rovnice Au = 0. Funkce f — Af(x) je totiz pii pevné funkci f harmonickd v kruhu U = {:c € R?;jz| < 1} (tj.
fesi tam Laplaceovu rovnici), pfi¢emz navic

lim  Af(z) = f(2)

zeU,xz—z

pro kazdé z € P.
Tento priklad je specidlnim p¥ipadem (e), avSak v teorii parcidlnich diferencidlnich rovnic se studuje zobecnéni,
jehoz prevedeni na pfiklad (e) ani cokoli podobného neni obecné mozné.

Dulezita vlastnost Radonova integralu je popsdna v nasledujici véteé.

14.3. Véta (Daniellova vlastnost). Bud A Radoniv integrdl na P, f, € C.(P), fn "\, 0. Potom
Af, — 0.

Dikaz. Necht lim Af, =b > 0 (lim Af, vZdy existuje, pro¢?). Podle Diniho véty vime, ze f,, = 0
na P (uvazujte posloupnost {f,} na nosiéi funkce f1), existuje tudiz posloupnost {ny} tak, ze
| fri]l < 72 bro kazdé k € N. Rada Y f,, tedy konverguje stejnomérné na P a polozime-li
=" fn., jest f € Co(P) (odtivodnéte!). Pro kazdé k jest pak ovSem

k k
bk <> Afn, = A fa)) < Af,

i=1 i=1
odkud jiz lehko odvodite spor. m

14.4. Polospojité funkce. Pfipomeiime, ze funkce f : P — R se nazyva zdola polospojitd,
jestlize pro kazdé ¢ € R je mnozina {x € P : f(x) > ¢} oteviena. Obdobné definujeme shora
polospojité funkce.

Ozna¢me C](P) mnozinu vsech zdola polospojitych funkci na P, které jsou nezdporné vné
nékteré kompaktni mnoziny a nenabyvaji hodnotu —oo. Symetricky definujeme C!(P).

14.5. Roz$ifovani Radonova integralu. Nechf A je Radontiv integrél na P. Pomoci A lze
postupné definovat integral pro Sirsi a Sirsi t¥idy funkci.

1. Pro f € C.(P) samoziejmé definujeme [ f = Af.
2. Je-li f € C/(P), definujeme [ f =sup{[g: g € Cc(P),g < f}.

3. Pro libovolnou funkci f na P polozme

/*f_inf{/u:ueCl(P),uzf},

[1=-[cn.

™ v . . , . v * ~ s v
4. Rekneme, Ze funkce f na P je A-integrovatelnd, jestlize [, f = [* f € R, v tom pripadé
spole¢nou hodnotu ozna¢ime | f.
14.6. Vlastnosti rozsifeného Radonova integralu. Pfi rozsifovani Radonova integralu je
tfeba dokazat, ze v kazdém stadiu splyvd “novy integral” se “starym integralem” pro funkce
integrovatelné podle pfedchozich definic. Déle se odvodi, ze

(a) [ f < |* f pro kazdou funkei f na P,



49

(b) mnozina vSech kone¢nych A-integrovatelnych funkei na P je vektorovy prostor a | je na
ni nezaporny linedrni funkcional,

(c) je-li f nezdporna borelovska funkce a [* f < oo, potom f je A-integrovateln4.

14.7. Mira z rozsifeného Radonova integralu. Bud 9t;(A) §-okruh vSech podmnozin P,
jejichz charakteristicka funkce je A-integrovatelna a 9t(A) nejmensi o-algebra obsahujici 9 (A).
Potom zobrazeni u% : E — f* cg je vnéjsi mira na P a zobrazeni pus : E — f* cg je mira
na 9(A). Déle mnozina vSech A-integrovatelnych funkci na P splyvd s mnoZinou vSech pa-
integrovatelngch funkei na P a pro kazdou takovou funkei f je [ f = [, fdpa. Mira pis je aplna
a ma nasledujici vlastnosti:

(a) defini¢ni obor M(A) miry pa obsahuje borelovskou o-algebru B(P),

(b) paK < oo pro kazdy kompakt K C P,

(¢) paG =sup{uaK : K C G, K kompakt } pro kazdou otevienou mnozinu G C P,
(d) paM =inf{uaG: G D M,G oteviend } pro kazdou mnozinu M € M(A).

14.8. Piiklady. (a) Je-li z € P a Af = f(z) Diraciiv integral v bodé z, potom je p4 rovno Diracové mife v bodé
z (podotknéme, ze Diracova mira je definovana na o-algebie vSech podmnozin P).

(b) Je-li A, Riemann-Stieltjesiiv funkcionél uréeny na R neklesajici funkei ¢, nazveme pfislusnou miru A, :=
KA, Lebesgue-Stieltjesovou mirou. Ukazte, ze v piipadé p(z) = = dostévite Lebesgueovu miru.

(c) Je-li Radoniv integral uréen Poissonovym integralem z piikladu 14.2.g, nazyva se pfislusnad Radonova mira
harmonickou mirou v bodé x.

14.9. Poznamka. Vyklad problematiky uvedené v bodech 14.5 — 14.7 by se ovSem znac¢né rozrostl, kdybychom
kazdé vyslovené tvrzeni dokazovali. V téchto skriptech ptjdeme jinou cestou- existenci miry p4 (tzv. Rieszovu
vétu o reprezentaci) dokdzeme co nejpfiméji a rozsifeni Radonova integralu na systém vSech A-integrovatelnych
funkci ziskdme rovnou jako f +— fP fdua. Zékladni dikazové metody ziustanou stejné, nelze Fici, ze by volba té
¢i oné cesty néco usettila.

14.10. Znaménkové a komplexni Radonovy integraly. Linearni funkciondl A na prostoru
C.(P) nazveme znaménkovym Radonovym integrdlem, jestlize ke kazdé kompaktni mnozing K
existuje konstanta ax tak, ze |A(f)| < axsupg |f| pro vSechna f € Cx(P). Obdobné defi-
nujeme komplexni Radonovy integrdly na prostoru C.(P, C) vSech komplexnich spojitych funkei
s kompaktnich nosi¢em na P.

Piikladem znaménkového Radonova integrélu je kazdy rozdil (nezdpornych) Radonovych in-
tegrali. Brzy uvidime, Ze vlastné vSechny znaménkové Radonovy integraly lze vyjadrit ve tvaru
rozdilu nezadpornych Radonovych integrald.

14.11. Variace znaménkového Radonova integralu. Necht A je znaménkovy nebo kom-
plexni Radontv integrdl na P. Variaci A rozumime (nezdporny) Radoniv integral |A|, ktery je
definovan v nasledujicich krocich:

1. Je-li f € C.(P) nezdporna funkce, definujeme

|A|(f) = sup{Ag: g € Cc(P), |g| < f}.

Samoziejmé, 0 < |A|(f) < +oo. Jsou-li f1, fo € C.(P) nezdporné, je ziejmé |A|(f1 + f2) >
|A|(f1)+]Al(f2). K opa¢né nerovnosti pouzijeme Rieszovo lemma o rozkladu. Podle néj ke zvolené
g € Co(P), |g| < f1+ fo, existuji g1, g2 € C.(P) tak, ze g = g1 + g2, 95| < fj, 7 = 1,2. Vskutku:
hledané funkce jsou dany vzorci g; = f;g(f1+f2) ! namnoziné G := {fi1+ f> > 0} a dodefinovany
nulou vné G. (Rozmyslete si, pro¢ jsou spojité i v bodech 0G !) Tedy |A|(f1) + |A|(f2) > Ag1 +
Ags = Ag, odkud piechodem k supremu ptes g dostavame |A|(f1 + f2) < |A|(f1) + |A](f2)-

2. Je-li f € C.(P) libovolna, definujeme
[A[(f) = [AI(fT) = [AI(f7).
Ze vzorce fi + fi + (fi + f2)" = fi +f5 + (fi + f2)* a vysledki pfedchoziho kroku snadno

dostaneme aditivitu funkcionalu |A|. Jelikoz ziejmé |A|(vf) = v|A|(f) pro kazdou f € C.(P) a
kazdé v € R, je funkcional | A| linearni.



50

14.12. Rozklad znaménkovych a komplexnich Radonovych integralu. Kazdy komplexni
Radoniiv integral 1ze bez potizi rozlozit na redlnou a imaginarni ¢ast, které jsou ovsem znaménkové
Radonovy integraly. Je-li A znaménkovy Radontv integral, potom lze A vyjadfit ve tvaru A =
AT — A7, kde AT = L(|A| + A) (kladnd variace) a A~ := L(|A| — A) (2dpornd variace) jsou
nezaporné Radonovy integrély. Existuje vice zptisobtl, jak rozlozit znaménkovy Radontiv integral
na rozdil nezidpornych, ale rozklad na kladnou a zapornou variaci je “minimélni” ve stejném
smyslu, o jakém jsme hovotili u Jordanova rozkladu miry.

14.13. Cvi€eni (sou¢in Radonovych integrélt). Budte A1, A2 Radonovy integrédly na lokalné kompaktnich pros-
torech Pp, P>. Ukazte, Ze existuje pravé jeden Radontv integral A na P; X P» tak, ze

Af=A1f1-Aaf2,

kdykoliv f1 € Ce(P1), f2 € Ce(P2) a f(z1,x2) = fi1(z1) f2(x2), z1 € P1, 2 € Ps. Dokazte tvrzeni i pro znaménkové
a komplexni Radonovy integraly.

Ndvod. Podle Stone-Weierstrassovy véty je mnozina vSech linedrnich kombinaci funkci tvaru fi(z) - fa(y), kde
fi € Cc(P;), hustd v Ce(P1 x Pa).

14.14. Historické poznamky. Mmnozi autofi pfi budovani teorie integralu nevychdazeji z prvotniho pojmu miry,
ale uvazuji nezaporné linearni funkcionaly na jistém prostoru funkci definovanych na zcela abstraktni mnoziné a
tento funkcional pak jistou procedurou rozsifi na vétsi systém funkci. Presnéji, zacind se s Rieszovym svazem R
funkci na mnoziné X (coz je linedrni prostor funkci uzavieny na tvoreni koneénych maxim a minim) a nezdpornym
linedrnim funkciondlem na R spliujicim “Daniellovu podminku”. Podobné jako v 14.5 se tento rozsiri, definuje se
pfirozenym zplsobem mira a odvodi se jeji vlastnosti. Tuto metodu rozvinuli P.J. Daniell [1918] (pro rozsifovani
pouzival posloupnosti funkci) a M.H. Stone v sérii ¢lankt [1948] a [1949] (pomoci zobecnénych posloupnosti).
Podotknéme, Ze podobné pristupy se vyskytuji v té ¢i oné formé i u mnoha dalsich autord (W.H. Young [1904],
H.H. Golstine [1941], J. Mafik [1952] a dalsi).

Myslenka rozsifovani Radonova integralu nélezi také mnoha autortm. Zda se vsak, ze to byli az bourbakisté,
ktefi ji rozpracovali pro obecné lokalné kompaktni prostory.

A jesté par slov o tom, pro¢ se mnozi autofi omezuji na teorii integrace v lokalné kompaktnich prostorech.
Kakutaniho véta o reprezentaci (S. Kakutani [1941]) totiz fik4, Ze ke kazdému “abstraktnimu” funkcionalu A
na Rieszové svazu R existuje lokdlné kompaktni prostor Px a Radonuv integral Ax na ném, tak ze prislusné
prostory “integrovatelnych” funkci jsou izomorfni. Kakutaniho reprezentace mé vsak i nékteré nevyhody - zménou
vychoziho funkciondlu se méni i prostor P a navic, je-li vychozi prostor jiz sdm lokalné kompaktni, muze Kaku-
taniho reprezentace vést k jinému prostoru. Za predpokladu, ze Riesziv svaz R na spliiuje Stoneovu podminku
(min(1, f) € R, kdyz f € R), zkonstruoval H. Bauer v [1957] jinou reprezentaci (Pg, Ap), ktera piekonavé vyse
zminéné nedostatky. Prostor Pp nezavisi na Aj; je-li R prostor vSech spojitych funkci s kompaktnim nosi¢em na
lok4lné kompaktnim prostoru P, lze ztotoznit Pg s P, C.(Pg) s R a Ap s A.

Samoziejmeé, zadna podobné reprezentace nemuze zachovat topologii na vychozim prostoru, pokud tento neni
lokalné kompaktni.

Mnoho praci se zabyva i integrovanim v topologickych prostorech bez predpokladu lokalni kompaktnosti
(kuptikladu v separabilnich metrickych prostorech), ale tam jiz souhra mezi topologickou strukturou a mirou
neni tolik plodna.

15. RADONOVA MIRA

15.1. Zavedeni Radonovy miry. Vlastnosti miry p4 z pfedchozi kapitoly (14.7) nés inspiruji
k nasledujici definici.

Bud P lokalné kompaktni prostor a B(P) o-algebra viech borelovskych mnozin na P. Rekneme,
7e 1 je Radonova mira na (P,S), jestlize

(a) S je o-algebra obsahujici B(P),

(b) uK < oo pro kazdy kompakt K C P,

(¢) uG =sup{uK : K C G, K kompakt } pro kazdou otevienou mnozinu G C P,
(d) pA =inf{uG: G D> A,G oteviend } pro kazdou mnozinu 4 € S.

Je-li u Gplnd Radonova mira na (P, S), pak p i o-algebra S jsou jednozna¢né uréeny hodnotami
u na B(P). V tom ptipads fikdme, ze p je iplnd Radonova mira na P.

15.2. Poznamky. 1. Existuje vzdjemné jednoznac¢nd korespondence mezi Radonovymi integraly a Uplnymi
Radonovymi mérami; Radonovu integrdlu A odpovida uplnd Radonova mira p4 a obrécené, je-li p uplnd Rado-
nova mira, potom p = p4, kde A je Radonuv integral f — ]P fdu.

Piiklady Radonovych mér jsou vlastné opakovanim ptikladiit Radonovych integralu.
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2. Zuplnéni Radonovy miry je ziejmé opét Radonova mira. Abychom ziskali pfedstavu o struktufe systému
vSech Radonovych mér na P, miZeme zavést ekvivalenci: Dvé Radonovy miry nazveme ekvivalentni (asponi pro
ucely této poznamky), jestlize se shoduji na B(P). Uvédomte si, ze dvé ekvivalentni Radonovy miry maji také
stejné ziplnéni a mohou se lisit jen definiénim oborem S, nikoli hodnotami na jednotlivych mnozinach. A tak
v kazdé tfidé ekvivalence najdeme dva vyznacné reprezentanty: “minimalniho”, definovaného pravé na B(P), a
“maximalniho”, ktery je uplny.

Borelovska o-algebra méa jednotici vyznam, jsou na ni definovany vSechny “miniméalni” Radonovy miry, zatimco
defini¢ni obory uplnych Radonovych mér se mohou lisit. (Kuptikladu existuji lebesgueovsky neméfitelné mnoziny,
zatimco kazdd mnozina je méfitelnd vzhledem k uplné Diracové mife z piikladu 14.8.a.)

3. Je nutno upozornit, Ze terminologie v literatufe je dost nejednotna, pokud jde o otézku, co je to Radonova
mira a jakd o-algebra je jejim definiénim oborem. Radonovym méram na B(P) se Casto ¥ika reguldrni borelovské
miry.

4. Predpoklddejme, Ze prostor P je navic metrizovatelny a separabilni a & = B(P). Potom z vlastnosti (b)
miry p na (P, S) plyne (c) a (d). Vskutku: kazdou otevienou mnozinu lze v tom pfipadé napsat jako sjednoceni
spoéetné mnoha kompaktnich mnozin, z toho dostaneme (c). Uvazujeme-li soubor vSech borelovskych mnozin A
spliujicich pro kazdou otevienou mnozinu U

wANU) =inf{uG: G D ANU,G oteviena },
jde zfejmé o o-algebru, obsahujici vSechny otevfené mnoziny, je tedy splnén i pozadavek (d).
V dalgim bud p Radonova mira na (P, S).
15.3. Lemma. Je-li E € S, uFE < 0o, potom
uE =sup{uK: K C E, K kompakini }.

Diikaz. Volme € > 0. Potom existuje oteviend mnozina G O E a kompaktni mnozina K C G tak,
7e f(G\ E) < e a uK > uG — e. Déle najdéme otevienou mnozinu V obsahujici G \ E, pro niz
uV < e. Polozime-li H = K\ V, je H kompaktni a

E\HC(ENnK\H)U(E\K)CVU(G\K).
Tedy pH > uE —2¢. m
15.4. Lemma. Necht f > 0 je p-integrovatelnd funkce na P. Potom

(a) /Lfdu:ﬁnﬂjlgdu:gécigzth
(b) /fd,u:sup{/ hdu:heCho<h<fh
P P

Diikaz. (a) Zvolme € > 0. Najdéme posloupnost {s;} jednoduchych funkci, 0 < s  f. Jelikoz
o0 o0

f=s14+ > (sk — sk—1), existuji mnoziny A; € S a ¢isla a; > 0 tak, ze f = > ajca,. Vzhledem
k=2 j=1

k tomu, Ze f je y-integrovatelna, je ziejmé, ze pA; < oo pro vsechna j. Najdeme oteviené mnoziny

. o0
G; D Aj tak, ze u(Gj \ Aj) <277 e. Funkce g = ) ajcg, je nezapornd, zdola polospojita a

j=1
/gwéffw+a
jo jo
(b) Zfejmé stadi provést ditkaz pro jednoduché funkce. Bud f = Xn: ajey; (01,...,0n €
R,, Mi,...,M, € S) p-integrovatelnd funkce (to znamena, ze pM; ]zloo ). Zvolme ¢ > 0.

Podle lemmatu 15.3 najdéme kompaktni mnoziny K; (j =1,...,n) tak, ze K; C M; a

e
iy > pM; — —.
naj

n
Potom funkce h := )~ ajck, je shora polospojitd, ma kompaktni nosi¢, spliiuje 0 < h < f a

Jj=1
/hd,uz/fd,u—s.
P P
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15.5. Véta. Necht u je tuplnd Radonova mira na P. Funkce f na P je u-integrovatelnd, prdvé
kdy? ke kazdému € > 0 existuji integrovatelné funkce s € Cl at € C} tak, et < f <s a

/P(s—t)du<a.

Diikaz. Nejprve predpokladejme, ze f € £!(u). Zvolme e > 0. Najdéme podle lemmatu nezédporné
funkce g € Cl, h € C} tak,ze g > fT,h < f~ a

/gdug/f+du+a, /hduz/f_du—s-
P P P

Potoms: =g—heCl,s>fa
/sdug/fdu—i-%.
P

Podobné miizeme najit ¢ € C} tak, ze t < f a

/td,uz/fdu—%.

P

Tim je dokazana jedna implikace.

Nyni predpoklddejme, Ze ke kazdému k € N existuji integrovatelné funkce si, € C! a t), € C! tak,

2etk§f§ska
1
/(Sk—tk)d,u,<E.
P

Pfitom muzeme predpoklédat, ze posloupnost {s;} je nerostouci (jinak ji nahradime posloupnosti
{51, min(s1, $2), min(s1, s2, $3), ... }) a posloupnost {t;} je neklesajici. Podle Lebesgueovy véty je

/ lim (s, — tx) du = 0,
P

takze podle véty 8.16 je lim(sy —t;) = 0 p-skoro vsude. Je tedy lim s, = f u-skoro v8ude a podle
Lebesgueovy véty (majoranta |s1| + [t1]) je funkce f p-integrovatelnd. m

15.6. Dusledek. Nechl [ je p-integrovatelnd funkce na P. Potom

/fdu:inf{/sdu:secg,SZf}.
P P

15.7. Cvideni. Koneéna nezdpornd mira u na (P,S) je Radonova, pravé kdyz pro kazdou E € S a ke kazdému
€ > 0 existuje kompaktni mnozina K a oteviend mnozina U tak, 2e K C ECU a p(U \ K) < e.
15.8. Znaménkové a komplexni Radonovy miry. Znaménkovd mira na (P,S) je Radonova, jestlize jeji po-
zitivni a negativni variace jsou Radonovy miry. Komplexni mira na S je Radonova, jestlize jeji redlnd a imaginarni
slozka jsou znaménkové Radonovy miry.
Dokazte nésledujici tvrzeni: Bud P lokalné kompaktni prostor a o komplexni mira na (P, S). Néasledujici vyroky
jsou ekvivalentni:
(i) u je Radonova,
(ii) |p| je Radonova,
(iii) ke kazdé mnoziné E € S a ke kazdému ¢ > 0 existuje kompaktni mnozina K a oteviend mnozina U tak,
ze K C ECU a |uA| < € pro kazdou S-méfitelnou mnozinu A C U \ K.

Ndvod. Pouzijte nerovnost
(U \ K) < 4sup{pA: A€ S, ACU\K},

k jejimuz dikazu pouzijte rozklad jako v dikazu véty 6.11.

15.9. Cviéeni. Bud p Radonova mira na P. Dokazte, Ze sjednoceni G libovolného systému otevienych mnozin
p-miry nula je opét oteviend mnozina p-miry nula.

Ndvod. Bud K C G kompaktni. Potom K lze pokryt koneénym poétem mnozin z uvaZovaného systému a tudiz
uK = 0. Z definice Radonovy miry (vlastnost (c)) plyne, ze uG = 0.
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15.10. Nosi¢ Radonovy miry. Necht p je Radonova mira na P. Ozna¢me
supt u = P\ U{G : G oteviend, pnG = 0}

a nazvéme tuto mnozinu nosicem miry p. Je tedy supt u nejmensi uzaviend mnozina, jejiz doplnék ma miru 0
(takovd mnozina podle pfedchoziho cvideni vzdy existuje). Je-li p znaménkova nebo komplexni mira, jeji nosi¢
definujeme jako nosi¢ totalni variace |pu|.

(a) Bud p nezaporna. Ukazte, Ze z € supt u, pravé kdyz pro kazdou nezapornou funkci f € C.(P) plati

f(z) >0 = /Pfd,u>0,

a to je praveé tehdy, kdyz pU > 0 pro kazdé oteviené okoli U bodu z.

(b) Jsou-li p1, p2 Radonovy miry na P, je supt(u1+p2) C supt g1 Usupt po. Jsou-li p1 a pe dokonce nezaporné,
plati rovnost.

15.11. Cviceni. Bud p Radonova mira a E borelovskd mnozina. Jestlize F je oteviend nebo méa o-kone¢nou
miru, potom pg (viz 2.4) je Radonova mira.

15.12. Cviceni. Bud p Radonova mira a f nezdpornd p-méiitelnd funkce na P. Ukazte, ze py (viz 8.19) je
Radonova mira v nésledujicich pfipadech:

(a) f je borelovskd a ps je konecnd na kompaktech,
(b) f je spojitd na P.
Ndvod. Pouzijte (a).

15.13. Cvi¢eni. Bud y Radonova mira a f € L(u). Ukaite, ze uy je znaménkové Radonova mira.

15.14. Cviceni. Necht po je o-koneénd Radonova mira a g = pe + ps je Lebesguetv rozklad konecné (i
znaménkové ¢i komplexni) Radonovy miry p vzhledem k po. Ukaizte, Ze pa a ps jsou Radonovy miry.

Ndvod. Pouzijte cviceni 15.11.

15.15. Cviceni. (a) Ukazte, Ze tvrzeni lemmatu 15.3 zistava v platnosti, pokud mnozina F ma pouze o-kone¢nou
miru (tj. je spoCetnym sjednocenim mnozin koneéné miry).

(b) Je-li Radonova mira p o-koneéna, potom dokonce
uB =sup{uK: K C B, K kompaktni}

pro kazdou borelovskou mnozinu B C P. (Pfipomenme, Ze na o-kompaktnim prostoru je kazdd Radonova mira
o-konec¢na. Kazdy lokalné kompaktni prostor se spocetnou bazi otevienych mnozin je jiz metrizovatelny a o-
kompaktni.)

(c) Necht P je kartézsky soucin R x Ry, kde Ry je R opatfené diskrétni topologii. Ukazte, ze P je lokalné
kompaktni prostor, ktery neni o-kompaktni.

Pro kazdou otevienou mnozinu G C P polozme uG = Y. AGy (viz oznadeni v 11.1) a rozsifme p na Radonovu

yERy
miru na P.

Je-li B := {0} x Ry, je B borelovskd mnozina, uB = oo a uK = 0 pro kazdou kompaktni mnozinu K C P.
15.16. Cvi€eni. (a) Necht p je Radonova mira na P, K C P je kompakt. Potom {z € K : p{z} > 0} je spocetna.
Specialné, je-li p Radonova mira na o-kompaktnim prostoru P, je {x € P : u{x} > 0} spocetna.

(b) Necht x je Radonova mira na R™. Potom mnozina {r > 0: u{z € R™: |z| =r} > 0} je spocetna.

15.17. Cviceni. Bud p Radonova mira na (P,S), p € [1,00). Ukaizte, Ze mnozina C.(P) je hustd v LP.
Ndvod. S pomoci cvic¢eni 10.10.a vidime, ze staci aproximovat libovolnou mnozinu E € S kone¢né miry funkcemi

z Cx (P) v LP-normé. Je-li tedy € > 0, existuje oteviend mnozina G a kompaktni mnozina K (lemma 15.3) tak, ze
K C EC Gap(G\K) < e. Nyni sta¢i pouzit Urysohnovo lemma a nalézt funkci ¢ € C.(P) tak, aby cx < ¢ < cg-.

15.18. Cvideni. Radonovu miru p na P nazveme diskrétni (nékdy téz atomickou), jestlize existuje mnozina
S C P tak, ze (P \ S) =0 a p{x} # 0 pro kazdy bod = € S. Dale, u se zove spojitd (¢i difuzni), pokud u{z} =0
pro kazdé x € P.

(a) Ukazte, Ze komplexni Radonova mira p na P je diskrétni, pravé kdyz existuje posloupnost ¢isel {c;} a body
zj € P tak, Ze 3 |cj| < oo a p =3 cjeq,. Porovnejte téz se cvicenim 2.10.

J J

(b) Ukazte, ze kazdou Radonovu miru p lze psat jednoznaéné jako soucet p = pg + pie, kde pg je diskrétni a
Ls SpOjita.
Ndvod. Polozte S :={x € P: p{x} > 0}, ugA = pu(ANS) a pucA = pu(A\S) (vyuzijte cviceni 15.16.a).
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(c) Ukazte, ze kazdou Radonovu miru g na R"™ lze psat jednoznacné

B= frd F pa + s,

kde pg je diskrétni, s je spojitd, pq je absolutné spojita vzhledem k Lebesgueové mife A a ps a A jsou singularni.
15.19. Cvideni. Bud p o-koneénd Radonova mira na P, B borelovskd podmnozina P.

(a) Ke kazdému € > 0 existuje oteviend mnozina G a uzaviend mnozina F tak, ze F C B C G a u(G\ F) < e.
Ndvod. Necht B = |J Bj, kde mnoziny B; maji kone¢nou miru. Naleznéte oteviené mnoziny G; O B; tak, aby

J
puG; < puBj + €277 apolozte G = |J G;j. Obdobné naleznete mnozinu F (bud pfechodem k doplitkéim & vyuzitim
J

cviceni 15.15.b).

(b) Existuje Fy-mnozina S a Gs-mnozina D tak, ze S C B C D a pu(D \ S) = 0. (Porovnejte téz s vétou 1.21.)

15.20. Historické poznamky. Podstatny krok od Lebesgueovy miry ke studiu obecnéjsich mér v eukleidovskych
prostorech ucinil J. Radon [1913]. S jeho jménem je tedy svézdn pojem Radonovy miry, i kdyz, jak jsme se jiz

zminili, tento termin zcela nezdoméacnél a mnozi autofi pro néj pouzivaji i dalsi synonyma.
16. RIESZOVA VETA O REPREZENTACI

V této kapitole se opét vratime ke vztahu mezi Radonovymi mérami a Radonovymi integraly
na lokdlné kompaktnim prostoru P.

Necht ;1 je Radonova mira na P. Potom zfejmé C.(P) C £L!(u) a pfifazeni

fH/Pfdu, fecp)

je Radontv integral na P.

Naopak, kazdy Radontv integral A na P lze chapat jako integral vzhledem k néjaké uplné
Radonové mite. V kapitole 14 jsme naznacili jednu moznost, jak dokézat toto tvrzeni, zde ukazeme
jinou metodu a provedeme tentokrat cely dikaz. Cestou bude zapotiebi zkonstruovat Radonovu
vnéjsi miru p%, Radonovu miru p4 a dokdzat fadu pomocnych tvrzeni.

Symboly 114 a p% oznacuji tytéz objekty jako v kapitole 14, ale zatim to neni viibec ziejmé.
Proto na definice z kapitoly 14 zatim “zapomeneme” a budeme se drzet definic vyslovenych v této
kapitole.

V dalsim A bude znacit Radoniv integral na lokalné kompaktnim prostoru P.

, ,

16.1. Radonova vnéjsi mira. Je-li G oteviend podmnozina P, definujeme
wi(G) =sup{Af: feC(P),0< f<1,f=0naP\G}.

Hned vidime, Ze mnozinova funkce p% je monotonni na otevienych mnozindch, mizeme tedy
(korektné) definovat

wh(E) = inf {1 (G) : G oteviend, G D E}
pro libovolnou mnozinu F.

Mnozinovou funkci g% budeme nazyvat Radonovou vnéjsi mirou (piislusejici Radonovu integ-
ralu A). V nésledujici vété dokdzeme, ze p (kterou pro jednoduchost budeme znaéit pouze p*)
je skutecné vnéjsi mira, pricemz i dalsi vlastnosti funkce p* jsou velmi duilezité.

16.2. Véta (vlastnosti Radonovy vnéjsi miry). Necht u* je Radonova vnéjsi mira. Potom

(a) pw*K =inf {Ag: g € C.(P), 0< g <1, g=1 na K} pro kaZdou kompaktni mnoZinu K C
P (specidlng, vnéjsi mira kazdé kompaktni mnoZiny je koneénd),

(b) w*G =sup{p*K : K kompaktni, K C G} pro kaZdou otevienou G C P,

(¢) u* je vnéjsi mira.
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Diikaz. (a) Necht K C P je kompaktni a necht g € C.(P), 0 < g <1, g = 1 na K. Volme
e € (0,1) a ozname G = {x € P:g(x) > 1 —¢}. Zfejmé K C G. Je-li f € C.(P), 0 < f <1,
f=0na P\G,je f< l—iag, a tudiz p*G < 1—;Ag. Tedy

Ag> (L —e)p"G > (1 —e)u'K
a vidime, ze Ag > p*K. Tudiz
WK <inf{Ag:g9g€C.(P),0<g<1l,g=1nakK}.

Opacna nerovnost vSak plati také - je-li totiz G D K oteviend mnozina, existuje podle Urysohnova
lemmatu funkce g € C.(P),0< g <1,g=0na P\ G ag=1na K. Pro tuto funkci pak plati
Ag < pu*G a zavér dikazu je nasnadé.

(b) Necht G C P je oteviend. Bud f € C.(P),0 < f <1, f =0mna P\ G a zvolme € > 0.
Protoze fr = min(f, %) \\ 0, existuje podle Daniellovy vlastnosti n € N tak, ze Af, < e. Je-li
K={z€P: f(z) >1}, je K kompaktni podmnozina P a podle (a) existuje funkce g € C.(P)
tak, 76 0< g <1,g=1na K a Ag < p*K +¢. Protoze f — f,, < g (odtvodnéte!) dostdvime

Af <Afn+Ag < p* K + 2¢,

odkud jiz snadno plyne dokazované rovnost.

(c) Z¥ejmé p*d = 0 a p*S < p*T, kdykoliv S C T. Dikaz subaditivity (a posléze i o-
subaditivity) provedeme v nékolika krocich.

Nejprve uvazujme kompaktni mnoziny K;, Ko C P a jejich sjednoceni K. Zvolme € > 0. Podle
véty 16.2.a najdeme funkce f; € C.(P), j = 1,2, tak, Ze f; =1 na K, a Af; < u*K; + . Potom
WK < A(f1 + f2) = Af1 + Afs < p*K;y + p* Ky = 2e. Na kompaktnich mnozinich je tedy p*
subaditivni.

Budte nyni G1,Go C P oteviené a G jejich sjednoceni. Zvolme kompaktni mnozinu K C G.
Ke kazdému bodu € K najdeme jeho okoli V', které lezi i s uzavérem v jedné z mnozin G, Ga.
Z kompaktnosti K dostavame, Ze existuji kone¢né systémy otevenych mnozin {V;'};, {V;?}; tak,
7V, cG;alJViuUV2 o K. Poloime K; = KNJV7,, j = 1,2. Potom K jsou kompaktni

3 (3 3
mnoziny, K; C G; a K = K1 U K. Je tedy p*K < p* Ky + p* Ky < p*Gr + p* G2 a prechodem
k supremu pies K dostaneme subaditivitu p* na otevienych mnozinéch.

o0
Bud nyni {G,} posloupnost otevienych mnozin. Zvolme K C |J G; kompaktni. Potom K C
i=1

n
G; pro vhodné n € N, a tedy
=1

1=

o0 o0
Podle (b) dostavame, ze p*(J G;) < > u*G;.
i=1 i=1
Budte kone¢né E,, C P libovolné; chceme ukazat, ze pu*(|J E,) < > pu*E,. Tato nerovnost
je ziejmé pokud p*E, = oo pro nékteré k € N. Jsou-li vSechna ¢isla u* E,, konec¢nd, nalezneme
k danému ¢ > 0 oteviené mnoziny G, tak, aby F, C G, a u*G, < u*E, + 27 "¢. Potom

/L*(U E,) < /L*(U Gn) < ZU*En +e.
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16.3. Véta. KaZdd borelovskd podmnoZina P je (carathéodoryovsky) p*-méritelnd.

Diikaz. Stali dokdzat méFitelnost otevienych mnozin (pro¢ ?). Uvédomme si nejprve, ze p* (G U
G2) = p*Gy + p* Gy, jsou-li Gy, Gy disjunktni oteviené mnoziny. Skute¢éné, jedna nerovnost
plyne ihned z véty 16.2.c, druhad je snadnym dutsledkem definice. Zvolme otevienou mnozinu
G C P, testovaci mnozinu T' C P, pro niz p*T < oo a € > 0. (Doporucujeme kreslit obrazek.)
Najdeme postupné oteviené mnoziny V a H tak, ze V O T, p*V < p*T+ea H D V\ G,
w*H < p*(V\ G)+e. Déle najdeme kompaktni mnozinu K C VNG tak, ze p*K +¢ > p*(VNG)
a otevienou mnozinu W s kompaktnim uzavérem tak, aby K ¢ W Cc W C V N G. Polozme
Wo =V N H\ W. Potom Wy je oteviena mnozina, W N Wy =0, WUW, C V, V\G C Wy a
wWW+e>p*(VNG). Tedy

W (TNG)+p (T\G)<p (VNG +u* (V\G) < "W+ e+ "Wy
= WUWy)+e < p*'V4e<u T+ 2.
(Myslenka dikazu je vlastné jednoduchd — spoc¢ivd v ndhradé mnozin T NG a T \ G blizkymi
disjunktnimi otevfenymi mnozinami.) m

16.4. Mira ps. Kazdému Radonovu integrdlu A na lokélné kompaktnim prostoru P jsme
prifadili Radonovu vnéjsi miru p% . Carathéodoryova konstrukce ndm dévé o-algebru 9t 4, na niz
se p% chova jako tplnd mira. Restrikci p% na 914 budeme znacdit p4. Z predchozich vysledkt
plyne, Ze 4 je iplnd Radonova mira na 4.

Nésledujici véta podévé odpovéd na zdkladni otédzku kapitoly. Nazjva se Rieszova véta o
reprezentaci, poznamenejme ovsem, ze i dalsi véty o reprezentaci nesou Rieszovo jméno.

16.5. Rieszova véta. Bud A Radoniv integrdl na P. Potom existuje prdvé jedna iplnd Rado-
nova mira ju na P tak, Ze Cc(P) C LY(n) a Af = [, fdu pro kaZdou funkci f € Cc(P).

Diikaz existence. Bud u = ps. Potom pu je iplnd Radonova mira. Je vSak tieba jesté dokazat, ze
Af= [ sdu, fecup).
P

Neni tézké si rozmyslet, ze Cx(P) C L'(u) a stadi tedy ovéfit pozadovanou rovnost — mira pu
bude hledanou mirou.

Volme f € Cx(P). Staci se omezit na pfipad, kdy 0 < f < 1. Bud jesté n € N a oznalme

k k
fk::min(f,ﬁ) , Gk::{IEP:f(:c)>E} , kE=0,1,...,n.

Potom podle definice p*G a vlastnosti integralu dostdvame (pro k =0,1,...,n)

1 1
—uGr < A(fr — fr—1) < —pGr_1
n n

a také ) )
—puGy < / (fe = fre—1) < —pGr-1.
n P n
Tedy
Af — du| = A — fr—1) — — fr_1)d
|Af /Pf w ;( (fx = fr—1) /P(fk Jr—1)du)|
< Z %(ﬂqu — uGy) = %#Go = %H{I €P: f(z)>0}.

=
=

Protoze vsak pu{x € P : f(x) > 0} < 400, dostavame Af = [}, fdp.
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Diikaz jednoznacnosti. Necht p je iplnd Radonova mira na P uvedenych vlastnosti. Je-li G C P
oteviend mnozina a f € Cx (P) funkce spliiujici 0 < f <1, f =0 na P\ G, mame

Ap= [ tau< [ codn=nc.
P P

Tedy paG = pyG < pG. Podobné z véty 16.2.a plyne, ze pa K > pK pro kazdou kompaktni
mnozinu. Z regularity mér u a pa tedy ihned plyne, Ze p a pa splyvaji na otevienych pod-
mnozinach P. Tudiz ¢ = pa na systému vSech borelovskych mnozin a zuplnéni borelovské
Radonovy miry je jiz jednoznac¢né. m

16.6. Poznamka. Vrafme se k definici ekvivalence na systému Radonovych mér, zavedené v poznamce 15.2.
Predchozi véta (spolu s ivodnim pozorovanim této kapitoly) nam vlastné zarucuje vzdjemné jednoznacénou ko-
respondenci mezi Radonovymi integraly a tf¥idami ekvivalentnich Radonovych mér, které muzeme reprezentovat
Gplnymi Radonovymi mérami na P (jako ve formulaci pfedchozi véty) nebo Radonovymi mérami na B(P). V pied-
chozi vété muzeme tedy nahradit isek “pravé jedna uplnad Radonova mira na P” variantou “pravé jedna Radonova
mira na B(P)”.

16.7. Jiné prostory spojitych funkci. Symbolem C,(P) znad¢ime Banachiiv prostor vSech
omezenych spojitych funkci na P s normou

/[l = sup | f(z)].
zeP

Prostor

Co(P):={f € C(P) : ke kazdému ¢ > 0 existuje kompaktni mnozina K. C P tak, ze
|f(z)| < e pro v8echna x vné K.}

je uzdvérem mnoziny C.(P) v Cp(P). Nazorné si jej pfedstavujeme jako prostor vSech spojitych
funkci na P “anulujicich” se v “nekone¢nu”. Je-li u koneéné Radonova mira na P, potom zfejmé

fH/Pfdu

je nezaporny linearni funkciondl na Cp(P) (a tudiz i na Co(P)). Opacéné tvrzeni plati pro prostor
Co(P) a je snadnym dusledkem véty 16.5 (rozmyslete si, jakym zptisobem je dostaneme):

Necht A je nezdaporny linedrni funkciondl na Co(P). Potom existuje prdvé jedna konecénd uplnd
Radonova mira pu na P tak, Ze Co(P) C L* (1) a Af = [ [ dp pro kazdou funkci f € Co(P).
16.8. Cviéeni. Budte P, @ lokalné kompaktni prostory, h spojité zobrazeni P na @ a p Radonova mira na

(P, B(P)).

(a) Ukazte, ze f o h € L1(u) pro kazdou funkci f € Cc(Q), pokud kupi. uP < +oo anebo h™1(F) je kompakt
pro kazdy kompakt F' C Q.

(b) Ukazte, ze zobrazeni A : f — fP fohdu, f € Cc(Q), je Radontiv integral na Q.

(c) Podle Rieszovy véty existuje pravé jedna Radonova mira u’ na (Q,B(Q)) reprezentujici A. Dokazte, ze
i1 = h(p) (znaeni zavedeno ve cviceni 8.23).
Ndvod. Ukazte, ze p/(K) = f(u)(K) pro kazdou kompaktni mnozinu K.

16.9. Souc¢in Radonovych mér. Uvazujme dva lokalné kompaktni topologické prostory P; a Ps. Jejich kartézsky
souéin Pi X P> je opét lokdlné kompaktni prostor, pfiéemz maji-li P1 i P2 spocetné baze (a jsou tedy metrizovatelné
a separabilni), m4 i jejich sou¢in P; X P> spoetnou bazi.

Zajiméa nas nyni soucin dvou Radonovych mér. V podstaté se mizeme setkat se dvéma problémy:

(1) obecné Radonova mira nemusi byt o-koneénd a nelze tedy mluvit o soud¢inu mér ve smyslu 11. kapitoly,

(2) vzdy mame B(P1) ® B(P2) C B(P1 x P2), ovSem obecné rovnost nemusi nastavat; tedy, i kdyz ptuvodni
Radonovy miry na P; a P» jsou o-koneéné, jejich soucin nemusi byt vibec definovan na B(P; X P2) a nelze tudiz
mluvit o tom, Ze by byl Radonovou mirou.

V dalsim ukdZeme nékteré vztahy a naznacime moznost, jak definovat (kartézsky) souéin Radonovych mér.

(a) Necht P, P» jsou lokdlné kompaktni prostory se spoc¢etnou bézi (a tudiz automaticky metrizovatelné).
Potom B(P1 x P2) = B(P1) @ B(P2) a jsou-li p1,p2 Radonovy miry na (P, B(P1)), (P2, B(P2)), je p1 ® p2
Radonova mira na (P1 X P2, B(P1 X P»)).
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Ndvod. Protoze v tomto pfipadé, jak zjistime, B(P1) ® B(P2) = B(P1 X P»), je p1 ® p2 definovand na B(P1 X P2).
Jelikoz P1 X P> méa spocetnou bazi, staci ovérit, ze p1 ® pa je koneCnéd na kompaktech. Je-li vSak K C P; X P»
kompakt a jsou-li K; projekce K na P;, jsou K1 a Ko opét kompakty (spojity obraz kompaktu je kompakt!) a
K C K; x K3. Potom tedy

p1®u2 (K) < pi®uz (K1 X K2) = p1 K1 pe Kz < +o0.

(b) Uvazujme nyni obecny pfipad, kdy Pi a P> nemusi mit spo¢etnou béazi. Podle cvi¢eni 14.13 najdeme
Radontv integral A na P; x P> tak, ze
A(f) = A1f1- Asfa
kdykoliv f1 € Cc(P1), f2 € Ce(P2) a f(z1,72) = fi(z1)f2(z2), z1 € P1, x2 € Pa. Ukazte, Zze pua je jedina
Radonova mira p na B(P; X P») spliiujici

w(EL X E2) = p1 B pp B,
kdykoliv E1 € B(P1) a E2 € B(P2). Pokud navic miry pi a p2 jsou o-koneéné, ukazte, ze

pa(lB) = (u1 ® p2)E

pro kazdou mnozinu E € B(P1) ® B(Pz).
(c) S pfihlédnutim k néasledujicimu odstavci 16.10 1ze definovat bez problému i soucin dvou komplexnich
Radonovych meér.

16.10. Reprezentace znaménkovych a komplexnich Radonovych integralu. (a) Necht v je Radonova
mira na P a a je omezend borelovskd funkce na P. Potom zobrazeni

A: f|—>/Pafd1/

je komplexni Radontv integrél. Je-li navic vP < +o0, je A spojity linedrni funkcional na prostoru Co(P).

(b) Necht p je kone¢nd znaménkové, resp. komplexni Radonova mira na P. Potom zobrazeni
A: f— / fdv
P

je spojity linearni funkcional na prostoru Co(P).

(c) Necht A je komplexni Radontiv integrél na P (znaménkové Radonovy integraly jsou zahrnuty jako zvlastni
pfipad). Bud p = up, kde B = |A| (viz 14.11). Potom existuje omezena borelovskd funkce a (uréenéd jednozna¢né
jako prvek L>°(P, u)) tak, ze pro kazdou funkci f € C.(P) je Af = fp af dp. Navic |a] =1 p-skoro vsude.
Ndvod. Funkci a lze definovat lokalné, ¢imz pievedeme tulohu na pfipad, Ze prostor P je kompaktni. Budeme
postupovat analogicky jako v Radon-Nikodymové vété: Funkciondl F' : u — Au je stejnomérné spojity na C(P)
vzhledem k normé Hilbertova prostoru L2(P, ), lze jej tedy spojité rozsifit na cely prostor L? a Rieszova véta o
reprezentaci spojitych linearnich funkcionalt na Hilbertové prostoru davé existenci a € L? tak, ze F (u) = f au dy
pro véechna u € L2. Trochu préace da diikaz, e a = 1 skoro viude, viz napf. knihu G.K. Pedersen [¥1989).

(d) Necht A je spojity linearni funkcional na Co(P). Potom existuje pravé jedna aplnd koneénd znaménkova

(resp. komplexni, podle toho, nad kterym té&lesem uvazujeme prostor Co(P)) mira u na P tak, ze Co(P) C L£X(|u|)
a Af = [, fdu pro kazdou funkci f € Co(P).
16.11. Historické poznamky. Slavna véta 16.5 o reprezentaci byla dokdzana v piipadé P = [0, 1] F. Rieszem
[1909b], spojité linearni funkcionaly na prostoru C([0,1]) byly vSak reprezentovany funkcemi s kone¢nou variaci
pomoci Riemann-Stieltjesovych integrala. Dalsi véty tohoto typu pak byly dokdzany J. Radonem [1913] (pro pfipad
kompaktnich podmnozin R™), S. Banachem v dodatku k Saksové monografii [¥1937] a S. Saksem [1938] (pro
kompaktni metrické prostory), S. Kakutanim [1941]. Rieszova véta pro kompaktni prostory a metoda konstrukce
Radonovy miry pfimo z Radonova integralu nélezi J. von Neumannovi [1934] a pro lokdlné kompaktni prostory
byla znama i A. Weilovi [¥1940]. Nicmémé verze pro lokdlné kompaktni prostory byla vypracovéna teprve skupinou
Bourbaki (jejimz ¢lenem byl i A. Weil) ve 40. letech a objevila se v [¥1952].

17. KONVERGENCE POSLOUPNOSTI MER

Symbolem M (P) budeme znagcit linedrni prostor vSech znaménkovych Radonovych integralt
na lokalné kompaktnim prostoru P. Jeho podmnozinou je systém M (P) vSech (nezapornych)
Radonovych integrald na P. Pokud nebude hrozit nedorozuméni, nebudeme piilis rozliSovat mezi
Radonovym integrdlem A a Radonovou mirou pa, tedy pro p € M™(P) budeme psat u(f)
(f €C.(P)) i pE (E C P p-méfitelnd).
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Tato kapitola je spisSe informativni, dikazy budeme uvadét pouze u vybranych tvrzeni.

17.1. Slabé a silna konvergence. Necht F je linedrni podprostor prostoru C(P) vSech spojitych
funkci na P obsahujici C.(P). Rekneme, ze posloupnost 11; Radonovych integralti na P konverguje
F-slabé k Radonovu integralu p, jestlize pro kazdou funkci f € F konverguje | p J dp a je limitou
konvergentnich integrald | p [ duj. F-slabé limita, existuje-li, je urena jednoznac¢né.

Nejdtlezitgjsim ptipadem je C.(P)-slabd konvergence, kterou nazyvame vdgni konvergence.
Situaci, kdy p je vagni limitou p;, znac¢ime p; = .

7 hlediska funkcionalni analyzy by se mélo, striktné vzato, hovorit o slabé* konvergenci, ovSem v pripadé
prostord mér byva zvykem hvézdicku neuvadét. Situace je totiz takova, Ze rizné prostory meér jsou dualy k riznym
prostortm spojitych funkci. Je-li takovyto prostor F vybaven normou (¢i obecnéji lokalné konvexni topologii), 1ze
zavést na jeho dudlu F* F-slabou topologii tak, ze F-slaba konvergence mér je vlastné konvergence v této (F-slabé)
topologii.

Ovsem prostor F* az na malo zajimavé vyjimky neni metrizovatelny, takze nelze fici, ze by F-slaba topologie
byla popsdna pomoci konvergence posloupnosti a obecné bychom museli uvazovat k jejimu popisu zobecnéné
posloupnosti neboli nety.

Mnozina M (P) je metrizovatelna v C(P)-slabé topologii kupiikladu v p¥ipadé, Ze P je metricky kompakt.

Funkcionélni analyza nabizi také tzv. silnou konvergenci meér.

Nejdulezitéjsim pfipadem konvergence silného typu je konvergence ||p; — p|| — 0 na prostoru
M,y (P) vsech koneénych znaménkovych (resp. komplexnich) Radonovych mér. Norma ||p] defi-
novan jako |u|(P) (podobné jako v 6.17) je vlastné dualni norma k prostoru Co(P) a My(P)
s touto normou je Banachiv prostor.

17.2. Srovnani slabych konvergenci. V této poznamce se budeme vénovat otéazce, kdy z vagni
konvergence i, — g plyne F-slaba konvergence pro irsi prostor “testovacich” funkci. Diikazy
uvedenych tvrzeni vyuzivaji hlubsi Banach-Steinhausovu vétu z funkcionalni analyzy.

(a) Posloupnost p,, konverguje Co(P)-slabé k p, pravé kdyz p, — p a posloupnost {||u.||} je
omezena.

(b) Slabou konvergenci se véts§inou mini Cp(P)-slaba konvergence, kde Cp,(P) zna¢i mnozinu
v8ech spojitych a omezenych funkei na P. Posloupnost p,, komplexnich mér z M, (P) konverguje
slabé k mife p € My(P), pravé kdyz p,, — p a pro kazdé ¢ > 0 existuje K C P kompaktni tak,
ze |pj|(P \ K) < ¢ pro vSechna j.

Posloupnost p,, nezdpornych mér z M;" (P) konverguje slabé k mite u € M;" (P), pravé kdy#
pn = g2l = ||

(c) Uvédomte si, ze ze slabé konvergence plyne Co(P)-konvergence, a z té zas vagni konvergence.
Je-li prostor P kompaktni, je Cy(P) = C.(P) = C(P), a tudiz neni mezi témito druhy slabé
konvergence zadny rozdil.

17.3. Priklady.

(a) Necht z, — x. Potom €4, 2 s

(b) Necht z, je posloupnost, z niz nelze vybrat konvergentni (napf. si pfedstavme P = R a xp, = n ), a
an je posloupnost redlnych ¢isel. Potom posloupnost {anes,, } konverguje vagné k nulové mife. Tato posloupnost
konverguje (k nulové mite) Co(P)-slabé, pravé kdyz o, je omezend posloupnost, a slabé&, pravé kdyz a, — 0.

(¢) Necht zn, — 2, Yn — 2, Tn # Yn. Potom ez, — &y, — 0, ackoli ||ez, — ey, || — 2 # 0.

(d) Je-li f spojita funkce na intervalu [0, 1], pak

| r@ds = tim o > 1G).

coz je jedna z moznych variant definice Riemannova integralu (kterou vSak nelze pouzit pro definici tf¥idy rieman-
novsky integrovatelnych funkci). Uvedenou rovnost mtzeme interpretovat v jazyce slabé konvergence mér

k
Z 8%’ — )\[0’1] .
i=1

Z uvedenych ptikladi je vidét, ze ze slabé ¢i vagni konvergence (na rozdil od silné konvergence
— srov. cviGeni 6.18) py, k p neplyne py, (A) — p(A) pro viechny (borelovské) mnoziny. Plati vsak
nasledujici véta. Pro jednoduchost ji uvddime na kompaktnim prostoru, ale rtizné jeji varianty
plati i na lokalné kompaktnich prostorech.

e
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17.4. Véta. Necht P je kompaktni prostor, pin, u € MY (P), pin — .

(a) Pro kazdou zdola polospojitou zdola koneénou funkci u na P je

/ wdp < liminf | wdy, .
P

n—oo P

(b) Je-li f omezend borelovskd funkce na P spojitd u-skoro vsude, potom

n—oo

/fduzlim fduy, .
P P

(¢) Pro kaZdou otevienou mnoZinu G C P je liminf u,(G) > u(G).
(d) Pro kazdou kompaktni mnoZinu K C P je limsup p, (K) < pu(K).
(e) Je-li A borelovskd mnoZina, pro niz 1(0A) = 0, pak pn(A) — p(A).

Diikaz. (a) je snadny dusledek definice.

(b) Definujme funkce f*, f. jako v 7.9.b. Jestlize f* = f. u-skoro vSude, pak f je p-méfitelna
a

/fdu:/f*dugliminf/ f*dungliminf/fdun
P P n—oo Jp n—oo Jp
Slimsup/ fdunglimsup/ f*dung/f*dug/fdu.
P P P

n—oo n—oo

(c),(d) a (e) dostaneme z (a) a (b), aplikujeme-li je na charakteristické funkce. m

17.5. Poznamka. Srovnejte vétu 17.4 se znamym vysledkem, podle néhoz je omezena funkce f riemannovsky
integrovatelnd, pravé kdyz mnozina jejich bodd nespojitosti mé miru nula (viz 7.9.d). Lze dokazat, Ze omezena
borelovské funkce f je riemannovsky integrovatelna na [0, 1], pravé kdyz pro kazdou posloupnost 1 nezédpornych

mér konvergujici slabé k X na [0, 1] je f[o’l] fdu; — fol fa.
17.6. Cviéeni. Necht pin,p € M1 (P). Potom pn — p, pravé kdyz
(a) limsup pn (K) < p(K) pro kazdou kompaktni mnozinu K C P
(b) liminf py (G) > p(G) pro kazdou otevienou mnozinu G C P.
17.7. Molekularni miry. Rekneme, 7e Radonova mira v je molekuldrni, existuji-li body
T1,...,T, € P anezaporna Cisla aq, ..., a tak, ze v = zk: €5, . Jak jsme vidéli, zavedeni Rieman-

i=1
nova integralu tzce souvisi se slabou aproximaci “spojité” Lebesgueovy miry pomoci “diskrét-
nich” molekularnich mér. Podobné lze slabé aproximovat i obecnéjsi miry.

17.8. V&ta. Necht p je (nezdpornd) Radonova mira na metrickém kompaktu P. Potom existuje
posloupnost molekuldrnich mér {u,} tak, Ze pu, ~ p.

Diikaz. Dtikaz jen naznac¢ime. Pouzijeme kompaktnost P a ke kazdému k& € N najdeme koneény
systém {M}} neprazdnych po dvou disjunktnich mnozin tak, aby jejich sjednoceni bylo P a
diam M. < 27%. Zvolme body z§ € M} a polozme

K = ZM(MIZc)Ez}; :

17.9. Poznamka. Diikaz predchozi véty lze vést jako p&knou aplikaci Krejn-Milmanovy véty ¢ véty o bipolare.
Obé¢ véty vSak jiz patii mezi hlubsi véty funkcionalni analyzy.

Také nasledujici véta mé interpretaci v feéi funkcionalni analyzy: Uvazujeme-li na duédlu slabou* topologii, je
kazda omezend mnozina sekvencialné relativné kompaktni.
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17.10. Véta. Necht P je metricky kompakt a {p,} je posloupnost kompleznich Radonovjch mér
na P. Jestlize sup,, ||| < +o00, pak ezistuje slabé konvergentni posloupnost vybrand z {fin}.

Diikaz. Pouzijeme tzv. diagonalni metodu. Vime, Ze prostor C(P) je separabilni, tedy uvazujme
posloupnost {fx} funkci z C(P), kterd je v tomto prostoru hustd. Nyni konstruujeme postupné
posloupnost posloupnosti mér ;¥ tak, ze u0 = p, a kazda {u*}, (k > 1) je vybrana z posloupnosti
{uk=11,, tak, aby ¢iselna posloupnost {u% (fi)}n byla konvergentni. To ndm umoziuje Bolzano-
Weierstrassova véta, nebot ¢&iselna posloupnost {uf~1(fi)}, je omezena. Polozme v, = u’.
Posloupnost {v,,} je vybrand z posloupnosti p,, a navic pro kazdé k je posloupnost {vy, >k vy-
brana z posloupnosti {uk },,, takze posloupnosti {v,,(fx)}» jsou konvergentni. Zvolme f € C(P) a
e > 0. Najdéme g € {fi} tak, ze || f—g]|| < € ang tak, ze pro viechna i, j > ng je |v;(g)—v;(g)| < e.
Potom pro vsechna 4, j > ng dostavame z trojuhelnikové nerovnosti

pilf) = v (Nl < (1 +2sup flun]) €.

Posloupnost {v,(f)} je tedy cauchyovskd a tudiz konvergentni. Definujme funkcional p na C(P)
predpisem

pf = lim v, (f).

n—oo
Rutinnim vypoctem ovéiime, Ze u je Radoniv integral na P a u je slabou limitou v,,. m

17.11. Cviceni. Necht P je metricky kompakt. Jestlize pn konverguji slabé k p, potom
||l < liminf [|n||

(v Tedi funkcionalni analyzy, norma je slabé polospojita funkce na P).

17.12. Historické poznamky. Teorie slabé konvergence pravdépodobnostnich mér byla motivovana z teorie
pravdépodobnosti a matematické statistiky (viz t¥eba P. Billingsley [*1968]) a vedla samoziejmé ke studiu slabych
topologii na rtznych podprostorech Radonovych mér. Ve funkcionalni analyze se setkavame jak s aplikacemi slabé
konvergence, tak i s dal$imi zobecnénimi. Jednim z nich je i pojem vagni konvergence, ktery, zda se, byl poprvé
systematicky studovan bourbakisty (viz druhé vydani jejich monografie). Vagni konvergence opét neni nic jiného
nez slaba topologie na prostoru mér urcena induktivni topologii na prostoru C.(P). Véta 17.10 je pak specidlnim
ptipadem obecné Alaoglu—Bourbakiho véty.

18. LUZINOVA VETA

V piipadé, kdy na prostoru s mirou je zaddna také metrickd (¢i obecnéji topologickd) struk-
tura, vznikd prirozend otazka, zda existuje néjaky blizsi vztah mezi méritelnosti a spojitosti
funkci. O tom, Ze tomu tak vskutku je v pripadé uplné Radonovy miry p na lokalné kompaktnim
topologickém prostoru P, svéd¢i nasledujici véty.

18.1. Vé&ta. Necht f je p-skoro vsude konecnd funkce na P. Ndsledugict tvrzend jsou ekvivalentni:
(i) f je u-méritelnd,
(ii) ke kaZdému e > 0 a kazdé kompakini mnoZiné K C P lze najit (dokonce otevienou)
mnozinu G tak, Ze uG < € a f|K\G je spojitd,
(iii) ke kaZdému e > 0 a kaZdé kompakini mnoziné K C P existuje spojitd funkce ¢ na P tak,
Ze
o€ K : f(@) # p(@)} <e,
(iv) pro kaZdou kompaktni mnozinu K C P existuje posloupnost {@n} spojitych funkci na P
tak, Ze
On — f u-skoro vsude na K .

Dikaz. (1) = (ii): Bud {U,} spocetna baze topologie na R (napiiklad posloupnost vSech in-
tervaldi s racionalnimi konci). Zvolme £ > 0 a kompaktni mnozinu K C P. Existuji oteviené
mnoziny G; C P a kompaktni mnoziny F; C P tak, ze

F; C Kﬂf_l(Uj) CcG; a /L(Gj \FJ) <27,
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Polozme G = |J(G; \ F;). Zfejmé mnozina G je oteviend a uG < €. Ozna¢me Y = K\ G a zvolme
index j pevné. Potom Y NG; =Y N Fj, tedy

YnfHiu)=YnaG,,

coz je oteviena podmnozina Y. Tedy funkce f|Y je spojita.

(ii) = (iii): Volme opét ¢ > 0 a naleznéme otevienou mnozinu G C P pro niz uG < ¢ a
funkce f|K\G je spojita. Podle Tietzeovy véty existuje spojita funkce ¢ na P takova, ze f = ¢

na K\ G.
(iii) = (iv): Naleznéme spojité funkce ¢ na P tak, aby uEj < 27% kde B}, = {z € K :
f(x) # pr(x)}. Je-li nyni

E = ﬂ E; (= limsup Ey),
n=1k

=N

je uE = 0 (obvykly trik — Borel-Cantelliovo lemma 2.14). Pokud je nyni « € K \ E, existuje ng
tak, ze © ¢ E,, pro n > ng. Tudiz p,(z) — f(z) prox € K\ E.
Dtikaz zbyvajici implikace (iv) = (i) je zfejmy. m

V “rozumnych” lokalné kompaktnich prostorech mame nasledujici vétu.

18.2. Vé&ta. Predpoklddejme, Ze lokdlné kompakini prostor P je o-kompaktni (sjednoceni spo-
éetné mnoha kompaktnich mnoZin). Necht | je u-skoro vsude koneénd funkce na P. Potom ndsle-
dugici tvrzeni jsou ekvivalentni:
(1) f je p-méritelnd,
(ii) ke kaZdému € > 0 lze najit (dokonce otevienou) mnoZinu G tak, Ze uG < € a f|P\G je
spojitd,
(iii) ke kaZdému e > 0 existuje spojitd funkce o na P a oteviend mnoZina G tak, Ze pG < ¢ a
f=gnaP\G,
(iv) existuje posloupnost {pn} spojitych funkci na P tak, Ze

on — f p-skoro vsude na P .

Diikaz. Tato véta je snadnym dtsledkem piedchozi. m

18.3. Poznamky. 1. Ekvivalence (i)<(ii) byva nazyvana Luzinova véta.

2. Uvédomte si, ze méFitelna funkce nemusi byt spojitd v zddném bodé(!) (uvazujte kupt. Dirichletovu funkci
na R), v Luzinové vété jde fe¢ o spojitosti restringované funkce, vynechdme-li “malou” mnozinu. Co se tyce
spojitosti ve vSech bodech az na mnozinu miry nula, charakterizaci této situace ve specidlnim pripadé intervalu
[0,1] jsme popsali v 7.9 a 17.5.

3. Obecné neplati, Ze méritelna funkce by musela byt “spojitd”, vynechame-li pouze mnozinu miry nula. Uva-
Zujte napf. charakteristickou funkci “diskontinua kladné miry” (viz 1.13).

4. Dalsi zajimavou charakteristiku méfitelnych funkci v pfipadé Lebesgueovy miry na R™ podava Denjoyova
véta 29.9.

5. Kazd4 (lebesgueovsky) méfitelna funkce na R je podle véty 18.2 limitou posloupnosti spojitych funkei ve
smyslu konvergence skoro vsude. V tomto tvrzeni nelze nahradit konvergenci skoro vSude bodovou konvergenci
vSude. Systém funkci, které lze ziskat jako bodové limity spojitych funkci (tzv. funkce pruni Baireovy tridy) neni
pFilis siroky, napt. jiz Dirichletova funkce z 7.5 v ném nelezi (rozmyslete si, proc).

18.4. Cviceni. Ukazte, ze p-skoro vsude kone¢na funkce f na P je p-métitelnd, pravé kdyz ke kazdému kompaktu
K C P existuji kompaktni mnoziny K, C K a p-nulovd mnozina E tak, ze K = EU|J K, a [k, jsou spojité.
18.5. Cviéeni. Podejte alternativni diikaz hustoty C.(P) v LP (viz cvi¢eni 15.17) pomoci Luzinovy véty.
Ndvod. Aproximujte nejprve funkci z L£P omezenou méfitelnou funkci s kompaktnim nosi¢em a pak pouzijte

Luzinovu vétu.

18.6. Historické poznamky. Luzinova véta byla dokdzana v klasickém pfipadé Lebesgueovy miry N.N. Luzinem
[1912].
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19. MiRY NA TOPOLOGICKYCH GRUPACH

19.1. Specialni pfipad. Jednou ze zakladnich vlastnosti Lebesgueovy miry A na redlné ose je
jeji “translaéni invariance”: Je-li x € R a A C R je méfitelna, potom A(z + A) = AA. Timto
pozadavkem je v podstaté Lebesgueova mira jednoznacéné urdena. Plati totiz nasledujici véta (viz
cviceni 26.6):

Necht 1v je Radonova mira na R. Jestlize u([0,1] = 1 a p(x + A) = pA pro kazZdé © € R a

A € B(R), potom p= A na B(R).

V tomto odstavci se podivame na tento problém z ponékud obecnéjsiho hlediska. Nelze vSak
zachazet prilis do detaili, cela problematika patri do zédkladd tzv. harmonické analyzy a lze se o
ni do¢ist v mnoha ucebnicich, doporuc¢ujeme tieba G. Bachman [*1964] ¢i E. Hewitt and K. Ross
[*1963].

19.2. Topologickad grupa. Zacnéme se zakladnimi pojmy. Topologickou grupou rozumime
kazdou grupu G opatienou takovou topologii, pro niz jsou zakladni grupové operace (z,y) — xy
a z — x~ ! spojité (jakozto funkce z G x G a G do G).

V dalsim G bude znamenat topologickou grupu, jejiz topologie je lokalné kompaktni. Jed-
notkovy prvek grupy G budeme znacit e a o-algebru vsech borelovskych podmnozin G jiz tradic-
né ozna¢ime B(G). Symbolem S budeme oznacovat o-algebry vyskytujici se jako definiéni obory
vySetfovanych mér.

Je-lix € G a AC G, polozme

A ={zy:yec A}, Az ={yz:y e A}, A ={z7 iz e A},

19.3. Haarova mira. Levou Haarovou mirou na G rozumime kazdou nenulovou Radonovu miru
pna (G,S) splivjici p(xA) = pA prokazdé x € G a A € S. Obdobné definujeme pravou Haarovu
miru. Mife, kterd je soucasné levou i pravou Haarovou mirou fikejme kratce Haarova mira.
19.4. Piiklady. (a) Lebesgueova mira je (typickym) pfikladem Haarovy miry na R" (kde grupovou operaci je
séitani).

(b) Aritmetickd mira je Haarovou mirou na jakékoliv grupé opatiené diskrétni topologii.

(¢) Bud G = (0, +00) multiplikativni grupa kladnych realnych &isel (s eukleidovskou topologii). Polozime-li

,uA::/d—x
T
A

(A borelovskd), je p Haarova mira na G.

(d) Bud G = C\ [0, 0] multiplikativni grupa nenulovych komplexnich ¢isel (s obvyklou topologii). Pro A € B(G)
polozme

nA = / id)\(z).
|22
A

Ukazte, ze p je Haarova mira na G.

19.5. Priklad. Bud G multiplikativni grupa vSech 2 x 2-matic typu

(5 1)

kde a € (0,+0), b € R. Existuje prosté zobrazeni G na (0, +0c0) x R dané pfedpisem

F: (8 ;’) — (a, b).

Na G uvazujme (lokalné kompaktni) topologii uréenou z R? pomoci zobrazeni F' (upfesnéte!). Pro A € B(G)
polozme

"1 1
MA:/ —zd:cdy, I/AZ/*d:L‘dy.
T T
A A

(a) Ukazte, ze p je leva a v pravéd Haarova mira na G.
(b) Déle ukazte, ze vA = u(A~1).
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(c) Naleznéte mnozinu A € B(G), pro niz pA < co a vA = +o0.
(Grupu G si také muzete predstavit jako grupu vSech afinnich transformaci R na R tvaru ¢t — at + b, a > 0,
beR.)

19.6. Poznamka. Je-li ;4 levd Haarova mira na G a definujeme-li miru @ predpisem GE := u(E~1) (opét
E~! € B(G), pokud E € B(G) !), potom 7 je prava Haarova mira na G. (Pozor — v této kapitole nemé 7 nic
spole¢ného se zplnénim miry p !) Obdobné lze prejit od pravé k levé Haarové mife, proto se v dalsim omezime
pouze na vySetfovani levé Haarovy miry. Zékladni vlastnosti jsou obsazeny v nasledujici vété.

19.7. Véta (existence a jednoznac¢nost levé Haarovy miry). (a) Na kaZdé lokdiné kompaktni
grupé€ existuje levd Haarova mira.

(b) Jsou-li pu a v uplné levé Haarovy miry na G, potom ezistuje takové ¢ > 0, Ze u = cv.

Dikaz této véty je netrividlni a vyzaduje pomérné mnoho usili. Existuji rtizné existencéni dtkazy,
nékteré z nich jako aplikace hlubsich vét funkciondlni analyzy (v pfipadé kompaktni grupy lze
pouzit tfeba netrividlnich vét o pevnych bodech). Zde naznacime (velice hrubou) myslenku “ele-
mentarniho” existen¢niho dikazu.

Necht V' je oteviené okoli jednotkového prvku e grupy G. Pro kazdou kompaktni mnozinu £ C

n
G ozna¢me Hy (E) nejmensi pfirozené &islo n, pro néz existuji z1,...,z, € G tak,ze E C J z,;V
j=1

(existence kone¢ného pokryti vyplyva z kompaktnosti ). Bud déle K pevnd kompaktni mnozina
s neprazdnym vnitikem. Hledanou Haarovu miru pak ziskdme jistym limitnim pfechodem (pro
“V — {e}”) a rozsifenim z mnozinovych funkci

FE kompaktni.

Poctivad a podrobna rekonstrukce celého procesu neni snadni. Druhou éast véty (“jednoz-
nacnost” obsazenou v (b)) dokdZzeme za omezujicitho pfedpokladu, a sice v p¥ipads, kdy u je
dokonce Haarova mira (obecny pfipad je myslenkové podobny, pouze technicky ndrocéné&jsi).
Predevsim, existuje nezaporné funkce h € C.(G) tak, Ze h(e) # 0 a h(z) = h(z™!) pro z € G
(jJe-li g € C.(G), g(e) # 0, g > 0, polozte h(x) = g(x) + g(z~')). Potom [, hdu > 0 (viz cviCeni
19.14.b) a pro libovolnou funkci f € C.(G) mame po chvilce poéitani

Lrar [ ran= [ b([ s au) avin) = [ v dusr )
:/ h(z™12)f(2) du@u(m,z):/(/ h(z™2) f(2) dv(2)) du(z)
Gxa G

G

:/Gf(z) (/Gh(z_lx)d,u(ac)) du(z):/chdu/cfdu.

Staci tedy polozit ¢ := ﬁ%

si uvédomte, ze f a g maji kompaktni nosi¢e a p, v jsou Radonovy miry). m

a jednotlivé kroky peclivé odtivodnit (p¥i pouziti Fubiniovy véty

Haarovy miry maji fadu zajimavych vlastnosti. Uvedme nékteré z nich.

19.8. Véta. Bud p levd Haarova mira na lokdlné kompaktni grupé G. Potom
(a) pU >0 pro kazdou otevienou neprazdnou U C G,
(b) pG < +oo, prdvé kdyz grupa G je kompaktnd.

Dikaz. (a) Existuje kompaktni mnozina K C G spliujici uK > 0 (pro¢ 7). Lze predpokladat, ze

e € U (e je jednotka G). Potom K C |J zU a z kompaktnosti K existuji z1,...,z, € K tak,
rzeK

n
ze K C |J z;U. Potom
i=1

(2

0<pK <> plaU) =np(U).

i=1
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(b) Necht uG < 4o0o0. Bud K C G kompaktni mnozina kladné miry. Ukazte, ze existuji
T1,...,Tyn € G tak, ze mnoziny x; K, ¢ = 1,...,n, jsou po dvou disjunktni, ale pro vsechna

n
(“dalsi”) z € G je zK N (Y 2 K) # 0. (Vskutku — uvazujte ty koneéné posloupnosti z1, ..., xn,

=1
pro néz jsou mnoziny 1 K, . .., x, K po dvou disjunktni. Jejich pocet ¢lenti je omezen napft. ¢islem
n

%) Odtud plyne, ze G = (|J z;K)K ! je kompakt (je-li totiz x € G, je xKN(|J z:K) #0 ).
[ .

i=1 i=1

19.9. Modularni funkce. Bud nyni yu levd Haarova mira na lokalné kompaktni grupé G. Je-li
x € G a pz A= u(Azx) pro A € B(G), potom (zfejmé) je u, opét levd Haarova mira. Podle véty
o jednoznacnosti existuje A(x) > 0 tak, ze p, = A(x)p. Lehko se zjisti (opét pouzitim véty o
jednoznacnosti), ze A(z) je nezavislé na volbé levé Haarovy miry na G. Funkce A: G — (0, +00)
se pak nazyva modularni funkce na G.

19.10. Véta. Bud A moduldrni funkce na G. Ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) kaZda levd Haarova mira na G je také pravd Haarova mira,

(i) A=1naG.
Diikaz je velice snadny. m

19.11. Unimodularni grupa. Lokalné kompaktni grupa G se zove unimoduldrni, jestlize modu-
larni funkce A je identicky rovna 1 na G. Jinymi slovy, jestlize t¥idy levych a pravych Haarovych
mér na G splyvaji. Samoziejmé, kazda abelovské (tj. komutativni) grupa je unimoduldrni. Exis-
tuji vsak i piiklady nekomutativnich unimodularnich grup, coz je tieba obsazeno i v nasledujici
veéte.

19.12. Véta. Kazdd abelovskd, diskrétni nebo kompaktni grupa je unimoduldrni.

Diikaz. V piipadé abelovské grupy je tvrzeni ziejmé. Je-li G diskrétni, je kazda leva Haarova
mira nasobkem aritmetické miry, a je tudiz i “zprava invariantni”. Je-li 4 levd Haarova mira na
kompaktni grupé G a z€G, je G = Gz a uG = p(Gx) = A(z)puG. Protoze viak 0 < uG < oo, je
Alz)=1.m

Je-li tedy G kompaktni grupa, je kazda levd Haarova mira na G Haarovou mirou a muzeme
vse shrnout do nasledujici véty.

19.13. Véta. Na kazdé kompakini topologické grupé G ezistuje prdvé jedna uplnd Haarova mira
w splivgici pG = 1. Navic uE = pE~' pro kazdou E € B(G).

19.14. Cvideni. Bud p levd Haarova mira.

(a) Je-li f € Ce(G) ay € G, potom [, fdu = [ f(yx)du(x) (tento vztah plati, i kdyZ f je pouze nezaporna
méfitelna nebo f € L1(u)).

(b) Je-li f € Cc(G) nezédporna a f(e) > 0, potom [, fdy > 0.
(c) Mira p je o-koneénd, pravé kdyz G je o-kompaktni.
(d) Topologie na G je diskrétni, pravé kdyz pu{x} # 0 pro néjaké (a tudiz pro vSechna) z € G.

1
19.15. Cviceni. Spoc¢téte moduldrni funkei grupy z ptikladu 19.5. (Vychézi A (g l1)> = E)

19.16. Cviceni (vlastnosti modulérni funkce). Bud A modularni funkce na lokalné kompaktni grupé G. Potom
(a) A je spojitd,
(b) A(zy) = A(xz)A(y) pro vSechna z,y € G,
(c) A(e) =1.
19.17. Cviéeni. Bud u levd Haarova mira na G. Potom mnozinova funkce @i (ZE := pE~1) je prava Haarova
mira a [ f(z)A(z")dp = [ fdE pro kazdou f € Cc(G). Jinak Feceno: Radon-Nikodymova derivace ;—m je
rovna A(z~1). !

Ndvod. Ukazte, ze funkce v na B(G) definovana vA := [, A(z™')du je pravd Haarova mira. Tedy v = KT pro
vhodnou konstantu K. Nyni vyuZijte toho, Ze A je spojitd funkce nabyvajici hodnoty 1 v jednotce e.
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19.18. Cviceni. Levé a pravé Haarovy miry na G jsou navzajem absolutné spojité.

Ndvod. Pouzijte cviceni 19.17.

19.19. Konvoluce funkci. V nésledujici cvienich bud y pevné zvolend prava Haarova mira
na (G, B(G)). Jsou-li f, g € L1(x), definujeme konvoluci f a g v bodé = vztahem

frg(z) = /G Flay)g(y)dx(y)

pokud integral vpravo existuje.

19.20. Cviéeni. Jsou-li f, g € L1(x), je ve skoro viech bodech € G definovana hodnota konvoluce fxg (z),
funkce fxg je v LY(x) a |If * gll1 < |Ifll1llgll1. Je tedy L'(x) s pravé definovanou operaci konvoluce Banachova
algebra.

19.21. Cviceni. Konvoluce je komutativni, pravé kdyz grupa G je komutativni.

19.22. Cvideni. Banachova algebra (L (x), *) m4 jednotku, pravé kdyz G ma diskrétni topologii. (Jako p¥iklad
Banachovy algebry s jednotkou uvazujte (L!(x),*) v p¥ipadé grupy G = Z celych &isel s diskrétni topologii a
aritmetickou mirou.)

19.23. Involuce. Definujeme-li f*(z) = f(z—1)(A(z))™!, je zobrazeni f — f* prostoru L!(x) na sebe, které
nazjyvéme involuce, izometrické. (Trochu po¢itani da, ze [ |f(z7|(A(z)) "t dx = [4|f(z)|dx pro f € Ce(G);
odtud plyne ||f|| = ||f*|l i pokud f je v £'(x).) Involuce je analogickd tvofeni komplexné sdruzenych &isel ¢i
transponovanych matic.

19.24. Konvoluce mér. Bud i nadile G lokdlné kompaktni topologickd grupa. Symbolem
My(G) budeme znacit mnozinu vSech komplexnich Radonovych mér na (G, B(G)). Vime, ze
Myp(G) s normou ||p]| := |p|(G) je Banachtiv prostor (viz 17.1).

Obdobou konvoluce funkei je konvoluce mér na My(G). Polozme
prv (E) :=7{(z,y) e G x G:xy € E}

pro libovolné p, v € My(G) a libovolnou borelovskou mnozinu F C G (zde 7 je soucin kom-
plexnich Radonovych mér u a v, viz 16.9.c; ovéite, ze {(z,y) € G X G : xy € E} je borelovska
podmnozina v G x G).
19.25. Cvi€eni. Dokaite, Ze p*v je komplexni mira na B(G), pxv € My(G) a plati nerovnost ||puxv| < ||u|l |lv|-
19.26. Cviéeni. (a) Ukazte, ze operace konvoluce mér je asociativni.

(b) Konvoluce mér na G je komutativni, pravé kdyz G je komutativni.
19.27. Cviceni. Je-li e jednotkovy prvek grupy G, je Diracova mira ee jednotkovy prvek (My(G), *).

19.28. Poznamka. Nyni nis bude zajimat vztah mezi konvoluci mér a konvoluci funkci. Je-li f € £(x) (kom-
plexni), budeme znacit x s komplexni Radonovu miru danou piedpisem x(E) = f g [ dx. Piepiseme-li definici
konvoluce mér p, v € Mp(G), dostavame

v (E) = /G ce(zy) dpdv .

Dale, je-li h omezend borelovské funkce na G, potom
/ hduxv = / h(zy) du®v .
G GxG

d(xs * Xg) )
dx

tedy “nova” definice konvoluce funkei (pfedchozi fadek) souhlasi se “starou definici”.

Odtud jiz méme pro f, g € L1(x)

fxg=

)

19.29. Cvideni. Zformulujte definici konvoluce funkce f € £!(x) (komplexni) s komplexni Radonovou mirou
1w € My(G). Dokazte, ze f+u € LY(x) a ||f * ullt < |Ifll1]lull - je tedy vlastng L'(x) nejen podalgebra My (G)
vzhledem ke konvoluci, ale dokonce i idedl.

19.30. Historické poznamky. Transla¢né invariantni miry (¢i integraly) na kompaktnich Lieovych grupach byly
studovany F. Peterem a H. Weylem [1927]. Podstatny pokrok dikazem existence levé Haarovy miry byl uéinén
A. Haarem [1933] pro separabilni lokalné kompaktni grupy a J. von Neumannem v [1934] (existence i jednoz-
nacnost) pro libovolné kompaktni grupy a v [1936] (jednoznac¢nost) pro pfipad separabilnich lokalné kompaktnich
grup, a také A. Weilem zejména v [¥1940]. Jejich diikazy vyuzivaly v té ¢i oné formé axiom vybéru. H.Cartan
[1940] a G.E. Bredon [1963] pak podali ditkkaz bez pouziti axiomu vybéru. Relativné kratky dikaz jednoznacnosti
lze nalézt u S. Kakutaniho [1948]. Detailnéjsi historické pozndmky podavaji E. Hewitt a K.A. Ross v [¥1963].
Traduje se, ze pfiklad 19.5 pochazi od J. von Neumanna [1936].
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D. INTEGRAL V R

20. SOUVISLOST INTEGRALU A DERIVACE

V této kapitole dokdzeme nerovnost mezi mirou obrazu mnoziny a integralem z derivace. Jako
specialni ptripad dostaneme Sardovu vétu na piimce.

Necht K je kladné realné ¢islo. Rekneme, Ze realnd funkce f je K -lipschitzovskd na mnoziné
E C R, jestlize pro vsechna z,y € E je splnéna nerovnost

If(z) = f(y)| < K|z -yl

Pokud funkce f je K-lipschitzovskd na E pro nékteré K, fikdme, ze je lipschitzovska na F.

20.1. Lemma. Necht f je K-lipschitzovskd funkce na mnoZiné E C R. Potom A\ f(E) <
KXME.

Diikaz. Tvrzeni je ziejmé v pripadé \*E = 4o00. Je-li A*E < 400, volme € > 0 a naleznéme
posloupnost otevienych intervald (a;,b;) tak, ze E C J(a;,b;) a > (b; —a;) < A*E +¢. Na

j j
zékladé predpokladi najdeme intervaly [cy;, 5] tak, ze f(EN(aj,b;)) C [aj, 3;] a pfitom 3;—a; <
K(bj - aj). Tedy f(E) C U[Oéj,ﬁj] a

J

NFE) D (85— ag) S K (b —a5) S KN E+2).

Prechodem € \, 0 je tvrzeni dokézano. m

20.2. Lemma. Bud f redlnd funkce na intervalu I a E C I. Jestlize existuje K > 0 tak, Ze
|7 < K na E, potom

N f(E) < KXE.
Diikaz. Zvolme K' > K. Oznaéme

Ey={z€E:|f(y)— f(z)| < K' proviechnay € EN(z — £, z+ )}

=

Potom Ey C E; C ... a E =|J Ex. Bud J interval délky mensi nez % Potom podle predchoziho
k
lemmatu je

N F(JNEy) <K'\ (JN Ey).

Rozdélenim I na takové intervaly a opétovnym sloZenim dostaneme \* f(Ej) < K’ \*(E)). Podle
cvideni 4.7 je \*f(E) < K’ \*(E). Pfechodem K’ \ K dostavdme dokazované tvrzeni. m

Jako disledek uvedme jednorozmérnou verzi znamé Sardovy véty. Porovnejte jeji znéni také
s nasledujici vétou 20.4.

20.3. Dusledek. Necht f je redind funkce na intervalu I C R a E C I. Jestlize f' =0 na E,
potom A\f(E) = 0.

Typeset by ApMS-TEX
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20.4. Vé&ta. Necht [ je redlnd funkce na intervalu I a E C I je méFitelnd mnoZina. Necht
v kaZdém bodé x € E existuje vlastni derivace f'(x). Potom f' je méfitelnd na E a

i < [ 17,
E
Dikaz. Nejprve dokdzeme méfitelnost f/ na E. Zvolme ¢ € R. Pro kazdé k € N je mnoZina

Gr: ={z €1 existuji y,z € I tak, ze
1 1
:C—E<y<x<z<x+% a f(z)— fly) >c(z—vy)}

oteviend, tedy mnozina

{xeE: f'(z)>c}=EnN (ﬂGk)

k

je méfitelna.
Nyni k dokazované nerovnosti. Mtizeme predpokladat, Ze mnozina E je omezena. Zvolme € > 0
a oznacme

Ey={z € E:(k—1)e <|f'(z)] < ke}.
Potom FEj jsou méfitelné po dvou disjunktni mnoziny, F = |JF\ a aplikaci lemmatu 20.2
k

dostavame

NF(E) <Y N F(E) <Y kedEL <Y </ || + 5/\Ek)
k k k Ei

:/ F/| +2AE.
E

20.5. Cviceni. Dokazte, ze za predpokladii véty 20.4 je f(F) méfitelnd mnozina.
Ndvod. Pouzijte nasledujici cviceni a fakt (véta 1.21), ze E = N U|J Kn, kde AN = 0 a K, jsou kompaktni.
n

20.6. Cviceni. Necht f je redlna funkce na intervalu I C R majici vlastni derivaci v kazdém bodé (lebesgueovsky)
nulové mnoziny £ C I. Potom \f(E) = 0.

Ndvod. Pouzijte budto vétu 20.4 anebo lemma 20.2 (uvédomte si, ze E = |J{z € E : |f'(z)| <n}) .
n

20.7. Luzinova vlastnost (IN). V 3.18 jsme vidéli, Ze spojity obraz (lebesgueovsky) méfitelné mnoziny nemusi
byt métitelny, zatimco za predpokladu diferencovatelnosti cvic¢eni 20.5 jiz dava kladny vysledek. Trochu jasno do
této problematiky pfinasi néasledujici pojem.

Rekneme, Ze funkce f m4 na intervalu I C R Luzinovu vlastnost (N), jestlize obraz f(N) kazdé (lebesgueovsky)
nulové mnoziny N C I mé miru nula.

(a) (Rademacher) Necht f je spojitd funkce na intervalu I. Nésledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) f ma na I Luzinovu vlastnost (N),

(ii) f(M) je méFitelnd, kdykoliv M C I je méFitelna.

Ndvod. Uvazte, zZe (lebesgueovsky) méFitelnd mnozZina je spocetnym sjednocenim kompaktnich mnozin a nulové
mnoziny (vpodstaté véta 1.21). Na druhé strané pouzijte poznamku 1.9.2, podle niz kazda mnozina kladné miry
obsahuje neméritelnou podmnozinu.

(b) Ukazte, Ze tvrzeni v (a) zlstane v platnosti, pfedpokldddme-li o f pouze, Ze je méfitelnd (p¥i diikazu
pouZijte jesté Luzinovu vétu 18.2). Rovnéz tak definici Luzinovy vlastnosti (N) a dalsi avahy lze zobecnit na
ptipad, kdy I je pouze méfitelnd podmnozina R™.

(c) Kazda funkce, majici na intervalu I vSude vlastni derivaci, mé Luzinovu vlastnost (N).

Ndvod. Cviceni 20.6.

(d) Kazdé lipschitzovské (stac¢i lokdlné lipschitzovskd) funkce na méfitelné mnoziné M mé Luzinovu vlastnost
(N).
20.8. Cviceni. Necht f je libovolné funkce na intervalu I C R.. Je-li D mnozina bodt, kde f ma vlastni derivaci,
je D borelovskd mnozina a funkce x — f, () je borelovska na D.
20.9. Historické poznamky. Luzinova vlastnost (N) byla zavedena Luzinem v jeho praci [¥1915]. Dusledek

20.3, ktery jsme pracovné nazvali jednorozmérnou verzi Sardovy véty, byva mnoha autory nazyvan Luzinovou
vétou.
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21. FUNKCE S KONECNOU VARIACI A FUNKCE ABSOLUTNE SPOJITE

Tato kapitola ma pfipravny charakter a porovnava systémy funkci bez pouziti teorie miry.
Proto podstatné vysledky o absolutné spojitych funkcich a funkcich s konecnou variaci pfinesou
az dalsi kapitoly.

21.1. Funkce koneéné variace. Necht [ je realnd funkce na intervalu I. Pro kazdy podinterval
[a,b] C I akazdé déleni D :a=x¢ <1 <--- < &y, = b intervalu [a, b] oznacme

m

b
V(£,D) =D |f(z;) = flaj-)l.
j=1
Cislo , ,
\a/f = sup{\a/(f, D) : D je déleni intervalu [a, b]}

b
nazyvédme variact funce f na [a,b]. Je-li V f < oo pro kazdy interval [a,b] C I, fekneme, Ze f je
a
funkce s konecnou variaci. V tom piipadé zfejmé existuje funkce v na I tak, ze pro kazdy interval
[a,b] C I je
b
v(b) —v(a) =V f.
a
Takovéa funkce v je ovSem jednozna¢nd az na aditivni konstantu; budeme ji nazyvat (neurcitou)
variaci funkce f.
Snadno nahlédneme, Ze funkce s kone¢nou variaci na intervalu I tvofi vektorovy prostor.
Je-li dokonce

b
sup{V f [a,b] C I} < +oc,
a
fekneme, Ze funkce f mé omezenou variaci na I. Na kompaktnim intervalu [a,b] ovSem pojmy

b
koneéné variace a omezené variace splyvaji a lze je charakterizovat prostou nerovnosti V f < oco.
a

V ptipadé obecného intervalu I bychom misto “konec¢né variace” mohli mluvit o “lokalné omezené
variaci”, totiz funkce mé konecnou variaci na I, pravé kdyz méa omezenou variaci na kazdém
kompaktnim podintervalu I. (Podobné budeme v dalsim “lokalizovat” pojmy absolutni spojitosti
a integrovatelnosti.)

Zakladni charakterizaci funkci s konecnou variaci podava nasledujici véta.

21.2. Véta. Funkce f md konecnou variaci na I, privé kdyZ je rozdilem dvou meklesajicich
funkci.

Diikaz. Je-li funkce g neklesajici, potom pro kazdy interval [a,b] C I je zfejmé

Vg =) ~ gla) < oc.

Tedy neklesajici funkce (a tim i rozdily neklesajicich funkei) maji koneénou variaci. Naopak, je-
li f funkce s konecnou variaci a v je jeji neurcitd variace, potom funkce v, v — f jsou ziejmeé
neklesajici a funkce f je jejich rozdil. m

21.3. Absolutné spojité funkce. Rekneme, 7e redlna funkce f je absolutné spojitd na intervalu
1, jestlize ke kazdému € > 0 Ize nalézt § > 0 tak, Ze

S 15(b5) - flag)l <.

m
kdykoliv a1 <b1<as<be<...<ay,<b, jsou body intervalu I spliiujici > (b; — a;) < . Systém
j=1
vSech absolutné spojitych funkci na intervalu I tvori linearni prostor. Jako priklad absolutné
spojitych funkei slouzi viechny lipschitzovské funkce, ale i napt. funkce f(x) = /T na intervalu

0,1].
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Rikame, Ze funkce f je lokdiné absolutné spojitd na intervalu I, jestlize f je absolutné spojita
na kazdém kompaktnim podintervalu 1.

Ziejmé kazd4 lokdlné absolutné spojita funkce je spojitd a ma kone¢nou variaci (a tim i podle
nésledujici kapitoly vlastni derivaci skoro vSude). Dokonce plati nasledujici tvrzeni.

21.4. Véta. KazZdd absolutné spojita funkce f na I je rozdilem dvou neklesajicich absolutné
spojitych funkci.

Dikaz. Staci dokézat, ze variace v funkce f je absolutné spojita. Zvolme ¢ > 0. Najdéme § > 0
tak, Ze

S 15(b5) — flag)l <.

kdykoliv a1 < b1 < as < by < -+ < ay, < by, jsou body intervalu I spliujici > (b; — a;) < 4.
j=1
P
Necht A; < By < Ay < By < --- < A, < B, jsou body intervalu I spliujici ) (B; — A;) < 4.
j=1
Najdéme déleni

. _ 0 o_ 1 My _ .
Aj=a; <bj=a; <---<b;’ =B,

intervalt [A4;, B;] tak, Ze
i i 1
v(Bj) —v(4;) < D 1F(05) — flaj)| + pt

Jelikoz (b} — a}) < 8, dostavéme
P

S I0(By) — vldy)] < D058~ fla))] + e < 2.

]

21.5. Cviceni. Ukazte, Ze soucin dvou absolutné spojitych funkei (resp. funkci s koneénou variaci) na omezeném
intervalu je opét funkce absolutné spojita (resp. s kone¢nou variaci).

21.6. Cviceni. Dokazte, ze kazda absolutné spojitd funkce ma Luzinovu vlastnost (N).

Ndvod. Je-li N nulovd mnozina, naleznéte otevienou nadmnozinu /N malé miry a pouzijte definici absolutni
spojitosti.

21.7. Historické poznamky. C. Jordan definoval funkce s kone¢nou variaci v [1881] a dokézal vétu 21.2 o
rozkladu. Vét tohoto typu je dnes mnohem vice, vétsinou nesou Jordanovo jméno na jeho podest.

22. VETY O EXISTENCI DERIVACE SKORO VSUDE

V této kapitole dokdzeme, ze kazda funkce f: [a,b] — R s kone¢nou variaci (specidlné kazda
monotonni nebo lipschitzovskd funkce) mé vlastni derivaci f’ skoro v8ude. Tato hluboka véta
se casto dokazuje pomoci Vitaliovy véty o pokryti. Zde uvedeme relativné elementarni dikaz.
Zacnéme s jednoduchym lemmatem, pochazejicim od F. Riesze.

22.1. Lemma. Bud h spojitd funkce na intervalu [a,b]. Oznaéme
E ={zx € (a,b): existuje & € (x,b) tak, Ze h(€) > h(x)}.
Potom E je sjednocent posloupnosti (a;j,b;) po dvou disjunktnich oteviengch intervald splriujicich
h(a;) < h(b;).

Diikaz. Ztejmé E je otevienad mnozina, tudiz ji 1ze napsat jako sjednoceni posloupnosti po dvou
disjunktnich maximélnich otevienych intervalti obsaZenych v E. Bud («, ) takovy interval a
z € (a, 8). Oznacme

M ={¢ € (z,8) : h(§) = h(x)}.
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Jelikoz 8 ¢ E, je h < h(B) v intervalu [3,b). Tudiz podle pfedpokladti je M # () a sup M = .
Tedy h(z) < k() a limitni pfechod x — a+ dava tvrzeni. m

22.2. Poznamky. 1. Je-li (o, ) maximélni otevieny interval mnoziny F a a > a, potom dokonce h(a) = h(3).
(Pro¢ ?7)

2. Zrcadlova verze lemmatu: Bud h spojita funkce na intervalu [a,b] a
E ={z € (a,b): existuje { € (a,x) tak, ze h(§) > h(zx)}.
Potom E je sjednoceni posloupnosti (aj,b;) po dvou disjunktnich otevienych intervalt spliujicich
h(a;) > h(b;).
22.3. Extremalni derivace. Necht f je funkce definovana na okoli bodu = € R. Oznaéme

D* () = limsup 1 (/(x +1) - f(2))

t—04

D f(x) = lmint = (7(a +1) — f(x)

a obdobné D~ f(z) a D_ f(x) pro t — 0— (tato ¢isla se nazyvaji Diniho derivace funkce f v bodé
z). Funkce f méa v bodé = derivaci, pravé kdyz vSechny Diniho derivace v bodé z splyvaji.
Déle definujme

Df(x) = limsup 5(f(e +1) ~ £(2).

t—0
Funkci D f nazveme horni derivaci funkce f. Obdobné zavadime i dolni derivaci Df.

22.4. Lemma. KaZdd neklesajici lipschitzovska funkce f na intervalu [a,b] md koneénou deri-
vaci ve skoro vsech bodech tohoto intervalu.

Diikaz. Muzeme predpokladat, ze funkce f je 1-lipschitzovska. Lipschitzovska funkce nemuze
mit nekone¢nou derivaci. Dokazeme-li, ze DT f < D_f skoro viude, potom (protoZe obdobné&
D~ f < Dy f skoro vSude) bude

0<SDYf<D f<D f<D,f<DTf<1
skoro vsude, a to je vlastné vSe, co mame dokézat. Budte 0 < p < ¢ < 1 a uvazujme mnozinu

M,,: ={z € (a,b): D_f(z) <p<q< D f(x)}.

Podle zrcadlové verze lemmatu (poznadmka 22.2.2) najdeme posloupnost po dvou disjunktnich
intervald (a;, b;) tak, ze

{z € (a,b) : D_f(z) < p} C {z € (a,b) : existuje £ € (a,x) tak, ze f(&§) — p& > f(z) — px}
= U(ajvbj)

f(bj) = pbj < f(a;) —paj.
Nyni aplikujme Rieszovo lemma 22.1 na funkci f(x) — gz v kazdém intervalu [ag, b;]. Najdeme
po dvou disjunktni intervaly (ax,;, bk ;) C (ar, br) tak, ze

{z € (a,b): DT f(x) > ¢} C U{x € (ag, b): existuje & € (ax, z) tak, ze f(§) — ¢€ < f(x) — qz}

k
= (@, i)
ko
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f(br,j) — abr,j > f(ak,;) — qak ;.
Odtud

> bk — axy) < % > (fbry) = flany)) < % > (f(or) — flax))
kg

k,j

ISH k-]

<IN ok —ar) < 2o -a).
q k

Pokracujice induktivné v tomto procesu dostavame posloupnosti do sebe zafazenych systémi
intervald; v 2n-tém kroku tedy dostaneme systém intervala {(As, Bs)} tak, ze

U4, B) D M,y a Z(BS—AS)§<§> (b—a).

S S

Odtud jiz vyplyva, ze M), , je miry nula. Tvrzeni nyni plyne ze vztahu

{z € (a,b): D_f(x) < DT f(2)} C U My 4 -
p,q€(0,1)NQ

Nyni dokazeme, zZe stejnou vlastnost — diferencovatelnost skoro vSude — maji i vSechny mono-

vvvvvv

f je neklesajici funkce. Pfejdeme-li k funkci x — x + f(z), potom inverzni funkci, jejiz definiéni
obor muze byt nesouvisly, lze snadno rozsifit na lipschitzovskou neklesajici funkci na intervalu.
Toho vyuzijeme v diikazu nasledujici véty.

22.5. Véta (Lebesgue). KaZdd monotonni funkce f na intervalu I md konecnou derivaci ve
skoro vsech bodech tohoto intervalu.

Diikaz. Lze predpokladat, ze I = [a,b]. Snadno najdeme interval [A, B] a funkci g na [A, B] tak,
Ze g je lipschitzovska a neklesajici, pro viechna z € [a,b] je z + f(x) € [A,B] a g(z + f(z)) = =.
(Je-li f spojité, je g prosté inverzni funkce k = + f(z).) Nyni lehce nahlédneme, ze

{x € (a,b) : f'(x) neexistuje } C g(E) U g(N),
kde
E ={y € (4, B) : ¢'(x) neexistuje }

N ={ye(4,B):¢(z)=0}.

Podle ptedchoziho lemmatu je AE = 0, tudiz podle lemmatu 20.1 je Ag(E) = 0. Podle Sardovy
véty (disledek 20.3) je téz Ag(N) = 0. Tim je diikaz ukoncen. m

22.6. Dusledek. KazZdd funkce s konecnou variaci md konecnou derivaci skoro vsude.
Tuto kapitolu zavrsime dtilezitou nerovnosti.

22.7. V&ta. Bud f neklesajici funkce v intervalu [a,b]. Potom f' € L'([a,b]) a

b
/j“sﬂw—ﬂw

Diikaz. Pro x > b polozme f(x) = f(b) a definujme posloupnost funkci

i) =k (1 + ) - 1)
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pro z € [a,b]. Potom { f1} je posloupnost nezédpornych a métitelngch funkei na [a, b] (f je méfitelnd
Y alim fi = f’ skoro vSude. Tudiz f’ je méFitelnd a nezdpornd skoro vSude. Z Fatouova lemmatu
8.15 vyplyva po jednoduchych vypoctech

b b b++ b
" <liminf = liminf &k -
/Gf < 1Ir11n/af;C imin /a+% f /Gf
b+4 ats
= lim inf /b f—/a f gliminfk(%f(b)—%f(a))
= f(b) = f(a).

22.8. Historické poznamky. Véta 22.5 o derivaci monotonni funkce byla dokdzana H. Lebesguem v [¥1904] za
dodatecného predpokladu spojitosti derivované funkce. V plné obecnosti byla véta dokazana nezavisle G. Faberem
[1910] a G.C. Youngem a W.H. Youngem [1911]. Tvrzeni z 22.1 se nékdy nazyva “lemma vychézejiciho slunce” a,
stejné jako uvedeny dikaz Lebesgueovy véty vyuzivajici z teorie miry pouze pojmu nulovych mnozin, pochéazi od
F.Riesze [1930-32].

23. NEURGITY LEBESGUEUV INTEGRAL A ABSOLUTNI SPOJITOST

V této kapitole se budeme zabyvat otdzkami souvisejicimi se vzorcem

b
£(b) - f(a) = / I

kde integral chapeme jako Lebesguetiv a derivaci ve smyslu “skoro vSude”. Nejprve si uvedeme
priklad, kdy tento vzorec neplati, ackoli funkce f je monotonni a ma tudiz podle véty 22.7
integrovatelnou derivaci.

23.1. Cantorova singularni funkce. Definujme Cantorovu funkei f : [0,1] — [0, 1] nésledujicim zptisobem:

Polozme f(0) =0, f(1)=1.Proz € [%, %] klademe f(z) = % Dale polozme f(z) = % pro x € [%, %] a f(z) = %
pro x € [%, %} V obecném kroku kazdy maximalni interval (a,b), v jehoZ zddném bodé& neni f dosud definovéna,
rozdélime na t¥etiny, v prostfedni uzaviené tieting definujeme funkéni hodnotu jako aritmeticky primér f(a) a
f(b) a zbytek “ponechédme zatim prazdny”. Po ukonceni této procedury je funkce definovana a stejnomérné spojita
na husté podmnoziné intervalu [0, 1]. Poslednim krokem definice je spojité rozsifeni funkce f na cely interval [0, 1].

Také muzeme podat aritmetickou definici. Necht ¢islo x € [0, 1] je zapsané ve tvaru
o0
T = Z 37 xy,
=1

kde z; € {0,1,2}. Potom

27]"23‘ s

N | =

f(z) =

1

J
pokud Zadné x; neni 1; v opacném piipadé polozme m = min{j € N:z; =1} a
&
flz) = 5 Z 270y 427

j=1

Vyjmeme-li z intervalu [0, 1] vSechny oteviené intervaly, na nichz je funkce f konstantni, dostaneme Cantorovo
diskontinuum C' (viz 1.12), kterd ma miru nula. Funkce f ma tedy derivaci 0 skoro vsude a je

1
f(l)—f(0)=17$0=/0f’.

Tato situace nemiZe nastat u absolutné spojitych funkci, coz ndm zarucuje nasledujici véta.
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23.2. Véta. Necht f je absolutné spojitd funkce na intervalu I = [a,b]. Potom f' € L(I) a

b
f(b) - f(a) = / 2

Diikaz. Jelikoz kazdé absolutné spojita funkce je rozdilem dvou monotonnich absolutné spojitych
funkei, staci uvazovat pfipad, kdy f je neklesajici. Samoziejmé, f' > 0 skoro vSude a f: <
f(b) = f(a) podle véty 22.7. Zbyva dokdzat , ze f; f" > f(b) — f(a). Zvolme £ > 0 a najdéme
prislusné 0 z definice absolutni spojitosti funkce f. Existuje oteviend mnozina G miry mensi
nez ¢ obsahujici vSechny body neexistence derivace f’. Napisme G ve tvaru sjednoceni po dvou
disjunktnich intervalt (a;,b;). Potom pro vSechna k € N mame z definice absolutni spojitosti

S (f(b)) — f(a))) < &, tedy Af(G) < e. Podle véty 20.4 je

Jj=1

vima <[ r<fr
NG I

Tedy
F(b) = Fla) = M(I) < M F(I\ G) + AF(G) < /1 f e
| |

23.3. Neurdity Lebesgueuv integral. Funkce ¢ na intervalu I C R se nazyva lokdlné in-
tegrovatelnd, jestlize je integrovatelna na kazdém kompaktnim podintervalu I. Funkci f fikame
neurcity Lebesguetiv integrdl funkce ¢ na I, jestlize pro kazdy interval [a,b] C I plati

b
f(b)—f(a)=/ 0.

xT
/f, T >,
. c
- c
—/f, x <ec.
T

Potom zfejmé @ je neurcity Lebesguetv integral funkce ¢ a kazdy dalsi neurcity integral se od ®
lis1 jen aditivni konstantou. Je-li funkce ¢ navic nezaporna, je ® neklesajici. Tedy pro obecnou
lokalné integrovatelnou funkci ¢ je neurcity integral funkce s konecnou variaci — dostaneme jej
jako rozdil neuré¢itych integrald funkci ¢ a ¢~ — a podle disledku 22.6 ma tedy kone¢nou deri-
vaci skoro vSude. Z Lebesgueovy véty o majorizované konvergenci také lehko plyne, Ze neurcity
Lebesguetiv integrél je vzdy funkei spojitou (podrobnosti netfeba uvadét — dokdzeme brzy daleko
vic).

Zvolme ¢ € I. PoloZme

o(z)

23.4. V&ta. Necht o € LY(I) a f je neurcity Lebesquetiv integrdl funkce ¢ na I. Potom funkce
f je absolutné spojitd a ' = p skoro viude.

Diikaz. Protoze |f(y) — f(z)| < [ |f| pro [#,y] C I, plyne absolutni spojitost ze cviceni 8.22.b.
Daéle chceme ukézat, ze f' = ¢ skoro vSude. Jelikoz funkce f je absolutné spojitd, vime, ze f’
existuje skoro viude, f’ € £1(I) a pro kazdy interval [a,b] C I mame

/abf’—f(b)—f(a)—/abw-
L=/

pro kazdou otevienou mnozinu F, ¢ili i pro kazdou méfitelnou mnozinu E. Odtud jiz plyne tvrzeni
podle véty 8.17. m

Tudiz i
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23.5. Dusledek. Nasledugici vlastnosti jsou ekvivalentni pro redlnou funkci f na intervalu [a,bl:
(i) f je absolutné spojitd na |a,b],
(ii) existuje ¢ € L*([a,b]) tak, Ze f(z) = f(a) + [ ¢ pro viechna x € [a,b],

(iti) [ je diferencovatelnd skoro vsude, f' € L'([a,b]) a f(z) = f(a) + [ f' pro vechna
x € [a,b)].

23.6. Dusledek. Nechi [ je absolutné spojitd funkce na [a,b]. Jestlize f' = 0 skoro vsude,
potom f je konstantni funkce.

23.7. Poznamka. Necht ¢ je redlna funkce na intervalu [a,b]. P¥ipomenime, Zze Newtondv integral funkce ¢
definujeme jako pfirustek f(b)— f(a) primitivni funkce f k ¢ na intervalu [a, b]. Tuto definici je mozno zobecnit tak,
ze pozménime pojem “primitivni funkce” - naptiklad tak, ze pfipustime existenci spoc¢etné mnoziny, v niz f nema
vlastni derivaci. Aby tato definice byla smysluplnd, je tfeba pfidat pozadavek spojitosti funkce f. Je totiz nutné
zarucit, aby vSechny “zobecnéné primitivni funkce” mély stejny pfirtstek na [a, b]. Analogicka situace nastava, kdyz
se zabyvame pFiriistkem funkce f za predpokladu,Ze f’ = ¢ skoro vsude. Piiklad Cantorovy funkce ndm ukazuje, Ze
pouhd spojitost neni dostatecnou zarukou, ze prirustek nebude zaviset na volbé “zobecnéné primitivni funkce”. Je
vSak mozno podat alternativni definici Lebesgueova integralu funkce ¢ jako pfirustku f(b) — f(a) absolutné spojité
funkce funkce f na [a, b], splitujici f/ = ¢ skoro vSude. (Toto uz neni vlastné zobecnéni v pravém smyslu — nékteré
primitivni funkce nejsou totiz absolutné spojité, viz priklad 25.1). Definicim rtznych pojmu integralu, zalozenych
na myslence (tak ¢i onak) zobecnéné primitivni funkce, se ¥ikd deskriptivni. Poznamenejme, Ze zobectiovani se
nemusi ubirat pouze smérech vynechavani “malych mnozin”; je mozno téz uvazovat riuzné “zobecnéné derivace”.
Navic v kapitole 25 se zminime o perronovské metodé, kterou lze také fadit mezi deskriptivni metody.

23.8. Lebesgueovské body. Necht F' je neuréity Lebesguetv integral lokalné integrovatelné
funkce f na intervalu I a z € I je bod, v némz F'(z) = f(z) (a to plati, jak vime, ve skoro vSech

bodech intervalu I). Po snadné tpravé vidime, ze

nmi/ (Fla+1)— f(@)dt=0.

h—0 2h _h

Rekneme, ze = € I je lebesqueovsksj bod funkce f, jestlize dokonce
h
lim — t) — dt=0.
tim o= [ 1#a+0) = f(a)
Ziejmé F' = f v kazdém lebesgueovském bodé funkce f; bod, v némz F’ = f, vSak jeSté nemusi
byt lebesgueovsky, takze zatim neni jasné, kolik lebesgueovskych bodu existuje. Odpovéd dava
nasledujici véta.
23.9. Véta (Lebesgue). Necht f je lokdlné integrovatelnd funkce na intervalu I. Potom skoro
kazdy bod intervalu I je lebesgueovskym bodem funkce f.

Diikaz. Pro r € R je funkce |f(x) — r| lokdlné integrovatelnd (oddvodnéte !). Podle véty 23.4
existuje mnozina E, C I Lebesgueovy miry nula tak, ze

h
limi/ |[flx+1t)—r|dt=]|f(x) — 7]

h—0 2h _h

pro kazdé x € I'\ E,.. Polozime-li E = |J E,, je A\E =0. Bud z € I \ E a volme ¢ > 0. Existuje
reQ
r € Q tak, ze |f(z) — 7| < &, tudiz

[f@+t) = f@)| <|f(e+t)—r|+e

h

1
lim sup — [flz+1t)— fla)|dt <|f(z)—r|+e < 2.
h—o 2h J_p

23.10. Poznamka. Sami si rozmyslete, ze kazdy bod spojitosti funkce f je jejim lebesgueovskym bodem. Zajimavy
vztah mezi lebesgueovskymi body a aproximativni spojitosti podame ve cviceni 29.11.
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23.11. Banach-Zareckého véta. Bud f redlnd funkce na intervalu [a,b]. Ukazte ekvivalenci nésledujicich
vyroku:

(i) f je absolutné spojita na [a, b],

(iv) f je spojitd na [a, b], ma tam kone¢nou variaci a Luzinovu vlastnost (N).

Ndvod. Pro dikaz (iv) = (¢) necht D zna¢i mnozinu, kde f ma vlastni derivaci. Podle cviceni 20.8 je D méfiteln.
Pouzijeme-li predpokladu, ze Af([a,b] \ D) = 0 a vétu 20.4, dostavame

t
1£(s) — £(1)] < / 17/(€)] de

pro kazdy interval [s,t] C [a,b]. Nyni si staci uvédomit, ze funkce & — [ |f’| je absolutné spojita.
23.12. Charakteristiky lipschitzovskych funkci. Ukazte, Ze pro realnou funkci f na intervalu [a,b] jsou
nasledujici podminky ekvivalentni (porovnejte také s pfislusnymi podminkami pro absolutné spojité funkce):

(i) f je lipschitzovska na [a, b],

(ii) ke kazdému & > 0 existuje 6 > 0 tak, ze pro kazdy konecny systém intervali [a;,b;] C [a,b] spliujici
5, (b5 — a) < 6 plati 2, ((b;) — f(az)) < &,

(iii) f je absolutné spojita na [a,b] a f’ je omezend na [a,b] \ N, kde AN = 0.
Ndvod. Pro dtikaz ekvivalence s (ii) lze konzultovat [Problémy]. Zbytek je snadny.

23.13. Per partes pro Lebesgueuv integral. Necht f, g jsou absolutné spojité funkce na intervalu [a,b].
Potom

b b
/ 19’ = F®)gb) — F(@)g(a) — / .

Porovnejte s analogickou vétou pro Newtontv integral.

23.14. Historické poznamky. Zakladni véta 23.5 “kalkulu Lebesgueova integralu” byla dokédzana H. Lebesguem
v [*1904]. Implikace (iv)=>(i) ve vété 23.11 byla dokazéna S. Banachem v [1925].

24. RADONOVY MIRY NA PRIMCE A DISTRIBUCNI FUNKCE

24.1. Distribuéni funkce. Bud v Radonova mira na R. Definujeme-li funkci F, pfedpisem

v(0,z]  proz >0,
F,(x):=< 0 pro z =0,
—v(z,0] proz <0,

je F, neklesajici (to je skoro zfejmé) a zprava spojitd v kazdém bodé (snadno nahlédneme takto
—je-li x,, \, @, plyne z vlastnosti miry v, ze F,(x,) — F,(x)).

Poznamenejme, ze v(a,b] = F,(b) — F,(a) pro kazdy interval (a,b] C R, a ze F,(0) = 0.

Je-li mira v dokonce kone¢na a polozime-li opét G, (x) = v(—o0, x|, je opét G, neklesajici a
zprava spojitd, pticemz F, a G, se lisi na R pouze o konstantu (v8e zdiivodnéte!). Vidime opét,
ze v(a,b] = G, (b) — G, (a) pro kazdy interval (a,b]. V pfipadé funkce G, nemusi byt G, (0) =0,
ale vzdy lim G, (x) = 0. Funkce F, i G, jsou pt¥iklady distribu¢nich funkei pfislusnych k mife
. r——00

Obecné, distribucni funkce prislusné k Radonové mife v na R je kazda neklesajici a zprava
spojité funkce F' na R takovd, ze F(b) — F(a) = v(a, b] pro kazdy (a,b] C R.

24.2. Véta. Bud F neklesajici a zprava spojitd na R. Potom existuje prdavé jedna (tj. jedno-
znacné uréend na borelovskych mnoZindch) Radonova mira vp na R tak, Ze F je distribucéni
funkce prislusnd k vg.
Diikaz. Jednoznacnost je témeér jasnd — jakékoliv dvé takovéto miry se totiz shoduji na vsech
otevienych (¢i vSech kompaktnich) mnozinach v R. Existenci lze dokdzat rizné, podle toho, jaké
obecné véty chceme pouzit. Mtizeme tieba

(a) vyjit z pokryvaciho systému {(a,b] : ¢ < b,a,b € R} a mnozinové funkce vr(a,b] :=

F(b) — F(a), vytvofit pfislusnou vnéjsi miru a pak jeji restrikci na méfitelné mnoziny,

anebo

(b) pouzit obecnou (Hopfovu) vétu o rozsifovani miry (¢i pramiry).
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o0
V kazdém ptipadé vSak je nutné dokazat nésledujici vlastnost: Je-li (a,b] C |J (an,bn], potom

n=1
F() — F(a) < Y (F(bn) — F(ay)). To vsak jiz neni t&zké, pouze technicky neptijemné. Volte
n=1

tedy ¢ > 0 a naleznéte 6, > 0, 6 > 0 tak, aby F(b, 4+ 0,) < F(bn) + 5=, F(a+9) < F(a) + € a
uvazujte pokryti {(an, b, + 6,)} intervalu [a + 6,5]. m

Shriime tedy zévérem charakteristiku “rozumnych” mér na redlné ose do nasledujici véty.

24.3. Véta. Nechi v je mira definovand na B(R). Ndsledujici vgroky jsou ekvivalentni:
(i) v je Radonova mira,
(i) existuje distribucni funkce F tak, Ze v(a,b] = F(b) — F(a) pro kaZdy omezeny interval
(a,0],
(ili) existuje neklesajici funkce ¢ na R tak, Ze v je Lebesgue-Stieltjesova mira N, (viz priklad
14.8.b).

Diikaz. Provedte sami, pouzijte predchozi vysledky a Rieszovu vétu o reprezentaci 16.5. m

24.4. Poznamky. 1. Vime (poznamka 15.2), Ze kazdd kone¢nd mira na B(R) je jiz Radonova. Existuji vSak
o-koneéné miry na B(R), které nejsou Radonovy a nevzniknou tedy z zadné neklesajici funkce ¢ jako Lebesgue—
Stieltjesova mira.

2. Funkce ¢ z posledni véty nemusi byt zprava spojita. Jakozto monotonni funkce ma vsak v kazdém bodé
limity zprava, definujeme-li @(x) := limi—q4 p(t), je jiz @ distribuéni funkce pfislusnd k v (uréujici stejnou
Lebesgue-Stieltjesovu miru jako funkce ), a lisi se tedy od funkce F' z (ii) pouze o konstantu (viz nasledujici
cvieni 24.6).

24.5. Cviéeni. Bud F distribu¢ni funkce ptislusnd k Radonové mife p na R. Je-li up mira z véty 24.2, potom
u = pr na B(R).
24.6. Cviceni. Ukazte, ze libovolné dvé distribuéni funkce se lisi o konstantu.
24.7. Cviéeni. Bud F distribuéni funkce pfislusna k Radonové mire p.

(a) Ukazte, ze F je absolutné spojitd na kazdém kompaktnim intervalu, pravé kdyz p je absolutné spojitd
vzhledem k Lebesgueové mife A.

V tomto ptipadé F’ je Radon-Nikodymova derivace d—u

(b) Miry u a X jsou navzajem singuldrni (ALp), pravé kdyz F’ = 0 skoro vsude.

(c) Pro kazdé € R mame u({z}) = F(z)—tgr;L F(t). Specialng, F je spojitd v bodé z, pravé kdyz pu({z}) = 0.

(d) Ukazte, ze z € supt yu, pravé kdyz F(z — ) < F(z + €) pro kazdé € > 0.

(e) Bud p = pq + pa + ps rozklad p na diskrétni, absolutné spojitou a singularni ¢ast podle cviceni 15.18.c.
Jsou-li Fy, Fy, Fs distribu¢ni funkce ptislusné po radé k pg, ta, ts, je Fo absolutné spojita na kazdém kompaktnim
intervalu, Fs je spojita, F; = 0 skoro vSude a Fy je tzv. funkce skokid. Pfitom

F:Fd+Fa+FS'

24.8. Cviéeni. (a) Definujme funkci ¢ na R tak, Zze ¢ je rovno Cantorové funkei (pfiklad 23.1) na [0,1] a
¢ = €(0,00) Jinde. Spoctéte A,C, kde C' je Cantorovo diskontinuum. Ukazte, Ze A, je spojitd mira (viz cvigeni
15.18) a supt A, = C (viz cviéeni 15.10).

(b) Bud ¢ € [0, 1]. Existuje neklesajici funkce ¢ tak, aby 1(0) =0, ¥(1) =1a A \,C =¢?
Ndvod. Polozte ¢(z) = ep(z) + (1 — €)z, kde ¢ je definovana jako v (a).
24.9. Cviéeni. Bud F distribu¢ni funkce pfislusnd k Radonové mife u. Pfedpokladejme, zZe funkce F' je lokalné
absolutné spojita na R. Potom pro kazdou funkci g € £(p) je

/ gdu:/ gF'.
R R

24.10. Fubiniovo lemma. Necht f, je posloupnost neklesajicich funkci na intervalu I C R. Predpokladejme,
%e Y fn mé na I koneény soucdet f. Potom f’ =Y f/ skoro vsude na I.

Ndvod. Dokazte nejprve Ay = > Af, (znaceni jako v 14.8). K dokonceni dikazu pouzijte Lebesgueovy rozklady
téchto mér na absolutné spojité a singularni ¢asti.

24.11. Historické poznamky. Distribu¢ni funkce hraji dtlezitou roli v teorii pravdépodobnosti a tézko Fici,
kdo je zavedl. V rtzné podobé byly zkoumany jiz Jacobem Bernoullim, P.S. de Laplacem a dalsimi. Lemma 24.10
pfislusi G. Fubinimu [1915].
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25. KURZWEILUV INTEGRAL

Lebesguetiv integral ma v jistém smyslu nejlepsi vlastnosti ze vSech integrali, které 1ze zavést
na kazdém prostoru s mirou. Jeho univerzalnost se vsak mize projevit i jako nedostatek. Budeme-
li se zabyvat integrovanim funkeci jedné redlné proménné (i vice redlnych proménnych, zde se v8ak
pro jednoduchost omezime na piimku), zjistime, Ze existuji bohatsi systémy funkci, na nichz lze
zavést rozumny pojem integralu. Prerusme na chvili vyklad ilustrativnim pfikladem.

25.1. Priklad. Funkce ,
fla) = { (xz cos? z%) pro z # 0,
0 prox =0

1
neni lebesgueovsky integrovatelnd na [—1,1]. Pro aj = ———, b; = —= méme

Ja+he VT

[ @it = [ rwyan= 1

J J

takze

-1
[ 15@lde = +x.
0

Pfitom tato funkce mé na R primitivni funkci, existuje tudiz v danych mezich jeji Newtondv integral.

Na druhé strané mame také jednoduché priklady funkci, které maji Lebesguetiv, ale ne-
maji Newtoniv integral (napfiklad funkce sign z na intervalu [—1,1]). Spoleénym zobecnénim
Newtonova a Lebesgueova integralu je neabsolutné konvergentni integral, ktery 1ze zavést n€kolika
ekvivalentnimi zptsoby. Zde pouzijeme Kurzweilovu definici; v Jarnikové [JII] mtzete studovat
Perronovu definici (jeji nacrt je v 25.10).

25.2. Definice Kurzweilova integralu. V tomto textu se omezime pro jednoduchost na
omezené intervaly, na neomezenych intervalech lze ziskat pojem neabsolutné konvergentniho in-
tegralu limitnim pfechodem. Pro za¢atek méjme pevny interval [a, b] a oznaé¢me A mnozinu vSech
kladnych funkei na [a, b]. Pro tcely Kurzweilova integralu pfehodnotime pojem déleni intervalu:
Déleni pro nis bude libovolny konecny systém intervali s vyznacenymi body D =([a;, b;],&;)’L,
kde

a=a1<by=ay<by=a3<- - <bp_1=a, <b,=0>

& € laj, byl

Rekneme, Ze déleni D je podrizené funkci § € A, jestlize pro viechna j = 1,...,m je b; — a; <
d(&;). Dalsi vyklad je zalozeny na nasledujicim tvrzeni

Cousinovo lemma. Necht § je kladnd funkce na [a,b]. Potom existuje déleni D podrizené funkci
d. Navic, mdme-li dany konecny systém po dvou neprekryvajicich se intervali [a;, b;] obsahugicich
body &; tak, Ze b; — a; < 6(&;), miuZeme tento systém doplnit na déleni podiizené §, indexy oviem
nemusi v tom pripadé zustat zachovdny.

Dtikaz lemmatu neni prili§ tézky, vyuzivd hlavné kompaktnosti intervalu [a, b].

Necht f je redlnd funkce na [a, b]. Potom kazdému déleni D = ([a;, b;], ;)L intervalu [a, ]

prifazujeme soucet
m

s(f,D) =Y f(&)(b; —a;).

Jj=1

Rekneme, 7e funkce f ma na intervalu [a,b] Kurzweiliv integrdl K, jestlize ke kazdému & > 0
existuje § € A tak, Ze kdykoli mdme déleni D intervalu [a, b] podiizené d, plati

|K —s(f,D)| <e.

Tato definice silné pripomina zavedeni Riemannova integralu; lisi se “pouze” tim, ze tam, kde u
Riemannova integralu vysta¢ime s konstantami §, v Kurzweilové definici vystupuje funkce 6.
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Nésledujici pozorovani jsou snadné: Pokud mé funkce f Kurzweiliv integral na [a, b], je tento
urcen jednozna¢né. Mnozina vsech kurzweilovsky integrovatelnych funkci tvori linedrni prostor,
na némz je Kurzweiliv integral linedrni a monotonni funkcional.

Nebudeme se zde podrobné zabyvat teorii neabsolutné konvergentniho integralu, zamétime se
pouze na vztah k Newtonovu a Lebesgueovu integralu.

25.3. Véta. Necht F je spojitd funkce na [a,b], F' = [ na (a,b). Potom Kurzweiliv integrdl
funkce f na [a,b] je roven F(b) — F(a).
Diikaz. Zvolme ¢ > 0. Ke kazdému x € (a,b) najdéme 6(x) > 0 tak, ze je-li y € [a,b], 0 <
ly — x| < d(z), potom

Fly) — F(z)

y—x

Déle najdéme ke kazdému krajnimu bodu z € {a, b} ¢islo §(z) > 0 tak, ze |f(2)d(z)| < € a pro
viechna y € [a,b] N (2 — 0(2),2 + 6(2)) je |[F(y) — F(2)| < e. Mé&me déleni D = ([ay, bj],&;)T,
podfizené pravé definované funkci 6. Potom pro kazdé j € {1,...,m} je

— f(x)| <e.

|F(bj) — F(az) — f(§;)(bj —aj)| <
[F(bj) — F(&) — f(&)(b; — &) +IF(&) — Flag) — f(§5)(&5 — aj)
<e(b; — &l + 1€ — az]) = (b — ay),

pokud &; € (a,b) a
|F(b;) — Flaj) = f(&)(bj — az)| < |F(bj) — F(a)| + | f(&)(b; — a;) < 2e,
pokud &; € {a,b}. Sectenim pres vSechna j dostaneme odhad
|F(b) — F(a) — s(f,D)| < 4e+ (b — a)e.

25.4. Véta. Necht funkce f ma konecny Lebesquetiv integrdal L. Potom f md téZ Kurzweiliv
integral K a K = L.

Diikaz. Zvolme ¢ > 0. Najdéme zdola polospojitou funkci s > f a shora polospojitou funkci t < f
tak, ze s, t € L([a,b]) a
b
/ (s—t) <e

(viz véta 15.5; z neostrych nerovnosti dostaneme ostré pri¢tenim malych konstant). Ke kazdému
z € [a,b] najdéme 6(z) > 0 tak, ze t < f(z) < s na (x — 6(z),z + d(z)) N [a,b]. Bud D =

([aj,b;],&;)jL, déleni intervalu [a, b] podfizené funkei §. Potom pro kazdé j € {1,...,m} je
b]‘ bj
[ e<rei-ay< [ s,

Sec¢tenim dostavame

b b
/tgs(f,D)g/s.
b b
/tng/s,

|s(f, D) — L] < 2e.

Samoziejmé také plati

takze
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25.5. Neurdity Kurzweiliuv integral. Nyni se budeme zabyvat Kurzweilovym integralem
o proménnych mezich, ktery budeme ve zbytku kapitoly znacit obvyklym symbolem integralu.
V dalsim bude pevny interval znaden [ag, bo] & A bude mnoZina vSech kladnych funkei na [ag, bo].
Uvazujme funkei f, kterd mé Kurzweiltv integral na intervalu [ag, bo]. Jestlize [a,b] C [ao, bo],
potom f mé téz Kurzweiliv integral na intervalu [a, b]. P¥itom plati vzorec

/abf—/:f+/cbf,

kdykoli ag < a < ¢ < b < bg. Mizeme se tedy zabyvat neurcitym Kurzweilovym integrdlem realné
funkce f na [ag, bo]. Ten budeme definovat jako takovou funkci F' na [ag, bo], kterd splituje rovnost

b
FO) - Fla) = [ fla)ds
a
pro kazdy interval [a,b] C [ao, bo]. SamozFejmé, neuréity Kurzweiltv integral, pokud existuje, je
urcen jednoznacné az na aditivni konstantu.

25.6. Saks-Henstockovo lemma. Necht F je neurcity Kurzweiltiv integrdl funkce f na in-
tervalu [ag,bg]. Potom ke kaZdému & > 0 existuje § € A tak, Ze kdykoli mame déleni D =
([aj,b5),&5)7L, intervalu [ao, bo] podrizené & a mnozinu M C {1,...,m}, plati

Z F(b;) — F(a;) — f(&)(bj —aj)| <e.

Diikaz. Zvolme ¢ > 0. Najdéme 0 € A tak, Ze kdykoli mame déno déleni D = ([a;, b;], &),
intervalu [ag, bg] podfizené 4, potom

[ (bo) — F(a0) — s(/.D)| < 5.

Zvolme takové déleni D a mnozinu M C {1,...,m}. Z definice integralu na intervalu [a;, b;]
je ziejmé, 7ze ke kazdému j = 1,...,m najdeme déleni D; = ([a},b%],&)™) intervalu [ay, b;]

podrizené restrikci 6 na [aj, b;] tak, ze

[B(by) = Flag) = s(f, Dy)| < 53—

Utvofme nové déleni D* = ([a},b}], & )h—, intervalu [ag, bo] tak, ze kazda trojice (aj, by, &;) je

bud néktera z trojic (aj», bé,f;), kde j ¢ M, i€ {1,...,m,}, nebo nékterd z trojic (a;, b;,&;), kde

j € M. Toto déleni je podiizené ¢ a tudiz
. €
|[F'(bo) — F(ao) — s(f,D")| < >
Porovnanim ziskanych nerovnosti dostavame

’Z F(b;) — F(aj) — f(§)(bj —aj)| <e.
jeEM
| |

25.7. Véta. Nechi F je neurcity Kurzweiliv integrdl funkce [ na [ag,bg]. Potom funkce F je
spojitd v [ag, bo).
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Diikaz. Zvolme z € [ag,bo] a € > 0. Najdéme podle pfedchoziho lemmatu § € A tak, ze kdykoli
mame déleni D = ([a;, b;], ;)L intervalu [ag, bo] podfizené § a mnozinu M C {1,...,m}, plati

‘Z F(bj) — F(ay) = f(§)(bj —az)| <e.

jeM

Necht x € [ag, bo], |* — z| < 0(2). Najdéme déleni D = ([a;,b;],§;)7L; intervalu [ag, bo] podiizené
d tak, ze pro nékteré k € {1,...,m} je & = z a krajni body intervalu [ay, b jsou az na pofadi
x a z. Pouzijeme-li vlastnost déleni pro M = {k}, dostaneme

[F(z) = F(2)| < e+ |f(2)]lx — =]

Nésledujici véta byla (na zdkladé Kurzweilovy definice neabsolutné konvergentniho integralu,
dokonce i ve vyssi dimenzi) dokdzdna J. Kralem [1985].

25.8. Vé&ta. Necht funkce f md na [ag,bo] Kurzweiliv integrdl a F je jeji neurcity Kurzweiliv
integrdl. Potom [ je méfitelnd funkce, ve skoro vSech bodech intervalu (ag,by) existuje derivace
F' a plati F' = f skoro vsude.

Diikaz. Ze spojitosti funkce F' (véta 25.7) snadno dostaneme, ze funkce DF je méfitelna (dokonce
borelovska) — totiz
DF(x) = lim lim f,,

n—oo k—oo

kde funkce f;,  zadané pfedpisem

for(z) = SUP{M

1 1
: b, — <l|y—x| < =
y—z yéela ]’n—l—k_'y xl_n}

jsou ziejmé spojité. Nyni dokazeme, ze DF' = DF skoro vSude, ¢imz dostaneme existenci derivace
skoro vSude i jeji méritelnost.
Staci ovérit, ze pro kazdé n € N maji mnoziny

L, = {x € [ag,bo] : DF(z) < f(x) — %}

U, = {x € [ag,bo] : DF(x) > f(x) + %}

miru nula. Vzhledem k symetrii staci, kdyz se budeme zabyvat mnozinami L,,. Necht tedy n € N
je pevné, budeme odhadovat (vn&j$i) miru mnoziny L := L,. Zvolme ¢ > 0. Najdéme podle
lemmatu 25.6 funkci 6 € A tak, Ze kdykoli médme déleni D = ([a;, b;],&;)jL; intervalu [ao, bo]
podfizené § a mnozinu M C {1,...,m}, plati

’Z F(b;) — F(aj) — f(§)(bj —aj)| <e.

JjEM
Necht V je mnozina vSech intervali [a, b], k nimz existuje « € [a,b] N L tak, ze b —a < §(z) a

F(b) - F(a)

—a

<ﬂm—%.

Potom V je vitaliovské pokryti mnoziny L, tedy podle Vitaliovy véty (disledek 27.3) existuje
koneény systém po dvou disjunktnich intervall [a;, b;], obsahujici vySe popsanym zptisobem body
&, tak, ze

A%L\Umum)<a
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Dopliime systém ([ai, b;],&;); na déleni ([a}, 3], £F) podiizené ¢ a pouzijme zptisob urceni J pro

M = {j : existuje i tak, ze [a}, b}] = [a;, b;]}. Dostavame

> (FE&) B = a) = (Fb) = Fla)) <=

K2

ackoli z definice V je

S (€0 — ) - (Fo) ~ Fa)) > + 37 (b — a)
Je tedy
Z(bi —a;) < ne
) A(L) < ne+ AL\ | lai, bi]) < (n + 1)e.
| ]

Jako dtisledek dostavame nésledujici tvrzeni, dokreslujici vztah mezi Kurzweilovym a Lebes-
gueovym integralem — jejich ekvivalenci pro nezdporné funkce.

25.9. Vé&ta. Necht funkce f > 0 md Kurzweiliv integrdl K na intervalu [a,b]. Potom f md téZ
Lebesguetiv integral L na [a,b] a L = K.

Diikaz. Podle véty 25.6 je funkce f meéfitelna, tudiz Lebesguetv integral L funkce f mé smysl.
Zbyva tedy ukazat, ze L < oo, nebot pak lze pouzit vétu 25.4 k zdvéru, ze L = K. Jelikoz f > 0,
je neurcity Kurzweilliv integrdl F' z funkce f neklesajici na [a,b], a tudiz podle vét 22.7 a 25.8
dostavame (L) [7 f = (L) [L F' < F(b) — F(a) < +00. m

25.10. Perronuv integral. Existujiidalsi moznosti jak zavést integral, ktery by byl ekvivalentni s Kurzweilovym
(tj. ktery by déaval stejné Sirokou tfidu ”integrovatelnych” funkci a na niz by se shodoval s Kurzweilovym inte-
gralem). PopiSeme zde struéné Perronovu metodu obdlek. Za¢néme se dvéma poznamkami:

(a) P¥i definici Newtonova integralu funkce f pozadujeme existenci primitivni funkce F, tj. takové funkce F,
pro niz F' = f. Toto je velice silnd podminka a zuzuje t¥idu funkci, které mohou mit Newtontv integral (mimo jiné
z této podminky plyne, Ze f musi mit Darbouxovu vlastnost a byt prvni Baireovy t¥idy). V deskriptivni definici
Lebesgueova integralu se jiz vyzaduje existence absolutné spojité funkce F' tak, aby F' ' = f pouze skoro vsude.

(b) Pripomerime také nasledujici specialni pfipad véty 15.5 (znamy jako Vitali-Caratheodoryova véta): Funkce
f je lebesgueovsky integrovatelna na intervalu I, jestlize ke kazdému & > 0 existuje shora polospojita funkce g a
zdola polospojita funkce h tak, ze g < f < hnala [;(h—g)<e.

Necht tedy f je funkce na intervalu [a,b]. Funkce M se zove majorantou k f , jestlize f(z) < DM(x) # —o0
pro kazdé x € [a,b]. Pokud f > Dm # +oo, fekneme, ze m je minorantou k f.

Funkce f se nazve perronovsky integrovatelnd na intervalu [a, b], jestlize ke kazdému e > 0 existuje majoranta
M a minoranta m tak, ze

M(b) — M(a) — (m(b) — m(a)) < e.
Protoze D(M — m) > DM — Dm > 0 (a kazda funkce, jejiz dolni derivace je nezdporna, je neklesajici, viz
[Problémy]), miizeme pak definovat Perrontiv integrdl funkce f

(P) /b f=inf{M() — M(a) : M je majoranta k f} = sup{m(b) — m(a) : m je minoranta k f}.

(Také jsme mohli definovat horni a dolni Perroniiv integral.) Blizsi podrobnosti 1ze nalézt v [JII].
25.11. Poznamka. Nésledujici charakteristika lebesgueovsky integrovatelnych funkci se dokazuje v deskriptivni
teorii:

Funkce f na intervalu [a, b] je lebesgueovsky integrovatelnd, pravé kdyz ke kazdému ¢ > 0 existuje majoranta
M a minoranta m, obé absolutné spojité, tak, ze

M(b) — M(a) — (m(b) — m(a)) < e.

Pro dikaz tohoto tvrzeni lze opét vyuzit Vitali-Caratheodoryho charakteristiku z véty 15.5 a za uvedené
majoranty a minoranty vzit neurcité integraly z onéch polospojitych funkci.
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Je zajimavé, Ze v definici Perronova integralu se lze omezit na spojité majoranty:

Funkce f na intervalu [a, b] je perronovsky integrovatelnd, pravé kdyz ke kazdému € > 0 existuje majoranta M
a minoranta m, obé spojité, tak, ze

M(b) — M(a) — (m(b) — m(a)) < e.

A koneé¢né i riemannovsky integrovatelné funkce lze obdobné charakterizovat:

Funkce f na intervalu [a, b] je riemannovsky integrovatelna, pravé kdyz ke kazdému e > 0 existuje majoranta
M a minoranta m, obé spojité diferencovatelné, tak, ze

M(b) — M(a) — (m(b) — m(a)) < .

25.12. Cviéeni. Rozmyslete, piipadné vyctéte z ditkazt této kapitoly, jak naleznete funkci § z definice Kurzweilova
integralu v pfipadech, kdy funkce f je :

(a) newtonovsky integrovatelna,
(b) lebesgueovsky integrovatelnd,
(c) charakteristickd funkce oteviené mnoziny,
(d) charakteristickd funkce mnoziny miry 0.
25.13. Cviéeni. Ukazte na prikladé, ze neurc¢ity Kurzweiliv integral nemusi byt funkce absolutné spojita.

25.14. Historické poznamky. Jiz H. Lebesgueovi bylo zndmo, Ze jeho integral na primce nemusi integrovat
derivace. Snahou tedy bylo najit $irsi tfidu ”integrovatelnych funkci” zahrnujici lebesgueovsky i newtonovsky integ-
rovatelné funkce. Problém fesil A. Denjoy [1912], ktery pouzil konstruktivni metodu zaloZzenou na transfinitnim
postupu, a N. N. Luzin [1912] pomoci deskriptivni definice uzivajici dalsiho zobecnéni pojmu absolutni spojitosti.
Dalsi metoda obalek byla rozvinuta O. Perronem [1914], pficemz bylo dokdzéno, Ze jeho integral je ekvivalentni
Denjoyovu. Dnes se obyé&ejné mluvi o Denjoy-Perronové integrdlu anebo také o uzsim Denjoyové integrdlu. Ctvrty
piistup byl rozpracovan nezavisle R. Henstockem [1961] a J. Kurzweilem [1957], ktefi se vratili k definici rieman-
novského typu, ¢asto se mluvi o upiném riemannovském ¢i o Henstock- Kurzweilové integralu. I kdyz tedy pojem
tohoto integralu byl zaveden pocatkem stoleti, jeho studium bylo obtizné pro zna¢né neptehledné definice. Teprve
Henstockovo a Kurzweilovo pojeti svou jednoduchou definici a nasledné i snadnymi dikazy opét obratilo pozornost
k hlubsimu studiu Kurzweilova integralu a k vcelku necekanym aplikacim. Z nedavnych publikaci upozornéme na
R.Henstock [*1988], Peng Yee Lee [¥1989] a S. Schwabik [*1992]. V estiné existuje samizdatovy svazek “Uréity
integral” od D. Preisse a S. Schwabika z roku 1979.
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26. LEBESGUEOVA M{RA A INTEGRAL v R"

V této kapitole shrneme nékteré vysledky o Lebesgueové mite a integralu v R"™, pficemz
dodame i dalsi vysledky.

Pfipomerime, ze Lebesgueova vnéjsi mira A} je definovana predpisem
A A= inf{z vol I : Ulk D A, I je otevieny interval}.

Systém M, = M, (A%) vSech lebesgueovsky méfitelnych mnozin obsahuje véechny borelovské
mnoziny B, pficemz M € 9, pravé kdyz existuji borelovské mnoziny B;, B. tak, ze B; C
M C B, a \(B.\ B;) =0 (véta 1.21). Vnéjsi Lebesgueova mira A’ je na systému 9, tplnou
mirou, znacme ji tentokrat symbolem A,, (pozdéji, nebude-li hrozit nedorozuméni, budeme index
vynechévat). Neskodi si pfipomenout, zZe A, je Radonovou mirou (to dostaneme snadno pouzitim

pozndmky 15.2.4).
26.1. Véta. Lebesgueova mira A, na M, je zuplnénim N\, uvaZované na B, .

Dikaz. Oznacéme (B_n, Xn) ziplnéni (B, \,,). Protoze kazdd mnozina M € 9, mé podle piede-
§lého tvar M = BU N, kde B € B, a N je podmnozina borelovské mnoziny miry nula, mame
M, C B, a A\, = A\, na M,. Na druhé strané, je-li H € B,,, je H podle definice tvaru BU N,
kde B je borelovskd a N C B* € B, \,B* = 0. Opét vidime, ze H € IM,,. (Véta plyne ostatné
uz ze samotného faktu, ze A\, je iplnd Radonova mira.) m

26.2. Véta. Lebesgueova mira Ay 4+ na M,k je ziplneénim soucinové miry A, @ A\, na M, @M.

Diikaz. Cely diikaz rozdélime do nékolika kroki.

1. Predevsim ukazeme, ze 9, ® M C M, 1. K tomu staci ukazat, ze libovolny méritelny
obdélnik A x B, kde A € M,,, B € My, lezi v M,, . Rozmyslete si, ze Ax B= D\ N, kde D je
mnoZina typu Gs v R"™* a \,.x N = 0 (vyuzijte charakteristiku méfitelnych mnozin uvedenou
ve vété 1.21 a uvédomte si, Ze kartézsky soufin dvou Gs-mnozin je Gs-mnozina), coZz nam jiz
staci, vzhledem k pravé citované vété, k dokonceni dikazu.

2. Ozna¢me na chvilku (9, \) zaplnéni (M, 1k, Ayyk). Jelikoz kazdy otevieny interval v R™ ¥
lezi v M, @ My, C M, obsahuje M vsechny borelovské mnoziny z B, 1. Tedy, shrneme-li, je

Bn-i—k C mn & mk cmc mtn-i—ku

odkud z véty 26.1 plyne, ze 9T = MM, 4 k.

3. Jelikoz A = A\, ® Ak, = A4k na viech otevienych intervalech v R"**, plyne z vét o jedno-
znacnosti (kupf. cviceni 26.4) a z konstrukce ziplnéné miry, ze A = A, na M, 1. W
26.3. Poznamka. Neni prilis tézké dokazat, ze pro systémy borelovskych mnozin v eukleidovskych prostorech

plati By ® By, = B4 k. Pro méfitelné mnoziny je situace daleko komplikovanéjsi. Plati totiz, ze

Brtk C My @ My, C My, pliCemz  Bpyp # Do @ My 7# Dy g

Pro prvni protiptiklad sta¢i uvazovat kartézsky soucin H X H, kde H je métitelnd neborelovskd podmnozina R
(cvigeni 1.14.b) a vzit v uvahu lemma 11.2. Druhy pfiklad se skryva v poznamce 11.10.

26.4. Cviceni. Lebesgueova mira je jedinou Uplnou Radonovou mirou na R"™, kterd pfifazuje (otevienym)
intervalim jejich objem.

Typeset by ApMS-TEX
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26.5. Cviceni. Lebesgueova mira je transla¢né invariantni: Je-li A € 9, a ¢ € R™, potom x + A € M, a
An(z+ A) = N A.

26.6. Cvideni. Necht v je transla¢né invariantni Gplnd Radonova mira na R™. Potom existuje ¢ > 0 tak, zZe
V= c\n.

Ndvod. Polozte ¢ rovno objemu jednotkového intervalu (0,1)", spoctéte objem libovolného intervalu a pouZijte
cviceni 26.4.

26.7. Lebesgueovsky meéritelné funkce. Protoze I, obsahuje systém vSech borelovskych
mnozin, je kazda borelovska (specidlng, kazda spojitd) funkce (na R™) méFitelnd. Hlubsi (a
uplnou) charakteristiku méfitelnych funkei (kupf. na otevienych ¢ uzavienych podmnoZinich
R™) podavé Luzinova véta 18.2.

Zakladnimi prostiedky integralniho kalkulu funkci vice proménnych jsou véta o substituci
a Fubiniova véta, umoznujici postupnym pouzitim pfevedeni vicerozmérnych integralti az na
jednorozmeérné.
26.8. Uvod k Fubiniové vété. Nechf M C R"** je méfitelnd mnozina. Podobné jako v 8.3.
budeme znacit £*(M) mnozinu vSech funkci f, které maji (koneény nebo nekoneény) integrél
Jos [ dXnsk, ktergzto znaéime téz tradiéné [, f(x,y)dzdy. Necht 2 € R™. Pfipomeiime, Ze
symbolem M?® zna¢ime mnozinu {y € R : [z,y] € M}.

26.9. Fubiniova véta. Necht M C R""* je méritelnd mnoZina a f € L*(M). Potom pro skoro
vSechna x € R™ md smysl integrdl

g(x) = [ [flz,.)dA

/M.fd)\n+k = /Rngd)\n,
| t@ndviy= [ ([ randy)a

Dikaz. Plyne ihned z vét 11.11 a 26.2. m

26.10. Poznamky. 1. Piedpoklad f € £*(M) je napiiklad splnén, kdyz f € £1(M) (Tonelliho véta) nebo kdyz
funkce f je nezadpornd a méfitelna (Fubiniova véta v uzsim smyslu). V praktickych vypoctech asto dochazi ke
kombinovanému ovéfeni predpokladii: Nejprve pomoci Fubiniovy véty zjistime integrovatelnost | f| a pak pouZijeme
Tonelliho vétu.

a plati

neboli

2. Necht wM znali projekci M na R™, neboli mnoZinu vSech bodd z, pro néz je M® neprazdna. Potom

samoziejmeé
/ f:vyd:vdy—/ ( f(:vvy)dy)d:v,
M M=z

pokud mnozina wM je méfitelnd. Tato podoba Fubiniovy véty se nejcastéji vyskytuje v konkrétnich prikladech.
Obecné vsak z pouhé méritelnosti mnoziny M neplyne méfitelnost wM. Ihned je vidét, ze wM je méfitelna, je-li
M oteviend (potom mM je také oteviend), nebo kompaktni (potom 7wM je kompaktni), nebo aspoii sjednoceni
spocetné mnoha kompaktnich mnozin, napt. uzaviena. Je pravda, Ze i praméty borelovskych mnozin jsou méritelné,
dikaz je vSak mnohem tézsi. Studium pramétt borelovskych mnozin vedlo k zavedeni pojmu analytické mnoziny
(viz [Mar]).
3. Priklady na uziti Fubiniovy véty lze nalézt v hojné mife v [L-P¥]. Zde uvedeme jen jeden.

26.11. Priklad. Pocitejme integrél ]B 2)dz, kde f je integrovatelna funkce na kouli B := {z € R3: |z| < 1}.
Pisme z ve tvaru [z,y], kde & = [21,22] € RZ ay = 23 € R. Potom B* = {y € R : |y| < v/1—|z]?} a
7B = {z € R?: |z| < 1}. Mame

/Bf(z)d2=/ﬁB(/\/1\/:f(m,y)dy) dz

/ /\/\/11 z1 /\{/11 22—22 f(z1,22,23) dzg) dzz) dz1 .
Z 21722
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26.12. Jakobian a derivace. Necht G C R* je oteviend mnozina a ¢ = [p1,...p,] : G — R"

ma v bodé z € G vSechny parcialni derivace. Potom Jacobiho matici (gﬁ? (2)):
3 ;
j

.,n Zobrazeni

EEREE)

1,
1

¢ v bodé z budeme znacit V(z).
Existuje-li linearni zobrazeni L : R¥ — R” tak, ze

et )~ () — L(h)
h—0 |h|

:07

fekneme, Ze ¢ mé v bodé z (Fréchetovu) derivaci. V tomto piipadé je L reprezentovano matici
V(z), nazyva se derivaci ¢ v bodé z a znadi se ¢'(z).

Zobrazeni ¢ ma derivaci v bodé z, pravé kdyz vsechny jeho slozky ¢1,..., ¢, maji derivaci
v z. Spojitost parcidlnich derivaci zarucuje existenci derivace. Zobrazeni, jehoZ vSechny parcilni
derivace az do fadu £ jsou spojité, nazveme C*-zobrazenim, nebo zobrazenim tridy C*.

V piipadé k = n je Jacobiho matice Vip(z) ¢tvercové a jeji determinant J,,(z) nazveme Jako-
bidnem ¢ v bodé z.

Nasledujici vétu uvedeme zatim bez diikazu, pozdéji dokazeme obecnéjsi vétu 34.18.

26.13. Véta o substituci. Necht G C R" je oteviend mnoZina a ¢ : G — R" je prosté
C'-z0brazeni, J,(z) # 0 pro viechna z € G. Necht f je funkce na o(G). Potom

/ ﬂ@mz/ﬂﬂWh@W,
»(G) G

pokud néktery z téchto integrali md smysl.
26.14. Polarni soufadnice. Definujme zobrazeni ¢ : [r,t] — [r cost, r sint]. Potom ¢ je zajisté t¥idy C>° v R2,

4p'(7“,t) _ (cost7 —r smt)

sint, r cost

a Jy(r,t) = r. Zobrazeni ¢ neni prosté. Pro vypoéty mnohych integrald se hodi zdména proménnych x = ¢(r,t),
kde [r,t] probihd vhodnou mnozinu G, zpravidla G C Gg := (0,00) x (0,27). V této situaci jsou jiz splnény
predpoklady véty o substituci, ale je dobré si uvédomit, #e obrazem G neni celé R2. P¥i pouziti je ¢asto nutno
vyuzit avahu, ze A(R2 \ ¢(Go)) = 0.

26.15. Lemniskata. Jako ukazku spocteme plochu mnoziny M omezené lemniskatou:
M = {lz,y] € R? : (a2 + y?)? < 20%(a2 — y?)} .

Z davodu symetrie se 1ze omezit na prvni kvadrant /. Zavedeme-li zobrazeni ¢ pomoci polarnich soufadnic z pred-
choziho odstavce a oznacime-li

L={[rt]€R?:r € (0,V2a2cos2t),t € (0,%)}7

je (L) = M N 1. Podle véty o substituci dostdvame

rdrdt = 4a® / ‘ cos 2t dt = 2a>.
0

Aa(M) :4/

L
Kromé poradného odtavodnéni uvedeného postupu je nejvétsim problémem nalezeni mnoziny L. To se lze naudit
jen dtkladnym spocitanim mnoha piikladi.

26.16. Sférické souradnice. Uvazujme zobrazeni ¢ = [z,v, 2], kde

x(r,t,0) =rcos6 cost, y(r,t,0)=rcos6 sint, z(r,t,0)=rsind

a[r,t,0] € Go := (0,00) x (—m,7) X (—im, i7). Mame

2™ 3
cosf cost, —rsintcosf, —rcostsinf
@' (r,t,0) = | cos@sint, rcostcosf, —rsintsinf
sin 6, 0, rcos 0

Tudiz Jy(r,t,0) = 2 cos 8. Podobné jako u polarnich soutadnic, ¢(Go) neni celé R3. Mnozina R3\ p(Go) = {z €
R32: 22 =0 a 3 > 0} md miru nula.

26.17. Cvideni. Necht s, je objem m-rozmérné jednotkové koule. Necht ¢ je nezdporna métitelna funkce na

intervalu (0, R). Potom
R
/ @(\x\)dw:nﬁn/ rlo(r) dr.
B(0,R) 0

Ndvod. Nejprve se soustiedte na pripad, kdy ¢ je po éastech konstantni, a pak pouzijte limitni pfechody.
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26.18. Konvoluce funkci a mér. Necht’ fig jsou méfitelné funkce na R™. Pokud ma pro skoro
vSechna z € R" smysl vyraz f =[x~ f(z —y)g(y) dy, nazyva se funkce f * g konvoluci
funkei f a g.

Necht f je funkce na R™ a u je (znaménkové) Radonova mira tamtéz. Pokud mé pro skoro
vSechna z € R"” smysl vyraz f x u(z fRn x — y)du(y), nazyva se funkee f x p konvoluci
funkce f s mirou pu.

26.19. Véta. Budte f,g € LY(R"). Potom pro skoro vsechna x € R™ funkce y — f(x —y)g(y)
lezi v LY(R™), je fxg € LY allf*glli <||fllllgll1-

Diikaz. Nejdiive je tieba ukazat, ze funkce [z,y] — f(x—y)g(y) je méfitelna v R?". Samoziejme,
funkee [z,y] — g(y) je v R*" méfitelna. Je tieba dokdzat métitelnost funkee [z,y] — f(z — y).
K tomu stadi nahlédnout, ze pro kazdou méfitelnou mnozinu £ C R"™ je i mnozina {[z,y] €
R" xR"™: x —y € E} mé&Fitelna. To je pravda, protoze pii vhodné volbé soufadnicového systému
v R?" m4 takova mnoZina tvar E x R". Nyni pouzijeme Fubiniovu vétu 26.10 (v uzsim smyslu)
a dostaneme

[ 1= gl dedy = [ ot

Nyni pouzijeme opét Fubiniovu (vlastné Tonelliho) vétu a dostaneme jiz lehko vSechna zbyvajici
tvrzeni. m

(/ . |f(x_y)|d$) dy = || f]l1 gl < oo.

26.20. Zobecnéna Youngova nerovnost. Necht1 < p,q,r < oo, %—I—% = l—l—%. Je-li f € LP,
g € LY, je fxg=gx*f definovdna skoro vsude, je prvkem L a ||f * g||» <|f|lpIlgllq-

Dikaz. Predpokladejme, Ze p,q,r < oo (jinak jde o snazsi ptipady, které pfenechévéme Ctenari;
piiklad diskuse riznych moznosti uvedeme v ditkazu véty 26.21). Oznacme f=1fP, g =gl
Potom funkce f a g lezi v L. Podle predchozi véty je konvoluce f * g definovana skoro vsude a
lezi v £'. Pro pevné x dostaneme pouzitim Holderovy nerovnosti

7@ = y)g(y) dy| < /R =) Tl (1@ =)l Flaw)? )

= (/ . 'f@—y)'p)r’”‘p(/ o) Q)Z“‘Q(/Rn If(x—y)lplg(y)l“)%

=117l lglla™ ((F *3) ()" -

’Rn

Fubiniova véta dava
Frg= / ([ F— )ity dy) dz = / ([ Fe—wiw) de)dy = | FI2llle.
R" n JRn n JRn

Tedy

ireali= [ |[ = uawa] @<l ol [ (o) s
< Il lall ) £l = 1150l

26.21. Véta. Je-li f € LP, 1 < p < 00, a p je koneénd znaménkovd Radonova mira na R",
potom fxu € LP a
1 pllp < [1£1lp [l (R™).

Diikaz. (a) 1 < p < +o00. Holderova nerovnost dava pro pevné x

[ sa=vau| < ([ 15 -0l dilw)” (ul®)"
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Tedy (s pomoci Fubiniovy véty)

A surde < (u®D) ™ [([ 15 =P de)alu) = @111

(b) p = 1. Pouzijeme hned Fubiniovu vétu:

[ 1reulde < [([ 116 =l da)dlulto) =@ 5],

(¢c) p = 40o0. Pro skoro viechna z € R™ mame

1+ )] < / F@ — )] dlp () < [ Flloolul(RT)

R'Vl
]
26.22. Poznamka. Necht 1 < p < oo, % + % = 1. Necht f € LP a g € L9. Potom podle 26.20 je fxg € L™ a

dokonce f * g € Co(R™). Tyto vlastnosti se ndm budou sndze dokazovat az budeme znat metody kapitoly 31 (viz
cviceni 31.9).
26.23. Cvi¢eni. Budte f,g,h € L. Ukazte, ze (skoro viude)

(frg)xh=Ffx(gxh)

26.24. Cvideni. Uvedeme jednu z moznosti, jak zavést v eukleidovském prostoru Jordan-Peaniiv objem (srovnejte
s cvi¢enim 5.12). Necht m je pfirozené ¢islo a ¢ = [i1,...,in] € Z" je “multiindex”. Ozna¢me Q,, ; uzavienou
krychli [(i1—1)27™, 4127 ™]X - - X [(in—1)27™, i,27™]. Je-li m pevné a i probihd Z", krychle @, ; se nepiekryvaji
(tj. vnitiky jsou po dvou disjunktni) a vypliuji cely prostor R™. Je-li E C R"™, necht J*(F, m) zna¢i 2~ ™"-nasobek
poctu prvkd mnoziny {i: E N Qm,; # 0}, J«(E, m) znaci 2~ ™"-ndsobek poétu prvkd mnoziny {i: Qm,; C E},

]*E:i?nfj*(E,m) a J«E =supJ«(E,m).

(a)
(b)
(c) Pro kazdou kompaktni mnozinu K je J7*K = AK.

(d) Necht E je omezena. Potom J*E = J«E, pravé kdyz OF ma nulovou Lebesgueovu miru.

Pro kazdou mnozinu E je J+E < ME < ME << J*E.

Pro kazdou otevienou mnozinu G je J.G = A\G.

26.25. Cviceni. Necht G C R" je oteviend mnozina. Potom existuje disjunktni systém kouli v G, jehoz sjednoceni
pokryva G az na mnozinu miry nula.

Ndvod. Tvrzeni je snadnym dusledkem Vitaliovy véty 27.2. Zde naznacime myslenku elementarniho diukazu.
Muzeme piedpokladat, Zze G méa kone¢nou miru. Polozme Gg = G. Podle cvic¢eni 26.24 najdéme uzaviené krychle
Q1,...,Qp, jejichz vnitiky jsou po dvou disjunktni a sjednoceni ma miru vétsi nez %)\G. Bud ¢ =2""AB(0,1/2).
Potom do vnititku kazdé krychle miry a se zfejmé vejde uzaviend koule miry ca. Takto dostaneme uzaviené po
dvou disjunktni koule B; C Q; tak, zZe jejich sjednoceni F; mé miru vétsi nez %)\G. Polozme G1 = Go \ Fi.
Indukci sestrojime postupné v kazdé G; := G;_1 \ F; sjednoceni F; 11 po dvou disjunktnich uzavienych kouli tak,
ze \G; < (1 - 5)A\Gi—1 < < (1= g)i)\G.

26.26. Cvic¢eni. Necht F C R" je libovolnd mnozina. Potom

NE =inf{d_ \U(z;,r;): |JU(z;,75) D E}.
j j

Ndvod. Muzeme predpoklidat, ze A*E < 4o0o. Volme € > 0 a najdéme otevienou mnozinu G D FE tak, ze
AG < M*E + ¢. Podle cviceni 26.25 existuje spocetny disjunktni systém {V;} otevienych kouli tak, ze

DAV =AUV <G+
J J

a {V;} pokryvad G aZ na mnozinu N miry nula. Najdéme oteviené intervaly I; tak, ze |JI; D N a Y AI; < e.
J J
Ke kazdému j podle cviceni 26.24 existuji uzaviené krychle Q;” tak, ze Q;" DIja); )\Q;-” < 2X1;. Ke kazdé
m m
krychli Q;” najdeme otevienou kouli ij se stejnym stfedem a polomérem rovnym priumeéru krychle Q;” (takze
ij obsahuje Q;”) Ziejmé existuje konstanta c¢ zavisejici jen na dimenzi n tak, ze )\ij < CAQ}”. Maéme tedy
STAW <e) AQT <2 ) A < 2ce.
J,m J,m J

Dikaz snadno dokoncime sloucenim systémi kouli Vj; a W]m.
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27. POKRYVACE VETY

Pokryvaci véty patfi k silnym nastrojim hlubsich partii teorie miry a integralu. Zde uvedeme
dvé véty Vitaliova typu (ucelem je z daného pokryti vybrat spocetny nebo koneény disjunktni
podsystém tak, aby zbytek mél malou miru). Nejprve predlozime klasickou Vitaliovu vétu, v jejimz
znéni bude uzite¢ny nasledujici pojem.

27.1. Vitaliovské pokryti. Rekneme, ze systém V uzavienych kouli tvoii vitaliovské pokryti
mnoziny A C R™ (nebo téz, ze ma Vitaliovu vlastnost), jestlize pro kazdé x € A a r > 0 existuje
B eV tak, ze x € B C B(z,r).

27.2. Vitaliova véta. Necht V je systém uzaviengch kouli, tvorici vitaliovské pokryti mnoZiny
A C R"™. Potom existuje spocetny podsystém A CV po dvou disjunktnich kouli tak, Ze

AAN(JA) =o.

Diikaz. Predpokladejme, ze A C H C R™, kde H je oteviend mnozina koneéné miry. (DokéZzeme-
li vétu v tomto pfipadsé, lze ji poté aplikovat postupné pro H = U(0,1), U(0,2)\ B(0,1), U(0,3)\
B(0,2),.... Tim nalezneme spocetny po dvou disjunktni podsystém daného systému, ktery az na
mnozinu miry nula pokryvd A\ {z € R": || € N}. Nyni si sta¢i uvédomit, ze \N{x € R": |z| €
N} = 0.) Déle lze pfedpokladat, ze zaddné konecné sjednoceni po dvou disjunktnich kouli z V
nepokryva A — jinak by nebylo co dokazovat. Ozna¢me

W = {(z,7): B(z,r) € V}.

Nyni budeme indukeci konstruovat posloupnost {B;} po dvou disjunktnich kouli z V. V nultém
kroku zadame prazdny systém kouli. V k-tém kroku, k£ = 1,2,... mame vybrany koule
Bi,...,Br_1 z V a oznatime

k-1
s, =sup{r > 0: B(z,r) €V, B(z,r)N (U Bj) =0}.
j=1

Potom s; > 0 (vzhledem k Vitaliové vlastnosti a dodate¢nému ptedpokladu, uéinénému na
zac¢atku dikazu) a +o0o > s1 > s2 > ... (mnoZina H mé kone¢nou miru). Nyni staci vybrat
By, = B(xy,ry) € V tak, Ze 1, > si/2 a By N Bj =0 pro j < k.

Systém kouli A := {By, k € N} je po dvou disjunktni. UkdZeme, Ze pokryva A az na mnoZinu
miry nula. Zvolme libovolné p € N a x € A\ |JA. Z Vitaliovy vlastnosti najdeme kouli B =
B(y,s) € Vtak,zex € BaBNB; =0proj=1,...,p— 1. Potom s < s,. Jelikoz A\H < o0, je
ZTZ < 00, takze lim s, = limry = 0. Najdeme tedy ¢ > p tak, Ze sq11 < s < s4. Podle definice
k

Sq+1 existuje i < ¢ tak, ze B; N B # (. Ozna¢me z néktery z bodu lezicich v B; N B. Potom
lz—z;| < |z —yl+|ly—z|+|z—xi| <s+s+r <250 +71; <28 +71; <bry,

neboli x € B(x;, 5r;). Jelikoz nutné ¢ > p, mame
A\UA C U B(xi,E)ri),
i=p

tedy
MANJA) <) 5"AB(i, )

a limitnim pfechodem pro p — oo dostévame A(A\|JA) =0.m
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27.3. Dusledek. Necht A C H C R", pricemZ H je oteviend mnoZina koneéné miry. Mé&me
systém V uzaviengch kouli v H, tvorici vitaliovské pokryti A. Potom ke kaZdému € > 0 existuje
konecény systém po dvou disjunktnich kouli Ac C 'V tak, Ze

XA\ JA) <e.

Diikaz. Stali vzit A. = {Bi,..., By}, kde B, jsou jako v dukazu pfedchozi véty a p je dostatecns
velké. m

Véta 27.2 je pro vétsinu aplikaci postacujici. Presto uvedeme i rafinovanéjsi pokryvaci véty,
které budou pro nas uzite¢né napr. v kapitole 28.

27.4. BezikoviCova véta. Fuistuje piirozené éislo N (zdvisejici pouze na dimenzi prostoru
R") s ndsledujici vlastnosti:

Je-li A C R"™ mnozZina a A omezend kladnd funkce na A, potom existuji spocetné mnoZiny
Dy,...,Dn C A tak, Ze

N
Ac| JU(z, A@) sz € | Di}
k=1
a pro kazdé k € {1,2,...,N} je systém kouli
{B(z,A(z)) : x € Dy}

po dvou disjunktni.

Diikaz. Bud S = {x € R" : |z| = 1}. Z kompaktnosti S dostaneme existenci koneéné mnoziny

T C S takové, ze
1

S c UU(t,4—O).

teT

Bud ¢ pocet prvki mnoziny 7' a N = 2§ + 1. Toto N nam vysta¢i pro omezené mnoziny.
Predpokladejme tedy nejprve, Zze mnozina A je omezena. Nyni budeme konstruovat indukci body
x;: Ozna¢me

s1 =sup{A(z):x € A}
a najdéme z1 € A tak, Ze A(z1) > £ s1. V j-tém kroku (j > 1) ozna¢me
M; = A\ |J Ui, Az)) -
i<j

Pokud M; = 0, je proces ukoncen a polozme D = {z; : i = 1,...,j — 1}. V opa¢ném pfipadé

oznatme s; = sup{A(z) : z € M;}, najdéme z; € M; tak, Ze A(z;) > Ls; a polozme D =

{z; : i € N}. Nyni ukdzeme, ze A C JUj, kde U; := U(z;,A(z;)). Toto je zfejmé, pokud
J

je D kone¢nd mnozina. V opacném pf‘ipadé z omezenosti A plyne, Ze z posloupnosti {z;} lze
vybrat cauchyovskou podposloupnost {z;, }. Pro i < j lezi z; vné kruhu U(x;, A(x;)), takze
A(z;) < |x; — xj|. Dostdvame

inf{A(z;) : i € N} <inf{|w; — x| : 4, e N, i £ j} =0.
Zvolme z € A. Najdeme j tak, Ze A(z;) < ZA(x). Potom A(z) > s;, takie ¢ M;, coz znamené,

ze
JJEUUZ'.

i<j

Zavedeme pomocnou funkci p. Pro kazdé x; € D polozme

Pj={ie{l,...,j—1}: BinB; # 0},
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(kde B; maji stejny vyznam jako vyse) a definujme rekurentné
p(z;) =min{k € N : k # p(x;) pro viechna ¢ € P;}.

Polozme Dy = {z; : p(xz;) = k}. Potom zfejmé pro vSechna k € N je systém kouli {B; : z; €
Dy} po dvou disjunktni a zbyva dokézat, ze pro vSechna z; € D je p(z;) < N. K tomu staci
nahlédnout, Ze pro vSechna z; € D je pocet kouli B;, ¢ < j, protinajicich B; mensi nez N.
Ditkaz pravé uvedeného tvrzeni povedem sporem. Zvolme z := x; € D pevné. Je-li pocet kouli
B;, i < j, protinajicich Bj, vétsi nebo roven N = 2¢ 4 1, potom existuje ¢t € S a tfi prvky
21, 22,23 € D tak, ze
2p =Ty, Ppro j1 < jo < j3 <1

1
< —, k=1,2,3.
<407 ) &y

Z— 2k ’
|z — 2k

Oznac¢me (pro k =1,2,3)
r=A(z), r, = Azk), R =z — zi|.

Potom tato ¢isla spliuji soustavu 16 nerovnic

(I r >0,
(ITx) Ry <rp+r,
(IIIk) r < %’I‘k,
8
(IVl) ry < ?TQ,
8
(IVQ) r3 < ?Tlv
8
(IVg) ro < ?Tl,
(Vi) Tk < Ry,
1
(VIl) ) S |R2—R3|+§T3,
1
(VIQ) T1 S |R1—R3|+§T3,
1
(Vlg) T1 S |R1—R2|+§T2,

kterd nemd zadné FeSeni — to bude hledany spor. Vratme se k odvozeni soustavy. Nerovnice (II)
vyjadiuji, ze koule B(zy, i) protinaji B(z,r). Nerovnice (III), (IV) dostaneme ze vztahu

8
A(IJ) <5 < ?A({EZ),
ktery plati pro ¢ < j. Nerovnice (V), (VI) ziskdme ze vztahi
A(wl) < |$j — $i|,

ktery také plati pro ¢ < j. Napf nerovnici (VI;) dostaneme (pomoci definice ¢isla N, (II3) a
(I1I3)) takto:

|23 — 2| |z3 — 2|

r2§|22—23|§|22—z—|22_Z|(z2—z)|—|—|Z3—z—|Z2_Z|(z2—z)|
Z3 — 2 29 — % 1
< |R; — R3| + Ry| = — 2" | <|Ry — Rs| 4+ 2R3—
lz3 — 2| |22 — 2| 40

1 1
S|R2—R3|+%(T3+T)§|R2—R3|+ 7‘3§|R2—R3|+§7‘3-

20-7
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Nyni ukézeme Ze soustava (I)—(VI) skuteéné neméd feseni. K tomuto tcelu je vhodné rozlisit tii
pfipady podle toho, ktery z vyrazi |Ry — Rs|, |R1 — Rs|, |R1 — Rz| je souctem zbylych dvou.
Vsechny tii situace jsou analogické, vySetfime napiiklad piipad

|R1 — R2| = |R1 — R3]+ |R2 — R3] .

Poznamenejme, ze vSechny neznamé jsou podle (I), (III) a (V) kladnd ¢isla (coZ je ostatné patrné
i z jejich geometrického smyslu). Podle (IIy), (IIz), (V1), (V2) a (IV3) je

. 7
|R1—R2|§r+|r1—r2|:r+r1+r2—2m1n(r1,r2)§r+r1+r2—1r2.

Na druhou stranu, z (V1) a (VI3) dostaneme

1 1
|R1—R3|+|RQ—33|ZT1—§T3+T2—§T3,
tedy podle (IIIz) a (IVy)
Ty <rt2r <r(§+g §)—Er
N A A T T

Soustava (I)—(VI) tedy skute¢né nemtze mit FeSeni.

Nyni pfedpokladejme, Ze mnozina A je neomezend. Bud K konstanta vétsi nez 2 sup A(x).
z€A
Oznacme

Ai={zeA:(i-1)K <|z| <iK}.
Ke kazdému i € N najdéme podle pfedchoziho prislusné D} C A;, k =1,..., N. Polozme
Dk_{U{D}:c:isudé} prok < N,
\U{D;},_ @@ liché} pro N <k <2N.
Pozadované vlastnosti jsou tedy splnény pro dvojnasobné N.m

27.5. Lemma. Nechi N je konstanta odpovidajici dimenzi n podle véty 27.4. Bud . Radonova
mira na R™. Necht A C H C R"™, pricemz H je oteviend mnoZina, pH < 400. Méme ddnu
kladnou omezenou funkci A na A tak, Ze pro vsechna x € A je B(x,A(z)) C H. Potom exis-
tuje oteviend mnozina U C H a koneénd mnozZina bodi F' C A tak, Ze A C U, systém kouli
B(z, A(x))zcr je po dvou disjunktni a

1
p(U\ Bl A@)) < (1= 52) U
zeF
Diikaz. Podle predchozi véty najdeme spocetné mnoziny Dy, ..., Dy C A tak, Ze
Ac | B, A),

xzeD

kde D := Ufﬂvzl Dy, aprokazdé k € {1,2,..., N} je systém kouli { B(z, A(x)) : € Dy} po dvou
disjunktni. Oznac¢me

Ey= |J B(x,A@), U= |]JU@A®@).
zeDy, xeD

Potom existuje ¢ € {1,... N} tak, ze pE, > %MU. Vybereme koneénou mnozinu F' C D, tak,
aby

i U B(z,A(z)) > L;LU.

zeF 2N
Potom 1
w(U '\ ngJF B(z,A(x))) < (1 - W);LU.
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27.6. Vitaliova véta pro Radonovy miry. Bud p Radonova mira na R™. Necht A C H C
R™, pricemZ H je oteviend mnozina konecné miry . Méjme systém V uzavienych kouli v R™ tak,
Ze ke kazdému x € A existuji r; \, 0, pro néZ B(z,r;) € V (opét Vitaliova vlastnost, ale jind !).
Potom ke kazZdému € > 0 lze nalézt otevienou mnoZinu G C R™ a konecny po dvou disjunktni
podsystéem A C V tak, Ze uG < ¢ a

Acaul 4.
Diikaz. Indukci budeme konstruovat posloupnosti mnozin {Gy} a {Ay}. Polozme Gy = H, Ag =
A. V k-tém kroku predpokladejme, ze mame sestrojeny oteviené mnoziny Go O -+ O Gir—1
a mnoziny Ag D -+ D Ag_1. Podle lemmatu 27.5 najdeme otevienou mnozinu U C Gj_1

a uzavienou mnozinu My C Gi_1 tak, ze My je sjednoceni konecného po dvou disjunktniho
systému kouli z V, Ax_1 C Uy a

M(Uk \ Mk) < (1 - %)NUI@ .

Polozme
Ak:Akfl\Mk, Gk:Uk\Mk

Ze zpusobu konstrukce vyplyvd, Ze v k-tém kroku je mnozina A \ G} pokryta dosud vybranymi
koulemi (které tvofi koneény po dvou disjunktni podsystém V), jehoZ sjednoceni je mnozina M; U
-+ U My), pfitemz

1 1 (k
NGk<(1—m)MGk—1§'“§(1—ﬁ) nGo .

K dokonceni dukazu stacéi vzit dostatecné velké k. m

27.7. Dusledek. Bud i Radonova mira na R™. Necht A C R"™. Méjme systém V uzavrenych
kouli v R™ tak, Ze ke kaZdému x € A existuji r; \, 0, pro néZ B(z,r;) € V . Potom ezistuje
spocetny po dvou disjunktni podsystéem A C V tak, Ze

A\ Jv) =o.

Diikaz. Tvrzeni je ziejmym disledkem véty 27.6, pokud mnozina A je omezena. Pro obecny
pfipad pouzijeme podobnou myslenku jako v dikaze véty 27.2, ale s nutnou opatrnosti — miize
se totiz stat, ze p{x: |z|] = r} # 0. Proto posloupnost polomért {1,2,3,...} z dikazu 27.2
nahradime posloupnosti {ri,rs,...}, kde r; /* +00 a pro kazdé j € N bude p{z:|z| €r;} =0
(viz cvideni 15.16.b). m

27.8. Poznamka. Ve vété 27.6 a dusledku 27.7 predpokladame, ze stiedy danych kouli lezi v pokryvané mnoziné.
Véta 27.2 a duasledek 27.3 tedy nejsou pfimymi dusledky véty 27.6 a dusledku 27.7. Prosté “lepsi mira — lepsi
pokryvaci véta.”

27.9. Cvi€eni. Nechf (P, p) je separabilni metricky prostor, A C P a 7 > 1. Mé&me 20 C P x (0,1] tak, zZe
systém kouli {B(z,r) : (z,r) € 20} pokryva A. Potom existuje spodetny podsystém & C 20 tak, ze koule B(z, ),
(z,r) € &, jsou po dvou disjunktni a

AC U Uz, (1+27)r).
(z,r)€B

Ndvod. Ke kazdému k € N pfifadme postupné spocetny podsystém S, C 2, kde
W, = {(x,r) eWrF <y <R B(z,r)N LJ{B(y7 $):(y,s) ESLU---USk_1} = @}

tak, aby koule B(z,r), (z,7) € G, byly po dvou disjunktni a B(z, ) N U{B(y, s): (y,s) € S} # 0 pro viechna
(z,r) € W,.

(To muzeme provést tieba takto: Bud {g;} posloupnost bodi P tvofici hustou mnozinu. Za¢neme s 62 =0a
postupujeme indukci. Bud j > 1 pfirozené ¢islo. Pokud existuje (z,7) € 20, tak, ze ¢; € B(x,r) a pro vSechna
(y,s) € 6?;1 je B(z,7)N B(y, s) = 0, polozme Gi = 6?;1 U{(z,r)}. V opaéném piipadé ponechme Gi = G?;l.)

Nyni polozme & = |J32; 6. Koule B(z,r), (z,7) € & jsou ziejmé po dvou disjunktni. Zvolme bod = € A.
Dokazeme, ze

T € U U(u, (1+27)r).
(u,r)€S
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Jelikoz
AC U B(u,r),

(u,m)€W

najdeme (y, s) € W tak, ze « € B(y, s). Dale najdéme k € N tak, zZe

TR < s < TR

Potom bud (y, s) lezi v &) (a potom neni co dokazovat), nebo B(y, s) protind nékterou z “predchozich” kouli.
Presnéji, existuje z € B(u,r) N B(y, s), kde (u,r) € 1 U - U Sy. Zfejmé s < 7r, takze

pla,u) < pla,y) + p(y. 2) + plz,u) < 25+ 1 < (27 + Dr,

tedy © € U(u, (27 + 1)r).

27.10. Cviceni. Necht U je systém otevienych kouli v R, M = |J U, ¢ < AM. Ukazte, zZe existuji disjunktni
veu
Uy, ...,Ux € U tak, ze

k c
Z AU; > 3"
j=1

Ndvod. Existuje kompaktni mnozina K C M a konetny podsystém U’ C U tak, ze AK > c a Uy U D
K. Vyberme kouli Uy € U’ s nejvétsim polomérem. Mezi koulemi z U’ neprotinajici Uy vyberme Usz s nej-
vétsim polomérem. V obecné kroku mezi koulemi z U’ neprotinajicimi zadnou z kouli Uy, ...,Uj—1 vyberme Uj
s nejvétsim polomérem. Po koneéné mnoha krocich je proces ukoncen posloupnosti {Ux,...,Uy}, kdyz dalsi kouli
podle popsanych pravidel jiz vybrat nelze. Je-li z € K, potom = € U pro nékteré U € U’ a z konstrukce plyne,
%e U NU; # 0 pro nékteré i. Necht i je nejmensi takovy index. Potom U neméa vétsi polomér nez U;, takze z lezi
v kouli, kterd ma stejny stfed jako U; a trojnasobny polomeér. Tedy

k
¢ <AK < 3" AU
j=1

27.11. Cviéeni. Dokazte Vitaliovu vétu 27.2 ze cviceni 27.10 obdobnym postupem, jako je véta 27.6 odvozena
z lemmatu 27.5.

27.12. Historické poznamky. Nejznaméjsi z pokryvacich vét pfislusi G. Vitalimu [1908], ktery ji dokazal pro
ptipad uzavienych intervali a Lebesgueovy miry. Tato véta byla pozdéji zobectiovana a dokazovana mnoha autory
riznymi sméry (H. Lebesgue [1910], S. Banach [1924], C. Carathéodory (druhé vydéni z r. 1927 knihy [*1918]).
Dalsi krok vpfed byl u¢inén A.S. Bezikovi¢em [1945], [1946] a A.P. Morsem [1947]. Ptuvod jednoduché pokryvaci
véty ze cvieni 27.10 je ve Wienerové ¢lanku [1939)].

28. DERIVOVANI MER

28.1. Derivace miry. V dal$im p bude Radonova mira na R™ a A, jako obvykle, Lebesgueova
mira.

Je-li x € R”, definujeme

— o
D,(z) = TILI& sup B

. o uB(z,r)
D, (v) = Tl_l)r(r)1+ inf NBar)
Pokud D, (z) = D, (z), znacime tuto spoletnou hodnotu Dy, (x) a D, (z) se zove (symetricka)
derivace miry p (vzhledem k A) v bodé x.

r’.

28.2. Poznamky. 1. Lze spocitat, ze AB(z,r) = =&

2. Funkce = — D, (z) a z Dy(z) jsou borelovsky méfitelné. (To plyne z faktu, Ze funkce = — uB(z,7) je
shora polospojita, funkce x — AB(z,r) je spojita a pti definici D, se lze omezit na r € Q.)
Porovnejte toto tvrzeni s nasledujici prekvapujici vétou (O.Hajek [1957]): Je-li F' libovolnd funkce na intervalu

I C R, je funkce DF (viz 22.8) borelovskd na I. Dikaz pro pfipad spojité funkce F' je naznacen v 25.8. (Tato
véta neplati obecné pro Diniho derivace, existuji funkce, jejichz vSechny ¢tyfi Diniho derivace jsou neméfitelné.)
3. Bud u Radonova mira na R a F pfislugna distribuéni funkce (viz 24.1). Potom D, (z) = DF(z).
Jako pfedehru k nasledujicimu lemmatu uvedme nasledujici tvrzeni: Je-li F'(z) < a pro z € A, je pA < alA
a podobné uB > aA\B, pokud F' > a na mnoZiné B.
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28.3. Lemma. Buda>0aACR"™
(a) Jestlize D, (r) < a pro vsechna x € A, potom pA < alA.
(b) Jestlize D, (x) > a pro viechna x € A, potom pA > alA.

Diikaz. Tvrzeni (a) je ziejmé v piipadé AA = oo. Je-li AA < 400, volme € > 0 a naleznéme
otevienou mnozinu G D A tak, aby AG < AA + ¢. Podle Vitaliovy véty 27.6 pro Radonovy miry
nalezneme nyni disjunktni uzaviené koule B(xz;,r;) C G tak, ze

uB(zi,r;) < (a+e)AB(zi,r;), p(A\ UB(,TZ', r;)) =0.

(V ptipadé, kdy mira p je absolutné spojitd vzhledem k A, jsme mohli koule uvedenych vlastnosti
nalézt také podle (snazsi) Vitaliovy véty 27.2.) Potom

pA <Y pB(ri,ri) < (a+e) Y AB(wi i) < (a+€)AG < (a+e)(M +e),

odkud jiz plyne tvrzeni (a).
Tvrzeni (b) se ziskd obdobné, pouzijeme Vitaliovu vétu 27.2 pro Lebesgueovu miru. m

28.4. Véta. Bud i Radonova mira na R". Potom derivace D, (z) ezistuje koneénd pro A-skoro
vSechna x € R™.

Drikaz. Staci se omezit na kompaktni interval I C R*. Prok € N ar,s € QT, s < r, polozme
Ay ={zel:Dy(x) >k}, A(r,s)={zel:D,(x)<s<r<D,(z)}
Podle ptedchoziho lemmatu dostavame

kXA < pAp < pl < 400,
rAA(r, 8) < pA(r, s) < sAA(r, s) < sAI < +o0.

Odtud plyne, ze A(()Ax) = limx AAr, = 0 a AA(r,s) = 0 (nezapomeriite, ze 0 < s < r ). Ze

Ea

vztahi

0<D

.(2) <D, < 400, {xEI:EH(x):—i—oo}:mAk
k

{rel:D,(z) <Du(z)} = U A(r, s),

r,seQt
dostavame jiz tvrzeni. m

28.5. Poznamka. Uvazujme chvilku pfipad, kdy F je distribuéni funkce na R pfislusnad Radonové mire . Vime,
ze F' ma (konecnou) derivaci F’ skoro vSude (Lebesgueova véta 22.5), ze ]; F’dX < F(b) — F(a) (véta 22.7), a ze
]: F’d\ = F(b) — F(a) pro kazdy interval [a, b], pravé kdyZ mira u je absolutné spojitd vzhledem k A (dtsledek

d
23.5 a cviceni 24.7). V poslednim piipadé pak F’ splyva s Radon—Nikodymovou derivaci ﬁ Z tohoto tuhlu je

tedy tieba se divat na dalsi tvrzeni.

Diikaz nasledujici véty je postaven na lemmatu 28.3. Jiny dikaz, zalozeny na vcelku elemen-
tarni pokryvaci vété ze cviceni 27.10, lze nalézt v knize [Ru].

28.6. Véta. (a) Pro kaZdou borelovskou mnoZinu B C R™ plati fB D, d\ < pB. Specidlne, D,
je lokdlne \-integrovatelnd.

(b) Je-li p < A, potom pro kaZdou borelovskou mnoZinu B C R™ plati fB D, d\=uB.
Dikaz. Bud 8 > 1, k € Z a polozme

B = e e B < Dy <37, M=
k

Podle véty 28.4 je A(B\ M) = 0; je-li u < A, pak také pu(B\ M) =0.



96 E. INTEGRAL V R"

a) Pouzitim lemmatu 28.3.b dostavame

+00 too
DdA:/Dd/\: / D, d\ < BEHINBy (B
/B : Mo k;m Bi(8) : k:z—oo <
+oo

<B Y uBi(B)<BuB.

k=—o0

b) Podle 28.3.a

+o0 too I
/B Dudr> S /B Dydx> Y FAB(S) > 571 Y uBu(B) = B uM = B uB.
k=—o0 k(8) k=—o0

k=—o0

Tvrzeni (a) i (b) dostaneme limitnim piechodem § — 1+. m

28.7. Véta. Bud u Radonova mira na R™. Ndsledugjici vyroky jsou ekvivalentni:
(i) p<A,
(ii) uB = [5 Dy dX pro kaZdou borelovskou mnoZinu B C R™,
(i) D, je Radon-Nikodymova derivace p vzhledem k A,
(iv) D, < +oo pro p-skoro vsechna x € R".

Diikaz. Podle pfedchozi véty (i) = (ii), tudiz ekvivalence (i)« (ii)<(iii) je zfejma. Implikace
(i) = (iv) plyne ihned z predchozi véty 28.6. Piedpokladejme tedy platnost (iv) a bud A C R™,
pro niz AA = 0. Pomoci lemmatu 28.3.a dostdvame pro kazdé k € N

mreA: D, (z) <k} <kA=0,

odkud jiz lehko plyne, ze uA =0. m
28.8. Poznamky. 1. Nebylo by prilis tézké vyslovit obdobné véty i v pripadé, kdy p je znaménkova mira.

2. Je-li p Radonova mira na R™ a p = ps + p1q Lebesguetiv rozklad g na singularni a absolutné spojitou cast,
potom D, je Radon-Nikodymova derivace pq vzhledem k A.
28.9. Cviceni. Necht G C R"™ je otevfend mnozina, f : G — R"™ difeomorfni zobrazeni. Je-li B borelovska
podmnozina G, polozme uB := Af(B). Ukazte, ze p je Radonova mira na G a

(a) Du(z) = |Js(x)| pro kazdé x € G,

d

(b) absolutni hodnota jakobidnu |Jy| je Radon-Nikodymovou derivaci ﬁ

28.10. Historické poznamky. Podobné jako jsme definovali (symetrickou) derivaci miry p v bodé z limitnim

postupem pomoci kouli B(z,r), mohli bychom definovat kupf. derivace pomoci krychli se stfedem z, jejichz délky
stran by konvergovaly k nule. Lehce zjistite, Ze bychom vlastné zadny novy pojem nedostali.

Pro limitni pfechod bychom vSak mohli uvazovat mnohem obecnéjsi posloupnosti mnozin “smrstujicich se”
vhodnym zptisobem k bodu z. Tak kupf. bychom mohli uvazovat vSechny posloupnosti utvofené z intervala
obsahujicich bod z tak, aby jejich pruméry konvergovaly k nule. Podotknéme, Ze pro tyto obecné “derivace mér”
jiz nemuseji véty tohoto odstavce platit. Neplati totiz pro né ani analogie véty 29.2 o hustoté, kterad je jejich
pfimym dusledkem. Pfiklad 1ze nalézt v M. de Guzman [*1975], kapitola V., §2,

K problematice derivovéni mér existuje dost rozséhlé literatura, uvedme t¥eba [Ru], M. de Guzmén [*1975].
29. VETA O HUSTOTE A APROXIMATIVNE SPOJITE FUNKCE

29.1. Body hustoty. Uvazujme (lebesgueovsky) méfitelnou mnozinu M C R™ a bod z € R"
(ne nutné lezici v M). Podivejme se na “primeérnou hustotu” mnoziny M v kouli U(z,r) — ta je
AMNU(x,r)) AMNU(x,r))
AU (z,r) AU (z,r)
tim “vice” mnoziny M je obsazeno v kouli U(z,r). Rekneme, ze x je bodem hustoty mnoziny M,
estlive i AMNU(x,r))
jestlize lim —/\U(:zz, .

déna podilem . Ziejmé 0 < <1 a ¢im blizsi je tento pomeér k 1,

= 1. Plati nasledujici dulezité tvrzeni.
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29.2. Lebesgueova véta o hustoté. Skoro kazdy bod meéritelné mnozZiny M je bodem hustoty
M.

Diikaz. Polozme pA := AA N M) pro kazdou (lebesgueovsky) méfitelnou mnozinu A C R™.

Potom ziejmé p je Radonova mira na 9, kterd je absolutné spojitd vzhledem k A. Protoze

pA = [cepd), pokud A € M,,, je funkce cpr Radon-Nikodymovou derivaci p vzhledem k A. Na
A

druhé strané z véty 28.7 vime, ze i derivace D,, je Radon-Nikodymovou derivaci ;¢ vzhledem k A,
tudiz podle Radon-Nikodymovy véty (poznamka 13.6.1) D,, = cas skoro vSude. Uvédomime-li si,
U (z,7)

ze D,(x) = Tgrg+ () a cpy(z) =1 pro x € M, dostavame ihned tvrzeni. m

1
29.3. Poznamka. V pripadé n = 1 je x bodem hustoty mérfitelné mnoziny M, jestlize lir(r)17L Q—A(M n(x —
r— r
r,x + 1)) = 1 a Lebesgueova véta o hustoté je snadnym disledkem véty 23.4, podle niz derivace neuréitého
Lebesgueova integralu (lokalné) integrabilni funkce (v nasem pfipadé uvazujeme cjps) je rovna této funkei skoro

vsude. Rozmyslete a dokazte do detaili!

29.4. Hustotni topologie. Rekneme, 7e méfitelnd mnozina M C R"™ je d-oteviend, jestlize
kazdy bod M je bodem hustoty M. Tak kupf. mnozina iraciondlnich ¢isel je d-oteviend v R ¢i
kazda oteviend podmnozina v R™ je d-oteviend (ovéite !). Za chvili dokdzeme, Ze systém d vSech
d-otevienych mnozin v R™ tvofi topologii (to znamend, Ze systém d je uzavien na sjednoceni
libovolného poétu mnozin a prinik koneéné mnoha mnozin). Tuto topologii, kterou znacime d,
budeme nazyvat hustotni topologii v R™. Z predchoziho plyne, Ze d obsahuje vSsechny oteviené
podmnoziny R", je tedy hustotni topologie jemnéjsi nez eukleidovska topologie R”.

29.5. Véta. System vsech d-otevienych mnoZin tvori topologii.

Diikaz. Z¥ejmé ) a R™ jsou d-oteviené a prinik dvou d-otevienych mnozin opét lezi v d (provedte
vSak podrobné!). Je-li A systém d-otevienych mnozin, potfebujeme dokazat, 7e T := |J A € d.
AcA
K tomu staci ovérit, ze T' je méfitelna; pak jiz bude ziejmé, ze kazdy bod T je bodem histoty T.
Dokazujme tedy méfitelnost T'. Lze predpokladat, ze T' C I, kde I C R”™ je kompaktni interval
(pro¢?). Oznacme S = {S: existuje spoCetny systém Ag C Atak,ze S = |J A}. Zajisté existuje
AeAg

S € S tak, ze \S = sup{A\M : M € S§}. Bud z € T. Existuje A € A tak, ze x je bodem hustoty
A. Protoze A(AUS) = AS, mdme A(A\ S) = 0. Odtud z je bodem hustoty mnoziny AN S a také
bodem hustoty S. Samoziejmé, x nemtize byt bodem hustoty I \ S. Protoze podle Lebesgueovy
véty o hustoté skoro kazdy bod I\ S je bodem hustoty I\ S, musi byt A(T \ S) = 0. Tudiz
T=5U(T\S) je méfitelnd. m

29.6. Poznamka. Hustotni topologie v R™ mé fadu zajimavych vlastnosti. Nelze je zde vSak uvadét, pfesahovalo
by to ramec téchto skript. Podotknéme pouze, Ze tato topologie neni metrizovatelna, neni dokonce ani normalni (i
kdyZ je Gplné regularni), ¢i ze jediné kompaktni mnoziny v ni jsou pouze koneéné mnoziny. Na druhé strané pro
hustotni topologii plati Baireova véta o kategoriich.

29.7. Aproximativné spojité funkce. Funkce f definovana na okoli bodu z € R se nazve
aprozimativné spojitd v z, existuje-li meéritelnd mnozina M C R"™ tak, Ze z je bodem hustoty
M a Mlim f(x) = f(z). Je-li f aproximativné spojitd v kazdém bodé dané mnoziny, fikdme
Sr—z
jednoduse, ze f je aproximativné spojita.
Ziejmé kazda spojita funkce je aproximativné spojita.

29.8. Véta. Funkce f je aproximativné spojita v bodé z, prdvée kdyz je d-spojitd v z.
Dikaz. Necht funkce f je d-spojitd v bodé z. Bud U = U(z, 1) okoli bodu z, na némz je funkce

f definovana. Potom z je bodem hustoty kazdé z mnozin M; := {z € U : |f(z) — f(2)] < %}
Najdéme poloméry 7, > 0 tak, aby tvofily klesajici posloupnost (rg > 71 > ...) a aby platilo

AU (z,7) \ Mj)

2=k
AU (z,71)
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pro véechna j =1,...,k ar € (0,r). Polozme

M:U\UAJ, kdeAj:U(z,rj)\Mj.
j=1
Uvédomme si, ze
MUGDNA)
AU (z,71) -

pro vSechna r > 0. Zvolme k € N a r € (0,74). Potom
AMU(z,7)NA;j) < { 2797k pro j <k,
AU(z,7) 27 pro j > k,

takze
AU(z, ) \ M)
AU (z,71)
Oveérili jsme, Ze z je bodem hustoty mnoziny M. Jestlize x € M NU(z,7y), potom x € My, a tudiz
|f(z) = f(2)] < 1. Tedy limy—.. zenr f(2) = f(z). Tim je dokdzéna aproximativni spojitost f v
z. Opacné implikace véty je snadni. m

< 2—7€+1'

29.9. Denjoyova véta. Funkce f: R™ — R je mévitelnd, privé kdyz je aproximativné spojitd
skoro vsude.

Diikaz. Necht funkce f je aproximativné spojitd skoro vsude. Ozna¢me N mnozinu bodt aprox-
imativni nespojitosti funkce f. Zvolme ¢ € R; dokdzeme, ze mnozina M := {z € R: f(z) > ¢}
je méfitelna. Pro kazdy bod x € M \ N je M d-okoli bodu z, tedy i M \ N je d-okoli bodu .
Mnozina M \ N je tedy d-oteviend a tudiz métitelna. Jelikoz N ma miru nula, je i mnozina M
méfitelna.

Nyni predpokladejme, ze funkce f je méritelna. Volme ¢ > 0 a podle Luzinovy véty 18.2.ii
naleznéme spojitou funkci g na R™ a otevienou mnozinu G tak, 7ze uG < e a f =g v R"\ G.
Protoze podle Lebesgueovy véty o hustoté je skoro kazdy bod mnoziny R™ \ G jejim bodem
hustoty, je funkce f aproximativné spojitd ve skoro vSech bodech R™ \ G. Odtud uz snadno
dostavame, ze funkce f je aproximativné spojita skoro vsude. m
29.10. Poznamka. Porovnejte posledni ekvivalenci (f je lebesgueovsky métitelna, pravé kdyz je aproximativné
spojité skoro vSude) s Lebesgueovou vétou 7.9 (omezend funkce f je riemannovsky integrovatelna, pravé kdyz je
spojita skoro vsude).

29.11. Cviéeni. Necht funkce f je definovana a omezend na okoli bodu z € R™. Potom funkce f je aproximativné
spojitd v bodé z, pravé kdyz z je lebesgueovskym bodem f (viz 23.8). Ukazte, Zze pfedpoklad omezenosti je pro
jednu implikaci podstatny.

29.12. Historické poznadmky. Pojem aproximativni spojitosti zavedl A. Denjoy [1915], pfi¢emz on sam ukézal,
ze kazda lebesgueovsky mérfitelna funkce je aproximativné spojita skoro v§ude. Opacénd implikace byla dokézana V.
Stépanovem v [1924]. Véta 29.2 o hustoté nalezi H. Lebesgueovi [¥1904]. Tato véta plati i pro neméfitelné mnoziny,
pokud v definici boda hustoty pouzijeme Lebesgueovu vnéjsi miru. Pojem hustotni topologie byl zkouman daleko
pozdéji, teprve od padesatych let dochazi k jejimu zavedeni a detailnimu studiu. O mnoha jejich vlastnostech a
zobecnénich (srovnejte s poznamkou 28.10) a novéjsich aplikacich se 1ze do¢ist v monografii J. Lukes, J. Maly and
L. Zajicek [*1986].

30. LIPSCHITZOVSKE FUNKCE

30.1. Lipschitzovska zobrazeni. Bud § > 0. Pfipomenme, Ze zobrazeni f : P, — P, kde
(P1,p1), (Ps, p2) jsou metrické prostory, se zove [-lipschitzovské, jestlize

p2(f(£[!), f(y)) < ﬁpl(‘rv y)

pro kazdou dvojici ,y € P;. Rekneme, Ze zobrazeni f je lipschitzovské na Py, existuje-li § > 0,
tak, Ze f je [-lipschitzovské. Zobrazeni f : P| — P, se nazve lokdlné lipschitzovské, existuje-li ke
kazdému bodu z € P; takové jeho okoli, na némz je f lipschitzovské (konstanta lipschitzovskosti
0 se mlize v tomto pfipadé bod od bodu ménit).
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30.2. Lemma. Necht [ je spojitd funkce na oteviené mnoZiné G C R™. Potom mnoZina vsech
bodi, v nichZ neexistuje nékterd z parcidlnich derivact %, je borelovska.

Diikaz. Pro jednoduchost muzeme predpokladat, ze G = R". Oznac¢me

U (7) = sup{f(x+te;) —f@) e (—%, %), 1t] > %},
O k(T) = inf{f(x—i_tez) — /(@) = (—%, %), t] > %}

Potom pro k£ > m jsou up, k, Um,k Spojité funkce a mnozina neexistence g—mfi(x) je {z : u(zr) #

v(z)}, kde
u(z) = inf sup um , v(xz) =sup inf vy, k.

m ksm m k>m

30.3. Rademacherova véta. Necht [ je 3-lipschitzovskd funkce na oteviené mnoZiné G C R™.
Potom funkce f je diferencovatelnd skoro vsude na G.

Diikaz. Oddélme mnozinu E vSech bodu, v nichz selhdva existence nékteré parcialni derivace.
7 jednorozmérné véty o derivovani lipschitzovskych funkci pomérné snadno dostdvame uzitim
Fubiniovy véty, Ze mnozina F ma miru nula. (Uvédomme si nejprve, Ze tato mnozina je méfitelnd
podle lemmatu 30.2.) Pro p,q € Q™ a m € N oznafme

1
Sp.am = {IGG\E: pro véechna i =1,...,nate (——,

1
m’ m
flz+tei) - f(x)
; <qi}.

)

jepi <

Necht S, ., je mnozina vsech bodi hustoty mnoziny S, 4. Podle véty o hustoté je A(Sp.gm \
Sp.g,m) = 0. Polozme

N = U (Sp,q,m \ gp,q,m)'

p,g,m

Potom N mé miru nula. UkdZeme, Ze funkce f je diferencovatelnd v kazdém bodé z € G\ (NUE).
Necht tedy x € G\ (NUFE) ae € (0,1). Najdéme p,q € Q™ tak, ze

of .
awi(x)<(ha 7’_17"'5

@G —e<p; <
Potom urcité existuje m € N tak, ze x € § := S 4.m. Jelikoz = nelezi v N, je dokonce x bodem
hustoty S. Najdéme 6 € (0,-1) tak, Ze pro vechna r € (0,26) je A(U(z,7) \ S) < $AU(,r)
(takze specialné se do U(x, (1 +¢)7)\ S, 0 < 7 < 4, nevejde zaddna koule o poloméru e7). Zvolme
y € U(x,6). Oznaéme y' = (y1,..., Vi, Tit1,---,Tn). Ke kazdému i € {1,...,n} najdéme kouli
U; se stiedem v y' a polomérem ely — z|. Volbou 7 = |y — | dostavame, Ze pro vsechna i je
S NU; # 0. Zvolme body 2* € SN U; a ozna¢me w' = 2°~! + (y; — x;)e;. Mame

Pi<%<%,

pi < () < qi,

6:51-

a tudiz
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<13 (£ = ) = @) — a0+ S0 — £+ 17 - £ )

<e(n+26n)ly —al.

(zde jsme podruhé vyuzili lipschitzovskosti funkce f , poprvé pii konstatovani, ze AE = 0). Tedy
f'(z) existuje. m

30.4. Lemma. Necht (fo)a je systém (-lipschitzovskijch funkci na R™. Potom funkce sup,, fa
je B-lipschitzovskd, pokud je konecnd aspori v jednom bodé.

Dikaz. Tvrzeni je zfejmé. m

30.5. Kirszbraunova rozsifovaci véta. Necht f je B-lipschitzovskd funkce na mnoZiné E C
R™. Potom ezistuje 3-lipschitzovské rozsivent, tj. B-lipschitzovskd funkce f* na R™ tak, Ze f* = f
na E. Je-li navic mnozZina E omezend, muZeme najit B-lipschitzovské rozsirent f** tak, aby mélo
kompaktni nosic.

Diikaz. Polozme

ff(z) = slelg{f(y) - Bly —z[}.

Podle piredchoziho lemmatu je f* B-lipschitzovska funkce a zfejmé je f* = f na E. Pfedpokladej-
me nyni, Ze mnozina F je omezena. Potom existuje o > 0 tak, ze | f(z)| < o — B|x| pro vSechna
x € E. Nyni staci polozit

min(f*(z), o« — flz|),  jeli|z| < /B a f*(x) >0,
7 (x) = ¢ max(f*(x),—a+ Blz|), jeli|z| <a/fa f*(x) <0,
0, je-li x| > a/p.

30.6. Poznamka. Necht f je (-lipschitzovské zobrazeni mnoziny E C R™ do R¥. Potom miZzeme f rozsifit
po slozkach podle piedchozi véty a dostaneme kB-lipschitzovské zobrazeni f*: R™ — RX. Toto rozsifeni vsak
obecné nemusi byt B-lipschitzovské, coz pro nase ucely nebude vadit. Prava Kirszbraunova véta zarucuje, zZe
[B-lipschitzovské rozsifeni existuje, ale diikaz neni tak snadny.

30.7. Cvideni. Necht E C R"™ a f: E — R" je (-lipschitzovské zobrazeni. Potom A\* f(F) < 8" A\*E.

Ndvod. Muzeme predpokladat, ze A*E < 4oc0. Zvolme € > 0. Podle lemmatu 26.26 najdeme posloupnost

{U(xj,r;)} otevienych kouli tak, ze E C |JU(x;,75) a >, AU(x;,7j) < A*E + €. Pro kazdé j je f(U(xj,r;)) C
J J

U(f(xj),Br;). Dostavame

N (f(B) <D AU(f(xy), Bry) = BF D AU (z,7m5) < BN E + ).
; :

J

30.8. Historické poznamky. Véta 30.3 pochazi od H. Rademachera [1919]. Jeji elementarni dikaz (rozdilny
od na$eho) podali A. Nekvinda a L. Zaji¢ek [1984]

Rozsifovani lipschitzovskych funkci v metrickych prostorech tésné souviselo s piivodnimi dikazy Hahn-Banacho-
vy véty. Véta 30.5 o rozsifovani (nelinedrnich) lipschitzovskych funkei byla dokdzana nezavisle M.D. Kirszbraunem
[1934] a E.J. McShanem [1934] a byva téz nazyvana Kirszbraun-McShaneovou vétou. Dalsi materialy 1ze ziskat v
G.J. Minty [1970].

31. VETY O APROXIMACI

31.1. Prostor D(2). Necht Q@ C R" je oteviend mnoZina. Prostor vSech nekone¢né diferen-
covatelnych funkci na Q s kompaktnim nosi¢em (rozumi se v ) budeme znacit D(Q2). Nasim
cilem v této kapitole bude dokdzat, Ze prostor D(Q2) je casto husty v jinych prostorech funkei,
neboli, Ze byva mozné aproximovat funkce pomoci nekone¢né hladkych funkci s kompaktnim
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nosi¢em. Prvnim tkolem ovSem bude zkonstruovat asponl jednu netrivialni nekone¢né hladkou
funkci s kompaktnim nosic¢em.

Polozme ,
(@) = { aet/(=F=D " el || < 1,
0, je-li 2] > 1,

pricemz konstanta o je volena tak, aby [g. x1(z)dz = 1. Oznacme
xk(x) = k" x1(kz) .

Potom integraly [5.xk(z £y)dy (k € N, z € R™) jsou rovny jedné. Snadnym vypoctem
zjistime, Ze funkce xj jsou opravdu nekonecné diferencovatelné (pfevedte to nejprve na tilohu o
diferencovatelnosti funkei jedné proménné !).

Nyni, je-li f lokalné integrovatelna funkce, potom z véty o derivaci integralu zavislého na
parametru okamzité dostavame, ze také funkce xi * f jsou nekonecné diferencovatelné. Podobné
konvoluce xi * 1 jsou nekonecné diferencovatelné, je-li 1 Radonova mira.

31.2. Lemma. Nechf'p € [1,00), f € LP(R™) a k € N. Potom xi* f € LP(R™) a ||xk* fllp <
1£1lp-

Diikaz. Podle 26.20 mame
k= fllp < [ fllpllxells < 11fllp,

nebot ||xkl[t =1.m
31.3. Véta. Nechtp € [1,00) a f € LP(R™). Potom ||f — xx * f|lp, — 0.
Diikaz. Oznaéme Ej = {z € R": |z| < j a |f(x)] < j} a f; = fcg,. Jelikoz mnozina ((R™\ Ej)

j
mé miru nula, f; — f — 0 skoro vSude a podle Lebesgueovy véty (majoranta |f|”) je || f —
fillp = 0. Zvolme € > 0. Najdéme j € N tak, ze || f — f;|, < €, takze podle lemmatu 31.2 také
lIxx * f; — xu * fllp = lIxe * (fj — f)llp < € pro vSechna k € N. Funkce x; * f; konverguji pro
k — oo skoro vSude k funkci f;; totiz, snadno se ovéfi, ze konvergence nastava ve vSech bodech
aproximativni spojitosti funkce f;, které zaujimaji mnozinu plné miry podle Denjoyovy véty 29.9.
Podle Lebesgueovy véty (majoranta (25)” cg(o,j+1)) mame

lim || f; — xx * fllp =0.
k_)OHfJ Xk fJ”p
Pro vSechna dostatecné velka k dostavame

1f = fllp < IF = Fillo + 15 = xr* Fillp + 1xx % f5 = xa* fllp < 32

31.4. Véta. Necht Q C R" je oteviend mnoZina a p € [1,00). Potom D(Q) je hustd podmnoZina
LP().

Diikaz. Necht Q; = {x € Q : |z| < j a dist(z,00) > %} Zvolme f € LP(Q).Podobné jako
v pfedchozim diikazu i zde je jasné, Ze oznacime-li g; = fcq;, je ||f — gjll, — 0. Pro vSechna
k> jje xx *g; € D(Q). Z odhadu

If = xw*g5llp < I1f = g5llp + 195 — xx * g5l

dostavame tvrzeni. m

31.5. Vé&ta. Necht [ je spojitd funkce s kompaktnim nosicem v oteviené mnoZiné @ C R™.
Potom xi x f = [ na Q.
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Diikaz. Muzeme predpokladat, ze 2 = R"™. Funkce f je stejnomérné spojitd. K danému € > 0
tedy najdeme ko € N tak, Zze pro vSechna x, y € R" je

=9l < = 17(@) - Sl <<
0

Necht k > kg. Potom pro vSechna = € R"™ je

|f(x) — xx * f(z) (f(x) = f(y) xi(z — y) dy|

| =
R’n

=|A“1M;ﬂw—f@»xux—wdm
gg/nxk(:c—y)dyzs.

31.6. Véta. Nechi i je Radonova mira na Q. Potom
(a) existuji miry p; a f; € D(R™) tak, Ze f; = dp;/d)\ a pj — p,
(b) je-li navic p s kompaktnim nosicem, pak miZeme hledat p; jako miry s hustotou x; * p.

Dikaz. Dtikaz zaéneme piipadem (b), opét pfedpoklddejme, ze Q = R™. Zvolime-li f € C.(R"™),
pak podle predchozi véty f* x; = f, a tedy

@0 de= [ fegdn— [ fau.
R” R” R”

V dikazu (a) spojime pravé provedenou uvahu s restrikci p na dostatecné velkou kompaktni
podmnozinu (). Podrobnosti pfenechame ctenari. m

31.7. Véta. Nechi f je B-lipschitzovskd funkce na R™. Potom x * f jsou (nekoneéné diferen-
covatelné) (-lipschitzovské funkce, |xx * f(x) — f(z)| < B/k pro vsechna x € R™ a (xr * f) — f'
skoro vsude v R™.

Diikaz. Mame
(xe* ) =xu* f.

Odtud je zfejmé, ze xi * f jsou (-lipschitzovské funkce. Déle, pro kazdy bod x plati

|m*ﬂw—funs/' 1F(@) — F()] xklz — v) dy

B(z,1)
6 5
<% Xk(af—y)dy:g-
B(z,1)

Konvergence (xx * f')(z) — f’(x) nastava ve vSech bodech z, kde existuje a je aproximativné
spojita derivace f’(x). To jest skoro vSude podle Rademacherovy véty 30.3. a Denjoyovy véty
2099. m

31.8. Cviceni. Podejte alternativni dikaz, ze D(2) je husté v LP(2) (1 < p < +00).

Ndvod. Je-li f € Cc(02), pak podle véty 31.5 konverguji funkce x * f stejnomérné k f, pfi¢emz jejich nosice jsou
obsazeny nezavisle na k v jediném kompaktu. Z toho je zifejmé, ze xj * f konverguji k f i v LP normé. Nyni staci
pouzit hustotu C.(Q2) v LP(Q) (cviceni 15.17).

31.9. Cviéeni. Vyuzujte vétu 31.4 k dtikazu spojitosti konvoluci (tj. dokazte tvrzeni vyslovené v poznamce
26.22).
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31.10. Riemann-Lebesgueovo lemma. Necht f € £1(R"). Potom

lim eTtf(t)dt =0.

|z|—o00 JR7

Ndvod. Je-li g € D(R™), potom integrovani “per partes” dava

. n
i iz d%g
—/ ; |z|2et® g (2) dt:/ne”t E W(t) dt,
R j=1 9%

odkud )
[ e tao e < 1o 2agls.

Pro libovolnou f € £L1(R™) a € > 0 najdeme podle véty 31.4 g € D(R"™) (g zévisi na f a €) tak, aby ||f —g|l1 < e.
Pak ovsem také

‘/ B eix-t(f(t) —g(t) dt‘ <e,
tedy
‘/Rn et f (1) dt‘ <22 Al + If = gllz -

32. DISTRIBUCE

Zhruba od dvacatych let zacali fyzikové pracovat se “zobecnénymi funkcemi”, pficemz podle
fyzikalni predstavy tyto “funkce” byly urCeny svymi “primeérnymi hustotami” v okoli kazdého
bodu. P.A.M. Dirac zavedl “d-funkci”, k jejimz zdkladnim vlastnostem patfilo, Ze

5(z)=0 pro z#0, 0(0)=00 a /Ué(a:):l

pro kazdou otevienou kouli U obsahujici po¢atek. “Prtimérnd hustota §-funkce” v kouli U(z, )
je tedy

77—, pokud ze€U(0,r) (neboli0 e U(z,r)),

1
.f AU(z,r)’

w(x) =

fr(x) { 0 jinde.

Je
§(z) = lim f-(z).

T~>0+

Je-li nyni ¢ spojita funkce na R, ozna¢me

Zr(p) = RnfTSD , 0(p) = »(0).

Pouzitim definice spojitosti nyni ukazte, ze

lim Z,(¢) = d(p)

r—04

pro kazdou spojitou funkci ¢ na R™. Jinymi slovy, §-funkce je ”slabou” limitou posloupnosti
funkcionélu Z,., zatimco ”"hodnoty” §-funkce jsou bodovou limitou posloupnosti f,.. Jiz mnoZstvi
uvozovek v téchto vyrocich napovidé, Ze je zapotiebi podat piesné definice, a tudiz i interpretace,
uvedenych pojmu. A tak, zatimco fyzikové tspésné pouzivali J-funkcei, ale i mnohé dalsi “zobec-
néné funkce”, matematickd teorie distribuci (rozuméj zobecnénych funkei) vznikla az mnohem
pozdéji koncem tficatych let a je spojena se jmény S.L. Soboleva a zejména francouzského matem-
atika L. Schwartze.

A jesté jednu pozndmku. Zajisté vite, ze existuji spojité funkce, které nemaji (dokonce v zad-
ném bodé) derivaci. Obrovskou prednosti distribuci je skute¢nost, Zze kazda z nich mé derivaci
(dokonce vSech Fadu). Je nutno si ovSem uvédomit, Ze je znacény rozdil mezi klasickou derivaci a
derivaci ve smyslu distribuci, mimojiné i v tom, Ze derivace funkce ve smyslu distribuci nemusi
byt funkce (viz piiklady 32.5). Aby distributivni derivaci spojité funkce f : (a,b) — R byla opét
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funkce (pfesnéji, reguldrni distribuce, viz 32.3.1), musi byt f lokalné absolutné spojita. Specialné,
takova funkce musi mit klasickou derivaci skoro vSude.

V dalsim budeme uvaZovat otevienou mnozinu @ C R™. Je-li @« = (a1,as,...,a,) n-tice
celych nezépornych ¢isel (tzv. multiindex), polozme |a| = a1 + ... + @, a symbolem D® oznadme
diferencidlni operator

glel
Ozt .0z

Konecné, pripometime, ze D(Q2) znaéi vektorovy prostor vsech nekoneéné diferencovatelnych
funkei majicich kompaktni nosié¢ v  (viz 31.1).

32.1. Pojem distribuce. Je-li {f;} posloupnost funkci z D(Q2), fekneme, Ze fi 2, 0, jestlize
existuje kompaktni mnozina K C 2 tak, ze supt f; C K pro kazdé k a D*f;, = 0 stejnomérné
na K pro kazdy multiindex «. Kazda linearni forma T na D(Q2), pro niz

T(fe) — 0, kdykoliv f —>0

se nazyva distribuci (na Q). Kazd4 distribuce je tedy definovdna svymi hodnotami na D(2).

Necht f je lokdlné integrovatelna funkce na Q (tj. integrovatelnd na kazdé kompaktni pod-
mnoziné - kupt. f mize byt libovolna spojitd funkce). Pro ¢ € D(Q) polozme

Ty(p) = /Q fod)

(uvédomte si, Ze integral - samoziejmé jako Lebesguetv - existuje). Neni tézké dokéazat, ze T} je

distribuce: Necht ¢, € D(R), ¢k L0, Jeli K kompakt, vné kterého jsou vsechny funkce ¢y,
rovny 0, z odhadu

175(0)| < maxl(®) [ 1710

a stejnomérné konvergence ¢, = 0 na K ihned vyplyne tvrzeni.

Miizeme tedy kazdé lokalné integrovatelné funkci piitadit jistou distribuci. Rekneme, ze T je
requldrni distribuce, existuje-li takovéa funkce f € L} (), pro niz T = Ty. V tomto smyslu lze
mluvit o ztotoznéni reguldrnich distribuci s lokalné integrovatelnymi funkcemi. Mnozi autofi pak
hovoii tieba o distribuci sin a maji tim na mysli pfislusnou distribuci T;,. I my se budeme drzet
této konvence.

32.2. Poznamky. 1. Poslucha¢ vyssiho ro¢niku asi vi, Ze na prostoru D(2) lze zavést takovou lokalné konvexni
topologii, pro niz fi — 0, pravé kdyz fi P, 0. Distribuce pak neni nic jiného nez spojita linedrni forma na D(Q).

2. Jestlize linearni forma Z na D(2) je “bodovou” limitou posloupnosti distribuci {Z;} (tj. Z(¢) = lim Z;(¢p) pro
vSechna ¢ € D(R)), potom Z je také distribuce. To je dusledkem hluboké Banach-Steinhausovy véty z funkcionalni
analyzy.

3. Je-li f = g skoro v3ude, je ziejmé Ty = T,. Plati vSak i obracené (hlubsi) tvrzeni: Jsou-li regularni distribuce
Ty, Ty stejné, rovnaji se funkce f a g skoro vsude.

K tomuto tcelu stac¢i dokdzat, ze fn = gn pro kazdou funkci n € D(Q2). Necht h = (f — g)n na Q a h = 0 vné
Q. Potom h € LY(R™) a T, = 0 v R™. Tedy xx * h = 0 pro kazdé k a z véty 31.3 (z ni% je vzato i oznadeni)
dostavame, ze h = 0 skoro vSude.

Tim jsme ovérili, ze ztotoznéni regularnich distribuci s lokalné integrovatelnymi funkcemi je korektni.

32.3. Piiklady.

1.V 32.1 jsme “vnotili” lokalné integrovatelné funkce do distribuci. Dalsi objekty spadajici pod ramec distribuci
jsou Radonovy miry. Bud' u (nezdporna) Radonova mira na Q. Distribuci T, definujeme pfedpisem

Tu(e) = o) (= [ wdu).

Zaménou limity a integralu pro stejnomérné konvergentni posloupnosti bezprostfedné dostavame, ze T}, je dis-
tribuce. V tomto smyslu mtzeme opét kazdou Radonovu miru chapat jako distribuci. Dilezitym ptikladem je
pravé Diracova “d-funkce” . Definujeme-li T5(¢) = ¢(0), neni Ts vlastné nic jiného nez Diracova mira v bodé
0. Distribuce Ts neni regularni. Kdyby totiz existovala lokdlné integrovatelna funkce f tak, ze Ty = T, snadno
bychom odvodili, ze f = 0 skoro vSude, ale Ty neni nulova distribuce.
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2. Ne kazda distribuce musi byt reguldrni ¢i uréend néjakou (Radonovou) mirou. Uvazujte napfiklad funkciondl
» — ¢'(0). Jiny piiklad takové distribuce uvedeme za okamzik. Existuje vSak jednoduché kriterium, jak poznat,
ze distribuce T je rovna T, — je-li 4 Radonova mira, je distribuce 7}, zfejmé nezaporny funkcional. Naopak, je-li
T takova distribuce, ze T(¢) > 0, kdykoliv ¢ € D(2) je nezdporna, existuje Radonova mira p tak, ze T = T},.
Posledni tvrzeni lze dostat pomérné snadno z Rieszovy véty 16.5.

3. Pro € > 0 ozna¢me O(g) = (—00, —¢) U (g, +00) a polozme
ro) = [ 2 propenm)
O(e)

(uvédomte si, Ze integral trivialné existuje). Neni tézké nahlédnout, ze R. je distribuce na R. Nyni, a to je jiz o néco
téz8i dokdzat, pro kazdou funkci ¢ € D(R) existuje vlastni lim. o4 Re(p). Oznaéime-li tuto limitu jako T'1 (),
je T1 distribuce. Jste schopni to dokézat? (Jedna z moznosti je vyuzit poznamku 32.2.2). Uvédomte si talzé, ze
funkze % neni integrovatelnd v zddném okoli pocatku. Distribuce T 1 kterou opét mnozi ztotoznuji s funkci %
(my to nedoporucujeme), neni tedy reguldrni (odivodnéte poradné), ale také nemuze vzniknout z zadné Radonovy

miry (proc?).
Distribuce tvofi vektorovy prostor (prostor vsech distribuci je topologicky duél k D(12)).

Jak jsme se jiz zminili, kazdou distribuci lze zderivovat. Jako motiv definice ndm poslouzi
nésledujici tvaha: Necht funkce f mé spojitou derivaci f na R (specidlné, f i f’ jsou lokéalné
integrovatelné). Samozfejmé bychom chtéli, aby derivaci distribuce T byla distribuce T/. OvSem

Ty (p) = /Rf’so= ~Ty(¢)

pro libovolnou ¢ € D(R), jak lehko zjistime integraci per partes. Tudiz nésledujici obecné definice
se zda zcela pfirozenou.

32.4. Derivovani distribuci. Bud T distribuce na Q. Je-li o multiindex, definujeme a-tou
(parcialni) derivaci D distribuce T' pfedpisem

DT(p) = (-1)I*'T(D%), ¢ € D(Q).

Specialné,
oT B Oy
a—xj(%’) = —T(a—%

Ve smyslu ztotoznéni regularnich distribuci s lokdlné integrovatelnymi funkcemi ¢asto mluvime o
distributivni derivaci funkce, nebo o distributivnim derivovani, jehoZ vysledkem je funkce.

).

Je-li f funkce t¥idy C!, potom jeji distributivni derivace splyva s klasickou (ortodoxné feéeno,
(Ty) = Ty/). Pro jednorozmérny piipad jsme jiz tento fakt odvodili pfed chvili, vicerozmérny
(parcidlni derivace) z né&j dostaneme snadno pouzitim Fubiniovy véty.

32.5. Poznamky a priklady. 1. V prvé fadé musime ukazat, ze DT je opét distribuce. Linearita DT je
zfejma. Necht tedy ¢y 2. 0. Jelikoz i D%y, 2, 0, dostavame D*T'(¢p) — 0. (V topologickém jazyce — uzili jsme
poznatek, ze zobrazeni ¢ — D%y je spojité v prostoru D(2).)

2. Uvédomme si, ze kazda distribuce ma derivace libovolného fadu. Derivace “funkce” vsak jiz nemusi byt
“funkce”, ale t¥eba (a to jesté v lep$im p¥ipadé) “mira” (viz dalsi p¥iklady). Kuptikladu spojita funkce nemajici
v zddném bodé derivaci je libovolnékrat derivovatelna - ale ve smyslu distribuci !

3. Vénujme se chvili pfipadu, kdy distributivni derivace lokdlné integrovatelné funkce u na intervalu (a,b) je
lokéalné integrovatelna funkce f. Ukazeme, ze potom existuje lokalné absolutné spojita funkce v a konstanta c tak,
%e u = v + ¢ skoro viude a v’ = f skoro vsude.

K tomuto ucelu sestrojme nejprve funkci n € D((a, b)) tak, aby ](f n = 1 a najdéme néjaky neurcity Lebesguetv
integrél v funkce f (to je funkce lokdlné absolutné spojita). Ze vzorce pro integrovani per partes (23.13) je zfejmé,
ze distributivni derivace funkce w := u — v je nula. PoloZzme ¢ = f; wn. Zvolme libovolnou funkci ¢ € D((a, b)).

Necht ¢(x) = [ (¢(t) —n(t) ](f ©(s) ds) dt. Potom ¢ € D((a,b)) a tudiz

/ab(w—C)w=/1;bweo—/jwn/jeo=/jww’=0~

Je tedy Tyy—. = 0, takze w = ¢ skoro vSude podle 32.3.1.
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4. Necht funkce f je spojitd a méa derivaci f’ skoro vsude na intervalu I. Potom funkce f’ je distributivni
derivace funkce f, pravé kdyz f je lokalné absolutné spojita na I.

5. Necht f(z) = max(0,z). Funkce f nema v nule “klasickou derivaci”. Nicméné jeji distributivni derivace je
tzv. Heavisidova funkce Y na R, kterd je definovana jako charakteristickd funkce intervalu (0, +00). Integraci per

partes lehce zjistime, ze
“+ o0

Ty (p) = — / @' = (0) = Ts(p),
0

kdykoliv ¢ € D(Q2). Vidime, Ze derivace distribuce Ty je rovna Diracové “-funkci”. Obdobné zjistime, ze

Ty (p) = —¢'(0), ¢ € D(Q).

Ukazte sami, ze T4/ jiz neni ani “funkce” ani “mira”.

6. Necht f je funkce (redlné proménné), jejiz (klasickd) derivace neni lokdlné lebesgueovsky integrovatelnd (viz
pfiklad 25.1). Potom TJQ neni regularni distribuce.

7. Distributivni derivace Cantorovy funkce (pfiklad 23.1) neni nulové funkce (nybrz mira “soustiedénd” na
Cantorové diskontinuu, viz cviceni 24.8.a).

8. Funkce In(|z|) je lokdlné lebesgueovsky integrovatelna. Jeji derivace ve smyslu distribuci je distribuce T’y

(to neni tak tézké a davé to jednu z moznosti, jak dokazat, ze T1 je distribuce).

9. Pro ¢ € D(R) polozme
Ue) =3 o (k)
k=1

a ukazte, ze U je distribuce na R. Opét, U neni ani reguldrni, ani nevznikne z ziddné Radonovy miry.

n 92
10. Spoc¢téme ve smyslu distribuci Laplacidn u, totiz Au := Y 922 pro funkci u(z) = |z|2~". Nejprve
i=1 i
. Ou T . P . i e o 1 u s
dostavame — =(2- )‘ B (to je lokalné integrovatelnd funkce). Nyni distributivni derivace ﬁ je slozita

distribuce, zahrnuJ1c1 ‘integral v primeéru” podobny distribuci z ptikladu 32.3.3. My jsme si poloz1h jednodussi
otazku — zjistit soucet téchto distribuci pres i = 1,...,n. Necht x, je objem jednotkové koule v R™. Dokazeme,
ze pro kazdou testovaci funkci ¢ € D(R") je

X
/ Z m’n 2 (2) = ~nrn(0),
n (3

takze

n(2 — n)kndo .

Necht v je nerostouci nekoneéné hladka funkce na (0,00), v(t) = 1 pro¢ < 1, y(¢t) = 0 pro t > 2, |7/ (¥)] < 2, a
nr(z) = v(x/r). Pouzijeme rozklad

Nt\)

© = @(0)nr + (¢ — @(0)nr + (1 —nr).

Mame

/ Z e — Av+ B, +Cr + Dy,

|| am

kde

T Bm
Ar = ¢(0) / Z PR aml
. 21
= p0) [ el (el e = g [ () dt = —nnnie(0)
R 0

(pouzili jsme cviceni 26.17),
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777"))
Dy —/ . Z leni(x)d:c

Necht
ooy o { P =@, jediz 20,
‘ 0, jeliz=0.

Snadnym vypoétem se presvéd¢ime, ze ¥; € D(R") a

naw
Z@x

=1

x\" ox;

Tedy

DT:/HZ‘%’Z r=0.

= O

Dikaz uzavieme odhadem integralia B, a C, a limitnim pfechodem pro r — 0. Jelikoz ¢ € D(R"), existuje
konstanta K tak, Ze pro vSechna = € U(0,1) je |[Ve(z)] < K a |p(z) — ¢(0)] < K|z|. Samozfejmsé, |Vn,| < %
Dostavame

- AnK
B,1< [ o] |2 @[ ar < 25 [ o
B(0,2r) ,1 |9E|" Ox; r B(0,2r)
a
i 830 " _
C, </ ‘ T d:cSnK/ z|t " dz — 0.
. B(0 2T)Zm |z |” 5961‘ | B(O,2r)| |

Dalsi operaci s distribucemi je nasobeni. Za chvili si odvodime Schwartzovu vétu, Ze na prostoru
vsech distribuci neni mozno rozumnym zptsobem definovat nasobeni. Je-li vSak h hladka funkce
na R a f spojita, potom zfejmeé

Thy(p) =Tr(hp) pro ¢ € D(Q).

Tento poznatek nas vede k nasledujici definici.

32.6. Nasobeni distribuci. Bud T distribuce na Q a h € C*°(Q). Definujme distribuci AT = Th
predpisem
WT(p) = T(he), ¢ € D(Q).

32.7. Poznamky a priklady. 1. Opét je nutno dokdzat, ze hT je distribuce. Udélejte sami !
2. Pocitejme
zT5(p) = Ts(zp(x)) = 0,
oy (0) =Ty (o(@) = [ 0 =Ta(o).

Je vidét, Ze nasobeni v prostoru distribuci se témér shoduje s ndsobenim “bodovym”.

32.8. Schwartzova véta. Na prostoru vsech distribuci na R nelze zavést operaci ndsobens tak,
aby byla komutativni a asociativnt, a aby xT5 =0 a 2T1 =Ty.

Diikaz. Nasledujici serie rovnosti ukazuje na nemoznost definovani soucinu
0=0- Trl = ($T5)T1 = T5($T1) Tls 1= T5.

32.9. Konvergence posloupnosti distribuci. Necht {Z;} je posloupnost distribuci na Q.
Rekneme, Ze Zj, konverguji na Q k distribuci Z, piseme Z;, — Z, jestlize Zx(p) — Z(¢) pro kazdou
testovaci funkci ¢ € D(Q). Konvergence tedy neznamené nic jiného nez bodovou konvergenci
(v Feci funkcionalni analyzy — slabou* konvergenci na D'(Q) ).

32.10. Priklady. (a) Bud Zj := Tgin k. na R. Ukazte, ze {Z)} konverguje k nule (tj. k distribuci Tp).
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(b) Necht Zj, je regulérni distribuce na R pfislusna k funkci % Ukazte, ze Zy, — Ts. (Ve svétle amluvy
v 32.1 se tika, ze posloupnost funkci {%} konverguje ve smyslu distribuci k Diracové mife §.)

Ndvod. Volte ¢ € D(R). Je-li ¢ = 0 vné intervalu [—A, A], vyjadiete

A ) — A sinkx
7Zk(p) :/ (p(z) = £(0)) sink:cdx-i—gp(O)/ b dz

_A T _A T

Limita prvniho ¢lenu je nula podle Riemann-Lebesgueova lemmatu 31.10. Déale
kA
int
lim / % dt = .

k—oo

—kA

(viz [JII], kapitola VIII). Odtud jiz lehko plyne tvrzeni.

(c) Ukazte, ze posloupnost funkei {x} z odstavce 31.1 konverguje na R™ ve smyslu distribuci k Diracové mife

é.
Ndvod. Tvrzeni je snadnym dusledkem véty 31.5.

(d) Necht f, f € £LY(Q). Jestlize lim ]K |fx — f| — 0 pro kazdy kompakt K C Q, potom Ty, — Ty.
32.11. Véta. Necht Z;, — Z na Q. Je-li a multitndex, potom D*Zy, — D*Z.

Diikaz. Tvrzeni je bezprostfednim disledkem definic. m

32.12. Priklad. Z predchozi véty dostavame, ze kazdou konvergentni fadu distribuci lze derivovat ¢len po ¢lenu
(upfesnéte vsak, co se rozumi konvergenci fady distribuci!). Uvedme ilustrujici priklad.

Necht f je 2m—periodickd funkce na R ,
%(7‘(—1‘) pro z € (0, 7],
f@) = —%(W-ﬁ-x) pro x € [—,0),
0 pro x = 0.

Rozvojem ve Fourierovu fadu lehce zjistite, ze

>\ sinkx
HOED D
k=1
pro kazdé x € R. Ukazte nyni, ze:
(a) Tato rovnost plati také ve smyslu distribuci.

(b) Derivace distribuce Ty je 2m-periodicka mira u, jejiz restrikce na interval [—m, 7] je —% + 7.
o0

Na druhé strané z véty 32.11 plyne, Ze TJQ = > Teos ka-
k=1

Ve smyslu distribuci je tedy

oo
Z coskr = p.
k=1

oo
Lze tedy i divergentni fadé > cos kx prifadit jeji “soucet”, ale ten je jiz distribuci (a nikoliv funkci).
k=1

Tento priklad méa dulezitou fyzikalni interpretaci v kvantové teorii pole. Obdobny smysl mohou mit i rizné
divergentni integraly, nebudeme se tim vsak zabyvat.

32.13. Historické poznamky. Ctenafe odkazujeme na Liitzenovu monografii [*1982]. Dalsi materialy lze nalézt
v J. Horvath [1970] ¢i J. Horvath [*1966].

33. FOURIEROVA TRANSFORMACE

V této kapitole budeme znacit u - v skalarni soucin n-rozmérnych vektort v a v. Funkcemi
budeme rozumét komplexni funkce a v tomto smyslu zde pfizptisobime i definice prostora funkci
(napf. LP).

Fourierova transformace je operétor, pro jehoZ kalkulus je zndmo mnoho vzorct. Uvedme
kuptikladu, ze Fourierova transformace, zhruba feceno, prevadi derivovani podle j-té proménné
na nasobeni funkei z;, nebo konvoluci na souc¢in. Pro tyto vlastnosti nachazi bohaté uplatnéni
v teorii prostoru funkci, v teorii parcidlnich diferencialnich rovnic, v operatorovém poctu i jinde.
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P1i ¢teni doporucujeme vnimat urcitou paralelu mezi teorii Fourierovych fad a Fourierovy
transformace (viz téz poznamka 33.14).

33.1. Fourierova transformace funkci. Formalné mtizeme zapsat Fourierovu transformaci ve
tvaru

fla)i= m /2 [ e py)y.

Tento vzorec lze chapat jako definici funkce bod po bodu, pokud f € £!(R"). Integral chapeme
samoziejmeé jako Lebesgueiv - uvédomte si, Ze vidy existuje !

Podobné jako soucet Fourierovy fady je limita posloupnosti ¢asteénych souéti (a mizeme
se rozhodnout, jaky druh konvergence posloupnosti funkci budeme uvazovat), lze Fourierovu
transformaci chapat v zobecnéném smyslu jako limitu “castecnych integralt”

Fof(z) == (2m) 2 / Y f(y) dy.

B(0,r)

Elementarné 1ze dokazat nasledujici vzorce.
33.2. Véta. Jsou-li f, g € L*(R"), potom

() Frg = @n)"/2f g,
(b) Jgn fodz = [g. fGdx (tzv. multiplikationi formule).

Diikaz. Pouzijeme-li Fubiniovu vétu, lehko uvedené rovnosti ovéfime. (Uvédomte si téz, Ze f g€
Liprof,gell!)m

Nasledujici véta ma klicovy vyznam pro aplikaci Fourierovy transformace na parcialni diferen-
cialni rovnice.
33.3. Véta. Necht f e L'(R™) al<j<n.
(a) Je-li také z; f € L*(R™), potom
of ——

(b) Necht funkce f, Of/0x; jsou spojité na R™ a lim f(z) = 0. Je-li jesté 68713 € LYR"),

|| — o0
potom

—_— . ~
of0x;(z) =iz; f(z).
Dikaz. (a) Derivovanim za integra¢nim znamenim v rovnosti

fla) = 2m) 2 [ ey a

n

dostaneme )
af —n/2 —iz-t,;
%(:17) = (27) e it; f(t) dt.
J n

(b) Pomoci Fubiniovy véty a integrace per partes dostaneme

B _i . Of _ o .
n/2 ix-t - _ n/2 ix-t
(27) / e ot (t)dt (2m) - f@) ot e dt

= ix;(2m) /2 - fe = tat.

Nasledujici tvrzeni je vlastné priklad, ale dtilezity.
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33.4. Lemma. Pro funkci h(z) = e~ |*I"/2 plati h = h.
Dikaz. Lemma dokazeme ve dvou krocich. Nejprve budeme piedpokladat, ze dimenze n = 1.
Podle predchozi véty funkce h i h fesi diferencidlni rovnici

v +2u=0,

pFicemz h(0) = h(0) (Laplacetv integral, viz [L-P¥], pF. 5.84). Tudiz h = h. V druhém kroku —
pro libovolnou dimenzi — méme

iy _ 2 _ _ 42 . _ 42
/ e~ @t /2dt:/ e~ —t/2 | omimnta—tn/2 gy gt
n n

_ / e—imltl—tf/z dty- - / e—mntn—ti/z dt, = (27T)n/28—|m|2/2'
R R

33.5. Fourierova transformace distribuci. Uziteénym zobecnénim je zavedeni Fourierovy
transformace na distribucich. Za¢néme s motivaci: Bylo by pfirozené definovat Fourierovu trans-
formaci distribuci tak, aby Fourierova transformace distribuce Ty byla distribuce Tf. Je-li f e

L1(R") a p € D(R™), multiplikativni formule 33.2.b déva

fo=| fo.
R” R”

Tudy vSak cesta nevede, nebot Fourierova transformace funkce z D(R™) jiz nemusi lezet v D(R™).
Plati dokonce, Ze funkce ¢ = 0 je jedinou funkci z D(R™), pro niz ¢ € D(R™).

Stoji téz za povsimnuti, ze Fourierova transformace funkce z £' nemusi byt z £!: Je-li f
charakteristicka funkce intervalu [—1, 1], potom

oy =2 T2

Hleddme-li podmnozinu £!(R"), kterd by byla uzaviena na Fourierovu transformaci a de-
rivovani (tedy nutné i na ndsobeni polynomy, jak je patrné z véty 33.3), pfirozenou cestou dospé-
jeme ke Schwartzovu prostoru S.

Rekneme, Ze funkce f lezi v S, jestlize f je nekone¢né diferencovatelns na R™ a pro kazdou
parciélni derivaci g funkce f libovolné vysokého fadu (véetné smiSenych) a pro kazdy polynom p
na R" je pg omezen4 funkce (resp. funkce z £!(R™) — vite, pro¢ to vyjde nastejno ?)

Mnozina D(R™) je ovSem ¢asti S; jako piiklad funkce z S kterd nema kompaktni nosi¢ uvedme
e~lel®,

S pomoci véty 33.3 a lemmatu 33.6 se snadno ukaze, ze mnozina funkci S je skutecné uzaviena
na Fourierovu transformaci, dokonce zZe zobrazeni ¢ +— ¢ je linedrni izomorfismus S na S.

Nyni zavedeme pojem Fourierovy transformace distribuce. Linearni formu 7" na S nazveme
temperovanou distribuct, jestlize je spojitd v nésledujicim smyslu: Pokud {¢;} je posloupnost
funkci z S, a pro kazdy multiindex « a kazdy polynom p je pD%p; =2 0, potom T'(p;) — 0.
Lehko ovéfite, ze kazda temperovana distribuce (z(iZend na D(R™)) je distribuce.

Necht T je temperovand distribuce. Potom definujeme jeji Fourierovu transformaci T pred-
pisem

T(p)=T(p), ¢eS.

Rozmyslete si, ze T je opét temperovana distribuce.
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Zrekapitulujme, Ze prozatim mame Fourierovu transformaci definovanou pro funkce z £!(R™)
a pro temperované distribuce. Podobné, jako jsme kazdé lokalné integrovatelné funkci f na R"
pfifadili (regularni) distribuci 7', 1ze i mnohé lokalné integrovatelné funkci pfifadit jistou tempe-
rovanou distribuci. Je-li kupfikladu f € £P(R"), kde 1 < p < oo, definujme Sy jako temperovanou
distribuci

sDH/ fe, p€eS.
R'n.

(Ovéfte, ze Sy je skutecné temperovana distribuce.) Obdobné jako v predchozi kapitole zto-
toznime funkci f € LP(R™) s temperovanou distribuci Sy. Z multiplikativni formule je zfejmé,
7e pro f € LY(R™) plati S f = S, tedy nové definice Fourierovy tranformace temperovanych
distribuci je roz§ifenim ptivodni definice pro funkce z £1(R").

Jelikoz nyni mame definovanu Fourierovu transformaci i pro nékteré funkce mimo L£'(R"),
zajimé nds otdzka, zda k dané funkci f, dejme tomu f € LP(R™), najdeme funkci g tak, aby
platilo S + = Sy (a mohli jsme Fici, ze Fourierova transformace funkce f je funkce g). Vime, ze
v Ll-ptipadé je odpovéd kladna, stadi polozit g = f . Na druhé stané, ze cviceni 33.9 je vidét, ze
Fourierova transformace konstanty (coz je funkce z £°°(R™)) neni funkce.

Poznamenejme ovsem, ze i kdyz Fourierovou transformaci funkce f je v tomto distribu-
tivnim smyslu funkce g, nemame funkei g uréenou bodové (tak jak tomu bylo v ptivodni definici
Fourierovy transformace funkce z £!(R™)), ale pouze a7 na mnozinu miry nula.

V dalsim se omezime na pfipad p = 2 a uvedeme hlavni vétu naseho avodu do teorie Fourierovy
transformace, ktera slibuje eleganci teorie Fourierovy transformace v Hilbertové prostoru L?(R™).
Nejprve zavedeme inverzni Fourierovu transformaci predpisem

F(y) = (2m) 2 / ¢Vi(r)de,  fe LARY),

n

T(p)=T(p), p€ S, T je temperovana distribuce

(jediné, ¢im se predpis lisi od Fourierovy transformace je znaménko u exponentu iz - y). Takto
vznikne teorie zcela symetricka.

Je-li f € L2(R™), definujeme Fourierovu transformaci f jako g € L2(R™), pro niz S‘f =95
Podobné zavadime i inverzni Fourierovu transformaci f funkce f € L?(R"). Diive nez ovéiime
korektnost téchto definic, uvedme néasledujici uziteéné lemma.

33.6. Lemma. S je hustd podmnozina L*(R™) a pro f € S plati vzorce

F=f. f=f a [fla=1fla

Diikaz. Ve vété 31.4 jsme dokonce dokazali, Ze D(R™) je hustd podmnozina L?(R").
Nyni se budeme zabyvat ditkazem formule f = f. Ozna¢me h(z) = e~1#1°/2 P¥ipometime, ze
podle 33.4 je h = h. Uzitim multiplikativni formule 33.2.b dostavame

5 Fnryde= [ (i ar.

Limitnim pfechodem pro k — oo dostavame

Fydt= [ FO)h(t)dt = (2m)"2f(0).

R” R”

Dosadime-li nyni za funkci f funkci @ — f(x 4 y), dostdvame po substituci z =z +y
1) = [ ([ @n ety dido
— [ ([ eryrerte @ = [ @n e = ).
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Zcela obdobné plati f = f . Vsimnéme si, ze pro Fourierovu transformaci komplexné sdruzené
funkce plati f = f , a tudiz multiplikativni formule dava

[ ipar= [ gfae= [ ffao= [ jia= [ fiae= [ |fPas
R” R” R» R” Rn Rn

33.7. Plancherelova véta. Necht f € L*(R"). Potom ezistuje g € L*(R") tak, e S; = S,,

Sy =55 alfllz=lgll-
Diikaz. Podle lemmatu 33.6 najdeme funkce f; € S tak, ze f; — f v L*(R"™). Podle vyse
uvedeného vypoctu je {f;} cauchyovska posloupnost v L2(R™) a tudiz existuje g € L?(R™) tak,
ze

lg = fill2 = 0.

Rutinnim limitnim pfechodem obdrzime

Sr=5. Sy=5r a |[fl2=lgl-.

coz jsme méli dokazat. m

33.8. Poznamka. Plancherelova véta vlastné ¥ikd, Ze (ptvodni) Fourierovu transformaci lze
jednozna¢né spojité rozsitit z prostoru S(R™) na L?(R™). Vysledkem je spojita linearni izometrie
F prostoru L?(R") na sebe. Je tedy JF unitarni zobrazeni a lehce se zjisti, ze zachovava i skaldrni
souc¢in v L2(R™).

33.9. Cvigeni. Necht § je Diracova distribuce. Dokaite, #e § je konstanta (27)~™/2 a naopak, Fourierova
transformace této konstanty je 4.

33.10. Cvideni. Najdéte funkci u, jejiz Fourierova transformace 4 fesi ve smyslu distribuci rovnici

—Ad+a=4,

n

kde A je Laplacetv operator (Au = BBT“)
1 J

j=
33.11. Fourierova transformace funkce z L!(R™). (a) Necht f € £}(R™). Potom f je stejnomérné spojita
funkce a lim f(z) =0 (neboli f € Co(R™)).

|z|—o00
Ndvod. Limitni chovani v nekoneénu dostavame z Riemann-Lebegueova lemmatu 31.10. Stejné jako v jeho dukazu,
i v ditkazu stejnomérné spojitosti se vzhledem k hustoté D(R™) v L (R"™) (véta 31.4) staci omezit na pfipad funkce
f € D(R™). Necht nosi¢ funkce f je obzazen v U(0, R). Vyuzijme nerovnosti

et — ™| <ty — .

Mame

/() = f(@)] = ‘ o (et =) f(t)dt| < Rly — | fl1,

odkud plyne stejnomérna spojitost.
(b) Je-li h € Co(R™), neznamena to, ze by h musela byt Fourierovou transformaci funkce z L. Uvazujme

_ z : 1 i % :
= \/Zl—l——a:zlog(2+:c2)7 z € R. Necht f € L'(R). Potom z Fubiniovy véty a omezenosti funkce

a— ]1“ % e~%* dz na (1, +00) dostavame, Ze flz @ dt je omezend funkce na (1, +00). Odtud je zfejmé, ze nemuze
byt f = g. )

Poznamenejme, 7e zatimco napt. {f: f € L?(R™)} = L?(R™), ani pro n = 1 neni zndma uspokojiva charak-
terizace oboru hodnot Fourierovy transformace na L%, tj. systému {f: f € L} (R™)}.

funkci g(z)

33.12. Cvi€eni. Pro f € L?(R) definujme

efitz —1
—it

01(w) = [ 1) ——a.

Ukazte, ze Gf je neurcity Lebesguetiv integral (lokalné integrovatelné) funkce f. Je tedy G = f skoro viude.
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33.13. Poznamka. Definujme “Fourierovu transformaci” F na £!(R™) ptedpisem

Ff= 1/ =T (1) dt .

a

Oznaéme ¢ = (27)"|b| "a~2. Potom za vhodnych pfedpokladii

F(f+g)=aFfFg,
F(Ff(z) =cf(-a),
O(Ff)
Ox;
IEfll2 = cllfll2-

(z) = —ibz; F f(z),

V literatufe se vyskytuji nejriznéjsi volby a i b (napf. a = 1, a = (2%)"/2, b = £1, b = £27). Doporucujeme
opatrnost pfi prebirani vzorci!

33.14. Srovnani s Fourierovymi ¥adami. Necht T je interval [—m,7]. Kazdé funkci v € L'(T) ptifadme
posloupnost {@(k)}recz jejich Fourierovych koeficientd, definovanou predpisem

a(k) = %/Te*““u(t) dt .

Naopak, posloupnosti {c;} € I*(Z) p¥ifadime funkci

é(z) = Z cpetk®

keZ

(soucet konvergentni trigonometrické fady o koeficientech cg). (Formélni) fadu

> a(k)ette

keZ

nazyvame Fourierovou fadou funkce w. Teorii Fourierovych fad ponechdvame stranou téchto skript (¢tenare
odkazujeme kupfikladu na uéebnice V. Jarnika [JII] ¢i W. Rudina [Ru]). Uvedeme zde vSak bez dikazu né-
které vysledky, ukazujici na analogii mezi teorii Fourierovych fad a teorii Fourierovy transformace. Posloupnosti
Fourierovych koeficientt {@(k)} odpovida Fourierova transformace f(z) a souctu @(z) odpovida inverzni Fourierova
transformace f(z). Teorie Fourierovych fad je v jistém ohledu jednodussi, nebot L2(T) C LY(T) a I1(Z) C I12(Z).
Na druhé strané ztracime vyhodu symetrie mezi Fourierovou transformaci a inverzni Fourierovou transformaci.

(a) Je-li w € LY(T), potom lim|| o0 @(k) = 0. Tvrzeni dostaneme z Riemann-Lebesgueova lemmatu 31.10
podobné jako pro pfipad Fourierovy transformace v 33.11.a. Ani tentokrat neplati, ze by libovolna posloupnost
v ¢o(Z) byla posloupnosti Fourierovych koeficientti n&jaké funkce z L*(T).

(b) Je-li {cx} € I1(Z), potom & je spojitd funkce na T, spliujici &(—7) = &(r) (srovnejte s 33.11.a). Opét
upozornéme, ze timto zplisobem nedostaneme vSechny takové spojité funkce.

(c) Jestlize u € L2(T), potom {a(k)} € I2(Z) (plyne z Besselovy nerovnosti). Naopak, ke kazdé posloupnosti
{c1} € 12(Z) existuje pravé jedna funkce u € L2(T) tak, ze ¢ = u(k) (Riesz-Fischerova véta). Tuto funkci lze
ziskat jako limitu posloupnosti {si} v L%(T), kde

k
sp(z) = Z crett® zel.
=k

Navic, |Jull2 = V27 ||{@(k)}||2 (Parsevalova rovnost). Porovnejte s Plancherelovou vétou 33.7.

(d) I ptifazeni u — {a(k)} a {cp} — ¢ lze zobecnit na §irsi t¥idy funkci, resp. posloupnosti. Podrobnosti
nebudeme uvadét. Vsimnéte si viak, ze piifazeni {cx} — wu, {cx} € 1?(Z), dané Riesz-Fischerovou vétou, je
vlastné rozsifeni zobrazeni {ci} — &, {cx} € I1(Z). V 12-piipadé je viak funkce u uréena jen jako prvek L2(T), tj.
s pfesnosti az na mnozinu miry nula.

(e) Je-li u € C*(R) 2m-periodicka funkce a v = u/, potom
o(k) = ika(k), keZ.
Porovnejte s vétou 33.3.

Jiz z tohoto netplného vyc¢tu paralel lze vytusit, Ze existuji teorie zastfesujici problematiku Fourierovy transfor-
mace i Fourierovych fad. Nové pohledy na obé partie ddva harmonickd analyza na grupéch (pokracovani kontextu
kapitoly 19), viz knihu E. Hewitt and K.A. Ross [¥1970]. Vedle Fourierovy transformace jsou v matematice ho-
jné vyuzivany i jiné integralni transformace (nap¥. Laplaceova transformace, Mellinova transformace, viz skripta

[KS)).
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Zhruba feceno, integralni transformace je vzajemné jednoznacné zobrazeni mezi dvéma prostory funkci, dané
predpisem tvaru

(@) = [ K) ) dvty).
Casto lze nalézt inverzni formuli v podobném tvaru:
u(w) = [ K/9) (o) dno).

Do tohoto kontextu lze zahrnout i Fourierovy fady, nebot s¢itani fad je vlastné integrovani podle aritmetické

miry.
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F. VETY O SUBSTITUCI A k-ROZMERNE MIRY

34. VETA O SUBSTITUCI

V celé této kapitole predpokladejme, ze k < n je celé nezaporné ¢islo. Koneéné dokazeme vétu
o substituci, dokonce v obecnéjsi podobé pro k-rozmérné miry.

V mnoha problémech matematické analyzy a geometrie je uziteéné mérit “velikost” rtznych
mnozin v R™ majicich dimenzi k, k < n. Kuptrikladu nas zajima otazka délky kiivek ¢i povrchit
ploch v R3. K tomu, v rfizném stupni obecnosti, vedou mnohé metody. Je-li mnozina A C R"
izometrickym obrazem mnoziny E C R*, je rozumné povazovat Lebesgueovu (k-rozmérnou)
miru mnoziny E také za k-rozmérnou miru mnoziny A v R”. TudiZ by nemél byt problém
v zavedeni k-rozmérné miry “rovnych” mnozin v R". Potom za k-rozmérnou miru zak¥ivené k-
rozmérné “plochy” v R” jsme ochotni intuitivné povazovat limitu hodnot, ziskanych rozdélenim
plochy na malé, témér rovné dilky a sectenim k-rozmérnych mér rovnych plosek blizkych oném
malo zakfivenym ploskam. Nasim cilem je zavedeni a studium k-rozmeérné miry, kterd by byla
dostate¢né obecn4, snadno popsatelna a nevedla k rozporu s intuitivni pfedstavou. Ulohu budeme
fesit nezavisle ve dvou kapitolach.

Integral podle k-rozmérné miry je tzv. (k¥ivkovy, plosny) integral prvého druhu. DokdZeme
pro néj vétu o substituci, kterd jako specialni ptfipad zahrnuje vétu 26.13.

V tvodu kapitoly poskytneme kratké opakovani potfebnych pojmi z algebry. Skalarni soucin
vektorti z a y budeme opét znacit x - y. Dale M, ;, bude mnozina vSech matic o n-fadcich a k
sloupcich. Kazda takova matice reprezentuje linedrni zobrazeni R¥ do R™. Je-li L : R* — R
linearni zobrazeni, existuje pravé jedno zobrazeni L* : R® — RF tak, ze Lz -y = x - L*y pro
véechna * € R¥ a y € R". Zobrazeni L* se nazyva (hermiteovsky) adjungované k L. Je-li L
reprezentovano matici A, potom L* odpovida transponovand matice k A, kterou budeme znadit
AT Normu zobrazeni L budeme znaéit || L||, je definovdna predpisem

|L|| = sup{|Lz|: = € R¥,|z| < 1}.

Déle oznaéme ||L71| = sup{|z|: z € R¥, |Lz| < 1}.

Predpoklddame, Ze ¢tenaf je obeznamen s pojmem determinantu. Budeme jej vztahovat nejen
na Ctvercové matice, ale i na objekty, které lze reprezentovat matici A € My, , jmenovité na
k-tice vektort z RF, k-tice linearnich forem nad R* a linearni zobrazeni R* do R*.

34.1. Vlastnosti determinantu. Necht A, B € My, ;. Potom
(a) det A = det AT,
(b) det AB = det A det B.

34.2. Izometrickad zobrazeni. Necht V,' W jsou k-rozmérné linearni prostory se skaldrnim
soucinem. Pripomenme, Ze linearni zobrazeni L : W — V se nazyva izometrické, jestlize za-
chovavé vzdélenosti bodit. Potom ov8em zachovava i normu a skaldrni souéin (skaldrni souéin lze
totiz vyjadfit z normy na zakladé vzorce 4z -y = |z + y|?> — |z — y|?). Maticim izometrickych
zobrazeni R* do R¥ se také iiké unitdrni nebo ortogondini. Matice A je ortogonalni, pravé kdyz
jeji fadky (resp. sloupce) tvoif ortonormélni bazi R*. Sou¢in unitarnich matic je ovéem unitarni
matice.

34.3. Lemma. Necht W je k-rozmérny linedrni prostor se skaldrnim soucinem. Potom existuje
izometrické linedrni zobrazeni Q: R¥ — W.

Typeset by ApMS-TEX
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Dikaz. 'V prostoru W najdéme ortonormalni bazi uq,...,ux. Linedrni zobrazeni, které piifadi
ei+— u;, t=1,...k, je izometrické. m
34.4. Priklad.

Bud W C R? vektorovy prostor generovany vektory [1,1,1] a [0, 1, 2]. Hleddme izometrické linedrni zobrazeni
R2 na W. Toho docilime nalezenim ortonormalni béze ui,us prostoru W. Resenim rovnice [1,1,1] - ([O, 1,2] +
a[l,l,l}) = 0 dostaneme « = —1, takze vektor [—-1,0,1] = [0,1,2] — [1,1,1] je kolmy k [1,1,1]. Polozime-li
up = 3’1/2[1, 1,1], uz = 2’1/2[—1,07 1], maji jiz vektory w1, uz normu 1. Matice hledaného linearniho zobrazeni
maé sloupce ui, us.

34.5. Lemma. Necht Q € My, je unitdrni matice. Potom |det Q| = 1.

34.6. Lemma. Necht A € My, . Potom existuji unitdrni matice Q1, Q2 € My a diagondini
matice D € My, tak, Ze A = Q1DQs.

Dikaz. Pokud tuto vétu nenajdeme ve své uéebnici linedrni algebry, zcela jisté (pfedpokladame,
Ze Ctendlr pouziva dobrou ufebnici linedrni algebry) najdeme jiné dvé — existuje unitdrni matice
U a symetrickd matice R tak, ze A = UR, déle existuje unitarni matice @) a diagonalni matice
D tak, ze R = QT DQ. Nyni staci polozit Q; = UQ”, Q2 = Q. m

Nyni se uz budeme vénovat i teorii miry.

34.7. Lemma. Necht L: R¥ — R* je linedrni zobrazeni. Potom pro kazdou méritelnou mnozinu
E C R* je L(E) méritelnd a plati \(L(E)) = | det L| \E.

Diikaz. Méfitelnost je snadna. Podle lemmatu 34.6 existuji izometricka linearni zobrazeni )y,
Q@2 a diagonélni zobrazeni D = (di,j)ﬁjzl prostoru R¥ do sebe tak, ze L = Q1 DQs. Bud K =
[a1,b1] X -+ X [ag, bg]. Potom (pro jednoduchost zépisu budeme piedpokladat, ze d;; > 0, ale
ke stejnému vysledku bychom dosli i v ostatnich pfipadech) D(K) = [d11a1, d1,1b1] X -+ X
[dkykak, dk,kbk]a takze

AMD(K)) = |di1(by — ay) ... dys (b — ar)| = | det DIN(K) .

Z vlastnosti izometrickych linedrnich zobrazeni (zachovévaji miru, pfi skladdni s jinymi linedrnimi
zobrazenimi neméni absolutni hodnotu determinantu) mame pro kazdou méfitelnou mnozinu

ECR"
ML(E)) = M(DQ2(F)) = | det D|MN(Q2(F)) = |det D|AE = |det L| \E.

34.8. k-rozmérna mira. Nechf o je mira na o-algebfe ¥ D B(R™). Ozna¢me
o*FE ={infoS: SO E, SeX}

Rekneme, ze o je k-rozmérnd mira v R", jestlize jsou splnény tyto pozadavky:

(a) Je-li I : R* — R™ izometrické zobrazeni, potom o*I(E) = A\*E pro kazdou mnozinu

E C R

(b) Pro kazdé (-lipschitzovské zobrazeni p: E — R", E C R", je 0*p(E) < g*c*E.
Jak se zminime podrobnéji v poznamce 34.31, k-rozmérna mira neni jednozna¢né urcena vlast-
nostmi (a) a (b). Na rozumnych mnozinach vak vSechny k-rozmérné miry splyvaji. Poznamenej-
me, Ze pro kazdou k-rozmérnou miru o je podle vlastnosti (a) o([0,1]* x {0}"%) = 1.

Podle cviéeni 30.7 spliiuje Lebesgueova mira pozadavek (b) (a tudiz i (a)) pro k = n. Je tedy
Lebesgueova mira jedinou (jednoznac¢nost plyne okamzité z (a)) n-rozmérnou mirou v R".

34.9. Existence k-rozmérné miry. FEzistuje k-rozmérnd mira v R™.

Diikaz. Pro E C R"™ polozme
pwE = inf{z MGt
J
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kde infimum bereme pies vSechny posloupnosti otevienych mnozin {G;}, G; C R*, k nimz
existuji 1-lipschitzovské funkce ¢; na G; tak, ze E C |J¢;(G;). Pokud takova posloupnost {G,}
J

neexistuje, je ovSem p*FE = oo.

Ziejmé p* je vnéjsi mira na R™.

Bud ¥ o-algebra vSech p*-méfitelnych mnozin (viz 4.4). Podobné jako ve vété 1.19 se dokaze,
ze kazda borelovska mnozina lezi v 3. Uvédomme si, Ze je-li H otevieny poloprostor v R"™ a ¢
je spojité zobrazeni oteviené mnoziny G C R¥ do R™, potom G je disjunktni sjednoceni mnozin
GNye~L(H) (to je ziejmé oteviend mnozina) a G\ ¢~ 1(H) (to je sjednoceni spocetné mnoha uza-
vienych mnozin, tedy métitelnd mnozina, kterou miizeme aproximovat otevienou nadmnozinou
libovolné blizké miry). Ziejmé

pw'E=if{uF: FeX, F>DE},

nebot mnoziny tvaru |J¢,;(G;) jsou méfitelné (G, je sjednocenim posloupnosti kompaktnich

J
mnozin a spojity obraz kompaktni mnoziny je kompaktni). Z cviceni 30.7 dostédvéme, ze p je
k-rozmérnd mira. m

34.10. Objem. Nechf W je k-rozmérny linedrni prostor se skaldrnim soudinem a L: R*F —
W je linearni zobrazeni. Mé&me jesté izometrické zobrazeni Q: R¥ — W. Potom pro kazdou
borelovskou mnozinu E C R* je A(Q 'L(E)) = a \E, kde a = |det(Q~'L)|. Konstanta a ziejmé
nezdvisi na volbé& izometrického zobrazeni () a mé podobny vyznam jako mélo v 34.7 (pfipad
n = k) &slo |det L|. Vyraz |det(Q~'L)| lze déle upravit: Podle véty o soucinu determinanti a
determinantu transponované matice je

(det(Q'L))* = det((Q'L)"Q7'T)) = det(Q"Le; - Q' Le;); _, det(Le; - Lej)r .
Vyraz
det(ui . uj)f,j:l
nazveme objemem k-tice vektori (uy, ..., uy) a oznac¢ime vol(us, ..., ux); ma geometricky vyznam

“k-rozmérné miry” mnoziny
{eruy + -+ cpup: (c1, ..., cx) € [0,1]F}.
Objem piifadime i zobrazeni L; bude definovan jako
vol L = vol(Ley, ..., Leg).

Vsimnéme si, ze plati odhad
vol L < ||L||*.

Disledky pro k-rozmérnou miru lze shrnout do nasledujici véty.

34.11. Véta. Necht W je k-rozmérny linearni podprostor R™ a o je k-rozmérnd mira v R™.
Necht L: R¥ — W je linedrni zobrazeni. Potom pro kaZdou méritelnou mnoZinu E C R je

o(L(E)) =volL\E.

34.12. Vé&ta. Necht W je k-rozmérny linedrni prostor a L: RF — W, M: R* — RF jsou
linedrni zobrazeni. Potom vol(LM) = | det M|vol L.

Diikaz. Necht Q: RF — W je izometrické linedrni zobrazeni. Podle véty o sou¢inu determinantti
mame

(vol LM)? = det((Q *LM)TQ*LM) = det M" det((Q *L)"Q'L) det M = (det M)?(vol L)%.
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34.13. Vypocet objemu. Nyni odvodime vzorec, ktery nam usnadni vypocet objemu linedrniho
zobrazeni L: R¥ — R™ (ale pozor — pfi nepfiznivém poméru n a k miize i zkomplikovat). Prvky

mnoziny {1,...,n}* (tj. uspofddané k-tice indextl) budeme nazyvat multiindery. Budeme znaéit

I = I(k,n) mnoZinu multiindexii o € {1,...,n}*, které jsou rostouci, tj. a; < --- < . M&me

matice A = (am,j)m=1,...ns B = (bm,j)m=1,...n. Pro kazdy multiindex a € I ozna¢me A, =
J=1,ek J=1,0k

(Gaij)i=1,...k, B = (bas ;)

i k- Nyni dokdzeme vzorec
j=1,.k j

veey

1,..
1,

det ATB = Z det ATB,,.

acl
Rutinnim roznasobenim dostaneme
n
det A"B =det( D amibm;)imn = > det(ag,ibp, ;)i -
m=1 Be{L,...,m}*k

Jelikoz
det(ag, i, bﬁi,j)ﬁjzl =0

jakmile se néktery index v 3 opakuje, dostavame

det A"B= Y det(ag,i,bp, ;) =1
Be{l,...m}*
=3 > det(ag,ibp ;) = Y _det(ALB,).
ael ﬁe{a17,,,1ak}k ael

Nyni slibend aplikace na objem — dosadme za A = B matici zobrazeni L. Z pfedchoziho dostaneme
vzorec
(volL)? = det ATA = "det ATA, =) (det Ag)?.
acl acl
34.14. Priklad.

Na ukazku volme
ur =[0,2,1], w2 =1[1,0,1],

“i)

(vol(u, u2))? = det(AT A) = det <i) ;> -

tedy

0
2
1

Potom muzeme pocitat

nebo

(vol(ul,ug))2=(det<g é))z—i-(det(? 1>)z+(det<? 2))2=(—2)2+12+22=9.

34.15. Lemma. Necht o je k-rozmérnd mira v R"™. Necht L : R¥ — R je prosté linedrni
zobrazeni, G C RF je oteviend mmoZina, F C G je méritelnd mnozina a ¢ > 0. Necht ddle
p: G — R" je zobrazeni, které md skoro vsude v G derivaci a spliuje nerovnost

lo(s) — @(t) — L(s —t)| <e|s—t|, tseF.

Oznacme B =1+¢||L7Y|, a = (1 —¢|| L))~

Potom plati:

(a) Zobrazeni ¢ o L1 je (3-lipschitzovské na L(F).

(b) Je-li e|L7|| < 1, potom zobrazeni ¢ je prosté a zobrazeni L o ¢~ je a-lipschitzovské na
p(F).

(¢) Pro skoro viechna t € F je ||¢'(t) — L|| < & a voly/(t) < ¥ vol L.



F. VETY O SUBSTITUCI A k-ROZMERNE MIRY 119

e-lie||L™ || <1, pak pro skoro vSechna t € e vo t) > a "vollL.
(d) Je-li | L7 < 1, pak pro skoro viech F je voly/(t) #vol L
(e) Pro kazdou mnoZinu E C F je 0*p(E) < B vol LA\*E.
e-li ||L™7|| < 1, pak pro kaZdou mnozZinu £ C I je B~ "a~ vol'(t)dt < o%p <
Je-li g|| L1 1, pak kazd VEFﬂkkEl’d *o(E
BEak [ vol o (t)dt.
Diikaz.
(a), (b) Necht ¢, s € F. Potom

lo(s) = e()] < lo(s) — @(t) = L(s —t)| + |Ls — Lt| < els —t| + |Ls — Lt|
< (e| LY + 1)|Ls — Lt
(odtud dostavédme (a)) a
|Ls — Lt| < |p(s) — (t) = L(s = t)| + |(s) — o(t)] < | L7 |Ls — Lt| + [eo(s) — o(2)].
Posledni nerovnost také mizeme upravit

(1 = el L7HDIL(s) = L) < le(s) = o(®)],
odkud plyne (b).
(c), (d) Podle vé&ty o hustoté 29.2 je skoro kazdy bod mnoziny F' jejim bodem hustoty. Pokud
v takovém bodé& navic existuje derivace ¢', zfejmé pro A = ¢'(t) plati ||A — L|| < e. Jelikoz
zobrazeni AL~ je (jako v (a)) S-lipschitzovské, je AL~ < B a vol AL~ < 3% neboli vol A <
B* vol L. Podobné dostaneme vol A > a~*vol L, pokud ¢||L~!|| < 1.

(e), (f) Podle definice k-rozmérné miry a piedchozich bod@ méme
oc*p(E) < fFo*L(E) = 8* vol L \*E.

Za predpokladu e||L71|| < 1 dostavame

o*p(E) < fFvol LANE < gFa” / vol ' (t) dt
E

o*p(E) > a ¥ vol LA*E < ﬁ_ka_k/ vol ¢/ (t) dt .
E

Nyni budeme pracovat s lokalné lipschitzovskymi zobrazenimi. Po celou dobu méjme na paméti,
ze podle Rademacherovy véty 30.3 mé lokalné lipschitzovské zobrazeni ¢ skoro vsSude derivaci
¢ (t) a tato je (jako funkce proménné t) méfitelna.

34.16. Lemma. Necht G C RF je oteviend mnoZina, E C G je méFitelnd mnoZina a ¢: G —
R™ je lokdlné lipschitzovské zobrazeni. Necht F je uzaviend nebo oteviend podmnoZina M, k.
Necht € je kladnd funkce na F. Potom existuje spocetny disjunktni rozklad EN{¢’ € F} =J D;,
kde D; jsou meriteln€ a ke kaZdému j existuje L € F tak, Ze pro viechna s,t € D; je

o) —(s) = L(s = )| < e(L)[s — ¢

Dikaz. Nejprve predpokladejme, Ze mnozina F je kompaktni. Systém mnozin {M € F: |M —

L|| < ¢(L)}, kde L probiha F, je oteviené pokryti F. Muzeme tedy vybrat jeho koneéné pod-

pokryti a rozdélit EN{¢’ € F} na disjunktni sjednoceni métitelnych mnozin E¢, kde ke kazdému

i existuje L € F tak, Ze pro viechna ¢t € E' je ||¢/(t)— L|| < e(L). Bud i pevné. Méme E* = |J E?,
P

kde

i i « 2, .
E, = {t € E': pro vSechna s € U(t, ]—?) je lo(s) —@(t) — L(s — t)| < e(L)|s —t|}.

Rozdélime-li £, na méritelné po dvou disjunktni dily £, , o primeéru nejvys 1 /p, maji uz tyto
pozadované vlastnosti. Jestlize nyni mnozina F je uzaviend nebo oteviend v M, 1, je spoCetnym
sjednocenim kompaktnich mnozin a pouzijeme pfedchozi. m
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34.17. Sardova véta. Necht o je uplnd k-rozmérnd mira v R". Necht G C R je oteviend
mnoZina a ¢: G — RF je lokdiné lipschitzovské zobrazeni. Bud Z := {t: vol¢'(t) = 0}. Potom
o(¢(Z)) = 0.

Diikaz. Ziejmé staéi dokdzat, ze o(¢(E)) = 0 pro kazdou mnozinu F := Z N {||¢'|| < m}. Bud
K={M € M,y: volM =0 a ||M]|| < m}. Potom K je uzaviend podmnozina M,, ;. Zvolme
§ > 0. Ke kazdému L € K pritadme (L) > 0 tak, ze 2*|L||*~1e(L) < § a |Lt| > e(L)|t| pro
vSechna t kolmd na Ker L := {s € R¥: Ls = 0}. Podle lemmatu 34.16 najdeme disjunktni rozklad
E na spocetné sjednoceni métitelnych mnozin D; tak, ze ke kazdému j existuje L € K tak, ze

|o(t) = p(s) = L(s — )| <e(L)|s —

pro vSechna s,t € D;. Bud j pevné. Dimenze d prostoru Ker L je mensi nez k. Bud P ortogonalni
projekce R¥ na Ker L a W (k-d)-rozmérny podprostor R™ kolmy na L(R¥). Najdéme izometrické
zobrazeni @) prostoru Ker L na W a polozme Mt = Lt+&(L)QPt. Snadno ovétime, ze proe = e(L)
je |[M—L|| <e, |[M7Y <1/eavolM = ek~dvol L < eb~dm? < em*~1. Podle lemmatu 34.15
je

o*p(D;) < (2¢| M) vol M AD < 2"mF~1e AD; < §AD; .

Sjednocenim a limitnim pfechodem pro § — 0 dostavame, ze c*p(F) = 0. m
34.18. Vé&ta o substituci. Nechf o je upind k-rozmérnd mira v R". Necht G C RF je oteviend

mnozina a p: G — R"™ je lokdIné lipschitzovské zobrazeni. Necht u je méritelnd funkce na G.
Definujme w(z) = > {u(t): t € ¢~(z)}. Potom

/@(G) w(z)do(x) = /Gu(t) vol'(t)dt ,

pokud integrdl na prave strané konvergugje.

Diikaz. Ztejmé staci dokazat vétu v pripadé, kdy u je charakteristickd funkce méfitelné mnoziny
E C RF. Jestlize E mé miru nula, lokalné lipschitzovské zobrazeni ji zobrazi opét na mnozinu
miry nula. Je-li E C {voly¢’ = 0}, potom podle Sardovy véty 34.17 je o(p(E)) = 0 a integral
na pravé strané je ovSem také nula. Muzeme tedy predpokladat, ze E C {volf" > 0}. Bud
F={M eM,,: volM > 0}. Potom F je oteviena podmnozina M,, ;. Zvolme 7 > 1. Ke kazdé
matici L € M, 1, najdéme £(L) > 0 tak, ze (L) [|L~Y| < 1 — 7~ (1/2%) (potom pro kostanty a, f3
z lemmatu 34.15 mame odhad 3% < o* < /7). Podle lemmatu 34.16 najdeme disjunktni rozklad
E =JDj, kde D; jsou méfitelné mnoziny a ke kazdému j existuje L € I tak, ze

J

|o(t) = p(s) = L(s — )| <e(L)]s —

pro vSechna s,t € D;. Potom podle lemmatu 34.15 je ¢ prostd na D;. Predpokladejme nejprve,
ze funkce ¢ je dokonce prosta na F. Podle lemmatu 34.15 je

T o*p(D;) < / voly'(t) dt < o™ p(D;).
Dj

Pro kazdou kompaktni mnozinu K C D; je ¢(K) kompaktni a tudiz méfitelna. Najdéme posloup-
nost {K;} kompaktnich podmnozin D; tak, ze AK; — AD;. Potom mnozina F; := |J¢(K;) je
i

o-méfitelnd podmnozina ¢(D;) a
/ voly'(t)dt < 1o F} .
D;

Ozna¢me F' = J Fj. Se¢teme-li pies j, dostaneme
J

o p(E) < / vol ¢/ (t) dt < Top(F)
E
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a limitnim pfechodem pro 7 — 1
o o(E) < / vol (1) dt < op(F).
E

Jelikoz F' C E, plyne odtud
op(E) :/ vol ' (t) dt ,
E

coz je dokazovand rovnost pro charakteristickou funkci mnoziny E.
Neni-li nyni ¢ prosta na E, stejnou Gvahou jako vySe najdeme disjunktni rozklad E = |J E;,
J
kde E; jsou méfitelné mnoziny a ¢ je prostd na F;. Potom z predchozi ¢asti plyne

/ cp; do = op(Ej) = / vol ' (t) dt .
»(G) E

i
Sectenim pres j dostavame tvrzeni. m

34.19. Dusledek. Necht o je iplnd k-rozmérnd mira v R"™. Necht G C RF je oteviend mnoZina,
ap: G — R" je lokdiné lipschitzovské zobrazeni. Necht f je o-méFitelnd funkce na o(G) a E C G
je méritelnd mnozina. Definujme N(z,p, E) jako pocet proki mnoziny E N p~1(z). Potom

Nm%Ewmwww=éﬂwmmWWMa

»(G)

pokud aspon jedna strana rovnosti md smysl.
Specidlné, pokud zobrazeni ¢ je mavic prosté, je

[ t@dot@) = [ sew)voly@yar.
»(G) el

Diikaz. Tvrzeni je dusledkem véty 34.18, jen je tfeba dokéazat, Ze funkce f o ¢ je méfitelna na
{vol¢/ > 0} a funkce N(x, ¢, E) je o-méfitelna. Je-li E C {vol¢/ = 0}, pak podle Sardovy
véty 34.17 je op(F) = 0, takze N(z,, E) = 0 skoro v8ude. Mizeme tedy pfedpokladat, ze
E C {voly’ > 0} a podobné jako v dikazu véty o substituci se omezit na ptipad, kdy ¢ je
prosta na F. Dale mizeme predpokladat, ze f je charakteristickd funkce o-méritelné mnoziny
H C ¢(G). Potom existuji borelovské mnoziny B, N C ¢(G) tak, z2 B C H, H\ B C N a
oN = 0. Podle véty 34.18 je A(E N~ Y(N)) = 0, tudiz i A\(EN¢~Y(H\ B)) = 0. Vidime, ze
mnozina EN¢~'(H) = EN (¢~} (B) Uy '(H \ B)) je méfitelna. m

34.20. Bilipschitzovska zobrazeni.

Necht (P, p1), (P2, p2) jsou metrické prostory, G C P a 3 € [1,00) je konstanta. Rekneme,
Ze zobrazeni ¢: G — Py je [(3-bilipschitzovské, jestlize

B p1(z,y) < pa(e(x), 0(y)) < Bpar(z,y)

pro véechna z,y € P;. Jinymi slovy, ¢ i ¢~ ! jsou fS-lipschitzovska zobrazeni. Zobrazeni nazveme
bilipschitzovskym, jestlize je O-bilipschitzovské pro nékteré 3.

Zobrazeni ¢y: G — P, nazveme lokdlné bilipschitzovskym, jestlize ke kazdému bodu = € G exis-
tuje okoli U bodu z a 8 (bod od bodu se miize ménit) tak, Ze restrikce 1) na U je (-bilipschitzovské.

34.21. Poznamky. 1. Kazdé bilipschitzovské zobrazeni je prosté, dokonce homeomorfni. Lokalné bilipschitzovské
zobrazeni nemusi byt prosté; a i kdyz je prosté, nemusi byt homeomorfni.

2. Uvédomte si, ze 1-bilipschitzovské zobrazeni je totéz jako izometrie.

3. Derivace bilipschitzovského zobrazeni oteviené mnoziny G C R¥ do R™ existuji skoro viude podle Radema-

cherovy véty 31.2.
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34.22. Regularni zobrazeni, difeomorfismus. Kazdé reguldrni zobrazeni (C!-zobrazeni ote-
viené mnoziny G C R* do R¥ majici v8ude nenulovy Jakobian) je piikladem lokalné bilipschit-
zovského zobrazeni. To se tyka i regularnich zobrazeni oteviené mnoziny G C R* do R™ (k < n),
ktera jsou definovana jako Cl-zobrazeni, jejichz Jakobiho matice mé4 v kazdém bodé mnoziny G
hodnost k.

Kazdé prosté regularni zobrazeni ¢ oteviené mnoziny G C R¥ do R* je difeomorfismus, neboli
homeomorfismus, pro né&jz ¢ i ¢! jsou tiidy C*.
34.23. Priklady. Zobrazeni polarnich ¢i sférickych soufadnic z kapitoly 26 jsou typickymi piiklady regularnich
zobrazeni. Je-li a € U(0,1) konstantni vektor, pak f :  — |m|(% —a), z € U(0,1) mtze slouzit jako pfiklad
zobrazeni, které je (1 — |a|)~!-bilipschitzovské, ale neni t¥idy C* (nebot nemé derivaci v pocatku).
34.24. k-rozmérné plochy a integral prvého druhu. V aplikacich se pouziva k-rozmérné
mira predevSim na tzv. k-rozmérnych plochach. Tyto se daji lokdlné parametrizovat pomoci
lipschitzovskych (dokonce bilipschitzovskych) zobrazeni, a proto je na nich k-rozmérnd mira jed-
noznac¢né urcena pomoci vzorce z véty o substituci.

Mnozinu 2 C R"™ nazveme k-rozmérnou plochou, jestlize ke kazdému bodu z € Q existuje
lokélné bilipschitzovské homeomorfni zobrazeni ¢ oteviené mnoziny G C R* do € tak, Ze = €
©(G) a p(Q) je relativné oteviend podmnozina Q (tim myslime otevienost v metrickém prostoru
). Zobrazeni ¢ pak nazveme parametrizact (¢asti ¢(G) plochy ).

Jestlize okoli kazdého bodu Q lze parametrizovat zobrazenimi tiidy C¢ (¢ > 1), fikéme, Ze
plocha Q je tiidy Ct.

Nazorneé feceno, k-rozmeérné plochy jsou mnoziny, které lokalné vypadaji jako bilipschitzovsky
pokfivena ¢ast R¥. Ekvivalentné miizeme tuto vlastnost popsat pomoci map, coz jsou inverzni
zobrazeni k parametrizacim.

Z topologickych vlastnosti R™ (Lindel6fova vlastnost — z kazdého otevieného pokryti libovolné
mnoziny F C R" lze vybrat spoéetné podpokryti) plyne, Ze kazd4 k-rozmérnd plocha je spocetné
sjednoceni ploch tvaru ¢(G), kde ¢ je parametrizace.

Mapu (k-rozmérnou) definujeme jako lokélné bilipschitzovské homeomorfni zobrazeni oteviené
podmnoziny U (metrického prostoru)  na otevienou podmnozinu R*. Miizeme tedy fici, Ze
mnozina €2 je k-rozmérnd plocha, pravé kdyz ke kazdému bodu z € Q existuje k-rozmérna mapa
definovand na okoli z (vzhledem k ).

k-rozmérné plochy t¥idy C* 1ze jesté charakterizovat pomoci implicitniho popisu. Totiz, @ ¢ R™
je k-rozmérna plocha t¥idy C*, pravé kdyz ke kazdému 2 € € existuje jeho okoli W v R™ a
zobrazeni g: W — R"~* t¥idy C* tak, Ze matice ¢’(z) m4 hodnost n —ka WNQ =Wn{g = 0}.
(Vyroba parametrizace z implicitniho zadani je snadné cviceni na vétu o implicitnich funkcich.
Naopak, je-li p: G — Q parametrizace tiidy C* a = o(t), potom existuje projekce II prostoru
R" na R* tak, ze (IToy)/(t) # 0. Potom podle véty o inverznim zobrazeni existuje po piipadném
zlZeni definiéniho oboru ¢ inverzni zobrazeni (Ilo ) ~*. Rovnice g(z) = 0, kde g(z) = z —¢((Ilo
¢) "' (II(z))), je hledané¢ implicitni vyjadFeni 2 na okoli .)

Necht Q je k-rozmérnd plocha a o k-rozmérnd mira v R™. Integral fQ f do se nékdy nazyva
krivkovym, resp. plosnym integrdlem prvého druhu funkce f.

34.25. P¥iklad (3roubovice). Bud X = {[z,y,2] € R3: x = cosz, y = sinz}. Jako parametrizaci X lze pouzit

zobrazeni
p(t) = [cost, sint, t], tER.

Potom
@' (t) = [~ sint, cost, 1]

vol ' (t) = \/(— sint)2 4+ cos2t+1=+2.
34.26. Piiklad (sféra). Bud S = {[z,y, 2] € R3: 22 4 y2 + 22 = 1}. Uvedeme tii moznosti parametrizace.
(a) Pfipomenime, Ze sférické souradnice vychazeji z vzorci ¢s = [z,y, 2], kde
z(t,a) = cosa cost,
y(t,a) = cosa sint,

z(t,a) = sina,
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[t,a] € G :=(0,2m) x (—%7‘(, %W) Potom ¢(G) = X := S\ N, kde N je “polednik ” {[z,y,2] € S: y =0,z € [0,1]}.
Ziejmé dvourozmérnd mira N je nulova, takze rozdil mezi S a X lze zanedbat. Mame

—sintcosa, —costsina
"(t,a) = t —sintsi
pslt,a) = costcosa, sintsina
0, cosa

vol ', (t,a) = v/cos2 asin® a + sin® t cos a + cos? tcost a = cosa.

(b) Necht S, X, N jsou jako v pfedchozim pfikladu. Pro parametrizaci X také muzeme pouzit “vélcové sourad-
nice” ¢c = [z,vy, 2], kde

Il

<

Q

@]

7]
o

t, h)
t,h) = rsint, (r zna&i /1 — h2)
t, h)

—rsint, —~cost
‘Plc(tvh) = rcost, ~sint
0, 1

vol gl (t, h) = \/h2 + (1 — h2)(sin? t + cos2t) = 1.
(c) Bud S+ polokoule {[z,y,2z] € S : z > 0}. Potom S; mlzeme parametrizovat projekci do roviny urcené

osami z a y. Uvazujme parametrizaci ¢, = [2,y, 2], kde

z(s,t) = s,
y(s,t) =t,
2(s,8) = V1 —s2 — 12

na {(s,t) € R?: s2 +t? < 1}. Potom

1,0
/ - 0,1
<pp(87t) - —s —t
Vi-s2—t2" \/1-s2 12

1
Vi—s2 -2’

34.27. Priklad. Pomoci parametrizace z prikladu 34.26.b spo¢teme dvourozmérnou miru jednotkové kulové sféry
(povrch koule). Necht S, X, G maji stejny vyznam jako v citovaném piikladu. Potom je

vol @i, (t) =

o(S) = o(X) = /Gvol o dt dh = /;11 (/Ozﬂ dt)dh = 4.

34.28. P¥iklad. Bud o dvourozmérna mira na S_ := {(z,y,2) € R3: z = —\/1 — 22 — y2} (dolni jednotkova
polosféra). Integral
/ 2% do

ma (az na konstanty) fyzikalni vyznam sily, kterou je p¥i jednotkovém gravita¢nim zrychleni nadlehéovana koule
o jednotkové hustoté zpola ponofend do kapaliny (poc¢itdno integraci tlakovych sil).
Pouzijme sférické soufadnice na G = {(t,a) € R?:t € (0,27), a € (—7/2,0)}. Potom

n 0 2
/ zszZ/ sinzacosadtda:%r/ sin? acosada = -7,
S_ G —n/2 3

coz je polovina objemu jednotkové koule. Tim jsme potvrdili Archiméduv zdkon v nasem specidlnim pripadé.

34.29. Priklad (délka grafu funkce). Necht f : [0,1] — R je lipschitzovska funkce a o je 1-rozmérna mira na
jejim grafu T'. Bud G = (0,1) a ¢(t) = (¢, f(t)), t € G. Pak jsou splnény pfedpoklady véty 34.18 (pro¢ ?) a je tedy

o(T) = /(;lvolcp'(t) dt = /01 Ji+(F@)2 .
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34.30. Cviceni. Odvodte vzorec .
o0 = 27r/ FOT+ ()2 dt
a

pro dvourozmérnou miru plochy © vzniklé v R3 rotaci grafu funkce f kolem osy z. Piedpokladejte, ze funkce
f: (a,b) — (0,400) je lipschitzovské a polozte

Q={lw,y,z] eR%: z € (a,b), Vz2+12 = f(2)}.

34.31. Rektifikovatelné mnoziny. Mnozinu H C R"™ nazveme k-rektifikovatelnou, jestlize existuje lipschit-
zovské zobrazeni omezené méfitelné mnoziny £ C R* na H. Jak je patrné z véty o substituci 34.19, na o-algebie
generované k-rektifikovatelnymi mnozinami viechny k-rozmérné miry splyvaji. Existuji uzaviené mnoziny, na nichz
se k-rozmérné miry mohou rtiznit (napfiklad k-rozmérna mira z 34.9 miize davat jiné hodnoty nez Hausdorffova
mira z kapitoly 36), konstrukce jsou vSak dost komplikované.

Samoziejmé, n-rektifikovatelné mnoziny v R"” jsou pravé vsechny omezené méritelné mnoziny.

34.32. Historické poznamky. Pouzité pojeti vykladu k-rozmérné miry a plosného integralu pochézi od D.
Preisse. O dané problematice se 1ze do¢ist v rozsahlé monografii H. Federera [*1969].

Klasickd Sardova (nékdy téz Morse-Sardova) véta pro Cl-zobrazeni byla dokézana A.P. Morsem [1939 | a
A. Sardem [1942].

35. STUPEN ZOBRAZEN{

Necht G’ C RF je oteviena mnozina a ¢: G — R¥ je lokalné lipschitzovské zobrazeni. Potom

[ 1@lit= [ N6
G »(G)

kde N(z,p,G) je pocet prvkt mnoziny ¢~ !(x). Je pfirozené se ptat, Gemu se rovna integral

/G (1) dt.

Tato dloha nas vede k pojmu stupné zobrazeni, ktery mé fadu dalSich aplikaci, zejména pro
topologii eukleidovského prostoru a problémy TesSitelnosti nelinedrnich “algebraickych” rovnic.
Nejprve vsak musime zvlddnout kupu pomocnych vypocti.

35.1. Lemma. Necht G C R* je oteviend mnoZina a 11, ..., ¢y jsou dvakrdt spojité diferenco-
vatelné funkce na G. Potom plati

(a) )
Sy det(%) n —0.

a=1 8t] j= 1 ~q—1,q+1,.. .,k

(b)
s o
> o(-pet (1/) det(54) iz2...x ) = det(Veh, ... V).

g=1 ot Jj= 1 gL,k

Diikaz. (a) Leva strana je rovna souctu

q+1 det(ai jp,q) i=2,...k )

Mpr

D

g=1 p:1 Jj=1,...,q=1,q+1,...k
kde o0
at;7 Je_h.] #p#Q7
A 24, A
Gigpa =4 pror, jelij=p#aq,

0, je-lip=gq.
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Nyni staci si uvédomit, ze podle véty o zdméné smiSenych derivaci je pro vSechna p, q
+1 —
(=17 det(aijp.q) i=2....k = (=1)"det(aijqp) i=2....k :
j=1,...,q—1,q+1,...k j=1,...,p—1,p+1,....k
(b) Pouzijeme-li na levou stranu dokazované rovnosti pravidlo o derivovani sou¢inu, dostaneme
k

9 N
Z(—1)¢1+1 ('“)_tq (1/)1 det( o, )ji::z...,k k)

q=1 1-,’---7‘1*17(1"1‘1 »»»»»

=Y (- o1 det(awi) i—2k

k
fn S0 L e 22)

po dtq TR S TE R
Prvy ¢len na pravé strané je pravé rozvoj determinantu det(V)y, . .., Vo) podle prvniho fadku,
druhy je roven nule podle ¢asti (a). m
35.2. Lemma. Necht 11,...,¢ jsou lipschitzovské funkce na RF rovné 0 wné kompaktni

podmnoZiny RF. Potom
/ det(Vipy,...,Vipp)dt = 0.
RE

Diikaz. Dtkaz rozdélime do dvou kroku. Nejprve predpokladejme, ze funkce 91 .. .1y jsou t¥idy

C2%. Podle lemmatu 35.1.b existuji funkce 71,...,7; rovné nule vné kompakni podmnoziny R”
tak, ze
L
det(Vapr,..., Vi) = S 21
— Ot
Jj=1
Prokazdé j=1,...,ka[ty,...,tj—1,tj41,...,tx] € R¥! mame

on;
/ 677J(t15'"atjflagvtj—i-l,...,tk)df:O_
R Ot;

/ 9% 1yt = 0.
R

k (9tj
Sec¢tenim uvedenych rovnosti pfes j = 1,...,k dostaneme pozadovany vzorec.

Fubiniova véta dava

V druhém kroku dokézeme, Ze vzorec plati i bez pfedpokladu hladkosti. Necht vSechny funkce
Y1, ..,k jsou G-lipschitzovské. Potom

/ det(Vxg * ¥1,...,Vxg* i) dt =0
R~

(znaceni jako v 31.1) a limitnim pfechodem ¢ — oo podle Lebesgueovy véty (konstantni majo-
ranta) dostdvdme pozadovanou rovnost. m
35.3. Dusledek. Nechi’G C R” je omezend oteviend mnoZina a ©1, ..., 05, V1, ..,V jsou
lipschitzovské funkce na G. Jestlize p; = 1; na 0G, i =1,...,k, potom
/ det(Ver,..., Vo) = / det(Vepr, ..., Vi) dt.
G G

Diikaz. Podle Kirszbraunovy véty 30.5 miizeme funkce ¢;, 1); rozsifit lipschitzovsky na R¥, a to
tak, aby mély kompaktni nosic¢. Jesté piredefinujme ¢; na R¥ \ G tak, aby tam splyvaly s ;. Na
zékladé predchozi véty dostavame

/ det(Ver, ..., Vo) dt = —/ det(Ver,..., Vo) dt = —/ det(Vipy, ..., Vi) dt
G RF\G RF\C

= / det(Viby, ..., Vo) dt .
G
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35.4. Lemma. Necht G C RF je omezend oteviend mnoZina, f je integrovatelnd funkce na RF
a @, ) jsou lipschitzovskd zobrazeni G do RF. Jestlize o = 1 na G, potom

JRCCEACLEI RIET
Diikaz. Rozepisme do soufadnic ¢ = [p1, ..., k], ¥ = [tb1,...,¥x]. Vzhledem k hustoté D(R¥)

v L'(R*) miizeme ptedpoklddat, ze f € D(RF). Najdéme C'-funkci g na R* tak, aby platilo

aazgl = f. Potom podle dtisledku 35.3 mame

/ det(v(g © <P)7 V<P25 ceey V<Pk) dt = / det(V(g © 1/})3 vaa ceey V/l/}k) dt
G G
Pritom

) det(Vepi, Vo, ..., Vi) dt

k
g
det(V(gow),Va,...,Voi)dt =
| det(¥(go0). Vs =3[

Z téchto scitanct je nenulovy jen prvy a ten je roven [, (f o ¢)Ji, dt. Spojime-li tento vysledek
se stejnou tvahou pro funkce v;, dostavame pozadovanou rovnost. m

35.5. Lemma. Necht G C R je omezend oteviend mnoZina a ¢,v: G — RF jsou lipschitzovskd
zobrazeni. Necht B(y,r) je uzaviend koule v R, kterou neprotind Zddnd z tisecek spojugicich ¢(t)
s(t), t € OG. Necht f je integrovatelnd funkce na R* s nosi¢em v U(y,r). Potom

sy za= [ s

Diikaz. Oznaéme K = {t € G: tsecka spojujici ¢(t) s 9(t) protind B(y,r)}. Potom K je kom-
paktni mnozina obsazend v G. Funkce 7 rovna jedné na K a nule vné G je lipschitzovska na
KU (R*\ G) alze ji tedy podle Kirszbraunovy véty 30.5 rozsitit (pod stejnym jménem) lipschit-
zovsky na R¥. Polozme ¢ = ¢ + n(¢ — ¢). Potom ¢ = ¢ na 9G a f(((t)) = f((t)) pro viechna
t € G. Podle lemmatu 35.4 dostavame

/f ) J, dt = /f ) Je dt = /f

35.6. Lemma. Necht G C R* je omezend oteviend mnoZina a ¢ : G — RF je lipschitzovské
zobrazeni. Necht U C RF je souvisld oteviend mnozina disjunktni s p(0G). Potom existuje a € R
tak, Ze pro kazdou funkci f € LY(R¥) s nosicem v G je

/ fle t)dt =a f(:c)d:c

Dikaz. Nejprve predpokladejme, ze U je oteviend krychle. Rovnost staci ovérit pro charakteri-
stické funkce krychli K (z, p) := [—p, p]* + z obsazené v U, kde z € U a p je racionalni ¢islo. Bud
nejprve p pevné a U, = {z € U: K(z,p) C U}. Potom pro z,y € U, je

[ exctnn o) Tt = [ exiep((®) ottt
G G

kde ¥(t) = ¢(t) + y — 2. Pro y blizké = dvojice funkci p, ¢ splituje pfedpoklady lemmatu 35.5 a
tudiz ze souvislosti U, plyne, Ze funkce

yHéqwmwm@@w
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je konstantni na U,, neboli

Lqmwwm@@w=wmm%m

Konstanta a(p) je realnd, nebot Jakobian lipschitzovského zobrazeni je omezend funkce a G je
omezena mnozina. Je-li p; racionalni ¢islo a py prirozeny nasobek p;, potom krychle o hrané 2ps
se d& vyplnit krychlemi o hrané 2p;, takze a(p2) = a(p1). Pfevedenim na spoleéného jmenovatele
dostaneme nezavislost a(p) na p. Nyni uz snadno dokoné¢ime dtikaz i pro libovolnou souvislou
otevienou mnozinu U. m

35.7. Stupen zobrazeni. Necht G C R¥ je omezen4 oteviend mnozina a ¢: G — R* je spojité
zobrazeni. Z Tietzeovy véty dostavame, Ze ¢ lze spojité rozsifit na spojitou funkci na R* (pod
stejnym jménem), samoziejmé se miizeme postarat o to, aby méla kompaktni nosi¢. Potom podle
véty 31.5 existuji (dokonce C>) funkce o; na R¥ tak, 7ze ¢; = . Necht y € R¥\ ¢(0G). Najdéme
okoli U bodu y, jehoz uzavér neprotind ¢(9G). Mizeme predpokladat, ze U N p;(0G) = () pro
vSechna j. Podle predchozich lemmat existuji redlné konstanty a; tak, Ze

Lﬂ%@ﬂ@@ﬁ=%/fwmw

Rk

pro kazdou integrovatelnou funkci f na R™ s nosicem v U. Déle z lemmatu 35.5 je zfejmé,
Ze posloupnost {a;} je od ur¢itého indexu konstantni a jeji limita a nezavisi ani na vybéru
posloupnosti ;. Tato konstanta a, o niZz budeme brzy schopni dokézat, Ze je celociselnd, se
nazyvé stuperi zobrazeni ¢ v y na G a znadi se deg(y, ¢, G).

35.8. Véta o substituci. Necht G C RF je omezend oteviend mnoZina a ¢: G — RF je
lipschitzovské zobrazeni. Necht f je mévitelnd funkce na R*, f = 0 skoro vude na p(0G). Potom

/ S () T dt = / deg(z, ¢, G) f() dr.
G Rk

pokud integrdl na levé strané konverguje.

Dikaz. Pouzijeme-li podobné tivahy o métitelnosti jako v ditkazu 34.19, dostavame vétu z pred-
chozich lemmat a definice stupné. m

35.9. Vlastnosti stupn&. Necht G C R* je omezend oteviend mnozina a ¢: G — RF je
spojité zobrazend.
(a) Funkce y +— deg(y, f,G) je konstantni v kazdé komponenté R¥ \ f(0G).

(b) Necht p: G — R* je spojité zobrazeni a pro Zddné t € OG 1isecka spojujici p(t) s (t)
neobsahuje y. Potom deg(y, v, G) = deg(y, v, G).

(c) Je-li ¢ prosté a J, > 0 skoro vsude v G, potom deg(y, p, G) = 1 pro vSechna y € ¢(G).
(d) Je-li deg(y, p, G) # 0, potom rovnice p(t) =y md TeSeni v G.

(e) Jsou-li G1, ..., Gy, disjunktni oteviené podmnoziny G a ¢(t) #y prot € G\(G1U---UGy,),
potom
deg(y, ¢, G) = deg(y, », G1) + - - + deg(y, ¥, Gm) -

(f) Je-li ¢ tridy C* a J,(t) # 0 pro viechna t € p~'(y), potom

deg(y, ,G) = Y {signJ,(1): t € o~ (y)}

(g9) Stuperi deg(y, ¢, G) je vidy celé cislo.

Diikaz. (a) a (b) jsou zfejmymi dusledky pfedchoziho, (¢) dostaneme srovnanim vét o substituci
35.8 a 34.19.
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(d) Predpokladejme, Ze tato rovnice nemd feseni. Jelikoz ©(G) je kompaktni, existuje oteviené
okoli U bodu y tak, ze U N ¢(G) = 0. Najdéme lipschitzovskou funkci ¢ blizkou ¢ tak, aby
UNy(G) =0 adeg(y,v,G) # 0. Potom GNy~H(U) =0 a podle 35.8

0=/ Jy = deg(y, 1, G) AU £0,
GNy=1(U)

COZ je spor.

(e) Miizeme ptredpokladat, Ze ¢ je lipschitzovské zobrazeni. Mnozina K := ¢(G\(G1U- - -UG,,))
je kompaktni a neobsahuje y. Najdéme oteviené okoli U bodu y, jehoz uzavér neprotina K. Potom
podle 35.8

deg(yagogG):/ JSDZ/ J¢++/ Jg&
Gne~1(U) G1Np~1(U) GmNe—1(U)

= deg(y7 ®, Gl) + deg(y7 ®, Gm) .

(f) Necht s € ¢~ 1(y). Jelikoz J,(s) # 0, existuje okoli V bodu s tak, ze ¢ je prosté na V,
(V) je oteviend mnozina (véta o inverznim zobrazeni neboli lokélnim difeomorfismu!) a J, ma
na V konstantni znaménko. Potom ziejmé

NAV) ey V) = [ S dt =sign () [ 1]t =sign J,(5) Ao(V)
1% 1%

Také je jasné, Ze mnozina o1 (y) je izolovan4, a tudiz koneéna podmnozina G. Zavér dostaneme
pouzitim (e).

(g) Mizeme predpokladat, ze ¢ je tiidy C'. Bud F = {t € G: J,(t) = 0}. Podle Sardovy véty
34.17 je M¢(E)) = 0. Zvolme y € R¥ \ ¢(0G). Necht U je okoli y neprotinajici ¢(0G). Potom
najdeme z € U \ ¢(F) a mame deg(y, ¢, G) = deg(x, ¢, G), coz jest podle (f) celé ¢islo. m

35.10. Véta o otevieném zobrazeni. Necht Gy C RF je oteviend mnozina a p: Gy — RF
je bilipschitzovské zobrazeni. Potom ¢(Gq) je oteviend mnoZina.

Diikaz. Necht t € Gy a y = ¢(t). Bud G omezend oteviend mnozina, t € G C G C Go a U
oteviené okoli y neprotinajici ¢(0G). Dokazeme, ze deg(y, v, G) # 0. Potom podle 35.9.d mé
rovnice ¢(s) = x FeSeni pro vSechna x € U. Existuje oteviené okoli V bodu t tak, ze (V) C U.
Oznaéme V¥ = {s € V: J,s0} a V™ = {s € V: J(5)<0}. Uvédomme si, Ze podle Radema-
cherovy véty 30.3 existuje ¢’ skoro vSude a z definice bilipschitzovskosti je jasné, Ze nemize byt
J,(t) = 0. Aspon jedna z mnozin V*+, V™~ obsahuje néjakou kompaktni mnozinu K kladné miry.
Méme 0 # [, J, = deg(y, p,G) Ap(K). Tedy deg(y, ¢, G) # 0.

35.11. Véta o orientaci. Necht o je lokdlné bilipschitzovské zobrazeni souvislé oteviené mno-
Ziny Go C R* do R*. Potom Jpo > 0 skoro vsude nebo J, < 0 skoro vsude v Go.

Diikaz. Necht G C G C Gy je omezena oteviend mnozina a t € G. Potom existuje okoli U
bodu ¢(t), které neprotind ¢(0G) a okoli V' bodu ¢ tak, ze (V) C U. Jako v dikazu véty o
otevieném zobrazeni odvodime, ze deg(y(t), p, G) # 0. Podle 35.9.¢ je stupeii celé ¢islo, takze
|deg(4(t), ¢, G)| = 1. Méme

[ 9000 dt] = | deg(eo(0). 0. O NV 2 XolV) = [ 1,00t
14 14

Tedy J, mé konstantni znaménko skoro v§ude ve V. Ze souvislosti Gy dostdvidme tvrzeni. m

35.12. Historické poznamky. I kdyz pocéatky stupné zobrazeni jdou az k K.F. Gaussovi a A. Cauchymu, a pro
hladké zobrazeni a hladké mnoziny byly zkouméany na rozhrani stoleti H. Kroneckerem, H. Poincarém, E. Picar-
dem, P. Bohlem ¢i J. Hadamardem, podstatny krok pro vybudovéani stupné zobrazeni v kone¢né dimenzi a jeho
aplikace u¢inil az L.E.J. Brouwer v [1912]. Pozdéji J. Leray a J. Schauder zavedli topologicky stuper i v prostorech
nekonecné dimenze. Jeho dulezitost, zejména v nelinearni funkcionalni analyze, je dnes neoddiskutovatelna. Exis-
tuje bohatd literatura a prameny ke studiu stupné zobrazeni, ¢tenafe odkazujeme tieba na S. Fucik a J. Milota
[FM] (v poznamce 8.2.9 téchto skript je odkaz na dalsi literaturu a ptivod analytickych dikazi), J. Stard a O. John
[SJ], S. Fu¢ik, J. Necas, J. Souéek and V. Soucek [*1973], K. Deimling [*1985] ¢i J.T. Schwartz [*1969].
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36. HAUSDORFFOVA MIRA

V kapitole 34 jsme dokézali existenci jedné z k-rozmérnych mér v R” pomérné jednoduchym
zpusobem. Tento piistup ke k-rozmérné mifre zcela vystaci pro acely aplikaci na kifivkovy a plosny
integral.

V teoretictéjsich partiich matematické analyzy se vsak cCastéji setkdvame s Hausdorffovou
mirou, vyskytujici se v nejriznéjsich souvislostech, dokonce i pii necelych hodnotach k.

Samoziejmé, na rektifikovatelnych mnozinach (specidlné na k-rozmérnych plochach) podle
34.31 splyva normovana Hausdorffova mira s mirou konstruovanou v 34.9.

Aniz by zvySena obecnost ubrala na srozumitelnosti, mtzeme pfedpokladat, ze p (“dimenze”)
je nezaporné redlné ¢éislo a (P, p) je metricky prostor, na némz sestrojime p-rozmérnou miru.

36.1. Hausdorffova vné&jsi mira. Bud A C P. Oznaéme

Hy(A,0) = inf{) (diam A;)7 : | ] 4; D A, diam A; < 6} pro § > 0,
j=1 j=1

Hp(A) =supHp(4,0) (= lim H,y(A4,9) ).
6>0 6—0+

Mnozinové funkce A — H,(A) se nazyva p-rozmérnou Hausdorffovou (vnéjst) mirou.

Jak pozdéji dokdzeme, pro P = R™ a k < n nezdporné celé existuje konstanta ki tak, ze
Hy/kk je k-rozmérnd mira v R™ ve smyslu definice 34.8. Miru Hy/kr nazveme normovanou
Hausdorffovou mirou.

36.2. Metricka vnéjsi mira. Mnoziny A, B C P nazveme vzddlenymi, jestlize
inf{p(z,y) :x € A, y€ B} > 0.

Vnéjsi mira v na P se zove metrickd, jestlize (AU B) = vA+ B, kdykoliv A, B jsou vzdalené.
36.3. Poznamky. 1. V definici Hp(A), kde jsme uvazovali pokryti mnoziny A libovolnymi mnozinami, se lze
omezit na pokryti tvofend uzavienymi, resp. otevienymi mnozinami.

2. Uvédomte si, ze n-dimenzionalni Hausdorffova mira koule, resp. krychle K v R™ je fddové (diam K)™ (viz
lemma 36.12).

3. Mnozinové funkce Hp (-, §) nejsou metrické vnéjsi miry a nevystihuji nasi predstavu o délce ¢i plose (uvédomte
si, Ze je-li kupf. K étverec v R?, pak H1 (K, d) je konecné éislo, ackoliv se do K vejde nekoneéné mnoho disjunktnich
asecek stejné délky).

Proto také vzorec definujici Hausdorffovu miru nemizeme nahradit jednodussim pfifazenim

oo oo
A inf{> " (diam A;)P : | ] A; D A}

Jj=1 Jj=1

(coz je vlastné Hy(A, 00)).

4. Dalsi ptiklady k-rozmérnych mér v R™ (které obecné nemuseji splyvat s normovanou Hausdorffovou mirou)
1ze sestrojit, vychazime-li z jinych pokryvacich systémi. Kuptikladu sférickou miru lze definovat pomoci pokryti
otevienymi koulemi, viz H. Federer [*1969].

V dalsi sérii vét ukazeme, ze H, je metrickd vnéjsi mira, coz ndm umozni pfi aplikaci Cara-
théodoryovy metody odvodit, Ze kazda borelovskd mnozina je H,-méfitelnd a restrikce H, na
borelovskou o-algebru je mira. Obecné totiz plati nasledujici tvrzeni
36.4. Véta. Bud'~y vnéjsi metrickd mira na P. Potom kaZdd borelovskd mnoZina je y-méfitelnd.

Diikaz. Stadi dokézat, ze uzaviené mnoziny jsou méfitelné. Bud F' C P uzaviend mnozina. Zvolme
testovaci mnozinu T' C P, vT < 4o00. Ozna¢me

1 1
Pi=qzeTlT:—— <dist(a, F) < =}, j=12,...,
J { ir1= ( ) ]} J

Py={z €T :dist(z,F) > 1}.
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Potom mnoziny Py, P, Py, ... jsou po dvou vzdalené, tedy pro vSechna m € N je
m m
Z’szj = 7(U Pyj) <AT.
=0 J=0

Podobné E vPaj11 < AT, a tedy fada E ~P;j je konvergentni. Pro kazdé m € N jsou mnoziny
Jj=0 Jj=0

U P; a TN F vzdélené, tedy
=0

WT\F) <5(J B) +( U P)) <+T —(TNF)+ Z VP
7=0 j=m+1 j=m+1

Limitnim pfechodem pro m — oo dostavame
VT\F) <y(T) =(TOF).
]
36.5. Poznamka. Naopak, je-li v vnéjsi mira na P, pro niz kazda borelovskd mnozina je y-méfitelna, je jiz ~y
metrickd vnéjsi mira.
36.6. Véta. 'H, je metrickd vnéjsi mira na P.

Diikaz. Ze véty 4.3 okamzité plyne, ze A — H,(A, ) je vnéjsi mira pro kazdé 6 > 0. Limit-
ni prechod pro § — 0 d4, Ze i Hp je vnéjsi mira. Necht A, B jsou vzdélené mnoziny a ¢y <
inf{p(z,y): « € A,y € B}. Bud M C AU B, diam M < . Potom musi byt M C A nebo
M C B. Odtud je zfejmé, ze

Hy(AU B,0) = H,(A,0) + Hp(B,6)
pro vSechna kladnd ¢ < dg. Tedy
H,(AUB) = H,(A) + Hp(B).
|

36.7. Dusledek. KaZdd borelovskd podmnozina P je H,-méritelnd.
36.8. Cviceni. (a) Budte 0 < p < q. Je-li Hp(A) < 400, je Hq(A) =0.

(b) Cislo inf{p > 0: Hp(A) = 0} se zove Hausdorffovou dimenzi mnoziny A. Spoctéte Hausdorffovu dimenzi
Cantorova diskontinua v [0, 1].

(c) Konstrukci “zobecnénych” Cantorovych diskontinui lze ziskat pro libovolné p € (0,1) mnozinu B C [0,1],
pro niz Hy(B) = 1.
36.9. Poznamka. Definice p-rozmérné Hausdorflovy miry pfipousti i necelé hodnoty p. Hausdorffovy miry o
neceloéiselné dimenzi nesouviseji pfimo s tématy nasledujicich kapitol, nicméné maji zna¢ny vyznam napf. v teorii
singuldrnich mnozin (k popisu velikosti “zanedbatelné mnoziny”, napf. mnoziny bodt nespojitosti feSeni soustavy
parcialnich diferencidlnich rovnic nebo mnoziny bodu divergence Fourierovy fady). Diulezita jsou i tvrzeni typu:
“Necht vlastnost V plati vSude aZ na mnozinu nulové p-rozmérné Hausdorffovy miry. Potom vlastnost V' plati

vSude”. Na pojmu Hausdorffovy miry s necelo¢iselnou dimenzi také stavi prosluld teorie fraktali (viz tieba G.A.
Edgar [*1990], K.J. Falconer [¥1985]).

36.10. Cviceni. Kazda 0-rozmérnd Hausdorffova mira je aritmetickd mira.
36.11. Véta. Necht P, P’ jsou metrické prostory, H, je p-rozmérnd Hausdorffova mira na P

a H;, je p-rozmeérnd Hausdorffova mira na P'. Necht E C P a f: E — P’ je (3-lipschitzovské
zobrazeni. Potom

H,(f(E)) < BPH,(E).
Dikaz. Pro kazdé 6 > 0 a kazdou posloupnost {A;} podmnozin E, |J A; D E, diam A4; < 4,
j=1

mame
oo

Hp(f(E), 35) < (diam f(A;))P < 7 (diam A;)P,

j=1 j=1

odkud jiz lehko plyne pozadované nerovnost. m
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36.12. Lemma. Bud Hj, k-rozmérnd Hausdorffova mira v R™, K = [0,1]* x {0}"~*. Potom
0< Hk(K) < +00.

k
Diikaz. K danému § > 0 najdéme m € N tak, 7e — < J. Potom miizeme K rozbit na mF krychli
m
1 . Vk .
K, o hrané — a praméru — < §. Mame
m m
k

Hyp(K,8) <) (diam K;)* = m*(
1

3

@)’“ — KR/,

m

<.
Il

Odtud plyne Hy,(K) < k*/2.
Na druhé strané, bud A “Lebesgueova mira” na K. Bud A C K a = € A. Potom

A C B(z,diam A)
C [xl —diam A, x1 + diamA} X oo X [xk —diam A, x5 + diaLmA]7

tedy
A < 2%(diam A)*.

Je-li {Aj} posloupnost podmnozin K, A; = K, potom
j=1

D (diam A;)F =278y A4y =27 FAK =27k,

J=1 Jj=1

Piechodem k infimu dostdvame pozadovany dolni odhad pro Hy(K). m

36.13. Normovana Hausdorffova mira v R"™. Necht k je pfirozené ¢islo, k < n. Polozme
ki = Hr ([0, 1]% x0"~F). Potom Hj, /Ky, je k-rozmérnd mira v R™, kterou jsme nazvali normovanou
Hausdorffovou mirou.

Konstanta ry, je rovna ¢islu (4/7)%/2T'(1 + £). Vypocet neni snadny, viz C.A. Rogers [¥1970].
36.14. Poznamky. 1. Navod k vypoétu k-rozmérné miry konkrétnich (rektifikovatelnych) mnozin nam déavaji

metody kapitoly 34. Priklady na nerektifikovatelné mnoziny nebudeme zafazovat, protoZze svou obtiznosti presahuji
ramec téchto skript.

2. Obdobnou teorii Ize vybudovat bez velké zmény v dikazech i pro sférickou miru (pozndmka 36.3.4). Vypodcet

prislusné konstanty analogické kj je mnohem snazsi, dostaneme jej okamzité z cviceni 26.26.

3. V terminech Hausdorffovy miry lze dokazat nasledujici variantu Sardovy véty:
Necht G C RF je oteviend mnozina a f : G — R™ je libovolné zobrazeni. Necht E je mnoZina vsech bodi
t € G, v nichZ existuje derivace f'(t) a vol f'(t) = 0 (neboli matice f'(t) md hodnost mensi nez k). Potom

Hi(f(E)) = 0.
Ditkaz v tomto pFipadé lze udélat podobnou metodou jako ve skriptech [FM].

36.15. Historické poznamky. C. Carathéodory rozvinul v [1914] teorii linedrni (jednorozmérné) miry v n-
rozmérnych eukleidovskych prostorech. V téze praci se také zminuje o moznosti definovat k-rozmérnou miru
v n-rozmérném prostoru (pro celd k). OvSem k-rozmérnd mira pro libovolné k¥ > 0 v R™ byla zavedena az F.
Hausdorffem [1919]. Zajimava véta 36.4 pochézi od C. Carathéodoryho [*1918]. Poté se teorie Hausdorffovych mér
rozvijela velice intenzivné, byl to zejména A.S. Bezikovi¢, ktery publikoval zna¢né mnozstvi praci vénovanych této

problematice. Z monografii o Hausdorffové mife lze doporuéit C.A. Rogers [*1970].
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37. INTEGRALNI POCET VE VEKTOROVE ANALYZE

V této kapitole zavedeme kiivkovy a plosny integral druhého druhu a vyslovime pro néj véty
o substituci. Déle uvedeme vzorce, podle nichZ se prevadéji integraly pies “vnitiek” (mnoZiny,
plochy) na integral pfes jeji “okraj”. V podstaté pijde o vicerozmérné zobecnéni znamé Leibni-
zovy formule

b
/ [ de = F(b) — f(a).

Pozdéji uvidime, Ze tyto vzorce jsou zvlastnim pripadem obecné Stokesovy véty nasledujici kapi-
toly, zatim vSak bude jednodussi uvést kazdy zvlast. Ctenadfim mozné piijde vhod, Ze bez hlubsi
exkurse do multilinearni algebry podame vyklad zahrnujici vSechny situace, které mohou nastat
v trojrozmérném prostoru (coz je podstatné pro fyzikalni aplikace).

Pripomenime, ze integrdlni pocet na k-rozmérnych plochach v R™ je zalozen na pojmu k-
rozmérné miry (34.8), kterd na k-rozmérnych plochach existuje (véta 34.9) a je uréena jednoznacné
(poznamka 34.31). Pro zékladni pochopeni vykladu neni nutné védét, jakym zptisobem jsme k-
rozmérnou miru zkonstruovali.

Jelikoz veskeré véty této kapitoly jsou specidlnimi piipady vét kapitoly 38, nebudeme pferuso-
vat vyklad jejich dikazy.

Pro jednorozmérnou miru v R™ budeme pouzivat oznaceni s, na druhé strané S vyhradime
ro n — l-rozmérnou miru.
0 1-rozmérno

37.1. Vektorové pole, gradient, divergence, rotace. Vektorovym polem na mnoziné X
budeme nazyvat zobrazeni f mnoziny X do R™.

Necht g je funkce tiidy C! na oteviené mnoziné U C R™. Potom jeji gradient grad g je definovan
na U jako vektorové pole [;—fl(:v), e ;Ti(:v)]. (Rozdil mezi gradientem a derivaci v C* p¥ipadé
spoCiva jen v tom, ze gradient je vektor a derivace linedrni forma.)

Necht f = [fi1,..., fn] je spojité diferencovatelné (tj. t¥idy C') vektorové pole na oteviené
mnoziné U C R". Potom divergence pole f je funkce div f na U definovana pfedpisem

n

div f = Z O
i=1

8171' '

Je-li f spojité diferencovatelné vektorové pole na oteviené mnoziné U C R?2, jeho rotace je funkce
rot f definovana predpisem

_0fy  0f
I'Otf— a—{'[;l — 6—$2

Koneéné, je-li f spojité diferencovatelné vektorové pole na oteviené mnoziné U C R3, zavadime
jeho rotaci rot f jako vektorové pole na U definované predpisem

orj = (Mo _0f2 Oh 0y O 0h,
8:172 8$3, 8$3 8:17178171 8$2 '

V prostorech vyssi dimenze odpovidé rotaci bilinedrni forma (u,v) — f/(x)u-v — f'(z)v - u.

Typeset by ApMS-TEX
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Nechf V je n-rozmérny vektorovy prostor se skaldrnim souc¢inem. Volbou ortonormaélni baze
(u1,...,un) ve V mizeme prevést kalkulus ve V na kalkulus v R™. Zobrazeni soutadnic L : V —
R" pfifadi kazdému vektoru x € V vektor Lz € R™ jeho soufadnic vzhledem k (u1, ..., u,) tak,
ze je-li © = tyur+,. .., thuy, potom Lz = [t1,...,t,]. JelikoZ dand béze je ortonormdlni, mame
t; = u; - x. Necht U C 'V je oteviend mnozina, g je redlnd funkce na U a f : U — V je vektorové
pole. Oznaéme G = L(U), §=go L', f = Lo f o L™!. Potom f je realn4 funkce na G a §j je
zobrazeni G do R™. Soufadnice a matice derivaci f a § oviem zavisi na volbé béze (U1, ...y up).
Miizeme zavést grad g(z) := L~ (grad §(Lz)), div f(x) := div f(Lz), rot f(z) := rot f(Lz) (je-li
n = 2) & rot f(z) := L~ 'rot f(Lx) (je-li n = 3). Potom operatory grad, div a rot nezavisi na
volbé ortonormalni baze v V.

37.2. P¥iklad (v R?). Bud f(z) = [2? + 22,22 — 21]. Potom div f =
d(ez—=1) _ 0(zi+ad)

O(zitad) | B(za—w1) _

D71 972 2rx1 +1 a

rot f = I i = —1—2xs.

2
37.3. Priklad (v R3®). Necht f(z) = [z1,23,2371]. Potom div f = g_ii + g_;g; + "’%Zl = 1+ 2x2 + x1,
rot f = [22af1 Duy Om _ Drym 0% 921) = [0, —3,0].

Oxa dz3’ Odxz ~ Oxy ’ Omy CED
37.4. Cvideni. Ukaite, ze je-li g funkce t¥idy C! na okoli x a u = gradg # 0, potom funkce, ktera priradi
jednotkovému vektoru v derivaci g v & ve sméru v, nabyva maxima v u/|ul.
37.5. Vektorovy soucin. Vektor w € R™ nazveme vektorovim soucinem vektori uy, ..., U,_1
a oznadime uy X -+ X Un—1, jestlize pro kazdy vektor v € R™ je w - v = det(v,u1,...,un—1).
Specialné tedy i-ta soufadnice vektoru w je

ei-w=det(e;, ur, ..., un—1) = (—1)" det(e; - um) i -

Uvédomme si, ze vektorovy soucin je bindrni operace, pravé kdyz n = 3. Vektorovy soucin je
vzdy kolmy na své Cinitele a pro jeho velikost mame vzorec

|ug X -+ X up—1| = vol(ug, ..., up—1).

37.6. Piiklad. V R3 mame napi.

[1,1,1}><[1,2,3}:[det<;’ ;) —det(i’ ;) detG’ ;)} —[1,-2,1].

) )

37.7. P¥iklad. V R? je vektorovy souéin vektoru [1,2] vektor [2, —1].

37.8. Cvideni. Spoététe v R* vektorovy souéin [1,0,1,0] x [0,0,0, 1] x [0, —2,0,0].

37.9. Orientace. Necht Q je k-rozmérnd plocha a z € . Oznaéme P, = P, () mnozinu viech
parametrizaci okoli = v 2. Rekneme, Ze parametrizace 1,2 € P, jsou souhlasné orientované
v x, jestlize det(p, ' 0@1)’ > 0 skoro viude na okoli ) ! (). V opaéném ptipadé podle véty 35.11
musi platit, Ze det(py" o ¢1) < 0 skoro vSude na okoli ] '(x); ikdme pak, Ze 1 a @y jsou
opacné orientované v x.

(Lokdlni) orientaci Q v bodé x rozumime zobrazeni, které kazdé parametrizaci ¢ € P, pfifadi
piivlastek kladnd nebo zdpornd (v x), pficemz dvé kladné parametrizace, resp. dvé zédporné pa-
rametrizace jsou vzdy souhlasné orientované, zatimco kladna a zdporna parametrizace jsou vzdy
opacné orientované (vSechny pojmy vztahujeme k bodu z).

Orientact plochy € rozumime jeji orientaci v kazdém bodé€, a to takovou, ze je-li ¢ kladna
parametrizace v x, musi byt kladna i ve vSech bodech néjakého okoli x.

Zatimco lokalni orientace jsou v kazdém bodé pravé dvé, globadlné mohou nastat problémy. E-
xistuji plochy bez moznosti (globalni) orientace (zndma Mdobiova péaska, viz ptiklad 39.7). Pokud
orientace existuji, jejich pocet je sudy a je roven dvéma, pravé kdyz plocha je souvisla (oriento-
vatelnd plocha s n souvislymi komponentami ma 2" orientaci).

n-rozmérné plochy v R™ jsou jeho oteviené podmnoziny. Za prirozenou orientaci n-rozmeérné
plochy poklddame takovou, v niz jsou identické parametrizace kladné.

0-rozmérné plochy jsou spocetné mnoziny izolovanych bodi, kompaktni 0-rozmérné plochy
jsou dokonce kone¢né. Kazd4 orientované 0-rozmérné plocha F se rozpadé na mnoZiny Ft* a F~
— v bodech F't jsou vsechny parametrizace kladné, v bodech F'~ jsou vSechny zdporné.
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37.10 Kriivky. Jednorozmérné plochy se nazyvaji kfivky. Necht v C R™ je orientovand kiivka.
Je-li ¢v: G — ~ kladna parametrizace, potom pro skoro vSechna ¢t € G zavadime jednotkovy tecny
vektor t(z) v bodé x = 1(t) predpisem t(x) = u/|ul, kde u = ‘Z—f(t). Potom az na s-nulovou
mnozinu je vektor t(x) definovin, a to nezavisle na volbé kladné parametrizace ¢ (podrobnéji

viz 38.14).

Znédme-li (takto ziskané) pole t(x), miZeme zpétné urcit orientaci, kterd ho vytvorila: Para-
metrizace ¢: G — 7 je kladné, pokud pro skoro vSechna t € G plati

dip dip
—(t) =t(p())|—(
L (6) = 40 5 (1),
a zaporna, pokud pro skoro vSechna t € G plati
dvp dip
—(t) = —t(p(t)) | = ()]
L) = —t(e (1) 1% ()

Pole jednotkovych teénych vektorid budeme nékdy nazyvat méné piesné, ale strucné tecnym
polem.

Integral fv f - tds se nékdy nazyva krivkovym integralem druhého druhu vektorového pole f.
Plati pro néj nasledujici v€ta o substituci.

37.11. Véta. Necht v je orientovand jednorozmérnd lipschitzovskd kvivka. Necht G C R je
otevrend mnozina a ¢ : G — v je kladnd parametrizace. Potom pro kaZdé vektorové pole [ =

[f17 .. '7fn]7 f] S 51(778)7 j@
fm@:/ﬁwm%m+m+nwmm@w
P(G) G

37.12. P¥iklad. Nechf v = {[z,y,2] € R® : x = cosz, y = sinz, 0 < z < 27} je Sroubovice (viz piiklad 35.12),
necht f(z,vy, z) = [0, z, 322]. Orientujme ~ tak, aby jednotkovy teény vektor mél z-ovou soufadnici kladnou. Pomoci
p(t) = [x(t), y(¢t), 2(t)] = [cost, sint, ] spocitdme

1 .
t = —[—sinz,cosz,1] =

R Y
\/5 \/5 y,"E, .

d 27 27
/ fvtds:/ (my'+3z2z')dt:/ (cost(sint) + 3t2)dt =7 + =°.
¥ 0 0
37.13 Normalové pole na n—1-rozmérné plose. Necht I' C R" je orientovana n—1-rozmérné
plocha. Je-li ¢: G — I kladna parametrizace, potom pro skoro vSechna t € G zavadime jednotkovy
normdlovy vektor n(xz) v bodé x = p(t) predpisem

Wiy X o+ X Wpo1

n(x): |’LU1 X an_1|’

kde w; = %(t). Potom aZz na S-nulovou mnozinu je vektor n(x) definovan, a to nezévisle na
J
volbé parametrizace ¢ (podrobnéji viz 38.14).

Znédme-li (takto ziskané) pole n(z), miZzeme zpétné urdit orientaci, kterd ho vytvofila. Para-
metrizace ¢: G — « je kladna, pokud pro skoro vSechna t € G plati
0
e >< (p
8tnfl

92 (1) x - x 222 (1) = m(p(t) |22 (1) x

ot, ot ot, @)}

a zaporna, pokud vyse uvedend rovnost plati se zapornym znaménkem na pravé strané.

Pole jednotkovych normalovych vektorti budeme nékdy nazyvat méné presné, ale struéné nor-
malovym polem.

Integral fr f-ndS se nékdy nazyva plosnym integrdlem druhého druhu vektorového pole f.
Plati pro néj tato véta o substituci:
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37.14. V&ta. Necht T je n — 1-rozmérnd orientovand lipschitzovskd plocha. Necht G ¢ R"~!
je oteviend mnoZina a ¢ : G — T je kladnd parametrizace. Potom pro kazZdé vektorové pole

f = [flv"'vfn]7 kde fj € ‘Cl(FaS)? je

. _ (O o O
L PR /G PR - (G % x Pyt

37.15. Priklad (kuzelova plocha). Budeme pocitat integral

/[1797 22] : nds7
T

kde
' ={[z,y, 2] e R3: 22 = 22 + 42, 0<z<1}

a n mé “sméfovat ven z kuzele”
Q= {lz,y,2] ER3: 22 +y2 <22 0<2< 1}
(viz 37.21) PouZijme parametrizaci
p(r,t) = [rcost, rsint,r|,

na G :={[r,t]: 7 € (0,1) a t € (0,27)}. Ziejmé ¢(G) se lisi od I pouze nulovou mnozinou, takze neni rozdil mezi
integrovanim pies I' a ¢(G). Mame
cost, —rsint
o (r,t) = (sint, rcost ) ,

1, 0

takze 8 5
9P 9P _

or at

Tento vektor by byl v pfipadé kladné parametrizace kladny nasobek jednotkového vektoru normaly a sméfoval

[-rcost, —rsint, r].

by tudiz ven z Q. Jelikoz sméfuje dovnit¥, je parametrizace ¢ zdpornéd (precizujte ivahy o smé&fovani ‘dovniti’ a
‘ven’ !). Nevadi, vzorec se bude liit jen znaménkem. Méme

/[m,y,zZ} -ndS = / [rcost, rsint, r2] - [rcost, rsint, —r]drdt
T G

:/ (r? —r¥)drdt = T
G 3

37.16. P¥iklad. Bud T = {[z,y,2] € R3 : 22 +y? = 2 < 1} (&4st paraboloidu je ohrani¢ena kruznici). Jednotkovy
vektor normély

1
LA =+—-2 727_1
n(z,y, z) \/42—+1[x y, —1])

orientujme volbou znaménka +. Potom [t,r] — [2(¢,7),y(t, ), 2(t,7)] := [rcost,rsint,r2], t € (0,27), r € (0,1),
je kladné parametrizace a jeji obor hodnot se lisi od I" pouze o nulovou mnozinu. Bud f(z,y, z) = [2z,0, 0]. Potom

/ f-ndS = / 2x det(Vy, Vz)dtdr = / 2r cost det(V(rsint), V(r?)) dt dr
r (0,27) % (0,1) (0,27) % (0,1)
= / 413 cos?tdtdr = .
(0,27) % (0,1)

37.17. Plocha s okrajem. Mezi nejzajimavéjsi vzorce integralniho poc¢tu na plochach patii
obecna Stokesova véta a jeji specialni pripady. Pro ucely formulace téchto vysledkt potfebujeme
zavést pojem plochy s okrajem.

Oznacéme H’i, resp. H* poloprostory (0,00) x R¥7!, resp. (—00,0) x R¥~1. Dale budeme
znadit i zobrazeni R*~! na OH”* definované pfedpisem

i([Sl, ceey Sk—l]) = [0, Slyeeny Sk—l] .

Necht © C R™ je omezen4 orientovand k-rozmérnd plocha a I' = Q\ Q. Necht T je orientovana
k—1-rozmérna plocha. Rekneme, ze I je okraj Q, jestlize ke kazdému bodu z € T existuje oteviena
mnoZina G C R*, okoli U bodu x a homeomorfni lokalné& bilipschitzovské zobrazeni ¢ : G NHF —
QUT tak, ze z € p(OH*), o(GNHY) = QNU, o(GNOH* ) = T'NU a nastane jeden z nésledujich
pripadi:

(a) ¢janm+ je kladnd parametrizace @ N U a ¢|gnom+ © 1 je kladna parametrizace I' N U.
(b) ¢jcnm* je zdpornd parametrizace QN U a ¢)gnopr © 1 je zdpornd parametrizace I'NU.
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Je-li k > 1, pak parametrizace ¢ spliiujici (b) se d& “zrcadlové upravit” tak, aby spliiovala (a).
37.18 Uvod ke vété o kiivkovém integralu. Nechf v C R je orientovand kiivka s okrajem
F. Vime uz, Ze na v je orientaci vytvoreno pole jednotkovych teénych vektorti t a F' je konecna
mnoZina sestavajici z “kladné ¢asti” FT a “zédporné éasti” F'~

Vztah mezi orientacemi v a F' je dan presné definici 37.17. Slevime-li na pfesnosti, muzeme
vyloZit nézorngji: Te¢né pole sméfuje od bodt mnoZiny F~ k bodéim mnoziny F'T. Pokud t(a) je
spojité prodlouzeni t do bodu a € F~ (za naSich pfedpokladi vSak néco takového vitbec nemusi
existovat), je

. T—a
t(a) = lim FEk
ey

v b € FT to dopadne podobné, ale z opaénym znaménkem.
Za popsanych predpokladti plati nasledujici véta:

37.19. Véta o kiivkovém integralu. Necht g je spojité diferencovatelnd funkce na okoli 7.

Potom
Z g(b) — Z Q(G)Z/gradg-tds.

beF+ a€F~ v

37.20. Piiklad. Necht h je lipschitzovska funkce na [—1,1], h(—1) = k(1) = 0. Bud v = {[z,y] : y = h(x), |z] <
1}. Necht jednotkovy teény vektor t k « je orientovan tak, aby z-ova soufadnice byla kladna, tedy

1

t(z,y) = —————[1,h/ (2)].
(@) = e (L @)
3 siny]. P¥imy vypocet nedava valnou nadéji, zvlaste
3

Méame spodist integral f“/ f-tds, kde f(z,y) = [322 cosy, —x

kdyz funkce h je dostatecné oskliva. Jelikoz vsak f = grad g pro g = z° cosy, je podle véty o kfivkovém integralu

/f~tds=9([1,0])—9([—170})22-
;

37.21. Uvod ke Gaussové vét&. Dalsi ze série vzorct je Gaussova véta (nazyvana téz Gauss-
Ostrogradského véta, nebo Divergence Theorem).

Necht 2 C R™ je omezend oteviend mnozina a I' je jeji hranice, spliiujici pozadavky 37.17
kladené na okraj (v tom piipadé také fikdme, ze Q ma lipschitzovskou hranici). Na Q uvazuj-
me pfirozenou orientaci. Tim je jednoznac¢né urcena i orientace na I', reprezentovana polem n
jednotkovych normélovych vektori. Nepfesné ale ndzorné lze ¥ici, Ze n(x) je jednotkovy vektor,
ktery je kolmy na okraj 2 v x a sméfuje ven z 2, proto se mu také rika vektor vnéjsi normaly;
slovem “ven” je minéno, ze pro nenulovy vektor u € R™ a malé kladné t je x + tu €  pokud
u-n(x) <0ax+tu ¢ Qpokud u-n(x) > 0. Takova situace ovSem nastava pouze v bodech
hladkosti I.

Za popsanych predpokladti plati nasledujici véta:
37.22. Gaussova véta. Necht f je vektorové pole tiidy C* na okoli Q. Potom

/Ff-ndS:/Qdivfd/\.

37.23. Pi#iklad (koule, sférické soufadnice). Bud Q = {[z,y,2] € R3: 22 + 42 +22 < 1}, T = {[z,9,2] €
R3: 22 4 y2 + 22 = 1}. Uvazujme zobrazeni sférickych soufadnic ¢ = [z, y, 2], kde

z(r,t,a) = rcosa cost,
y(r,t,a) = rcosa sint,
z(r,t,a) =rsina,

a[r,t,a] € H:=(0,00) X (—m,m) X (—%7‘(, %7‘() Méme

cosa cost, —rsintcosa, —rcostsina
! . . .
Y'(r,t,a) = [ cosasint, rcostcosa, —rsintsina

sina, 0, T Ccosa
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Potom zobrazeni ¢(s,t,a) = ¥(s + 1,t,a), [s,t,a] € (—1,0] X (—m,7) X (—%W, %7‘() spliiuje pozadavky kladené
v 37.17 pro body [z,y,z] € ¥ (H). (Pokud [zo,Yyo0,20] neni v ¢(H), mizeme si pomoci zobrazenim [s,t,a] —
W(s + 1,t — tg,a — ap) pro vhodna to a ap.) Zkontrolujme, 7e dett’ = r2cosa > 0, takZe pro vypocet vné&jsi
normaly dostavame postupné

O[cosa cost, cosa sint, sinal .
wo 1= = [—cosa sint, cosa cost, 0],
ot
Ocosa cost, cosa sint, sinal . . .
w3 = = |[—sina cost, —sina sint, cosal,

da

wo X w3 = [0052 a cost, cos® a sint, cosa sinal ,

|wa X w3| = cosa

a konec¢né
w2 X w3

n(z,y,z) = [cost cosa, sint cosa, sinal = [z,y, 2] .

‘wg X w3|
37.24. Piiklad. (a) Pomoci Gaussovy véty spocteme (nikoli poprvé) velikost sféry T' = {(z,y,z) € R3: 22 +
y? + 22 = 1}. Vyuzijeme toho, Ze I je okraj ke kouli Q = {(z,y, z) € R3: 22 4+ y? + 22 < 1}. Dvourozmérnou miru
sféry zjistime integrovanim jednicky, kterou nejprve musime vyjadrit ve tvaru 1 = f - n. V roli vektorového pole
f dobie poslouzi napt. f(z,vy, 2) = [z,y, 2]. Opravdu, [z,y, 2] -n = [z,y,2] - [z,y, 2] = 22 + y% 4+ 22 = 1 (pro jinou
mnozinu je nutné hledat jinou f). Mame

/ldS:/[x,y,z]-ndS:/ div[m,y,z}dmdydz:/ 3drdydz = 4m.
r r Q Q)

(b) Jako cvigeni spoététe

: 4
/ 22dS  (vysledek: - 7).
r 3

37.25. P¥iklad (krychle). Necht Q je krychle (0,1)% a T je jeji hranice orientovana vnéjsi normalou (napf. na
sténé {0} x (0, 1)? je jednotkovy vektor normaly [—1,0,0]). Podminka z 37.17 je zfejmé splnéna pro z lezici na sténé;
méné ziejmé (ale pFesto splnéna), pokud z lezi na hrané nebo je dokonce vrchol. Bud napt. z vrchol [0, 0, 0]. Potom
hledané zobrazeni ¢ bude mit tvar ¢(t) = [—t1 + max(0, —t2, —t3), t2 + max(0, —t2, —t3), t3 + max(0, t2, —t3)],
tc (—1,0] x (—1,1)2.

37.26 Uvod ke Greenové vété. Uvazujme situaci z Gaussovy véty v dimenzi dvé. Potom T
je kfivka, jeji orientaci lze vyjadrit nejen pomoci normalového pole, ale i pomoci te¢ného pole.
Vektor n(z) je s-skoro viude vektorovym soudinem vektoru t(z), tj. (n(z),t(z)) je ortonormalni
baze R2. ( Nepfesné, ale nazorné: t(z) obiha Q proti sméru hodinovych rucicek.)

37.27. Greenova véta. Bud g = [g1,92] spojité diferencovatelné vektorové pole na okoli ().

Potom
/g-tdSZ/rotgdx.
r Q

37.28. Cviceni. Spoctéte jednotkovy teény vektor a jednotkovy vektor normaly k jednotkové kruznici, orientovana
jako okraj k jednotkovému kruhu.

2 2
37.29. P#iklad. Pomoci Greenovy véty vypocteme obsah plochy Q = {(z,y) € R?: x—z + y—z < 1}. Okraj (elipsu)
a
I" mizeme az na mnozinu jednorozmérné miry 0 parametrizovat zobrazenim o(t) = [z(¢), y(t)] := (acost, bsint),
t € (0,27). Najdéme vektorové pole f na R", jehoz rotace je 1, napf. f = [0,z], f = [-y,0], f = [—%y7 %:c]
Greenova véta dava

g 27 27
/ldxdy:/[o,x}vt(x,y)ds:/ my'dt:/ abcos? tdt = mab.
Q r 0 0

37.30. Cvideni. Pomoci Greenovy véty spoctéte obsah plochy ohrani¢ené asteroidou {(acos3t, bsin3t): t €
[0,27)}.

37.31. Uvod ke Stokesové vété. Necht I' C R? je orientovana dvourozmérna plocha s okrajem
~. Na I mame vytvofeno normalové pole n a ~ je kfivka s tecnym polem t. Nepfesn€, ale ndzorné
lze ¥ici, Ze teény vektor t(x) opét obiha proti sméru hodinovych ruéicek, divame-li se ze sméru, do
néhoz ukazuje normélovy vektor n(z). (Pozor: na rozdil od Greenovy véty zde znadi n normélové
pole ku plose).

Za uvedenych predpokladii plati nasledujici véta:
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37.32. (Specialni) Stokesova v&ta. Necht f je vektorové pole tridy C* na okoli T'. Potom

/f-tds:/rn-rotde.
.

37.33. Priklad. Nechf h je kladna sudé funkce t¥idy C! na [—1,1], h(1) = 0. Bud T' = {[z,y, 2] : 2 = h(r)}, kde
r= \/ 22 + y2. Necht jednotkovy vektor normaly je orientovan tak, aby jeho z-ova slozka sméiovala vzhiiru, tedy

1 1.\ T 1Y
n(z,y,z) = —— [-h'(r)—, =h'(r)=, 1].
©20:2) = e WO W)
Méme spocitat ]F g-ndS , kde g(z,y, z) = [—ze?, —ye?, 2e7]. PFimy vypocet je obecné beznadéjny. Jelikoz g = rot f
pro f(x,y,2) = [~ye*,xe?,0] a f = [~y,z,0] na ~, kde v = {[z,y,2] € R3 : 7 = 1,2 = 0} je okraj I, Stokesova

véta dava
d 2m
/ g-ndS :/ f-tds :/[—y,x} “t(z,y)ds = (sinzt—i-coszt)dt =2,
r 0% ~ 0
k vypoctu integrélu pfes v jsme pouzili polarnich soutadnic = cost, y = sint, ¢ € (0, 27).
38. INTEGROVANI DIFERENCIALNICH FOREM

V této kapitole uvedeme vétu, kterd v podstaté zahrnuje jako specialni pfipad vétu o kiivkovém

integralu, Gaussovu i Stokesovu vétu z kapitoly 37. K tomu je zapotiebi ponékud slozitéjsi algeb-
raicky aparat.
38.1 k-kovektory, k-vektory. Necht V je vektorovy prostor dimenze n a V* jeho dual; hodnotu
linedrni formy V' € V* na vektoru u € V budeme znacit (podobné jako pozdéji slozit&jsi ptipady
duality) <V, u>. Zobrazeni W : V¥ — R nazyvame k-linedrni formou (na V), jestlize je linedrni
v kazdé proménné (povazujeme-li ostatni proménné za konstanty). Specidlnim piipadem jsou
linedrni formy pro k = 1, ¢i bilinedrni formy pro k = 2.

k-linearni formu W na V nazveme k-kovektorem, jestlize je antisymetrickd v nésledujicim
smyslu: Je-li 7 transpozice (specidlni permutace, kterd vymeéni pravé jednu dvojici prvkii) mnoziny
{1,...,k}, potom

<W, (uﬂ.(l),...,uﬂ.(k))> = —<W, (ul,...,uk)> .

Jako diisledek této definice dostéavame, ze pro kazdou matici A = (a; ;)¥ j—1 akazdou uspofddanou
k-tici vektort (uq,...,ux) na 'V je

k k
<W, (Zalﬁjuj,...,Zakyjuj)> = det A <W, (ul,...,uk)> .
j=1

j=1

Duadlné, k-vektor na 'V budeme definovat jako k-kovektor na V*; tedy k-vektor prifadi redlné
¢islo k-tici linearnich forem na V. Specialné, 1-kovektor je totéz jako linearni forma; 1-vektor
u na V ztotoznime s vektorem v € V| jestlize u prifadi kazdé linearni formé V € V* hodnotu
< V,v>. Redlné ¢islo ¢ ztotoznime s 0-formou, resp. 0-vektorem, ktery priradi kazdé 0-tici vektor,
resp. forem é&islo c. Vektorovy prostor viech k-kovektorti na V budeme znacit A*(V), vektorovy
prostor viech k-vektorti na V budeme znacit A,(V). Je tedy A¥(V) = A, (V*), Ax(V) = A¥(V*),
A(V) =V, AY V) =V* Ay(V) = A%(V) =R.

38.2. Piiklad. Bilinearni formy lze reprezentovat matici. Pro jednoduchost budme v prostoru V.= R", potom
(as,j)s,j je matice bilinearni formy V, je-li

<V, (u,v)> = Z A, UiV;
i3
pro vsechna u,v € R™. Mezi bilinedrnimi formami najdeme 2-kovektory jako bilinearni formy s antisymetrickou
matici, tj. a;,; = —aj,; (takze specidlné a;; = 0). Prikladem matice 2-kovektoru v R3 je tieba

0, 2, -3
-2, 0, 5 |.
3, =5 0

Skalarni souéin, reprezentovany jednotkovou matici, je také bilinearni forma, ale rozhodné neni 2-kovektor.



G. PLOSNY A KRIVKOVY INTEGRAL 139

38.3. Vnéjsi souéin. Vnéjsim soucinem usporddané k-tice (V1,... V) linedrnich forem na V
nazveme k-kovektor V; A --- AV} definovany predpisem

<VAIA--AVi, (u1,...,up)> = det(<Vi,uj>)§j:1, (ul,...,uk)EV’“.

Duélng, vnéjsim soucinem usporaddané k-tice (u1, . . . ug) vektori z V nazveme k-vektor ujg A- - - Aug
definovany predpisem

<MW, s Vi), ur Aeo- Aug> = det(<VZ—,uj>)f7j:1,

(V17 s 7Vk) € (V*)k :
Uvédomme si, ze provedeme-li sudou permutaci ¢initelt, vnéjsi soucin ziistane zachovan; prove-
deme-li lichou permutaci ¢initelti, vnéjsi souéin zméni (pouze) znaménko. Vnéjsi soucin je nulovy,
pokud jsou €initelé linedrné zavisli (napt. kdyz se dva ¢initelé shoduji).

Nyni se budeme zabyvat soufadnicemi k-vektori a k-kovektorti v R™. Necht X; znadi i-tou
soufadnicovou formu [ug, ..., u,] — u;. PFipomenme, ze v kontextu téchto kapitol multiindezem
rozumime uspofddanou k-tici @ = [aq,...,a] indexit z {1,...,n} a mnozinu vSech takovych
multiindext znac¢ime {1, ...,n}*. Multiindex a nazveme rostoucim, je-li a; < --- < az. Mnozinu
véech rostoucich multiindexti z {1,...,n}* znaé¢ime I(k,n). Ke kazdému k-kovektoru W najdeme
(jednozna¢né uréené) redlné souiadnice W,, o € {1,...,n}*, totiz

Wo = <W, (ays---r€ay)> -
Duélné, ke kazdému k-vektoru w najdeme (jednoznaéné urcené) redlné soufadnice wq, o €
{1,...,n}", totiz

Wo = <(Xayy -y Xay )y 0>,
Necht W je k-kovektor (ivahy pro k-vektor jsou zcela analogické). Z antisymetrie dostdvame pro
kazdou transpozici 7 indext

Wirar)m(an) = —Wa.

Specidlné W, = 0, jakmile né&ktera slozka se v multiindexu vyskytuje (aspoi) dvakrat. K tiplnému
popisu k-kovektoru tedy staci soufadnice odpovidajici rostoucim multiindexdm.

Mame

W= 3 WoXa A--AXq,,
acl(k,n)

takze baze A*(R") je {Xa, A A Xa, : a € I(k,n)}. Dualngé, mame

w = Z We €y N N eqy,
a€cl(k,n)
takze baze A (R™) je {ea, A+ Aeq, :a € I(k,n)}.

Podobnou tvahou dospéjeme k popisu baze A*(V) a Ax(V) pro obecny n-rozmérny vektorovy
prostor V. (Sta¢i nahradit (ey,...,e,) pevné zvolenou bazi V a (X1,...,X,) bazi k ni dudlni.)
. o k ~ . o ~oe n

Je tedy dimenze prostorit A*(V) a Ay (V) rovna poé¢tu multiindext v I(k, n), coz je (7).

Poznamenejme, ze v literatufe byva zvykem psat nékteré indexy nahoru a nékteré dold; napf.
soufadnice k-kovektort se zapisuji dolnimi indexy a soufadnice k-vektord hornimi indexy. Zde
tuto konvenci nebudeme dodrzovat, abychom udrzeli kontinuitu se znacenim z ptredchazejicich
kapitol (kde jsme pot¥ebovali horni index podrzet pro mocniny).

Pomoci soufadnic lze definovat dualitu mezi k-vektory a k-kovektory, totiz, je-li v € Ax(V) a
W € A¥(V), zavadime
<Woo>= > Wava.
a€cl(k,n)

Specialné, jsou-li navic v1,...,vx € V.a Wy,..., Wi € V* plati
<W, v Ao ANvp> = <W, (v1,...,05)>,
<WIA- AWg, v>=<(Wq,...,Wg),v> .

Poznamenejme jesté, ze ne kazdy k-kovektor je vnéjsim soucinem linearnich forem a ne kazdy
k-vektor je vnéjsim soucinem vektort, viz priklad 38.7.
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38.4. P¥iklad (v R3).

(61—‘,-62—63)/\(262+63)2261/\62+262/\62—263/\62+61/\63+62/\63—63/\63
=21 ANexaterNes+(2+1)ea Aes.

38.5. Priklad. (v Rgs, sledujte, jak se pii transpozici méni znaménko):

XoANX1i+X)AN (X1 —X3)=XoAX1AX1 —XoAX1iAX3+XoAX3AX1 — XoA X3 A X3
= X1 ANXoANX3—XsAXaoANX1 =2X1 AN X2 A X3,

38.6. Priklad. V R* mame
<XiNANXo+XoANX3+X3AX4, 220 Nea —e1 ANeg+ea Neg>=2.

38.7. Priklad. 2-kovektor W = X1 A X2+ X2 A X3+ X3A X4 v R? nelze zapsat ve tvaru vnéjsiho soudinu Vi A Vs
linearnich forem. Dokézeme to sporem: P¥edpokladejme, ze W = Vi A Va. Bud A: R* — R2) linearni zobrazeni
z = [Viz, Vax]. Jelikoz Wy oy # 0, je Aex # 0. Dale Wy 3y = Wy 4y = 0, takze Aes a Aeas jsou nasobky Aei. To
je v8ak spor, nebot W3 4y # 0.

38.8. Piiklad. V R3 nemame 3anci sestrojit podobny ptiklad, jako je 38.7. Vskutku, bud W 2-kovektor na R3.
Je-li W13 =0, je

W = (W(l’z)X1 — W(2’3)X3) AN Xa.
Je-li W13 # 0, pak je

—=Z X+ X1)A (W(l’g)XQ, + W2 X2

38.9. Diferencialni formy. Zobrazeni w : E — A¥(R"), kde E C R"™, nazveme diferencidlni
k-formou (nebo, neni-li tfeba zduraznit k, diferencidlni formou) na FE. Diferencidlni 0-formy
ztotoznujeme s funkcemi. Kazdou diferencialni k-formu w na E C R" lze vyjadfit v souradnicich

w= Z WadToy N+ Ndzq, ,
acl(k,n)

kde dx; znaéi konstantni diferencidlni 1-formu x — X; a w, jsou funkce na E. Rekneme, ze dife-
rencialni forma w je t¥idy C*, jestlize vSechny jeji soufadnice w,, jsou tiidy C*. Podobné definujeme
po soufadnicich dalsi druhy kvality diferencidlnich forem (napf. méfitelnost).

38.10. Pi¥iklad. Pocitani s diferencialnimi formami ukdzeme na nasledujicim piikladu (v R*):

(d{EQ + dx4) A ((E4 dr1 — x1 d{E4) A (d:vg + d:vg) = ((E4 dro Ndx1 + x4dxg Ndxry — x1 dre A day
—z1dzg ANdza) A (dzo + dxs)
= (—:E4 dr1 Ndxg — x4 dxy Ndry — x1 dza A dx4) A (d{EQ + d:vg)
= —x4dx1 ANdxo Ndrs — x4dr1 N drg Ndres — x1 dre A drg A dzo
—xgdry Ndxo Ndxs — xgdry Adeg Ades — x1 dee Adrg Adxs
=x4dx1 Ndxe Ndrg — x4dr1 ANdxo Ndrs — xzgdry Adrg ANdxs + x1 dee Adrs Adoy .

38.11. Diferencial. Necht

w= Z WadTo, N+ ANdze,
acl(k—1,n)

je diferencialni (k—1)-forma t¥idy C! na oteviené mnoziné U C R"™. Potom definujeme diferencidl
dw jako diferencialni k-formu na U danou predpisem

dw(x) = Z Z %(z) dr; Ndze, N+ ANdzg,_, -

acl(k—1,n) =1

Diferencidl C'-funkce f na U je diferencialni 1-forma
df(z) = ) = —duai;
f () ; o 0

specialné, diferencial soufadnicové funkce x — x; je dx;, coz koresponduje s diive zavedenym
oznacenim.
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38.12. Priklad (v R?).

d(z2 dr1 — x1sinza dza) = dra Adr1 — sinze dzy A dxe — 1 cosza dre A dxs

= —dz1 ANdzg —sinza dr1 Adra = (—1 —sinz2) dz1 Adza .
38.13. Priklad (v R?). (a)

d(z‘l dry1 + 173 dxz) =dx1 Ndx1 + z3dr1 A drs + 21 drs A dzo
= x3dx1 Ndxe — x1dre Ndxs.

(b)

d(:clxz dz1 N d:cg) = xodr1 Ndxy ANdrs + x1drs Adxy Adrs
= —x1dx1 Ndxa Ndxs .

38.14. Orientace k-rozmérnych ploch. V piedchozi kapitole jsme vidéli, Ze orientace k¥ivky
vytvaii na kiivce vektorové pole (jednotkovych teénych vektori), zatimco orientace n—1-rozmérné
plochy na ni vytvari také vektorové pole (tentokrat jednotkovych norméalovych vektori), ale zcela
jinym zptsobem. Nyni uvidime, Ze se jedna o specidlni projevy obecné zakonitosti — orientace
k-rozmérné plochy v R™ vytvaii k-vektorové teéné pole a n — k-kovektorové normalové pole. (I
normala by méla byt vlastné kovektor, ale byva zvykem tak nazyvat vektor o stejnych soutad-
nicich.)

Necht o je k-rozmérna mira v R™ a Q je k-rozmérné orientovana plocha v R"™. Je-li ¢: G — Q

kladné parametrizace, potom pro skoro vSechna t € G zavadime jednotkovy tecny k-vektor £(z) €
Ar(R™) v bodé x = ¢(t) pfedpisem

wip N\ N wg

§(x) =

)

vol(wi, ..., wg)

kde w; = —gf_ (t). Potom k-vektor £(z) je definovan o-skoro vSude, a to nezavisle na volbé para-
J
metrizace .

Kdybychom méli zajem, mohli bychom jesté odvodit jednotkovy normaélovy n—k-kovektor,
ktery vektortm i, ..., u,_x € R™ piifadi vol *(wy, ..., wy) det(uy,..., Un_g, wi, ..., wg). Ten
vSak nebudeme tolik potfebovat.

Vektorovy prostor T, generovany vektory wi, ..., wy (v pristi kapitole jej budeme nazyvat
teénym prostorem) je o-skoro vSude nezdvisly na volbé parametrizace. Nyni si uvédomte, Ze
Ak (T;) mé dimenzi 1. Necht plocha § je orientovana dvéma zptisoby, 1 : G1 — Q, @2 : G2 — Q
jsou parametrizace, z nichz ¢; je kladnd pfi orientaci prvnim zptisobem a @o je kladnd pfi
orientaci druhym zptsobem. Necht U C ¢1(G1) N p2(G2) je souvisla oteviend (relativné v )
mnozina. Necht &; je pole jednotkovych teénych k-vektort na U vytvofené j-tou orientaci (pomoci
parametrizace ;). Z vySe uvedenych tvah o dimenzi dostaneme, ze & (z) € {&1(z), —&1(x)} o-
skoro vSude na U. Z véty 35.11 pak dostéavame, ze bud & = & o-skoro vSude, nebo & = —&;
o-skoro vsude.

Z této tvahy lze vyvodit zavér: Vyjdeme-li z mnoziny 2 a orientace na Q (tedy pfifazeni
“parametrizace — znaménko” ), dostaneme jednotkové tecné k-vektorové pole £ na 2. Ztratime-li
v tomto okamziku informaci o orientaci, jsme schopni ji zrekonstruovat na zakladé znalosti &:
Parametrizace ¢ : G —  je kladna, jestlize pro skoro vSechna t € G je

Ao A ai(t) = §(<p(t)) VOI(%(t), 8_<P(t)) )

dp
7, ) ot} ot Oty

oty

a zaporna, pokud vyse uvedend rovnost plati se zapornym znaménkem na pravé strané.

38.15. Priklad. Bud Q = {z € R%:z1 >0, 23 =21 cosza, 4 = =1 sinza}. Najdeme na Q jednotkovy teény
2-vektor, vime-li, ze parametrizace ¢ : (0,00) X (—7,7) — Q,

p(t1,t2) = [t1,t2, t1 costa, t1 sinta],



142 G. PLOSNY A KRIVKOVY INTEGRAL

je kladna. Je

0
wy = i(t) = [1,0, costa, sinta],
oty
0
wy 1= S2(t) = (0,1, —t1 sinta, t1 costa],

n Oto

tedy
vol2 (w1, w2) = 1413 cos? t + t2 sin® ¢ + cos? t + sin? t + t2 (cos? t + sin? )2 = 2 + 2t3

_ [1,0,z3/z1,24/21] A [0, 1, —4, 23]

V24203

2-vektor {(x) ma Sest soufadnic, jmenovité &1 2) (@), &(1,3)(®), &(1,4)(2); §(2,3) (), §(2,4) (%) a €(3,4)(x). Napi.

det( 1, 0 )
z1/x3, —T4) = —m4
V2 +223 V2+203

38.16. Integral diferencialni formy. Nechf Q je orientovand k-rozmérné plocha, £ je jed-
notkové tec¢né k-vektorové pole a o je k-rozmérna mira na ). Potom definujeme integral diferen-

cidlni k-formy
/w::/ <w,&> do
Q Q

(pokud mé pravé strana smysl). Zde Q zastupuje celou strukturu (€2, orientace); bez znalosti &
by totiz nebylo mozno urcit znaménko integralu.

£(x)

§1,3)(x) =

38.17. Zvlastni pFipady. k-vektorové pole £ a integrace diferencialnich forem zahrnuje mnohé,
co jsme poznali uz diive. Zaénéme s triviadlnimi pripady.

Je-li k = 0, potom Q je koneénd mnozina, {(x) = +1 na Q a integral je jen soudet funkénich
hodnot. Diferencialni 0-forma w je funkce a

[ o= % ata).

Je-li k = n, pak Q je oteviend podmnozina R™, £ = e; A -+ A e, (také miiZze teoreticky nastat
“nepfirozeny” pfipad £ = —e; A -+ A e,), diferencidlni n-forma w je popsané jednou soufadnici,
v pfipadé “pfirozené orientace” mame tedy

/Qf(x)dxmuwd:cnzfﬂfd/\.

Ponékud zajimavéjsi je jednorozmérny piipad k¥ivky. Potom £(x) je 1-vektor (tedy vektor)
t(z), diferenciélni 1-forma je uréena vektorovym polem g a

/gldI1+"'+gndIn:/g'tdS.
Q Q

Koneéné, jak jsme jiz naznadili, zahrnut je i pfipad normdly: Bud & = n — 1. Potom mezi
vektorovym polem n(x) a n — 1-vektorovym polem &(x) je vztah

62n162/\"'/\6n—n2€1/\63/\"'/\8n+(—1)nnn61/\"'/\6n71

diferencidlni n — 1-forma je opét urcéena vektorovym polem g a

/91 dxg/\---/\d:vn—ggd:vl/\d:vg/\---/\d:vn—i—---—(—1)"gnd:vl/\---/\dxn_1:/g-nda.
Q Q
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38.18. Vé&ta o substituci. Necht Q je orientovand k-rozmérnd plocha, £ je jednotkové tecné
k-vektorové pole na Q a o je k-rozmérnd mira na Q. Necht ¢ : G — Q je kladnd parametrizace.
Potom pro kazZdou diferencidlni formu

w= Z WadToy N+ Ndzq, ,
a€cl(k,n)

jejiz souradnice jsou v L*(Q, o), plati

/(G) w= / Z Wa 0@dpa, N+ Ndpq, = / Z wa 0 p det(Vepa,, ..., Voo, ) -
%)

acl(k,n) a€cl(k,n)

Diikaz. Tvrzeni je ziejmym disledkem véty o substituci 34.19 a definic. m

38.19. Priklad. Budeme pocitat integral diferencidlni formy zdxz A dy pfes kulovou sféru Q = {[z,y,z2] €
R3: 22 + y? 4 22 = 1}. Pouzijeme parametrizaci ¢(t, a) = [(t, a), y(t, a), 2(t, a)], kde

z(t,a) = cosa cost,

y(t,a) = cosa sint,

z(t,a) = sina,

[t,a] € G := (0,27) x (=3, %71’) (budiz kladna). Pfipomefime, Ze nepokrytéd ¢ast kulové sféry je nulovad mnozina.

2
Mame
dx = —sintcosadt — costsinada,
dy = costcosadt —sintsinada,
dz = cosada.
Tedy

/ zdr Ndy = / sina(—sintcosadt — costsinada) A (costcosadt — sintsinada)
Q G
= / sin a cos asin? t dt A da — sin? a cos a cos? tda A dt
G
/2
= / sin? a cos a(sin® t + cos? t) dt da = 27r/ sin? a cos a da
G

—m/2
1
4
:27r/ wdu=-7.
_1 3

38.20. Piiklad. Necht Q = {z € R*: :c% + x2 = x3 + :(:4 1, z1 > 0, 3 > 0}. Uvazujme parametrizaci

¢(t) = [costi, sint1, costy, sinta], t € G := (-3, 5) (budiz kladna) Potom
— sinty, 0
Veelt) = Cog,tl’ — siont2
0, cos t2
takze
ago A — ¢ ——(t) = sint; sintae; Aes — sint; costz er A es

8t1 Oto
— costy sintg ez Aes + costy costa ez N ey

dp Op

vol(at Bt )(t) = /sin2ty sin2ty + sin2t; cos2ty + cos2ty sinte + cos2t; cosZty = 1.
1 Ota

(Vyraz pod odmocninou je souéet druhych mocnin slozek 2-vektoru g—fl A gTi) Je tedy
&(x) =mazaer Nes —xax3e1 Nes —x1xaea Nes +z1x3€e2 Aes

te¢né 2-vektorové pole. Muzeme (bez zapojeni znalosti £, pouzivame jen informaci o kladnosti parametrizace ¢)
pocitat napfr.

/ x1 dxs dry :/ costy det costi, 0 :/ cos? t1 costodt; dto = 7.
Q el 07 cos t2 el



144 G. PLOSNY A KRIVKOVY INTEGRAL

38.21. Obecna Stokesova véta. Necht Q C R" je orientovand omezend k-rozmeérnd plocha
s okrajem T'. Necht w je C* diferencidlni k—1-forma na okoli Q. Potom

oo

Diikaz. Dukaz provedeme pro diferencialni formu w tvaru
W= wadTo, N NdTq, ,,

kde a € I(k—1,n). Z kompaktnosti €2 a definice plochy s okrajem dostaneme, Ze existuji oteviené
koule U(21,71), ... U(@m, rm) pokryvajici 2, oteviené mnoziny G, C R* a bilipschitzovska zob-
razeni @q: G NnHF — Q tak, aby pro kazdé ¢ = 1,...,m bylo U(z,,1ry) NQ = ¢,(G, N H),
Ul(xg,rg) NT = p,(G,NOHF), Pqlc,nur byla kladnd parametrizace QNU (24, 7¢) a g1, nom* 1
byla kladné parametrizace I' N U (x4, 74). (Pfedpokldddme zde bez Gjmy na obecnosti, Ze nastal
pfipad (a) z 37.17.) Necht x, jsou lipschitzovské funkce kladné na U(z4,7,), nulové vné U(z4, 74)

a spliujici > x4 = 1 na Q. (To je vlastné rozklad jednotky, srov. 39.11. Miizeme volit tieba
q=1

3

K3

Xq(x) = maX(O,T‘q — |z — qu) a Xq(x) = Xq(x)/ 1)21(55)) Bud ¢ pevné, U = U, a ¢ = 4. Pro

§ > 0 definujme funkci 15 na R* pfedpisem

1, jelity <0,
ng(t) = 1-— tl/é, je—li 0<t: < 5,
O je—li tl Z 5
Necht 91, ..., 9% . jsou lipschitzovské funkce na RF rovné nule vné kompaktni podmnoziny G a
spliujici na G N H*
wl:(quoz)OSDa ¢2:§0a17 cee wk:@akfl'

Jejich existence plyne z Kirszbraunovy véty 30.5. Ozna¢me K kompaktni mnozinu {s € RF¥~1:
©(0,s) € B(xq,7q)}. ZFejmé mizeme predpokladat, Ze existuje dp > 0 tak, [0,00] X K C G a
funkce 9; jsou konstantni na tseckach [0, 8] x {s}, s € K (to je vné H* ). Aplikaci diisledku
35.3 na funkce 1511, Vs, . . ., Yy dostavame

0= /Gdet(V(ngwl),Vdjg,...,Vwk)dt
= /Rk 1 det(Vns, Vb, ..., Vibg) dt + /Rk ns det(Vipr, Vipa, ..., Vb dt.
Fubiniova véta dava
— /R’c 1 det(Vns, Viba, ..., Vb)) dt = /Rk(/: 6 Mpydty) det(Vapa, ..., Vaby) dto . . . dty,
:/ 1 det(Vipa, ..., Vb)) dita .. . dty,
GNOH*

:/qua
r

zatimco podle Lebesgueovy véty (konstantni majoranta) je zfejmé

/ ns det(Vepy, Vb, ..., Vb ) dt — det(Vy, ..., Vi) dt
R~

GNH*
:/d(xqw).
Q
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Sectenim pres ¢ = 1,...,m dostaneme pozadovanou rovnost. m

38.22. Priklad. Bud Q={z e R*:1<2?+22=22+22 <4}, T={zeR*: 22 +22=22+23=1}U{z €
R*: m% + m% = x% + mﬁ = 4}. Chceme ovéfit, ze pfi vhodné volbé orientace je I' okraj €. Techniku ovéfeni (z
definice) ukdzeme v bodé [1,0, 1, 0]. Polozme

p(t) = [(1 —t1) costa, (1 —t1) sinta, (1 —t1) costs, (1 — 1) sints],

teG:=(-1,1) x (—m,n)2. Mame

— coste, —(1—t1) sinty, 0
— sintg (1 —t1) costa 0
Vo(t) = ’ ’
#(t) — costs, 0, —(1—t1) sints
— sints, 0, (1 —t1) costs

Odtud snadno vypocteme, zZe vol(gT";(t)7 gT";(t)) =1 (podobné jako v piikladu 38.20) a

o¢ O¢ B B )
vol(5=(), 5~(1), 7)) = V2(1—t1)%.

Necht orientace 2 a I' jsou voleny tak, aby parametrizace ¢ byla kladné.
Snadno dopocitame, ze jednotkové tecné 3-vektorové pole £ na 2 ma tvar

1
\/x%—i-x%-l—:cg—i-xﬁ

£(x) =

(wleg/\63/\e4—m261/\63/\64—12361/\62/\64+.’E461/\62/\63)

(¢emuz odpovida normélové pole
1
\/:c%—i-x%—i-x%-l—xi

n(zr) = (1, %2, —T3, —T4],

viz 38.19), a jednotkové tecné 2-vektorové pole n na I' ma tvar
n(z) = a(m2m4 e1 Nes —raxzel ANeg —x1xgea Nes + xir3es A 64) ,

kde konstanta a je rovna —1/4 pro :c% + x% =4 al pro x% + :c% =1.

38.23. P¥iklad. Nechf Q@ = {[z,y,2] € R3: 2z = /22 + 42 < %x-{— 1}, T = {[z,y,2] € R3: 2 = /a2 + 42 =
%m + 1}. (Cést kuzelové plochy je ohranicena elipsou.) Volme orientaci 2 tak, aby z-ova slozka normély byla

kladna. Vypocet integralu ]Q dy A dz se zjednodusi, pouzijeme-li Stokesovu vétu. Pouzijme zobrazeni

15 25 5 15 25 5
p(r,t) = [—= + —r cost, i sint, \/(E + ITd cost)? + (ZT sint)?,

16 ' 16

které je kladnou parametrizaci; ¢((0, 1) x (0, 27)) pokryva Q az na mnozinu nulové dvourozmérné miry. Zobrazeni
Pt p(1,t), t € (0,27) je pak kladnou parametrizaci I" \ {[%,07 %]} Jelikoz z = %x +1nal,jevys = %wl +1
a dyz = %d1/11 = —2 Bgintdt. Tedy

5 16
: 27 5.3.25 75
/dy/\dz:/ydz:—/ E 2 sintdt=——.
Q r o 4-5-16 64

39. INTEGRALNI POCET NA VARIETACH

Prirozenym zobecnénim k-rozmérnych ploch v R” jsou variety, jimz se v matematické literatute
vénuje daleko vice pozornosti nez plocham ve smyslu pfedchozi kapitoly. Hlavni rozdil je v tom,
Ze plochu uvazujeme jako podmnozinu R", kdeZto u variety od vnofeni do R™ (pokud existuje)
muzeme abstrahovat. V této kapitole také zavedeme pojmy, které jsme z divodu uspornosti
vykladu vynechali v pfedchozich kapitolach, pfedesim teény prostor a orientaci a alternativni
zpusob zavedeni integralu diferencialni formy. Tato kapitola vSak neni minéna jako tvod do
analyzy na varietach, to vzhledem k jejimu rozsahu ani neni mozné; jsou zde pouze nejnutnéjsi
pojmy pro pochopeni problematiky integrovani diferencidlnich forem. Dikazy neuvadime, lze
vsak fici, ze myslenkové by se prili§ nelisily od dikaza v pfedchozich kapitolach. Celou teorii
by bylo mozné vybudovat v lipschitzovském duchu piedchozich kapitol, vyklad zalozeny na C!
diferencovatelnosti bude méné obecny, avsak mnohem citelnéjsi.
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39.1. Variety. Necht Q je topologicky prostor. Homeomorfni zobrazeni p oteviené mnoziny
U C Q do R* nazveme (k-rozmérnou) mapou (na Q), jestlize u(U) je oteviend podmnozina R¥.
Defini¢ni obor U mapy u budeme v dal$im znacit U,. Systém A map na {2 nazveme C* atlasem
(na ), jestlize {U, : p € A} je pokryti  a vSechna sloZend zobrazeni v o u=! pro p, v € A jsou
ttidy C¢. V tom piipadé Q = (£, .A) nazveme (k-rozmérnou) varietou t¥idy C¢. Pokud nebudeme
blize specifikovat fad diferencovatelnosti variety, mame na mysli C!.

Pokud mnozina 2 je vybavena dvéma rtiznymi atlasy A;, Az, budeme variety (Q2,.4;), (22, 43)
pro jednoduchost povazovat také za rizné, i kdyz v literatuie byva snaha v nékterych pripadech
(kdy se tyto atlasy “pfilis nelisi”) ztotoziiovat.

Otevienou mnozinu G C R* ztotoziiujeme s varietou (G, {id}), kde id je identita na G.

Necht (2,.4), (£/,.A") jsou dvé variety, ne nutné stejné dimenze, a U C Q je oteviend mnoZina.
Rekneme, Ze zobrazeni f : U — ' je tiidy C, resp. mévitelné, resp. diferencovatelné v bodé
x € §, jestlize vSechna sloZend zobrazeni vo fou™!, u e A, v € A, jsou t¥idy C*, resp. méfitelna,
resp. diferencovatelna v p(z). Mnozinu E C  nazveme méfitelnou, je-li u(E NU,) A-méfitelnd
mnozina pro kazdé p € A, a nulovou, je-li A(w(ENU,)) =0 pro kazdé pu € A. I v této souvislosti
homeomorfni zobrazeni f nazyvame difeomorfnim, jestlize f i f~* jsou C.

Uvédomme si zdsadni rozdil proti pfedchozimu pojeti ploch v R™. Je-li 2 podmnozinou R",
prebird jeji metrickou a linedrni strukturu (a tim i moznost diferencovani). Na varieté jedinou
informaci o struktufe (vyjma topologické) poskytuje atlas a bez znalosti atlasu nedovedeme
rozhodnout, zda zobrazeni oteviené podmnoziny R* do variety (kandidat na parametrizaci) je
diferencovatelné.

39.2. Vnoieni. Necht (2, .A) je k-rozmérna varieta t¥idy C*. Necht f: Q — R" je difeomorfni
zobrazeni a fA = {uof~!:pu € A}. Pak f nazveme vnorenim t¥idy C* do R", jestlize (f(92), f.A)
je opét varieta t¥idy C*.

Nejcastéji se setkavame s identickym vnofenim variety, ktera je uz sama dana jako topologicky

podprostor R™. Jednou z cest, jak byva v tomto pfipadé mozné zavést na mnoziné 2 C R"
strukturu vnofené variety (atlas), je pouziti soufadnicovych map x — [Zay,--.,Zq, ), kde « je
multiindex z {1,...,n}*.
39.3. Orientace. Necht k& > 1. Difeomorfismus 9/ oteviené mnoziny G C R* do R* nazveme
Kladngym, jestlize J,, > 0 na G, a zdporngm, je-li Jy, < 0 na G. Rekneme, ze (€2, A) je orientovand
varieta, nebo ze A je orientovany atlas na §Q, jestlize vSechna slozend zobrazeni vou=™!, p,v € A,
jsou kladna.

Atlasy A;, A2 C A na Q povazujeme za souhlasné orientované, jestlize vSechna slozené zob-
razeni v o u~ !, p € A, v € A, jsou kladné, a opaéné orientované, jestlize vsechna sloZend
zobrazeni v o u~t, u € Aj,v € Ay, jsou zaporna.

Uvédomme si, Ze ke kazdé orientované varieté (€2, .A) dimenze k > 1 existuje opacné oriento-
vand varieta (2, A): polozme A = {[—p1, po, ..., el [p1, ..., pue) € A}

Rekneme, Ze souvisla varieta (£2,.4) dimenze k > 1 je orientovatelnd, jestlize existuje orien-
tovany atlas A’ C AU A. (Nesouvisla varieta je orientovatelna, kdyz vsechny jeji topologické
komponenty jsou orientovatelné.)

0-rozmeérné variety jsou mnoziny izolovanych bodu. Orientaci takové variety rozumime prifa-
zeni znaménka plus nebo minus kazdému jejimu bodu. Necht (2,.4) je orientovana 0-rozmérné
varieta. Je-li p € Aaz e U,, potom U, = {z} a u(z) = 0. Je-li z kladny bod, je i mapa p kladna
a naopak.

39.4. Te¢ny prostor a derivace zobrazeni. Necht (2, A) je k-rozmérna varieta a x € . Necht

i € A je mapa, v jejim# definiénim oboru lezi z, a ¢ = u~!. Potom tecnsj prostor T, k Q v bodé
x je generovan vektory g—;‘i(u(:v)), e g—ti(u(x)). Je-li varieta Q vnofend do R", neni tieba tyto
i??

vektory definovat, parcidlni derivace zobrazeni ¢ jsou prvky R"™. Na “abstraktn
takovéa interpretace chybi. Abychom symbolim g—z‘;(u(x)) prifadili konkrétni vyznam, mizeme si

pomoci nésledujici konstrukci — vektor %(u(m)) reprezentujeme jako linedrni formu f — %
J J

varieté vSak

na vektorovém prostoru viech funkci na Q, které jsou diferencovatelné v 2. Unavnym vypoctem
je mozné se presvéddit, ze pojem tecného prostoru nezavisi na volbé pu.
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Necht (X, M) a (Y, N) jsou dvé variety, ne nutné stejné dimenze. Mé&jme zobrazeni f : X — ).
Piedpokladejme, ze x € X,y € Y, f(z) =y a f je diferencovatelnd v z. Potom derivaci zobrazeni
f definujeme jako zobrazeni, které kazdému vektoru u € T, (X)) pfifadi vektor f'(z)u € T,(Y),

totiz, je-li u = g—z‘;(u(x)), kde 1 € M a ¢ = p~1, definujeme f'(z)u = é)(af—:j‘p)/(u(x)).

Necht k-rozmérna varieta (€2, A) je orientovana. Necht p € Aax € U,. Potom bazi (uq, ..., ux)
tecného prostoru 7, () nazveme kladnou, resp. zdpornou, jestlize det(u'(z)u1, ..., ' (x)ug) > 0,
resp. det(p/ (z)ug, ..., 1 (x)ur) < 0. Rozmyslete si, ze ani tyto pojmy nezéavisi na volbé mapy.
39.5. Piiklad. Bud § kulova sféra {x € R™ : |z|?2 = 1}.

(a) Strukturu orientované variety t¥idy C* vytvofime na 2 (s pomoci soufadnicovych map) atlasem A = {yuq :
qec {_nv"'v_]-vlv"'7n}}7 kde

pi(z) = [z2,...,zn], =1 >0,
p-1(z) = [~x2,..., 2], 1 <O,

u2(z) = [x1,23,...,2n], x2 >0,
p—2(z) = [~21,23,...,2n], 22 <0,

n(z) = [21,...,@n-1], xn >0,
pen(z) =[-21,...,Zn-1], zn <O.

(b) Na Q nelze najit atlas, ktery by byl sloZen jen z jedné mapy . Totiz, 2 je kompaktni, p je spojitd a tudiz
by 1(Q) musela byt také kompaktni mnozina. V R™~1 vSak z4dné kompaktni oteviené mnoziny nejsou.

(c) Te¢ny prostor v bodé z € Q vypoc¢teme napf. pomoci pr, pro  spliujici z,, > 0. Pouzijme ¢ = uﬁl , tedy je-li
G={teR"1:|t| <1}, pak o(t) = [t1,...,tn—1,1/1 — [t|?], t € G, a teny prostor v bodé = = ¢(t) je generovan

—t1 —tn-1 ; _ oz _Tp-—1
vektory [1,0,...,0, 7W},...,[0,...,0,1, W], neboli vektory [1,0,...,0, Tn e [0,...,0,1, = ]

(d) Uvazujme zobrazeni g: R? — R? definované predpisem g(z) = [z2, 22, V2 z122] a ozna¢me f jeho restrikci
na jednotkovou kruznici Q2 v R2. Potom f zobrazuje Q2 do jednotkové sféry Q3 v R3. Derivace f/(z) ptifadi
vektoru u € T (Q22) C R? vektor f/(z)(u) € T(4)(23), ktery je (procpak asi) roven vektoru g'(z)u = ulaa—xgl(x) +
ugaa—;;(m) = [2u1x1, 2uaz2, V2u1x2 + V2u221].

39.6. Priklad. Necht 0 < r < R jsou konstanty. Uvazujme anuloid

{lz,y,2] € R®: (Va2 + 92 — R)* + 2% =%}
Pouzijme parametrizace ¢q(s,t) = [z,y, 2], [s,t] € Gq, kde

z = (R+rcoss) cost,
y=(R+rcoss)sint,
z=rsins,
G1 = (0,27) x (0,27),
G2 = (0,27) X (—m,7),
G3 = (—m, ) x (0,27),
Gy = (—m,7) X (—m, 7).

Potom atlas A = {apfl, cee 4,0;1} tvori na €2 strukturu orientované variety t¥idy C*°.

39.7. Priklad. Bud Q = ¢(G), kde G = (—1/2,1/2) x (—27, 27) a
t (2 .t
o(s,t) = [(1+ scos i)cost, (1+ scos 5) sint, ssin 5]

Potom © mé tvar tzv. Mébiovy pdsky. Bud A atlas viech C! map na Q. DokaZeme, ze varieta (£2,.A4) neni
orientovatelna. Mame

costcos%, —sint—ssintcos%—%costsin%
/ _ . t t 5 o st
o'(s,t) = smtcots§, cost+scostcos§t—§s1nt51n§
H S
sin 5, 5cos g

Predpokladejme, Ze existuje orientovany atlas A’ C A. Bud H = {[s,t] € G: det V(u o ¢)(s,t) > 0 kdykoliv
neA ap(st)€Uy,}. Potom ze souvislosti G dostavame, ze H = G nebo H = (). Necht pp € A, [-1,0,0] € U,,.
Potom det(u o ¢) musi mit stejné znaménko v bodech [0, —7] a [0, 7], coz vede ke sporu.
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39.8. Diferencialni formy. Diferencidini k-formu na n-rozmérné varieté Q definujeme jako
zobrazeni w, které kazdému x € () prifadi w(z) € A¥(T,(Q)). Pocitani s diferencidlnimi formami
prevadime na poéitani s diferencidlnimi formami v R¥ prostfednictvim pullbacku. Necht G ¢ R™
je oteviena mnozina a ¢ : G — Q je C! zobrazeni. Necht ¢ je diferencialni k-forma na 2. Potom
definujeme diferencialni k-formu pfw (kterd se nazyva pullback o) na G predpisem

<(QPw) (), (u,...,up)> = <w(p()), (¢'u,....,¢ Eur)>, up...,up € R™.

Pullback diferencidlni formy na €2

w(z) = Z Wa (T)dpay A A dpa,, (2)
acl(k,n)

je diferencidlni forma na G

Pwt) = > walp()d(tiay 09) A+ Adpiay 0 9) (1),
a€cl(k,n)

coz lze ovSem pfepocitat do soufadnic v R™ (viz piiklad 39.10).

Rekneme, 7e diferencialni forma w na € je t¥idy C?, resp. méfitelna, lze-li totéz Fici o jejich
pullbacich (= 1)iw, 1 € A.

Diferencidl diferencialni k—1-formy w je takova diferencialni k forma dw, ze (u~')fdw =
d((~1)*w) pro kazdou mapu p € A. Kazda C! diferencidlni forma m4 diferencial (to neni tiplné
snadné), a je-li 2 oteviend podmnozina R"™, shoduje se s diferencidlem zavedenym v piedchozi
kapitole.

Je-li varieta Q vnotend do R", pak kazd4 diferencidlni forma w = >  wadxe, A+ Adzg,

acl(k,n)
na okoli 2 indukuje diferencidlni formu @ na €, totiz

G= > wadia, - Adig,
a€cl(k,n)

kde 7; jsou soufadnicové funkce = — z; na Q. Rozdil je hlavné v tom, ze w(z) € A¥(R™), zatimco
O(z) € A¥(Tw(Q)), coz tak nevadi, nebof T,(f2) lze povazovat za podprostor R™. Z hlediska
integrovani tento rozdil nebude hrat roli. Presto je zapotrebi jisté opatrnosti. Rliznym prvkim
AF(R™) odpovidaji nékdy stejné prvky Ax(T,(R)), takze zdanlivé riizné diferencialni formy na €
(ve skute¢nosti jsou riizné jen jejich popisy pomoci diferencidlnich forem na okoli ) jsou stejné.
K osvétleni tohoto jevu doporucujeme prostudovat priklad 39.9.

39.9. Piiklad. Bud € jednotkova kruznice {[z,y] € R? : 22 + y2 = 1}. Potom zdz + ydy indukuje nulovou
diferencialni formu na Q.

39.10. Piriklad. Bud Q kuZelova plocha {z € R?® : z3 = \/x% +x%} Necht p je mapa inverzni k zobrazeni

p:G—Q,G=(0,1) x (0,2m), @(t) = [p1(t), p2(t), p3(t)] = [t1 costa, t1 sinta, t1]. Uvazujme na  diferencialni
formu w(z) = z1 dz2 A dzs. Potom

gpuw = p1dpa N dps = t1 coste d(t1 sinta) A dtr = (—t% cos? to)dt1 A dts .

39.11. Rozklad jednotky. Necht (Q2,.A) je varieta. Systém {x.},e7 nezdpornych funkei t¥idy
C! na Q (7 je néjakd indexovd mnozina) nazveme rozkladem jednotky na Q (podiizenym pokryti
{Uu}nen), jestlize ke kazdému 7 € T existuje u € A tak, ze {x, > 0} C U,; a dale kazdy bod
x € Q ma okoli V, k némuZ existuje koneénd mnozina 7y C 7 tak, ze x» = 0 na V, pokud
T¢Tv,a) cr, Xr =1naV.Jetedy > .7 x- =1naQ a tato suma je “lokdlné konecna”.

Pokud je varieta ) metrizovatelnd, (napf. je li kompaktni nebo vnofend do R™), rozklad
jednotky existuje. Nyni nebudeme pferusovat vyklad konstrukcemi, zajemce odkazujeme na konec
kapitoly.
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39.12. Riemannova metrika. Chceme-li zavést k-rozmérnou miru na varieté, myslenka o-
kopirovat definici z R™ neni nejstastnéjsi. Schidnéjsi cestou je analogie se substitu¢ni vétou
34.19. V tom pfipad€ potfebujeme mit definovam objem k-tice te¢nych vektori. Definice objemu
(pomineme-li také mozny p¥istup jeho axiomatického zavedeni) je zaloZena na skaldrnim souéinu.
Pokud je uvazovand varieta vnorena do R™, mame dan automaticky na kazdém te¢ném prostoru
skalarni soucin. V obecném piipadé vSak musime skaladrni soucin na te¢nych prostorech povazovat
za dodatecnou strukturu.

Necht (X, M) je n-rozmérna varieta t¥idy C! a g je zobrazeni, které kazdému z € X piifadi
pozitivné definitni bilinearni formu g” na T, (X). Potom g® muZeme vyjadfit v soufadnicich
vzhledem k mapé p € M, a to tak, aby pro kazdé dva vektory u, v € T,(X) platilo

n
x _ E T A
g (U,’U) - gz,gulvj )
ij—1

kde 4; = pj(x)u a v; = p(r)v. Jsou-li viechny soufadnicové funkce z — gf,, i,j = 1,...,n,
spojité, nazveme g Riemannovou metrikou na X. Struktura (X, M,g) se nazyvd Riemannova
varieta. Na kazdé varieté tiidy C! Ize pomoci rozkladu jednotky snadno zavést riemannovskou
strukturu.

39.13. Piiklad. Bud X = {[z,y,2] € R® : 2 = r cos z,y = r sin z, kde r = /22 + y2} (“tocité schody”). Potom

X je dvourozmérné varieta. Zavedeme-li metriku na Tj, , .) piedpisem

g[z’y’z] (u,v) = Pu- Pv,

kde P je projekce [z,y,z] — [z,y], potom dostaneme Riemanovu varietu, kterou nelze izometricky vnofit do
R™. (Zobrazeni P je oviem lokaln& izometrické vnofeni do R2, ale globalné neni prosté). Ptesto je idelné napf.
v komplexni analyze s takovou Riemannovou varietou pocitat. Nelze se tedy domnivat, Zze nevnorené variety jsou
zbytecné abstrakce.

39.14. Piiklad. Bud Q otevieny jednotkovy kruh v R?. Polozme

PE , €, u,veR2.

g7 (uv) =u v+

Potom g je Riemannova metrika, ktera varieté 2 “déva tvar polosféry”. Skutecns, je-li f : x — [z1, z2, \/x% + x%}
zobrazeni X do “skute¢né polosféry” f(X) vybavené eukleidovskym skaldrnim souéinem, potom f zachovava
skalarni souéin; totiz pro vSechna u,v € R? a z € Q mame

(f'(@)u) - (f'(2)v) = g"(u,0),

je tedy f “izometrické zobrazeni”. Naopak, 2 neni izometrickd Z4dné oteviené podmnoziné R? (polosféru nelze

struktura vytvarena.

39.15. k-rozmérni mira na Riemannové varieté. Nechf (X, A, g) je Riemannova varieta.
Budz € X a (u1,...,u) € (T(X))¥. Potom definujeme objem této k-tice vektorii podobné jako
v 34.10:

vol(ug, ..., ux) = det(g” (us, uj))ﬁjzl .

Tim mame také zaveden objem linedrniho obrazeni L : R*¥ — T, (X). Necht o je mira na o-
algebie viech méfitelnych podmnozin X. Rekneme, Ze o je k-rozmérna mira na X, jestlize pro
kazdou u € A a kazdou méfitelnou mnozinu £ C U, je pfi oznaceni ¢ = pot

oF = / vol ' (t) dt .
e 1(E)

Jelikoz takovy integral nezavisi na volbé p, pomoci rozkladu jednotky bychom dostali existenci
k-rozmérné miry na k-rozmérné Riemannové varieté.
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39.16. Integrovani diferencidlnich forem na Riemannovych varietach. Necht (2, A, g)
je k-rozmérna Riemannova varieta. Potom definujeme jednotkovy tecny k-vektor £(x) k Q v bodé
x € (2 predpisem

Uy N\ - ANug

§(x) =

)

vol(uy, ..., ug)

kde (ug,...,u) je kladnd baze T,,(2), na jejiz volbé definice nezavisi (rozmyslete si, pro¢). Potom
muZeme integrovani diferencialnich forem pievést na integrovani podle k-rozmeérné miry o na €2
podobné, jako jsme to provedli v 38.16: Totiz, je-li w integrovatelna diferencidlni forma na €2,

potom
/w:/ <w,&> do.
Q Q

/ rIo d
—_do,
Q Vart +5r2 41

39.17. Priklad. Spocteme integral

kde r je vyraz \/m% +m%, Q={x €R*: 21 = rcoszy, x2 = rsinmy, v3 = 12,24 € (0,7), 7 € (0,1)} a o je
dvourozmérna mira na 2.
Budeme znadit (es, e;) kanonickou bazi R? a (e1, . . ., e4) kanonickou bazi R*. Varietu Q budeme parametrizovat

pomoci zobrazeni ¢(s,t) = [scost, ssint, s2, t], [s,t] € G := (0,1) x (0, 7). Na Q zavedeme strukturu orientované
variety pomoci atlasu {¢~'}. Oznaéme L = ¢’(s,t), w = Les A Let. Potom

0 7]

= ¢ A i(s,t) = [cost, sint, 2s, 0] A [—ssint, scost, 0,1]
ds Ot
T1 T2

=

x1 x2
=rey ANex+2rxoe; ANes+ —e1 Neqs —2rxyea Nes3 + —ea2Neq+2res Neg,
r r

, —, 2, O} A [—1'2,5[7170,1}
T T

x? x2
|w]? = r? + 47222 + —; + 4r222 + —g +4r? =art 4502 4 1.
r r

Potom uz ¢tenai snadno dosadi do vzorce

Pro integrand mame vyjadfeni

1
ﬁ 25 <d£B1 /\dm3,§>,

tedy

rTo 1
———do =~ [ dz1 ANd
/Q 4rt +5r2 41 772 Q oLners

1 2
:7/(costds—ssintdt)/\2sds:/ s? sintdsdt = = .
2 Ja G 3

39.18. Integrovani na obecnych varietach. K integrovani diferencidlnich forem na varietach
ovSem nepotifebujeme ani k-rozmérnou miru, ani riemannovskou strukturu. Stac¢i si uvédomit, ze
vyjadieni pomoci vét o substituci na téchto strukturach nezavisi. Mizeme tedy v obecném pii-
padé postupovat nasledujicim zptisobem: Necht (£2,.4) je k-rozmérnd orientovani metrizovatelna
varieta. Necht w je méfitelna diferencidlni k-forma na A a F je méfitelnd podmnozina 2. Integrél
/ p w definujeme ve dvou krocich: Necht nejprve £ C U, pro nékteré € M. Potom definujeme

fw= / RS

Z véty o substituci snadno plyne, Ze tento integral (mé-1i smysl) nezavisi na volbé p. Druhy krok,
zalozeny na rozkladu jednotky a pojmu konvergence, se provede nésledovné: Necht {x,}re7 je
rozklad jednotky na (€, .A) (z metrizovatelnosti plyne existence rozkladu jednotky).



G. PLOSNY A KRIVKOVY INTEGRAL 151

Pro kazdou méfitelnou mnozinu F C 2 oznaéme

I(E) = / XrW
7; Eﬂ{XT>0}

(vyraz I(E) mizZe nebo nemusi mit smysl). Rekneme, Ze integrdl f W konverguje, nebo ze di-
ferencidlni forma w je integrovatelnd na E, jestlize pro kazdou méfitelnou mnozinu E' C 2 mé
I(E’) smysl jako kone¢né ¢islo a pro kazdou posloupnost {E,} po dvou disjunktnich méfitelnych
mnozin F, C E konverguje fada

o0

> I(E)

q=1

(pak musi konvergovat absolutné — pro¢?). Jestlize integral f  w konverguje, polozme

/Ew:I(E).

Jelikoz jsme byli pfi definici konvergence dostateéné opatrni, hodnota takto definovaného inte-
gralu nezavisi na “rozkladu” F ani na rozkladu jednotky. Na druhé strané, ackoliv to ze symbo-
liky neni patrné, zavisi na orientaci (2: Kdybychom varietu orientovali opac¢né, integral by zmeénil
znaménko.

Necht G C R” je oteviena mnozina a ¢ : G — € je difeomorfismus. Rekneme, Ze ¢ je kladnd
parametrizace, jestlize vSechna slozena zobrazeni po g, u € A, maji kladny Jakobidn. Pro kladné
parametrizace plati substitu¢ni vzorec

pokud jeden z téchto integrali mé smysl.
(@' (s)*

39.19. Priklad. Necht Q je mnozina vSech klesajicich feSeni diferencidlni rovnice z'/(s) — O 0 splnujicich
podminku 0 < z(0) < 1. Bud A = {u : Q@ — R?: existuji a, b € R tak, ze a < b a u(z) = [z(a), z(b)] pro
viechna = € Q}. Potom (2, A) je dvourozmérné orientovana varieta a ¢ : t — ef25tt1 ¢ € (—00,0)? je kladna

parametrizace Q. Teény prostor Tx(2), x = ¢(t), 1ze reprezentovat jako dvourozmérny prostor funkci generovany

funkcemi g—fl () : s> el2stti g gTi(t) s > set25Tt Pro kazdé 7 € R bud e, funkce na 2 definovand piifazenim

er(z) = z(7). Potom w := deg A dey je diferencidlni forma, kterd dvojici vektora w1, ug z T () pfifadi ¢islo

u1(0), wu2(0)
det(ulm, u2<1>>‘

Mame

Olw =d(e!r) Ad(efrTt2) = 't diy A (e'1 T2 dty + et11P2 diy)
= 2tttz dt1 N dts

takze 1
/ w = / g2tttz dty dto = — .
Q (—00,0)2 2

39.20. Uvod k obecné Stokesové vété na varietach. Necht (X, A) je k-rozmérna orientovana
metrizovatelnd varieta a Q U T je kompaktni podmnozina X. Necht (T',B) je k—1-rozmérna
orientovand varieta. Budeme piedpokladat, Ze ke kazdému bodu z € Q UT existuje oteviend
mnozina G C RF, okoli U bodu z a homeomorfni zobrazeni ¢ : G N HF — QUT tak, ze
2z € p(0HF), o(GNHF) =QNU, p(GNOH") =T NU a nastane jeden z nasledujich pripadii:
(a) ¢ierur je kladnd parametrizace QN U a ¢jgramr © 1 je kladnd parametrizace I' N U.
(b) $|enu* Je zadpornd parametrizace QN U a @grggr © 1 je zdpornd parametrizace I' N U.

(Pfipomenime, Ze podle timluvy této kapitoly jsou vSechny parametrizace difeomorfni.)
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39.21. Obecna Stokesova véta na varietach. Nechtw je C' diferencidini k—1-forma na X.

Potom
/w:/dw.
T Q

39.22. Existence rozkladu jednotky. Necht (2, .A) je lokdlné kompaktni k-rozmérna plocha. P¥ijméme pra-
covni nézev prijatelnd soustava funkci pro systém { fr}rc7 nezapornych funkci na €, spliiujici nasledujici poza-
davky: Ke kazdému 7 z indexové mnoziny 7 existuje u € A tak, ze {fr >0} C Uy a fr o u~! je nekoneéns
diferencovatelnéd funkce; dale kazdy bod x € ©Q maé okoli V, k némuz existuje koneénd mnozina 7y, C 7 tak, zZe
fr =0mna V, pokud 7 ¢ 7y . Z vlastnosti pozadovanych od rozkladu jednotky chybi vlastné jen to, Ze soucet je
jedna. Jestlize mame pfijatelnou soustavu funkci {f-}re7, jejiz soucet S je kladny, potom {f-/S}rer je zfejmé
rozklad jednotky. Pfitom jeho kvalita zavisi na kvalité atlasu: je-li atlas A tiidy C¢, resp. lokalné lipschitzovsky,
je i utvoreny rozklad jednotky t¥idy C¢, resp. lokaln& lipschitzovsky.

V dalsim kroku bud K C W podmnoziny €2, K kompaktni, W oteviena. Ukazeme, Ze existuje prijatelna
soustava funkci, dokonce konec¢na, jejiz soucet je kladny na K a nulovy vné W. Ke kazdému bodu a € K najdéme
ta € A a polomér 74 > 0 tak, ze a € Uy, a B(pa(a),2rq) C pa(Up, N W). Nyni polozme

fa(x) = B
0 v ostatnich pripadech.

{ e/ (pa@)=na(@?~r2) | jeliz € pz ' (U(ua(@),ra))

Potom {{fa > 0} : a € K} je pokryti K a vzhledem ke kompaktnosti K muZeme vybrat koneénou mnoZzinu
{fa1s---» fam } tvoFici pfijatelnou soustavu funkci, jejiz soucet je kladny na K. Tim mame vyfeSenu existenci
rozkladu jednotky, pokud €2 je kompaktni.

Od tohoto okamziku predpokladejme, ze 2 je metrizovatelnd varieta. Je-li Q2 souvisly prostor, potom podle
topologického lemmatu, které za chvili uvedeme, existuji kompaktni mnoziny K, a oteviené mnoziny Wy (¢ € N)
oo
tak, ze Kq C Wy, @ = |J Ky a kazdy bod ma okoli, které protina jen koneéné mnoho mnozin Wy. Ke kazdé
q=1
dvojici (Kq, Wq) najdeme pfijatelnou soustavu funkei podle pfedchoziho postupu. Sjednocenim pies ¢ dostaneme
prijatelnou soustavu funkci, jejiz soucet je kladny na Q. Tim méame vyfeSenu existenci rozkladu jednotky, pokud
je souvisla. Jestlize (2 neni souvisla, potom topologické komponenty jsou souvislé podvariety 2. Prostym sjedno-
cenim rozkladii jednotek na komponentach (je-li funkce x prvkem rozkladu jednotky na komponenté ', rozsifime
ji nulou vné Q') dostaneme rozklad jednotky na (2.

39.23. Topologické lemma. Necht (P,p) je souvisly lokdlné kompakini metricky prostor. Potom ezistuje
o0

posloupnost {Ky} kompaktnich podmnozin P a posloupnost {Wg} oteviengch podmnozin X tak, 2e X = |J Kq
g=1

a kazdy bod P ma okoli protinagict je konecné mnoho mnozin Wy.

Dikaz. Predpokladejme, ze P neni kompaktni, jinak je tvrzeni trividlni. D&le, metriku modifikujme tak, aby

urcovala stejnou topologii, ale prostor P byl omezeny. Ke kazdému bodu z € P existuje polomér r(z) tak, ze

B(z,2r(z)) je kompaktni, zatimco B(z,4r(z)) neni kompaktni. Sestrojime indukei posloupnost {V;} otevienych

relativné kompaktnich podmnozin P. Zvolme xg € P a polozme Vi = U(zo, 2rg). Necht méme sestrojeny mnoziny

Wi,..., Vq. Z kompaktnosti V; plyne, Ze miizeme najit koneény systém kouli {U(z;,r;)} vybrany z {U(z,r(z)) : z €

V 4} tak, aby pokryval V4. Polozme V41 = |JU(zj,2r;). Sestrojena posloupnost splituje V4 C Vg41. Dokézeme
J

oo}
sporem, ze V := |J V3 = P. Pfedpokladejme, ze V # P. Jelikoz prostor je souvisly, znamena to, Ze existuje
q=1

z € OV. Polozme R = r(2)/3. Najdéme = € U(z, R)NV a q tak, ze € V. Déle najdéme y € Vg a r = r(y) tak,
ze x € U(y,r) a Uy, 2r) C Vgy1. Jelikoz z ¢ V, je p(z,y) > 2r. Mame

2r < p(y,2) < py,z) + p(z,2) <r+ R,
tedy r < R. Je-li t € B(y, 4r), potom
pt,2) < p(t,y) +p(y,2) < 4r+ 7+ R < 6R,

takze B(y,4r(y)) C B(z,2r(z)). To je ale spor, nebot koule B(y, 4y) neni kompaktni a koule B(z,2r(z) je kom-
paktni. Dokazali jsme, ze V = P. K dokonceni dikazu sta¢i polozit K1 = Vi, Wi = Vo, Wo = Vs, Kq = Vq\Vq71
prog>2aWy;=V,41\Vyg_2aprog>3.1

35.24. Historické poznamky. Kofeny této problematiky sahaji do konce 18. stoleti a jsou spojeny se slavnymi
jmény klasikti matematické analyzy. Z obsahlé literatury k témto tématiim doporucujeme tieba M. Berger and
B. Gostiaux [*1988], L. Bocek [Bo¢], I. Cerny a J. Maiik [CM II], H. Federer [*1969], W. Fleming [*1965], O. Kowal-
ski [Kow], F. Moran [*1988], R. Sikorski [Sik], L. Simon [*1983].
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H. VEKTOROVA INTEGRACE

40. MERITELNE FUNKCE

V mnoha teoretickych i aplika¢nich partiich se setkdvame s problémem integrace nikoliv pouze
realnych funkci, ale dokonce i funkci majicich hodnoty v obecnégjSich vektorovych prostorech.
Omezime se zde na ptipad, kdy (92, S, 1) bude prostor s mirou, X bude Banachiiv prostor a f
zobrazeni z Q do X (“vektorova funkce”). Chtéli bychom — rozumnym zpiisobem — definovat
integral fQ fdp. Nabizeji se, zhruba feceno, dvé moznosti:

(1) dany problém pfevedeme na piipad redlnych (¢i komplexnich) funkei tim, Ze budeme
uvazovat funkce p o f | kde ¢ bude probihat vSechny prvky dudlu X*,

(2) pokusime se vhodné uzpiisobit nékterou z moznych definic (Lebesgueova) integralu a
zkoumat ji v obecnéjsim pfipadé Banachovych prostort.

Obé dvé metody jsou bézné i v nékterych jinych partiich analyzy. Kuptikladu lze takto rozsitit pojem holomorfni
funkce. Je-li totiz f funkce s hodnotami v Banachové prostoru X, mtizeme ¥ici, ze f je holomorfni (na néjaké oblasti
G C C), jestlize

— budto ¢ o f je holomorfni pro kazdé ¢ € X* (téz fikdme, ze f je slabé holomorfni),
— anebo existuje-1i limy, ¢ % [f(z+ h) — f(z)] pro kazdé = € G (nékdy se téz Fikd, ze f je silné holomorfni).

Obé moznosti se pouzivaji. Je ovSem nutné vytesit otazku, ktera ihned kazdého napadne, jaky je vztah slabé
a silné holomorfnich funkci.

YNz

I my se v této (kratké a spiSe informativni) kapitole zamé&fime na ob& moznosti definice.
Poznamenejme vsak pfedem, Ze pro dobré pochopeni téchto kapitol ¢tendf jiz musi znat ales-
pont zédklady teorie Banachovych prostort (topologicky dudl, Hahn-Banachova véta, Rieszova
véta o reprezentaci spojitého linedrniho funkcionalu na Hilbertové prostoru, reflexivni prostory
apod.). Historicky k prvnim pokusiim definice integralu z vektorové funkce (v ptipadé Q = [0,1] a
Lebesgueovy miry) patii definice Gravesova integralu z roku 1927 — sta¢i pouzit vhodné upravené
puvodni riemannovské definice — struény nastin této myslenky lze nalézt ve cviceni 43.7.

V dalsim budeme uvazovat Banachiiv prostor X a prostor s mirou (2, S, 1), kde u je (pro
jednoduchost) pravdépodobnostni (42 = 1) tplnd mira. Nejdiive musime definovat pojem mé¥i-
telné funkce.

40.1. Méritelné funkce. Funkci f: Q — X nazveme

— jednoduchou, existuji-li z1,...,x, € X a Ey,...,E, € S tak, ze f =), xicp,,

— méfitelnou, existuje-li posloupnost { f,} jednoduchych funkeci tak, ze lim f,,(w) — f(w) = 0 pro
p-skoro véechna w € Q (tj. konverguje-li f,,(w) k f(w) v normé prostoru X pro p-skoro vSechna
wen),

— slabé meéritelnou, jestlize ¢ o f je méfitelna pro kazdé ¢ € X*.

40.2. Poznamky. 1. Vsimnéte si, ze pro definici méfitelnosti jsme pouzili charakteristiku méfitelnosti realnych

funkci uvedenou ve cviceni 5.7. Je samoziejmé, ze jsme nemohli v pripadé vektorovych funkci pouzit obvyklou

definici ({w € Q: f(w) < a} € S pro kazdé o € X ). Jind z moznych ekvivalentnich definic méfitelnosti redlnych

funkei spoéiva v pozadavku {w € Q : f(w) € B} € S pro kazdou otevienou (nebo borelovskou) mnozinu B C R

(viz cvigeni 3.6.a). Tato definice by se dala pfenést i na pripad zobrazeni do Banachova prostoru X. V pfipadé

separabilnich prostord pak takto definovana t¥ida “méFitelnych” funkci splyvé s t¥idou vSech méfitelnych (a téz

podle nasledujici Pettisovy véty i slabé méfitelnych) funkci. Obecné vSak jiz nemusi tato tfida funkci tvorit ani
vektorovy prostor.

2. Ukazte sami, ze jsou-li f,, méfitelné, f,, — f p-skoro vsude, A € R, jsou i funkce f1 + f2, Af1, f méfitelné.
Stejné tvrzeni plati i pro slabou méfitelnost.

Vztah mezi méfitelnosti a slabou meértitelnosti udava nasledujici dilezita Pettisova véta.

Typeset by ApMS-TEX
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40.3. Véta (Pettis). Funkce [ je méFitelnd, pravé kdyz f je slabé méFitelnd a existuje mnoZina
E €S, uE =0, tak, ze f(Q\ E) je separabilni podmnoZina X. Specidlné, v pripadé, kdy X je
separabilni Banachuv prostor, pojmy méritelnosti a slabé meéritelnosti splyvagi.

Diikaz. Necht fj jsou jednoduché funkee, u(F) = 0 a fr — f na Q\ E. Protoze f(Q\ E) je
podmnozinou uzévéru mnoziny |J f5(Q?) a mnoziny fi(2) jsou konecné, je f(2\ E) separabilni.

Pro dtikaz jedné implikace tedy zbyva ovérit, ze po f je méfitelna, pokud ¢ € X*. Ale to je jiz
docela snadné — staci si uvédomit, ze funkce p o g je métitelna, v pfipadé, kdy g je jednoducha,
a poté pouzit limitni pfechod.

Bud nyni f slabé méfitelnd, £ € S, uE = 0, a f(2\ E) separabilni. V prvni fazi dikazu
ukazeme, ze funkce w — | f(w)|| je méfitelnd. To ukdZeme takto: Existuje hustd a spoetnd
mnozina {x,} C f(Q\ E). Z Hahn-Banachovy véty nalezneme ¢, € X* |¢,| = 1 tak, aby
©n(zn) = ||zn||. Staci ukdzat, ze

[ f(w)l = Sgplwn(f(w))l

pro w € Q\ E. To vSak neni tézké — na jedné strané je |¢,(f(w))| < lenll - [ f (W) = | f ()]
Je-li nyni w € Q\ E a e > 0, nalezneme z,, tak,aby ||f(w) — z,| < e. Potom

HIF@ = en(F@D] < I = Tlznll [+ Hzall = @n(@n)l + len(@n) = en(f(w))]
<f(w) = znll + [n(@n = f(@)] <&+ llenll - l2n = ()] < 2e.

Obdobné bychom také dokazali, ze funkce g, : w — ||f(w) — 2, jsou méFitelné. Volme tedy nyni
k € N, polozme Ef = {w € Q: g,(w) < +} (zfejmé EX € S) a definujme

T, jeliwe EF\ Uj<n EJ’C
hi(w) = 3

0 jinde.
(Nejlépe je kreslit obrazek!) Pro w € Q\ E dostavame || f(w) — hx(w)|| < + (podrobngé odtivod-
néte!). Ukdzali jsme tedy, Ze existuje posloupnost {hy} tak, ze hy — f u-skoro vSude, pfi¢emz
kazda z funkci hy, nabyvé pouze spocetné mnoha hodnot — a je tudiz méfitelnd (pro¢ vlastné?). m

Pro dobré pochopeni zdkladt vektorové integrace je nutné si spocitat (a dobfe promyslet) fadu
ilustrujicich prikladi. K tomu tcelu budeme znacit

— ¢o prostor vSech posloupnosti © = {x,} redlnych ¢isel konvergujicich k nule s normou
||| = maxy, [zn],

)1/10

- [P, 1 < p < oo, prostor vsech posloupnosti z = {z,}, pro néz ||z, := (Z |y, [P < 00,

n
[°° prostor vSech omezenych posloupnosti = {x,,} s normou ||z||ec := sup,, |x/,
— 1%(]0,1]) Hilbertfiv prostor vSech realnych funkci f na [0, 1], které jsou nenulové pouze na

spoetné mnoziné a pro néz -, 4 | f (t)]?> < oo s obvyklou definici skaldrniho soucinu

(f.9) =2, f()g(t).

40.4. P¥iklad. Uvazujme X = [2([0,1]) a prostor s mirou ([0, 1]), M, ). Bud {e; : t € [0, 1]} ortonormalni baze
prostoru X (et(z) = 1 pro = ¢t, e;(z) = 0 pro ostatni z). Definujeme-li zobrazeni f: [0,1] — X pfedpisem
f(t) = e, je f slabé méFitelnd. Vskutku, je-li ¢ € X*, existuje podle Rieszovy véty o reprezentaci spojitych
linedrnich funkcionalt na Hilbertovych prostorech pravé jedno a € X tak, ze o(z) = <x,a> pro kazdé xz € X.
Tudiz ¢(f(t)) = (et,a) = a(t) a mnozina {t € [0,1] : (es,a) # 0} je spodetnd. Vidime, Zze ¢ o f = 0 skoro viude.
Tedy wo f je méFitelna funkce. Na druhé strang, ||e; —es|| = v/2 pro t # s (odtud mj. plyne, Ze X neni separabilni),
atedy f([0,1]\ E) = {et : t € [0,1] \ E} je separabilni, pravé kdyz mnozina [0,1] \ E je spoéetné. Neexistuje tedy
mnozina E C [0, 1] miry nula tak, aby f([0,1]\ E) byla separabilni. Tedy f neni méFitelna. (Jiny pfiklad lze nalézt
v 43.7.e ¢ f.)

40.5. Historické poznamky. Teorie vektorovych mér a integrace se rozvijela podstatnym zptsobem ve tficatych
letech. Slavna véta 40.3 se objevuje v praci B.J. Pettise [1938].
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41. VEKTOROVE MIRY

V této kapitole se velice stru¢né zminime o mirach, jejichz hodnoty lezi v néjakém Bana-
chové prostoru X. Nez vSak k tomu pfijdeme, zastavme se na chvili u pojmu konvergence fad
v Banachovych prostorech.

41.1. Absolutni a bezpodmineéna konvergence. Jsou-li x,, prvky Banachova prostoru X,

o0
fekneme, ze (formalni) fada > =,
i=1
n

n o0
— konvergugje, jestlize existuje lim > z; (piSeme Y z; = lim > a;),
Oéfl =1 =1
— konverguje absolutné, jestlize > ||z;|| < o0,
i=1
— konverguje bezpodmineéné k prvku x € X, jestlize ), Tp(n) = * pro kazdou permutaci P (=

prosté zobrazeni N na N).

Kazd4 absolutné konvergentni fada konverguje (X je tplny !), a tudiZ i bezpodmine¢né konver-
guje. Je-li dimX < 400, potom kazda bezpodminec¢né konvergentni fada konverguje i absolutné
(Riemannova véta — vzpomeiite si na pfedndsku z 1. semestru !), zatimco v nekoneéné dimenzi
toto tvrzeni jiz nemusi platit (volte x,, = (0,...,0, %, 0,0,...) € ¢p).

V dalgim bude (2, S, 1) prostor s mirou.

41.2. Vektorova mira. Je-li nyni F' : § — X mnozinova vektorova funkce, fekneme, ze F' je
aditivni ¢ o-aditivnd vektorova mira, jestlize F(0) =0 a

pro kazdou konec¢nou ¢i spocetnou posloupnost disjunktnich mnozin F, € S. Konvergenci rady
(v pfipadé o-aditivni miry) zde chadpeme jako konvergenci v X. Uvédomme si ale, Ze tato konver-
gence je vlastné bezpodmineéna (af pfehdzime mnoziny E,, jak chceme, pofad dostavame tentyz
soudet).
41.3. Priklady. Bud (9, S, u) prostor ([0, 1], M, X).

1. Je-li X = LP([0,1]), 1 <p<oo,a F:Ew~ cg pro E € M, je F o-aditivni vektorovd mira.

2. Bud L spojity linearni operator z L'[0,1] do n&jakého Banachova prostoru X. Polozime-li F(E) = L(cg)
pro E € M, je F opét o-aditivni vektorova mira. K tomu si sta¢i uvédomit, ze

oo n oo oo
1 B = S FEI=1FC U <A U BIIEI
j=1 j=1 j=n+1 j=n+1
3. Bud T : L*>°[0,1] — X spojity linearni operator, F(E) = T(cg) pro E € M. Potom F je kone¢né aditivni

vektorova mira, ktera jiz nemusi byt o-aditivni. Stac¢i vzit za T' Hahn-Banachovo rozsifeni funkciondlu ¢ :  — m(%)
z C[0,1] na L°°[0,1] (zde dokonce X = R!)
41.4. Absolutni spojitost. Rekneme, Ze vektorova mira F :  — X je absolutné spojitd
vzhledem k mife u, jestlize ke kazdému e > 0 lze nalézt § > 0 tak, ze ||F(E)|| < e, kdykoliv
nk < 4.

41.5. Véta (Pettis). Necht F je o-aditivni vektorovd mira a p koneénd mira na S. Potom F je
absolutné spojitd vzhledem k p, pravé kdyz F(E) =0 , jakmile pE = 0.

Diikaz. Nutnost podminky je zfejma. Dtkaz opa¢né implikace se vede podobné jako ve cviceni
8.22.b: Predpoklada se existence takového £ > 0 a posloupnosti {F,,} C S, pro néz

|F(EL)||>e a puk, <27

Abychom vsak dostali spor, je zapotiebi pfejit do redlného pripadu a uvazovat slozeni po F', kde
p € X*. Zéavér diikazu je vsak jiz obtiznéjsi neZ ve cviceni 8.22.b, nebot v odhadech potfebujeme
jistou ”stejnomérnost” vzhledem k funkcionalim ¢. m

41.6. Cvideni. Bud p aritmetickd mira na mnoziné ptirozenych ¢isel N, X = [2. Pro E C N polozme F(E) =
{%CE(H)} Ukazte, ze F je o-aditivni vektorovd mira.
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41.7. Variace vektorové miry. Bud F : Q — X vektorovd mira. Ve shodé s vétou 6.9 definujeme variaci F
jako

n n
|F(E)| := sup{z [|F(Ag)|| : Ak € S jsou po dvou disjunktni, U A, =E}.
k=1 k=1

Je-li |F(Q)| < +o0, fikdme, ze F' ma konecnou variaci.
(a) Ukazte, ze variace vektorové miry je nezdpornd mira.

(b) Zkoumejte, které z predchozich ptiklada vektorovych mér maji koneénou variaci.
42. BOCHNERUV INTEGRAL

42.1. Bochnertv integral. Rekneme, e vektorova funkce f: Q — X je bochnerovsky integ-
rovatelnd, jestlize f je méfitelnad a existuji jednoduché funkce f, tak, ze fQ Ilf = fnlldp — 0.

K této definici si uvédomte, ze (realnd) funkce || f — fy || je méFitelnd (viz diikaz Pettisovy véty).
Déle, vzdy existuje lim [ p Jnd pro kazdé B € S, jak ihned plyne z tplnosti X a odhadi

1 o= [ 8= [ 0= a0 [ 10115 [ 1511,

(Je-li ¢ jednoduché funkce, ¢ = > x;cp,, definujeme samoziejmé fB edp = zu(E; N B).)

Jak se lze v jedné monografii o vektorovych funkcich doé¢ist, v dikazu, ze [ p Pdp nezavisi na
vyjadieni ) z;cp, by se mohli vyzivat leda masochisté. Navic, je-li [ [l f — full = 0, [ IIf — gnll
— 0, B €S (kde fn,gn jsou jednoduché), je lim [, f, = lim [, g,, (uvazujte posloupnost f1, g1,
f2,92,. .., oznacte ji {h,} a uvédomte si, ze [, || f — hn| — 0, tudiz existuje lim [}, hy,).

Je-li tedy f bochnerovsky integrovatelnd, B € S a {f,} je posloupnost jednoduchych funkei,
pro niz [ || f — full — 0, mizeme lim [, f,dp (coz je prvek naseho Banachova prostoru X!)
nazvat Bochnerovym integrdlem funkce f ptes B a oznadit [ 5 Jdu. Z predchoziho plyne, Ze tato
definice je zcela korektni. Zakladni charakteristiku bochnerovsky integrovatelnych funkci udava
nasledujici véta.

42.2. Véta (Bochner). Bud f : Q@ — X méritelnd. Potom f je bochnerovsky integrovatelnd,
prave kdyz [ |||l dp < co (tj. kdyZ (redind) funkce ||f| je lebesgueovsky integrovatelnd,).

Diikaz. Necht f je bochnerovsky integrovatelna. Potom || f|| je méFitelna (cviceni 42.5) a tvrzeni

plyne z odhadu
/an < /Hf—fan/anH,

kde {f,} je posloupnost jednoduchych funkci, [||f — full — O.
Necht naopak || f]| je integrovatelna. Budte f, jednoduché, f,, — f u-skoro vSude, a polozme

fn(w), Jestlize [|fn(w)ll < 2|[f(w)I
0 pro ostatni w € €.

i) = {

Ziejmé g, jsou opét jednoduché, ||g,(w)|| < 2||f (W), || f(w) — gn(w)|| — 0 pro p-skoro vSechna
w € ). Protoze

[1f(w) = gn (@) < [If (@)l + llgn (@) < 3| f @),
Ize uzit Lebesgueovy véty 8.13 , podle niz [ ||f — gn| — 0. m

Oznacime-li tedy L% (presnéji £ (22, S, 1)) prostor vSech bochnerovsky integrovatelnych funk-
cl, je f € LY, pravé kdyz || f|| € L. Neékteré ze zdkladnich vlastnosti Bochnerova integralu jsou
uvedeny v nasledujici vete.

42.3. Véta (vlastnosti Bochnerova integralu). (a) Je-li f € LY a E € S, potom || [, f|| <
Je If1I-

(b) L je uplny prostor, definujeme-li na ném normu predpisem ||gll, = [, lglldp (tedy, po
ztotoineénd funkci lisicich se na mnoZiné miry nula, L je Banachiv prostor).
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(¢) Oznacime-li F(E) = [, fdu (tzv. neurcity Bochneriv integrdl), je F o-aditivni vektorovd
mira, kterd je absolutné spojita vzhledem k p. Dokonce, jsou-li E, € S po dvou disjunktni,
konverguje tada )", F(E,) absolutné.

Ndznak dikazu. (a) Tvrzeni plati (z trojihelnikové nerovnosti) pro jednoduché funkce. Obecné
pak pouzijeme limitni pfechod a Lebesgueovu vétu (kterd plati i ve vektorovém piipadé).

(b) Diikaz je téméf totozny jako v piipadé realnych funkei.

(c) Neur¢ity Bochneriiv integral je zfejmé kone¢né aditivni. Jsou-li F,, € S po dvou disjunktni,
fada ) F(Ey) konverguje absolutné (32 [|F(En)ll <32 [ 11l = Jy g, 1] < Jo Ifll < +00) a

k oo
IFWJEa) = > FE = 1FC U Bl
n=1 n=k+1

Tvrzeni plyne z toho, ze lim p(UJ,~, . ; En) = 0 vyuzitim absolutni spojitosti. Mira £ — [, ||| du
je totiz absolutné spojitd vzhledem k p (viz cviceni 8.22.b), tedy k danému e > 0 existuje 6 > 0
tak, e kdykoliv pE < 6, potom || [, f|| < [z [If]| <& m

42.4. Poznamka. Vidéli jsme, ze neurcity Bochneruv integral E — fE fdu je o-aditivni vektorova mira absolutné
spojitd vzhledem k p. Navic, tato mira méa kone¢nou variaci. Naskyta se, uplné stejné jako v realném pripadé,
otazka, zda kazda o-aditivni vektorova mira kone¢né variace s hodnotami v Banachové prostoru X, ktera je
absolutné spojitd vzhledem k p, je jiz neurditym (Bochnerovym) integrélem z né&jaké bochnerovsky integrovatelné
funkce. Jinymi slovy, je problém, zda Radon-Nikodymova véta plati i pro vektorové miry. Odpovéd je zaporna.
Vektorova mira z prikladu 41.3.1 je absolutné spojitda vzhledem k Lebesgueové mife. Pro p = 1 ma kone¢nou
variaci, a preci neni neur¢itym integralem z zadné bochnerovsky integrovatelné funkce.

Rekneme, Ze Banachtv prostor X méa Radon-Nikodymouvu vlastnost (kratce jen RNP), plati-li Radon-Nikody-
mova véta pro vektorové miry s hodnotami v X. (Presnéji, kdykoliv (2, S, 1) je prostor s pravdépodobnostni mirou
av: S — X je mira konecné variace, ktera je absolutné spojita vzhledem k p, potom v je neuréitym Bochnerovym
integrélem podle p z néjaké bochnerovsky integrovatelné funkce.)

Prostor L'[0,1] tedy nema RNP. Také prostor co, > ¢ C(K) (K nekoneény kompakt) nemaji RNP; naopak
kuptikladu kazdy reflexivni Banachuv prostor ma RNP.

42.5. Cviéeni. Je-li f: Q@ — X méfitelnd, je i redlna funkee || f|| méfitelnd. (Toto tvrzeni jsme jiz vlastné dokazali
v pribéhu dukazu Pettisovy véty 40.3.) Dokazte toto tvrzeni pfimo.

Ndvod. Tvrzeni je témér ziejmé v pripadé, kdy f je jednoduchd. Jsou-li nyni f, jednoduché, f, — f skoro vsude,
je i |lfnll — || f]] skoro vsude.

42.6. Cviéeni. Budte f, g silné méfitelné funkce takové, ze || f|| < ||g|| skoro viude. Je-li g bochnerovsky integ-
rovatelnd, je f také.

42.7. Cviceni. Ukazte, ze neurcity Bochneruv integral je vektorova mira konecné variace.

42.8. Historické poznamky. Pokud jde o Bochnertv integral, objevuje se v pracich S. Bochnera [1933] a N.
Dunforda [1935]. Dnes se pouziva pfevazné v teorii funkénich prostort, zkoumani diferencidlnich rovnic v Bana-
chovych prostorech ¢i ve studiu otazek souvisejicich s geometrii Banachovych prostorii.

43. DUNFORDUV A PETTISUV INTEGRAL
Zakladnim lemmatem pro zkoumani vektorové integrace pomoci spojitych linearnich forem na
X je nésledujici tvrzeni.

43.1. Lemma (Dunford). Bud f:Q — X. Jestlie po f € LY (1) pro kazdé p € X*, potom ke
kazdému E € S existuje Ly € X**  tak, Ze

Le(p) = [Esﬁ o fdu

pro kazde ¢ € X*.

Diikaz. Samoziejmé, funkce f je slabé méfitelna. Zafixujeme E € S a definujeme Lg : ¢ —
fE wo f pro ¢ € X*. Ziejmé L je linedrni a potfebujeme dokazat, ze Ly je omezeny. Definujeme
jesté zobrazeni T : ¢ — ¢ o (fcr) (X* — LY(p)). Uvédomime si, ze T je uzaviené zobrazeni.
(Potfebujeme dokézat toto: jestlize v, — ¢, T(¢n) — g, potom T'(¢) = g, ale to neni tézké. Podle
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véty 12.4 & cviceni 10.9 existuje vybrand posloupnost {p,, } tak, ze T'(¢n, ) — ¢ p-skoro viude,
tj. ¥n, © (fce) — g p-skoro vsude. Protoze v8ak ¢, o (fecg) — ¢ o (feg) viude, je g = po (fer)
p-skoro viude. Jezto T je evidentné linearni a prostory X* a L!(u) jsou Banachovy, je zobrazeni
T podle véty o uzavieném grafu omezené). Tudiz

ILs()| = ||[Esaof|\ - ||/Q<po (fer)l < oo (el = el < IT] ¢l

a vidime, ze Lp € X**. m

43.2. Slabé integraly. Bud f: Q — X. Jestlize p o f € L(u) pro kazdé ¢ € X*, fikame,
ze f je dunfordovsky integrovatelnd (nebo také slabé integrovatelnd). Prvek Ly € X** jehoz
existenci zaruc¢uje Dunfordovo lemma, pak nazveme Dunfordovym integrilem (nékdo téz ¥ika
Gelfandovym integrdlem) funkce f pres E. Jestlize dokonce Lr € X pro kazdé E € S (pfesnéji,
Ly € eX C X**, kde ¢ je kanonické vnofeni X do X**), tj. jestlize existuje P € X tak, Ze
Lg(p) = ¢(Pg) pro kazdé ¢ € X*, fikdme, Ze f je pettisovsky integrovatelnd. Prvek Pr € X se
pak zove Pettisovym integrdlem f pies E. Misto L piseme také (D) [, f (a je to prvek X**),
zatimco misto P (coZ je prvek X) pouZivime oznaceni (P) [, f.
Je-li X reflexivni, lze oba integraly ztotozZnit.
43.3. Priklad. Necht X =g a (2, S, p) = ([0,1], M, X). Definujme zobrazeni f: [0,1] — co pfedpisem

F(t) = {c(o,1)(#); 2¢c(0,1/2](t), 3co,1/3)5 -+ } -

Je-li ¢ € (co)*, existuje posloupnost {an} C I tak, Ze ¢(z) = Y. anxn pro kazdé z = {zn} € co. Tudiz
n

(Lebesguetv integral !)

1 1 1
/0 wosl= | \Zanncm,l/n](tndtsz/o jonlncaym = 3 lan] < +o0
n n

0

a vidime, Ze f je dunfordovsky integrovatelna. Protoze

s 1
/0 <P0f=/0 Y annco/n =D an,

je kupiikladu (D) fol f={1,1,1,,...}, coz je prvek I = (I1)* = (cp)**, ktery je uréen formou ¢ +— 3 a,. Také
n
ihned vidime (skuteéné ?), Ze f neni pettisovsky integrovatelnd.

Ukazte sami, ze

1/n 1/n r1/n 1 2 n
(D)/ f:/ 800f=/ Zaiic[o,ui]=—a1+—a2+~-+—an+an+1+....
0 0 0 B n n n

Tedy

n

1/n
O [ r=0 2 By e
0 n

S
Siw

)

r1/n
||<D>/0 flloo = 1.

43.4. Poznamka. Z uvedeného pfikladu je vidét jesté dalsi nepfijemné vlastnosti Dunfordova integralu. Neurcity
Dunforduv integral

F:EH(D)/Ef, EeM

neni totiz funkce absolutné spojitéd (A[0,1/n] =1/n — 0 a piesto ||(D) '01/"

o-aditivni (pro¢?).

fll = 1). Vektorova mira F také neni

Trochu jasno do celé zalezitosti pirinasi nasledujici véta.
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43.5. Pettisova véta. Bud f: Q — X dunfordovsky integrovatelnd. Potom ndsledujici podmin-
ky jsou ekvivalentni:

(1) f je pettisovsky integrovatelnd,
(ii) neurcity Dunfordiv integrdl funkce f je o-aditivni vektorovd mira,
(iii) neuwrcity Dunfordiv integrdl funkce f je absolutné spojity (vzhledem k ).

Diikaz této véty neni nikterak trividlni a vyuziva jiz hlubsich vét funkcionalni analyzy. m

43.6. Poznamky. 1. Je-li f bochnerovsky integrovatelna, je f i pettisovsky integrovatelna a oba integraly splyvaji
na mnozinach z S.

2. Plati dokonce nasledujici véta:

Necht f : Q — X je méritelnd a pettisovsky integrovatelnd. Potom f je bochnerovsky integrovatelnd, prdvé

kdyz neurcity Pettisuv integral f je vektorovd mira konecné variace.

3. Prostor ¢ je v jistém smyslu vyjimeény. Neobsahuje-li totiz X kopii cg (tj. neexistuje-li v X podprostor algeb-
raicky i topologicky izomorfni s ¢g), potom kazda méFitelnd dunfordovsky integrovatelnd funkce je i pettisovsky
integrovatelna.

4. A jaky je rozdil mezi bochnerovskou a pettisovskou integrovatelnosti? Mé&jme méfitelnou funkci f: Q — X.

o0
Existuji z,, € X, E,, € S tak, ze f = Y. xncpg, (proc¢? — jaka konvergence?). Potom
n=1

f je pettisovsky integrovatelna, pravé kdyz > znu(En N E) konverguje bezpodmine¢né pro kazdé E € S,

f je bochnerovsky integrovatelnd, pravé kdyz Y xnpu(En N E) konverguje absolutné pro kazdé E € S.

Je vidét, ze otazky vektorové integrace jsou velmi jemné a vyzaduji dtikladngjsi (a peélivé) studium vlastnosti
Banachovych prostort. Existuje fada péknych knizek z této oblasti funkciondlni analyzy, zdjemciim muZeme
doporuéit tieba J. Diestel and J.J. Uhl [¥*1977] nebo L. Misik [*1989].

Tuto kapitolu zakonéime jesté jednim dulezitym piikladem.

5. Bud X opét Banachtiv prostor a K jeho kompaktni podmnozina. Necht u € M!(K) je pravdépodobnostni
Radonova mira. Je-li A C X, necht ¢6A znad¢i uzavieny konvexni obal A (tedy €6A je prinik tfech uzavienych
konvexnich mnozin obsahujicich A — lze ukazat, Ze je to vlastné uzdvér konvexniho obalu A). Existuje (pravé

jedno) z € ToK tak, Ze p(z) = [ ¢du pro kazdé ¢ € X*. Toto z se nazve téZistém p. A souvislost s Pettisovym
K

integralem? Definujeme-li f(z) = z pro z € K, je vlastné z = (P) [ fdu (jesté jinak: z = (P) [ xzdu). Zkuste si
K K

sami trividlni ptiklady — kupi. X =R, K = [0,1], p = A.

6. Predchozi specidlni priklad 1ze dale zobecnovat. Jednim ze zakladnich kritérii existence Pettisova integralu
je nésledujici véta:

Necht K je kompaktni podmnoZina Banachova prostoru X a p pravdépodobnostni mira na K. Je-li zobrazeni

[ K — X spojité, potom existuje Pettisiv integrdl z f a (P) [y fdu € 0f (K).
43.7. Gravesuv integral. V tomto odstavci podame stru¢ny néstin analogie Riemannova integralu pro funkce
z intervalu [0, 1] s hodnotami v Banachové prostoru. Pfedevsim si pfipomenime, ze Riemanntuv integrél 1ze definovat
pomoci darbouxovskych hornich a dolnich sou¢tt (a horniho a dolniho integralu) ¢i pomoci ptivodni Riemannovy
definice pomoci riemannovskych souéti. Pojem horniho a dolniho souctu (vyuzivajici usporadani R a definici
suprema ¢i infima) ovSem nelze bezprostfedné pouzit. V Banachovych prostorech neni (obecné) zadné uspoiradani !
Nicméné obé moznosti zde nyni podame obecné.

Bud tedy X opét Banachtiv prostor, f zobrazeni z [0,1] do X. Je-li D :={0 =29 < 21 < ... < p = 1} déleni
intervalu [0,1], I(D) = {{ = {&} : & € [zi—1, 4]}, polozme

E(f,D,€) =) f&) (@i — i)
i=1

Cislo Z(f, D, £) nazyvame riemannovskym souctem. Dale jesté definujme normu déleni vD := max{z; — z;—1 :
i=1,..,n}.
(a) Rekneme, 7e f je riemannovsky integrovatelnd, existuje-li z € X s vlastnosti : Ke kazdému ¢ > 0 lze nalézt
§ > 0 tak, ze
IIE(f7D7§) - ZH <g,

kdykoliv vD < § a £ € I(D). Je-li f riemannovsky integrovatelnd, neni tézké ukézat, ze prvek z je jednozna¢né
uréen. Nazyva se pak Gravesiv (nékdy téz Riemann—Gravesiv) integral f, budeme ho znadit (RG) ]01 f. Stejné
jako v redlném pripadé, f je riemannovsky integrovatelna, pravé kdyz existuje w € X s vlastnosti: Ke kazdému
€ > 0 existuje déleni Dg tak, ze

[IE(f, D, &) —w|| <e,

kdykoliv déleni D je zjemnénim Dq (tj. D C Do) a £ € I(D). (Uvédomte si dobfe rozdil obou ”definic”!)
Pochopitelné, v tomto pfipadé w je Gravesuv integral f.
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(b) Gravestuv integral je vlastné definovan jako limita ”zobecnéné” posloupnosti {E(f, D,&)}, ktera je "us-
pofaddéana” at jiz pomoci normy ¢&i zjemnéni.

(c) Je-li f riemannovsky integrovatelnd, je omezena (tj. existuje K > 0 tak, ze || f(t)|| < K pro kazdé ¢ € [0, 1]).

V dalsim budeme pouzivat pojmy z teorie vektorové integrace pro pfipad prostoru s mirou ([0, 1], M, \).

(d) Je-li f:]0,1] — X riemannovsky integrovatelnd a ¢ € X*, je (redlnd) funkce ¢ o f riemannovsky integ-
rovatelna. Specialné, f je slabé méritelnd a pettisovsky integrovatelna.

Ndvod. Skoro vse je jasné, i to, ze f je dunfordovsky integrovatelnd a (RG) fol = (D) fol Daéle z omezenosti f
plyne, ze (D) [; € X pro kazdy interval I C [0,1], odkud jiz lehko vyplyne, Ze f je pettisovsky integrovatelna.

(e) Definujme (vektorovou) funkci f : [0,1] — 1°°[0,1] (=prostor vSech omezenych funkci na [0, 1] opatfeny
sup—normou) piedpisem f(t) = C[o,t]- Pomoci “Bolzano-Cauchyovy podminky” ukazte, Ze f je riemannovsky
integrovatelna. Z (d) tedy plyne, ze f je slabé méFitelna (to lze dokazat i pfimo, je-li ¢ libovolna spojitd linedrni
forma na [°°[0, 1], potom funkce t — ¢(f(t)) mé kone¢nou variaci (to je vidét z definice) a tudiz je méFitelna).
Nicméné f neni méfitelna (pouzijte Pettisovu vétu 40.3, vSimnéte si, ze ||f(s) — f(t)|| = 1 pro s # t).

(f) Jesté jeden piiklad. Definujte gg: [0,1] — (°°[0,1] takto : Je-li E C [0,1], polozime gg(t) = cy;}, pokud
t € F, jinak gg(t) bude nulova funkce pro ¢t ¢ E. Ukazte, Ze g je riemannovsky integrovatelnd. Je-li £ nemé¥itelnd
mnozina, je i funkce ¢ — ||gg(t)|| neméfitelna, a tudiz gg nemuze byt méfitelnd (srovnej se cvicenim 42.5 ¢i
s Pettisovou vétou 40.3). Za jakych podminek na mnozinu E je gp méfitelna?

(g) Je-li f riemannovsky integrovatelna a méfitelnd, je i bochnerovsky integrovatelnd (a samoziejmé oba inte-
grély splyvaji).

Ndvod. Staci si uvédomit, ze || f|| je omezena a méfitelnd funkce a pouzit Bochnerovu charakteristiku 42.2.

(h) Je-li opét D := {0 =z9 < 1 < ... < p, = 1} déleni intervalu [0, 1], polozme

D(f,D) =Y sup{||f(s) = F(t)l| : 5,t € [wi1,2i]} (@i — wi1).

i=1

Rekneme, Ze f : [0,1] — X je darbouzovsky integrovatelnda, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje § > 0 tak, ze
D(f,D) < e, kdykoliv déleni D splituje vD < §. Opét, podobné jako v redlném piipads, tato definice vyjde
nastejno, pouzijeme-li misto ”usporadani” daného normou ”usporadani” uréeného mnozinovou inkluzi. Rovnéz
tak dikaz tvrzeni, ze kazd& darbouxovsky integrovatelna funkce je i riemannovsky integrovatelnd, je skoro stejny
jako pro realné funkce.

(i) Funkce f : [0,1] — X je darbouxovsky integrovatelnd, pravé kdyz f je omezend a spojitd ve skoro vSech
bodech intervalu [0, 1] (porovnejte s 7.9.d).

Ndvod. Definujte oscilaci funkce g jako

t (1) = lim sup{llg(u) ~ g(o)l| s w,v € (=8t 4-))

Nejdiive si je tieba uvédomit, ze f je spojitd v bodé to, pravé kdyz wys(to) = 0, a Ze {t € [0,1] : ws(t) > a} je
vzdy uzaviena.

Je-li f darbouxovsky integrovatelnd, je zfejmé f omezena. Staci ukazat, ze

Mte[0,1]:we(t) > =} =0

1
n
pro kazdé n. Ale to je pomérné snadné.

K ditkazu opacné implikace volte € > 0. Najdéte otevienou mnozinu G C [0,1] tak, ze AG sup||f]| < € a
f je spojita ve vSech bodech kompaktni K := [0,1] \ G. Ke kazdému ¢t € K najdéme nejvétsi 6 > 0 tak, zZe
1f(s)=Ff@)| < %a pro vSechna s € [0,1]N (¢t — d¢,t+ d¢). Rutinni vyuziti kompaktnosti K déava existenci takového
6>0,zejeli D:={0=20 <1 < ... < zp, = 1} déleni intervalu [0,1] a vD < §, potom kazdy interval [z;_1,x;]
lezi budto cely v G, nebo spliuje || f(s) — f(¢)|| < e, s,t € [xi—1,z;i]. Pro takové déleni je ovSem D(f, D) < 3e.

(j) Z predeslého plyne, ze kazda darbouxovsky integrovatelna funkce je métitelna (muzete tfeba pouzit Pettisovu
vétu 40.3 a uvédomit si, Ze spojity obraz separabilniho prostoru je separabilni), a tudiz podle Bochnerovy véty
42.2 je i bochnerovsky integrovatelna.

(k) Také kazd4 omezend funkce, kterd je spojita skoro vsude, je riemannovsky integrovatelnd. Opak vSak nemusi
byt pravdou. Volime-li v pfikladu z (f) E = Q, je funkce gq riemannovsky integrovatelnd, ||gq|| je Dirichletova
funkce z 7.5, nemuze tedy gq byt spojitd v Zadném bodé intervalu [0, 1] (uvédomte si, Ze norma je spojita funkce).

(1) Ve vektorovém piipadé tedy nesplyvaji t¥idy darbouxovsky a riemannovsky integrovatelnych funkci. Neni
znama zadnda uspokojiva charakteristika Banachovych prostort, pro néz to plati.
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43.8. Cviéeni. Bud X = co, (,S,u) = ([0, 1], M, A). Definujte

F(&) = {c(0,1)(#); 2¢0,1/2) (), 3¢c(0,1/3) (1), -}
9(t) = {ey2,11()s 2¢(1/3,1/21 (), 3c(1 /4,173 (), -},

h(t) ={)_ ne_1_ 14(1),0,0,..}.

n+i’n

n=1

a ukazte, Ze
(a) g je pettisovsky integrovatelna funkce,
(b) f (jak jsme ukdzali v textu) neni pettisovsky integrovatelnd funkce, ale je integrovatelnd dunfordovsky,
(c) h neni ani dunfordovsky integrovatelnd, je vSak alesponl métitelna (slabé ¢i silné ?),
(@) @I = llg@Il = IA®)]l pro viechna t € [0,1] .
43.9. Cviéeni. Definujte zobrazeni f intervalu (0, 1) (uvazovaného s Lebesgueovou mirou) do Hilbertova prostoru
12 predpisem

1 1 1

f:m'—}(x+17m+2’m+3’.

),z €(0,1).

o ‘1
Ukazte, ze (P) [; f = {log(1+ %)}n.
43.10. Cviéeni. Opét uvazujte prostor s mirou ([0, 1], M, \). Bud e, := {0, ...,0,1,0,...} (jedni¢ka je na n-tém
misté), eg = {0,0, ...} (nulovy prvek v prostorech posloupnosti).
(a) Necht {rn} je posloupnost vSech racionélnich &isel intervalu [0,1]. Polozte f(rn) = en a f = eo jinde.
Ukazte, ze f :[0,1] — co je méfitelnd a bochnerovsky integrovatelna (je dokonce riemannovsky integrovatelnd).
(b) Uvazujte zobrazeni f jako v (a), pouze prostor co nahradte [P, 1 < p < co a zkoumejte jeho méFitelnost a

integrovatelnost.

(c) Bud a € R. Definujte
h(t) = {nac(oyl](t)}n, pokud t € [0,1]}.

Bud déle X jeden z Banachovych prostoru co, P, 1 < p < oco. Ukazte, ze h je v kazdém pripadé méritelna. To
neni prilis tézké, zrovna tak, jako rozhodnout v pfipadé X = cg ¢i X = [°°, ze h je dunfordovsky integrovatelna,
pravé kdyz a < 1. Déle h je pettisovsky integrovatelna, pravé kdyz je bochnerovsky integrovatelna, a to je pravée
v pfipadé o < 1. Ostatni p¥ipady jsou jiz technicky néro¢négjsi, jsou popséany (jesté s dalsimi pfiklady) v I. Chitescu
[1990].

43.11. Historické poznamky. Zékladni vlastnosti Pettisova integralu se objevuji v praci B.J. Pettise [1938],
pfi¢emz i N. Dunford v [1936] jiz tento integral studoval. Také dalsi ze slabych integrald (pro funkce s hodnotami
v dudlech Banachovych prostort) byl zaveden I.M. Gelfandem v [1936]. Pettistiv integral dnes hraje klicovou
roli v raznych teoretickych partiich funkcionalni analyzy. L.M. Graves pienesl riemannovskou definici pro ptripad
vektorovych funkei na intervalu [0, 1] v [1927]. Podrobné zpracovéni historie vektorové integrace lze nalézt v T.H.
Hildebrandt [1953].
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APPENDIX O TOPOLOGII

V tomto dodatku se stru¢né zminime o nékterych topologickych pojmech, které jsme v textu
pouzivali a které by nemusely byt zcela béZné ¢tenari. Ostatni pojmy pouZivame asi v rozsahu
béznych kurzovnich prednasek z matematické analyzy.

Piipomenme, Ze pod topologii rozumime vzdy takovy systém 7 podmnozin mnoziny X, pro
néjz plati

(a) 0, X €1,
(by ABer = ANnBer,
(c) AdpeT7 = JAn €.

(0%

Mnozinam ze systému 7 fikame oteviené. Jejich dopliiky se nazyvaji uzaviené mnoziny.

Badzi topologie T rozumime takovy systém mnozin B C 7, Ze libovolna oteviena mnozina lze
vyjadrit jako sjednoceni mnozin z néjakého podsystému B. Jelikoz casto se topologie zadava prave
pomoci néjaké baze B piedpisem 7 = {{J{B: B € Z}: Z C B}, je dobré védét, kdy soustava
mnozin uréuje timto zptisobem topologii. Odpovéd je nésledujici.

Soustava mnozin B tvoii bazi né&jaké topologie na X, pravé kdyz X = (Jgz B a je-li z €
By N By, kde By, By € B, existuje B € B tak, ze z € B C By N Bs.

v

otevienych podmnozin. Baze této topologie je kupfikladu tvofena vSemi otevienymi koulemi.
Diskrétni topologie na X je urcena soustavou vsech jeho podmnozin a jednobodové mnoziny
tvori jeji bazi.

Velice obecné topologické prostory mohou mit ¢asto hodné komplikovanou strukturu a leckdy
se i vymykaji z béznych predstav, které si prinasime treba z topologii eukleidovskych prostori.
V celém skriptu predpokladame, ze vSechny prostory jsou Hausdorffovy: Jsou-li z,y dva rizné
body prostoru X, existuji disjunktni oteviené mnoziny G, Gy € 7 tak, ze x € G, y € Gy.

Okolim bodu z € X rozumime kazdou mnozinu, kterd obsahuje z ve svém vnitiku. Vnitrek
mnoziny M je pfitom definovan jako nejvétsi oteviend mnozina obsazend v M — ta vzdy existuje,
staci totiz vzit sjednoceni vSech otevienych mnozin obsazenych v M.

Podobné jako vnitfek mnoziny, definuje se wuzdvér A mnoziny A _jako nejmensi uzaviena
mnozina obsahujici A (existuje!). Mnozina E je hustd v X, jestlize E = X, a 7idkd, jestlize
jejl uzévér ma prazdny vnitiek.

Separabilni jsou ty prostory, které obsahuji hustou spocetnou mnozinu. Mezi metrickymi pros-
tory jsou to prave ty, které maji spocetnou bdzi.

Jsou-li X,Y topologické prostory, fekneme, ze zobrazeni f : X — Y je spojite, jestlize vzor
kazdé oteviené mnoziny v Y je mnozina oteviend v X. Lze také obvyklym zptsobem pomoci
okoli definovat spojitost v bodé. Zobrazeni je pak spojité, je-li spojité v kazdém bodé.

Funkce f je spojita na prostoru X, pravé kdyz mnoziny
{reX: flx)>a},{zreX: f(z)<a}
jsou oteviené pro kazdé a € R. Funkce f na X se zove polospojitd zdola, jestlize mnozina

{z € X : f(z) > a} je oteviend pro kazdé a € R.

Prosté zobrazeni f : X — Y se nazve homeomorfismem, je-li samo spojité a také inverzni
zobrazeni f~1: f(X) — X je spojité.

Topologie kartézského soucinu dvou topologickych prostori X; a Xo je urcenad bazi vSech
mnozin tvaru Gi X Ga, kde G; probihaji vSechny oteviené mnoziny v X;.
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Normalni topologicky prostor je takovy, v némz kazdé dvé disjunktni uzaviené mnoziny lze
oddélit (disjunktnimi) otevienymi mnozinami. Jsou to préavé ty prostory, kde plati nésledujici
Urysohnovo lemma a Tietzeova véta.

Urysohnovo lemma. Jsou-li Fi, F5 dvé disjunktni uzaviené podmnoziny normalniho topologic-
kého prostoru X, existuje spojita funkce f na X tak, ze

OSfS]., f:OnaFl, f:lnaFQ.

Tietzeova véta. Je-li f spojita funkce na uzaviené podmnoziné Z normaéalniho topologického
prostoru X, existuje spojita funkce F' na X tak, ze

f=FnaZa sup|F|=sup|f].
X z

Kazdy metricky prostor je normalni.

Zajimavou, a z hlediska teorie miry, dtlezitou tfidou topologickych prostort jsou lokdlné kom-
paktni prostory. To jsou ty prostory, v nichz kazdy bod ma kompaktni okoli. Kompaktni mnoziny
se definuji jako ty, z jejichz kazdého pokryti otevienymi mnozinami lze vybrat pokryti konecné.
Lokalné kompaktni prostory nemuseji byt normalni, nicméné i v nich plati jisté Urysohnovo
lemma.

Urysohnovo lemma. Je-li K kompaktni a U oteviend podmnozina lokalné kompaktniho pros-
toru X, K C U C X , existuje spojita funkce f na X a kompaktni mnozina L s vlastnostmi

KcLcU, 0<f<1, f=1lnaK, f=0naX\L.

Kazdy lokalné kompaktni prostor se spocetnou bazi je metrizovatelny. Kartézsky soucin konecné
mnoha lokalné kompaktnich prostort je lokalné kompaktni prostor.

Necht C(X) znadi prostor spojitych (redlnych ¢ komplexnich) spojitych funkei na kompaktu
X. Definujeme-li

A1 := max{[f(t)] : t € X} pro f € C(X),

je C(X) s takto definovanou normou Banachtiv prostor.

Konvergence v prostoru C(X) je samozfejmé stejnomérnou konvergenci. I bodové konvergence
miZe za jistych pfedpokladi zajistit konvergenci v C(X), jak svéd¢i nésledujici véta.

Diniho véta. Je-li {f,} monotonni posloupnost spojitych funkci na kompaktnim prostoru kon-
vergujici bodové ke spojité funkci, potom tato konvergence je stejnomeérna.

Bud A C C(X). Rekneme, ze A
— je algebra, jestlize fg € A pro kazdé f,g € A,
— je svaz, jestlize max(f, g), min(f,g) € A, pokud f,g € A,
— oddéluje body X, jestlize ke kazdé dvojici z,y € X, x # y existuje p € A tak, ze p(z) #
e(y) -
Nasledujici véta byva uzitecnd v mnoha partiich moderni analyzy.
Stone—Weierstrassova véta. Necht X je kompaktni prostor a A linedrni podprostor C(X).
Jestlize A spliiuje nasledujici podminky:
(a) A tvofi algebru nebo svaz,
(b) A oddéluje body X,
(c) A obsahuje konstantni funkce,
potom A je husty v C(X).
Necht P je kompaktni metricky prostor. Pak existuje spodetnd baze {V,,} topologie na P.

Polozme fp(z) = dist(z, P \ V4,) a uvazujme algebru funkci generovanou {f,,}. Ze Stone-Weier-
strassovy véty dostavame nasledujici uzitecné tvrzeni.

Véta. Je-li P kompaktni metricky prostor, je C(P) separabilni.
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w5 s ... vnéjsi a vnit¥ni mira 1.3, 4.8
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f(p) ... obraz miry 8.23

L* ... funkce, pro néz integral ma smysl 8.3

£P, L7 ... elpécka, 8.3, 10.1

Ifllp ... LP-norma funkce f 10.1, 10.5

I ... mala elpécka 10.7, 40.3-4

S®T ... soufinova o-algebra 11.1

M?*, M, ... Tezy 11.1

pH®v ... soufin meér 11.6

f; — f ... bodova konvergence 12.1

fi = f ... stjinomérna konvergence 12.1
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w*-lim f; ... slabd* limita 12.13

X* ... (topologicky) dudl 12.4
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vl ... navzdjem singularni miry 13.8
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I = i ... vagni konvergence 17.1
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My(P) ... koneéné znaménkové (resp. komplexni) Radonovy miry 17.1
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A ... modularni funkce 19.9; nebo také mnozina vSech kladnych funkci 25.2
f*g ... konvoluce 19.19, 26.21
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V f ... variace 21.1

DYf, D= f, D.f, D_f Df, Df ... extremalni derivace 22.3
Ve ... Jacobiho matice parcialnich derivaci 26.12
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¢ ... (Fréchetova) derivace 26.12

C! ... t¥ida diferencovatelnosti 26.12

J, ... jakobian 26.12

D, ... symetrickd derivace miry 28.2

D(R) ... nekonecéné hladké funkce s kompaktnim nosi¢em 31.1
Xk --- uhlazovaci konvolué¢ni jadro 31.1

Ty ... distribuce odpovidajici funkei f 32.1

T, ... distribuce odpovidajici mife p 32.3

d ... Diracova distribuce (Diracova mira v nule) 32
fr Lo... konvergence v D 32.1

DT ... derivace podle multiindexu 32.4

Z, — Z ... konvergence distribuci 32.9

f, Ff ... Fourierova transformace 33.1, 33.5, 33.8

f ... inverzni Fourierova transformace 33.5

S ... Schwartzuv prostor 33.5

M,, ; ... matice 34

L* ... adjungované zobrazeni 34

AT ... transponovani matice 34

[IL|l ... norma linedrniho zobrazeni 34

det A ... determinant 34

0 ... k-rozmérna mira v R" 34.8

vol L, vol(uy,...,ug) ... objem 34.10

N(z,¢, FE) ... multiplicita 34.19

deg(y.¢, G) ... stupenn zobrazeni 35.7

Hp(A), Hp(A,d) ... Hausdorffova mira 36.1

s, S ... jednorozmeérné, resp. n — 1-rozmérnd mira 37
grad g, div f, rot f ... gradient, divergence, rotace 37.1
Uy X -+ X ug—1 ... vektorovy souéin 37.5

t, n ... jednotkovy tecny, resp. normalovy vektor 37.10, 37.13
H” ... poloprostor 37.17

i... vnoreni R"~! do 9H* 37.17

<-,-> ... dualita 38.1

AF(V), Ai(V) ... k-kovektory, resp. k-vektory 38.1
ViA---AVg ... vnéjsi soucin 38.3

I(k,n) ... mnozina vSech rostoucich multiindext 38.3
X, ... souradnicova forma 38.3

dw ... diferencial 38.11

&(z) ... jednotkovy teény k-vektor 38.14

U, ... defini¢ni obor mapy p 39.1

T, ... te¢ny prostor 39.4

o ... prostor posloupnosti konvergujicich k nule 40.3-4
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algebra 5.1, Appendix
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Banach-Zareckého véta 23.11
baze topologie Appendix
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