M. Rokyta, MFF UK: Aplikovand matematika Il — kap. 12:fikkovy integral 33

12 Krivkovy integral

12.1 Kfivky a jejich parametrizace
Definice (opakovani) Krivkou budeme rozum@t zobrazeniz : (a,b) — R" (n € N, a,b € R, a < b)
takové, zeg = (1, ..., p,) je tiidy CL, j. ¢! je spojité nala,b), i = 1,...,n, piitemz v krajnich bodech
(a,b) symboly!(z) zn&i pfisluSnou jednostrannou derivaGBieometrickym obrazemkfivky ¢ rozumime
mnozinu(g) = @({a,b)) C R™.

Bod J(a) nazyvamepocCatecnim a bodg(b) koncovym bodem Kivky ¢.
Definice. Bud' & : (a,b) — R"™ kfivka v R™. Je-li vektord (t) = (¢} (¢), ..., ¢, (t)) nenulovy, nazyvame
jej tetnym vektorem k této Kivce v bod J(t) a vektor
7(t)

PN P
e = 7w
)

jednotkovym teCnym vektorem k této Kivce v bod J(t).

Definice. Bud' ¢ : (a,b) — R™ kfivka vIR™. Pro jednotkovy tény vektor7(Z(t)) definujeme vektory

i(p(t) = (T(A(t),  7(@1) = HZ( :E BH

(pro7i(F(t)) # 0) a nazyvame je péade normalovym vektorem ajednotkovym norméalovym vektorem
ke Kfivce v bode g(t).

-

Cviceni. Ovéte, Ze platii(F(t)) - 7(Z(t)) = 0, tedy Ze uvedené vektory jsou kolmé.

Poznamka. e V R"™ pron > 3 je takto definovany normélovy vektarpouze jednim Zn—1) lineérré
nezavislych normalovych vektor(, které k darfi&ée (v bod, kde existuje &ny vektor) existuji. V
R? je normalovy vektor ke itvce (pokud existuje) @eny jednoznéné az na nasobek konstantou.

e V R? Ize definovat normélovy vektor jaStakto:i(3(t)) = £(m(@(t)), —m1(F(t))), kdeF(F(t)) je
(jednotkovy, ale obe@njakykoli) te&€ny vektor.

e VRR3Ize ke dVOjICI jednotkovy teCny vektat a jednotkovy normélovy vekter definovat tzvvektor
binormaly J predpisemy := 7 x . Vektory 7, 7, 3 pak tvdi trojici vzajemré kolmych jednotkovych
vektorll vIR3.

Definice. Bud' & : (a,b) — R™ kfivka vIR"™. Rekneme, Zefivka Zje
e jednoduché (prosté) pokudy je prosté zobrazeni na, b);
e uzavieng, pokudg(a) = g(b);
Uzawenou Kivku, takovou, Zeg| (a.d) je prosté zobrazeni, nazyvameékiay Jordanovou krivkou .

Definice. e Kfivku & : (a,c) — R" nazyvamesouctem kiivek & : (a,b) — R” ai : {b,c) — R,
pokud plati:wi(t) = ¢(t) prot € (a,b), &d(t) = Y(t) prot € (b, c). Pisemes = @ @ 1. (Pro soiet
kFivek plati: (G @ o) = () U (¥).)

e Kfivku & : (—b, —a) — R™ nazyvameopactnou ke Kivce 7 : (a,b) — R", pokud
W(t) = p(~t),  te(-b—a).

PiSemes = ©4. (Kfivka ©¢ je "opané probihana" kvka &, a plati{og) = (g).)
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12.2 Krivkovy integral 1. a 2. druhu

Definice. Bud' & : (a,b) — R™ kfivka sphujici g’ # 0 alesp@ s.v. na(a,b). Bud'te dale funkcef :
(F) — R a vektorové polel’ : (F) — R™ definovany alespos.v. na(g). Definujme (pokud integraly
vpravo existuji):

e kfivkovy integral prvniho druhu z f pfesg:

[ sas= [ st ar,
e kiivkovy integral druhého druhu z T presg:

[O Td = / ECORr

Poznamka. e [ 1ds—f G ()| dt ...délka Kivky.

e Integral pres opanou kfivku :

/ fds:/fds, / fd@:-/fd@.
Op ¢ OS¢ ®

¢ Integrél pres soltet krivek:

/go@w

Poznamka. e Souvislost integrald 1. a 2. druhu
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b
ds = ] 3’ dt =
/@ f / EO LI

b
Tdg = T(3)) -3 (t)dt =
/¢ ; / (1)) - (1) dt

—

b —
- [@- s old- [ @
a ®

Véta 12.1(nezavislost na parametrizaciBud'te g : (a,b) — R", J : (¢, d) — R™ kfivky vIR™ takové, ze
(p) = (¢). Potom

/fds = fds, (1)
©

/Tdaﬁ
%)

pokud existuje vzdy alespon jeden z dvojice mtegrali’) wedp. (2). .
Pfitom v (2) je znaménko "plus”, pokud(a) = (c), F(b) = ¥(d), v opatném pfipadé je v (2)
znaménko "minus".
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12.3 Krivkovy integral a potencial vektorového pole

Definice. Rekneme, 7e mnozing@ c R" je souvislg pokud pro kaZzdou dvojici bodii, 7 € G existuje
kfivka & : (a,b) — G (1j. () C G) takova, 2ej(a) = &, F(b) = ¥.

Definice. Bud G' C R” oteviena a souvisla mnozina, buff : G — R™ vektorové pole n&-. Rekneme, Ze
T maé (klasicky)potencial naG, pokud existuje funkc& € C!(G) (potencialT), takova, ze

T(Z)=VU(Z), VieG.

Pozorovani Potencial je uten jednoznéé aZ na konstantu.
Véta12.2.Bud G C R™ oteviena a souvisla mnozina, bud: G — R™ vektorové pole n&' s potencialem
U € CHG). Bud daleg : (a,b) — G kiivka vG. Potom
[ T5=v(ew) - v(sa).
[

Disledek 12.3.Je-li v situaci pfechozi véty Jordanova kfivka, plati

/fng:O.
[

Definice (nezavislost na cest Bud' ¢ C R" otewena a souvisla mnozina, buéf : G — R™ spojité
vektorové pole n&. Rekneme, Ze integrél druhého druhif’ nezéavisi na cest v G, pokud pro libovolné
dvé kiivky ¢ : (a,b) — G, ¢ : (¢,d) — G takové, zeg(a) = ¢ (c), g(b) = ¥(d) plati

/f@:/fw.
¥ P
Véta 12.4.Bud G C R™ oteviena a souvisla mnozina, buli : G — R™ spoijité vektorové pole na.
Potom nésledujici tfi podminky jsou ekvivalentni:
1. T ma potencial/ v G.
2. Integral druhého druhu Z nezavisi na cestéd.
3./, T d3 = 0 pro kazdou Jordanovu kiivk@ v G.

Navic: je-li spInéna podminka 2, je funkce

—

Uz(Z) := / Tdg, re@d, 3)
(@)

(kdea € G je Qevny, ap(a; ©) je jakékoli kfivka spojujici body a ) potencidlenl’ v G. Naopak, kazdy
potencial polel’ v G je tvaru (3).

Opakovani:

Definice (rotace firozmeérného pole) Bud 7' : G c R® — R3, (G otewena.Rotaci T v bock @ € G nazvu

e & &
7= 0 0 9| (=
rot T(a) = oz a—y 92 (a) =
T T, Ty

(o 9 _oh o om)

vzdy kdyz existuji (vlastni) pslusné parcialni derivace.
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Poznamkgrotace dvouroz@rného pole) Bud T : G c R? — R?, G otewena. Pro vypoet rotacel Ize
formalré pracovat ve 3 dimenzich poloZzeni= 0, az; =

e & &8
rot7(@) = |& & 0[@)=
T, 15 0
B oT,  OT)
- (0052 - T @
Klademe tedy prd" : G c R? — R2,
rot T(@) 1= %7;2() %—7;(5).

Tvrzeni 12.5. Bud' n = 2 nebon = 3. Bud' daleG oteviena a souvisla mnozind®?, T : G ¢ R* — R®
vektorové pole, které maw potencidlU € C?(G). Potom

rotT =0 vQG.

POZOR! Tvrzeni neplati naopak. Tj. existuji vektorova pole v é&&ych a souvislych mnozinach,
kter4 maji nulovou rotaci afffom nemaji potencial. Viz nasledujictiglad.

Cviteni. UvazteT (z,y) = ( — xQ—}iyg, ﬁ) vR?\ {0}, a Kivku &, kter& probiha proti séru hodinovych
rucicek obvod kruznice o poloémur > 0 a stedu0.

Jef(p fdgﬁ = 27 (nezavisle na velikostt > 0). Proto podle 8ty 12.4 nem& v R? \ {0} potencial (a
nema jej ani v zadné otéané a souvislé podmno&iR? \ {0}, ktera obsahuje&jakou kruznici o poloréru
r > 0 a stedu0).

Pfitom rot 7' = 0 v3ude VR? \ {0}.

Poznamka.Bud T € CQ(G) kde G je otevend a souvisla mnozma Potom plati implikace ' eX|stu1e po
tencial KT vG = rotT = 0 v G", zatimco implikace fotT =0vG = existuje potencial K v

G" plati jen ve speciélnich otéenych a souvislych mnozinach, v tzv. mnozinach, kde "kazda Jordanova
kfivka Ize stdhnout do bodu".

CviCeni. UkaZte, Ze vektorové pole Zguchoziho fikladu ma potencial/ (z,y) = arctg £ na mnoZzim@
R2N {x > 0} anamnozi@d R? N {x < 0}. Tyto d¥& mnoZiny maji tu vlastnost, Ze v nich "kazda Jordanova
kfivka Ize stdhnout do bodu".
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