Oponentsky posudek diplomové prace

Michal Rolinek: ,,Kvantitativni slaba kompaktnost“

PredloZena préce se zabyva mirami nekompaktnosti v prostorech spojitych funkci na kompaktu s topo-
logii bodové konvergence, mirami slabé nekompaktnosti v Banachovych prostorech a mérenim vzdalenosti
od prostoru funkci prvni Baireovy tfidy. Mira nekompaktnosti je néjaka kvantita, ktera v jistém smyslu
méfi, jak daleko ma dand mnozina k tomu byti kompaktni. Zakladnim pozadavkem na takovou kvantitu
je, aby byla nulova pravé pro relativné kompaktni mnoziny.

V prvni kapitole se zavadéji miry nekompaktnosti v prostoru (C(K), 7,) a dokazuje se, Ze jsou ekvi-
valentni, coz dava kvantitativni verzi Eberlein-Smulyanovy véty. Ve druhé kapitole jsou vysledky prvni
kapitoly preneseny do kontextu slabé topologie Banachova prostoru s vyuzitim kanonického vnofeni Ba-
nachova prostoru X do prostoru C(Bx~,w*). Ve tieti kapitole se zkoumd kvantitativni verze Kreinovy
véty, tedy vztah mezi kvantitami aplikovanymi na mnozinu a na jeji konvexni obal.

Ve ¢tvrté a paté kapitole se pocita vzdalenost dané funkce od prostoru funkci prvni Baireovy t¥idy po-
moci miry nefragmentovanosti. To sice nesouvisi pfimo s mirami slabé nekompaktnosti, ale je to zobecnéni
vzdéalenosti od spojitych funkei, kterou lze vyjadfit pomoci oscilace funkce (viz prvni kapitola).

Diplomova prace je kompilacniho charakteru, tj. zpracovavd zndmé vysledky. Zpracovani je vcelku
zdarilé, prace je psdna prehledné a srozumitelné.

V préci jsem nasel dvé matematické chyby, z nichz jedna je snadno odstranitelna; druhé sice nema vliv
na platnost tvrzeni, ale jde o systematickou chybu v diitkazu né€kolika tvrzeni. Nejde o hlavni tvrzeni, ale
o jejich dusledky, které je mozné dokazat jinak (napiiklad vyuZivaje opravdu ona hlavni tvrzeni). Kromé
toho se naslo i nékolik drobnéjsich nedostatki.

Nejprve tedy ony matematické chyby:

1. Mé&Feni spodetné nekompaktnosti. V Tvrzeni 1.1(c) se fikd, ze bodové omezend podmnozina
H C C(K) je mp-relativné spocetné kompaktni, pravé kdyz ck(H) = 0. To je pravda, implikace = je
trividlni, opa¢nd plyne naptiklad z Tvrzeni 1.9. (Pokud ck(H) = 0, je dle Tvrzeni 1.9 i k(H) = 0, tedy
dle Tvrzeni 1.1(b) je H 7,-relativné kompaktni, tedy i relativné spocetné kompaktni.)

Dtikaz v praci vSak neni spravny. Pouziva se tam neplatné tvrzeni, ze vzdalenost dvou uzavienych
podmnozin (Gplného) metrického prostoru je nulové, praveé kdyz se tyto dvé mnoZiny protinaji.

Tvrzeni, které se pomoci tohoto v praci dokazuje, je ve skuteénosti silngjsi: Necht {f,} je bodové

omezend posloupnost v C(K). Pak tato posloupnost md t,-hromadny bod v C(K), pravé kdyz vzddlenost
mnoziny T,-hromadngch bodi od C(K) je nulovd. Toto tvrzeni neplati:

Necht K = [0,w] a pro kazdd m,n € N definujme funkci

1, t<m,
Iman(t) =38 =, m<t<m+n,
0, m+n<t<w.

Funkce g, jsou spojité, sefadme je néjak do posloupnosti (f,,). Pak 7,-hromadné body této posloupnosti
jsou funkce

1, t<m,
hm() =4 &, m<t<uw,
0, t=w

a funkce
, t<uw,

Mﬂ:{o,tzm

Z4dny z hromadnych bodfi neni spojita funkce, pfitom vsak existuji hromadné body libovolné blizko k
C(K).

Co by bylo t¥eba dokdzat je nasledujici: Necht {f,} je bodové omezend posloupnost v C(K). Pokud
nemd Zddny 1,-hromadny bod v C(K), pak existuje podposloupnost, jejiz mnoZina hromadngch bodi md



kladnou vzddlenost od C(K). Nevim, jak toto dokézat elementarné. Pro omezené posloupnosti to plyne z
Rosenthalovy ¢1-véty, nebo lze pouzit Tvrzeni 1.9.

Tato chyba se opakuje v ditkkazu Tvrzeni 2.11(d), a déle se promita do ditkazu Diisledku 1.10 a Dtisledku
2.13. Tyto dtsledky je nicméné mozné dokazat jen s vyuzitim Tvrzeni 1.9 resp. Tvrzeni 2.12.

2. Dikaz Tvrzeni 5.11: Pokud se definuje F’, jak je uvedeno v praci, neni vidét, Ze by mél byt
separabilni. Duvod je ten, zZe, i kdyz je C spocetna, prvky C je mozné vyjadfit mnoha zpisoby. To lze
snadno opravit — pro kazdy bod C zafixujeme jeho vyjadieni, a pak ddme dohromady vektory z téchto
vyjadieni.

Dalsi pfipominky drobnéjsiho charakteru:

(i) Strana 1: Miry nekompaktnosti se vyskytovaly v literatufe jiz ddvno pfed rokem 2000. Napiiklad
Hausdorffova mira (normové) nekompaktnosti se vyskytuje jiz v roce 1965, de Blasiho mira slabé ne-
kompaktnosti w jiz v roce 1977, miry slabé nekompaktnosti pro operatory napiiklad okolo roku 1990 v
pracich H.-O. Tylliho a jeho spoluautort.

(ii) Strana 6, fadek 5: Jedna zavorka je tam navic.

(iii) Strana 7, dikkaz Disledku 1.5: Jak se vyuZiva stejnomérnd omezenost H?

(iv) Strana 7, Lemma 1.7: Je-1i oscilace kone¢nd, pozadované baze V, existuji automaticky.

(v) Strana 9 a dale, oddil 1.3: Je potieba stejnomérna omezenost?

(vi) Strana 13, Tvrzeni 1.14: Dokonce plati, ze (C(K), 7,) je andélsky, nejenom stejnomérné omezené
podmnoziny.

(vii) Strana 16, Sesty fadek diikazu: Stalo by za zddraznéni, ze kompaktnost je v (E', w*) x R.

(viii) Strana 17, fddek 4 zdola: SpiSe neZ ,,ozna¢me bazi“ by mélo byt bud ,zvolme bézi“ nebo ,,0zna¢me
systém vSech*.

(ix) Strana 18, fadek 6: SpiSe spojitost operaci na lokalné konvexnim prostoru (E’, w*).

(x) Strana 20, dikaz Tvrzeni 2.11(b), posledni fadek: SpiSe bych fekl, Ze soudet w*-kompaktt je
w*-kompaktni{ mnozina, kterd pak je w*-uzaviend. (Neni to Spatné, ale toto by bylo jasnégjsi.)

(xi) Strana 23, Lemma 3.1: Mélo by se fici ve znéni lemmatu, %e u je nezdpornd. Pak se to pouziva
hned na zacatku dikazu.

(xii) Strana 25, t¥eti fddek Tvrzeni 3.4: Chybi ¢érka pied I.

(xiii) Strana 26, Véta 3.5: Je to spravné, ale bylo by lépe bud vzit Z konvexni (je-li E uplny, je to bez
jmy na obecnosti), nebo explicitné ¥ici, ze co(H) je v EX, ne v ZX. Jinak to mtize étendfe zmast.

(xiv) Strana 26, prvni fadek dikazu: Slovo ,okamzité* je zde divné, nefikdme, ze H okamzité e-
zaménuje limity, ale spiSe, ze toto tvrzeni okamzité plyne z predpokladu.

(xv) Strana 26, fadek 3 zdola: Slovo ,postupné“ tam nemé byt.

(xvi) Strana 27, fadek 1: Misto ,,véta o tené“ (coz nevim, co je) bych psal ,dtsledek Hahn-Banachovy
veéty*“.

(xvii) Strana 27, fadek 7: SpiSe nez vztah mezi konvergencemi se pouzivéa spojitost funkcionélu x*.

(xviii) Strana 27, ¥ddek 9: Pro vybér podposloupnosti zde staci vynechat koneéné mnoho ¢lenti.

(xix) Strana 29, prvni fddek diikazu Lemmatu 3.7: SpiSe z definice konvexniho obalu neZ z definice
konvexity.

(xx) Strana 31, Tvrzeni 3.10: Stadi ¥ici, ze H je omezena.

(xxi) Strana 35, Lemma 4.5: Toto lemma bych v diplomové praci nedokazoval, jelikoz jde o zdkladni
tvrzeni z teorie metrickych prostori.

(xxii) Strana 37: Zde by mél byt komenté¥, jak je to pro nemetrizovatelny kompakt. Néco o tom je
déle, ale pak by zde mél byt alespon konkrétni odkaz doptedu.

(xxiii) Kapitola 5: Uplné nerozumim tomu, pro¢ se zde tvrzeni dokazuji pro technicky komplikovanéjsi
specialni pfipad funkci na Bgs a ne pro funkce na obecném kompaktnim prostoru. Napiiklad oddil 5.1
by byl v obecném kontextu jednodussi, oddil 5.3 je v obecném kontextu a Tvrzeni 5.12 plati i v obecném
kontextu. (Bylo by tfeba Tvrzeni 5.11 nahradit jingym pouzitim Stone-Weierstrassovy véty: Vezme se
spoCetnd mnozina C z Tvrzeni 5.6, pfidaji se konstanty a vezme se uzaviend algebra (nebo svaz) touto



mnozinou generovany. Vysledny prostor je prostor spojitych funkci na metrizovatelném kompaktu, a tak
se d& pouzit Tvrzeni 4.8.)

Zavér: Jde o diplomovou praci kompilaéniho charakteru. Je psina vcelku srozumitelné. V praci je
jen malé mnozstvi chyb, které jsou odstranitelné a netykaji se hlavnich tvrzeni. Drobnéjsich nedostatkt
je priméfené mnozstvi. Kapitola 5 mi pfipadd ponékud nedotazend, jelikoz se zbytecné komplikované
dokazuje jen specidlni pfipad obecného tvrzeni.

Celkové se domnivam, ze predlozena prace jednoznacné spliuje naroky kladené na diplomovou praci.
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