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20 Funkce komplexni pronenné

20.1 Holomorfni funkce

Opakovani, zna&eni

C - komplexni rovina
2 € C = z=ux+1y...algebraicky tvar,
r=Rez,y=Imz
z2€C = z=|z|(cos¢ +isinyp) ...goniometricky tvae
~—_————
ete

2 €C = z=|z|e ...exponenciani tvar

¢ ...argument z (arg z) (neni uten jednoznéne!)

z=x+iy = Z=x—1iy,|z| = V22 +y% 2] =

-z
Moivreova \eta:(cos ¢ + isin @)™ = cos(ny) + 1 sm( ®)

() cin
= 2" = |(|le’)"] = [2]" || = |2|"
——

=1

|€z| — |€m . ez’y| — |6:v| — eRez

RozS8fen& komplexni rovinas sféra: C* := CU {oo}
Zavadimgediné komplexni nekonéno.

2, >0 < |z = +o0, 2z, 200 <= 1/z,—0

o zp=xp+iy, ~a+ibeC = z,—a & y, —b

Pozor na zasadmozdil:

Komplexni funkcerealné proménné tj. f : R — C:

o f(x) = filz) +ifo(2), lim f(z) = lim fi(z) +ilim fo(z)

o flx) = filz) +ifs(x), [ f(z)de = [ fi(z)de +i [ fo(z)do

Komplexni funkcekomplexni proménné tj. f : C — C:

o f(2) = 1i(2) +ifa(2), 2 =z + iy, f(2) = fi(z,y) +ifa(z,y)

o Jaky je vztah (naiklad) mezif’(z) a %L, 9/1 92 929 A co integralz = d(x + iy)?

Or ' Oy ' Ox' Oy

(Konec opakovani)

Definice. Necht prow € C je funkce f : C — C definovana alesgona réjakém okoli/%(w) == {z €
C,|z — w| < d§}. Pokud existuje (vlastni) limita

limM:AeC, (1)
Z—w zZ—X

fikame, Zef ma v bo@ w (komplexni) derivaciA. Zna“:l’me%(w) nebof’(w).

Pozn.Komplexni derivace je komplexgislo. Nekonénou derivaci nedefinujeme (yuvazujeme pouze
kone&tné derivace.
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Véta 20.1(Cauchy-Riemannovy (C-R) podminky) e Necht existujef’(z), z = = + iy, f = f1 + ifs.
Potom vz = [z, y] plati tzv. C-R podminky:

Oy OF O __0f
e Budtefi(z,y), fo(x,y) funkce tfidyC' v bod&[z, ], spliiujici v tomto bodé C-R podmin(@). Potom
funkcef(z) := fi(x,y) + if2(z,y) ma v bodé& = x + iy komplexni derivaci a plati
8f1 .8f1 8fQ .8f2
! _ ZJ1 _ s 2JL — J4 —Ja

Definice. e Reknu, Ze funkce komplexni pr@mnéf je holomorfni (fikame téZanalytickd) v bodé
z € C, pokud existuje okoll/(z) boduz takové, Zef ma komplexni derivaci pro vSechmac U(z).

e Bud Q2 C C otewena mnozinaf : Q — C. Reknu, ze funkcef je holomorfni (analytickd) v €2,
pokud jef holomorfni v kazdém bael(2. V takovém fipace piSemef € H().

e Bud M c C jakékoli mnoZinaReknu, Ze funkce je holomorfni (analytick&) na M (f € H(M)),
pokud existuje otélena mnozZind) O M takova, Zzef € H(2).

e Je-li f € H(C), fikame, Zef je celafunkce.

Lemma 20.2(souvislost holomorfnich a harmonickych funkci) e Necht f € H(U(z)), = = x + iy,
f=fi+ifa, f1, fo € C*(U(z,y)). Potom

Afl :0, AfQZO VU(w,y),
tj. f1 a f2 jsouharmonickév i (z,y).
e Necht f € C?(U(x,y)), Af = 0vU(z,y). Potom existuji funkce, h € C?(U(x,y)) takové, ze
Ag=0=AhvU(z,y), pfiemz funkcd +ig,h + if € H{U(2)), z = z + iy.
20.2 Krivkovy integral a primitivni funkce

Definice. Cestounebo téZpo castech hladkou Kivkou v C rozumime spojité zobrazeni : (a,b) — C,
pro které existuje élenia = 2o < 1 < --- < x, = b, pfiCemZ pro kazdé = 1,...,n je funkceyp tfidy
C' na (ZCj,l, $j>.

PoznédmkaPodob@ jako v definici Kivky v R™ definujeme pojmyeometricky obraz kiivky (), pocéate-
¢ni bod kfivky ¢(a), koncovy bod kivky ¢(b), uzaviena kiivka (¢(a) = (b)), opatné kiivka S,
souwcet krivek ¢ @ ).

Piiklad 1. Kladné orientovanou kruznici o stfedw a polomérur nazyvame kiivky(t) = w + re?,
t € (0,27). Orientovanou Useckoyw, z), w, z € C, nazyvame kfivkp(t) = w + t(z — w), t € (0,1).

Definice. Retézcemv C nazyvame vyraz tvarg, & - - - ® ¢y, kdey;,j =1,...,n, jsou cesty \C. Jsou-li
v8echny cesty;, j = 1,...,n uzavene, nazyvameetzecy; @ - -- @ ¢, cyklemv C.

Definice (kfivkovy integrél vC). Je-lip cesta vC a f : (¢) — C spojita funkce, definujemekfivkovy)
integrdl funkce f podél ¢ predpisem

A ;= / f(2) dz = / ' F () () . (4)

pokud integral vpravo existuje (nagako Lebesguellv). Pi@zec resp. cykl definujemdikkovy integral
jako sowtet integralll pes jednotlivé cesty, kter@tezec resp. cykl tvd, ma-li tento sotiet smysl.
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Pozndmka. e Je-lip cesta\C,je L(p f | (t)| dt Eiselré rovna jeji délce.

e Hodnota Kivkového integralu \C je komplexnicislo. Je-lip cesta VC, af : (¢) — C spojité funkce,
plati

[ 1] 2 mas s

e Jsou-li nize uvedené integraly definovany, plati:

e[ L frel

Definice. Je-liG c C otefend mnozina & : G — C je funkce. Funkcil’ : G — C nazvuprimitivni
funkci k f naG, pokud platiF’(z) = f(z) pro vSechna € G. (Zde F’ zn&i komplexni derivaci’).

Lemma 20.3. Je-li G C C oteviena mnoZing, : G — C spaijita funkce &' je primitivni funkce kf na G,
pak pro kazdou cesty : (a,b) — G plati

szFwwn—FWWD-

Specialng, je-lip uzaviena cesta (resp. cykI),fg f=0.

Veéta 20.4(primitivni funkce a Kivkovy integral) Necht @ C C je oblast vC a f : Q@ — C je spojita
funkce. Pak nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

e Existuje primitivni funkce K v celéoblasti).

e KFivkovy integral zf v ) nezavisi na cestéj. kdykoli jsouy : (a,b) — Qav : (c,d) — Q dvé cesty
takové, Zep(a) = 9(c), (b) = 9(d), pak [, f = [, f

e Pro kazdou uzavienou cestw () je f@ f=0.

20.3 Cauchyova #ta a Cauchylv vzorec

Definice. Rekneme, e mnozin& c C je hvézdovita pokud existuje takovy bod € M, Ze pro kazdé
w € M je Gs€ka (z, w) obsazena celad ¥I.

Véta 20.5(Cauchyova @ta (pro hezdovitou mnozinu)) Necht 2 c C je oteviena hvézdovita mnoZina a
¢ Uzaviend cesta Q. Je-li f € H(Q), pakf(p f =0, atedyf ma primitivni funkci .

Véta 20.6(Cauchyliv vzorec)Bud' K, (zp) := {z € C,|z — 29| < r} kruh v komplexni roviné a oznatme
Yoo (t) := 20+re’, t € (0, 27) jeho kladné orientovany obvod. Nechite H(K,(29)) (tj. je holomorfni na
otevieném okoli tohoto kruhu). Potgfima v K,.(zo) derivace vSech rfadi, a pro kazdéc Naz € K,.(zg)

plati
F () = l‘/ S, (6)

— +1
2mi Js,,, (W —2)"

20.4 Taylorovy a Laurentovyrady

loc
Véta 20.7(Weierstrass) Bud 2 C C oblast, f,, € H(€2). Necht> "> | f, = f na. Potom
o fEH(N);
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e fadu 7, f, je mozno uvnitk) libovolnékratderivovat ¢len po ¢lenu, pficemz
e loc
> =% naq, keN.
n=1

Poznamka. e P¥i derivovanitady realnych funkci bylo pétba navic pedpokladat stejnoérnou kon-
vergenci derivovanéady. Ufad, jejichZcleny majikomplexni derivaci toto pedpokladat nemusime.

¢ Jinymi slovy Ize tedyici, Zefady, které konverguji na readlném intervaluC R lok&lné stejnonérre a
presto “zlobi" v realném oboru ( = nelze je automaticky demtpjsou zGzenim (nR) komplexnich
fad, které bud’ nemaji komplexni derivaci na Zzadném "komgla okoli" intervalu.J (na zadné
oblasti€2 C C, obsahujici/) nebo nekonverguji stejnaameé na zadné takové oblasii

Véta 20.8(mocninnéfada vC). Budtez,zy € C, a, € C,n = 0,1,.... Potom existujeR € (0, +00)
takové, Ze komplexni mocninna faglég,” , an(z — 20)"

e konverguje lokalné stejnomérkénolomorfni funkci f uvnitf kruhuKr(z9) = {z € C, |z — 2| <
R};

e diverguje vné kruhu(r(zp).

Pritom fadu_>° , an(z — 20)"™ Ize uvnitf K z(zo) libovolnékréat derivovat €len po €lenu a plati
o
FB(2) =Y ann(n-1) - (n—k+1)(z — 20)" " v EKp(z).
n=k

Véta 20.9(Taylorovafada vC). Bud' f € H(Kg(z9)) pro R > 0. Potom existuji,, € C, Ze

f(2) =) an(z—2)", z€ Kn(z), (6)
n=0
pficemZ fada \(6) konverguje lokalné stejnomérn&sis(zo). Navic je
(n)
P (ZO), n=01,... )
n!

a tedy fada(6) je Taylorovou fadou funkcég na kruhuK z(z).

Definice. e ProzgeC,a, € C,n=-1,-2,..., definujme
-1 -1
Z an(z — 29)" := lim an(z — 20)"
N—oo
n=-—0o n=—N

pro viechna € C, pro které existuje limita vpravo.

e Prozy € C, a, € C, n € Z, definujmezobecrénou mocninnouradu

o) —1

Z an(z — 20)" 1= Z an(z — 20)" + Z an(z — 20)"

n=-—00 n=—00 n=0
pro vdechna € C, pro které mé satet vpravo smysl.

Definice. Budte zyp € C,a, € C,n € Z,abud' > > a,(z — z)" zobec@na mocninndada.Radu
~1 an(z—2)" nazyvamehlavni ¢ast afadud >, an(z — z9)" nazyvameegularni Castzobec@né

n=—oo
[e.9]

mocninn&ady > >° _ an(z — 20)™.
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Véta 20.10(zobec@nd mocninndada vC). Budte z,z9 € C, a, € C, n € Z. Potom existujir, R €
(0, 4+00), takova, Ze zobecnéna mocninna radg. _  a,(z — zo)"

e konverguje lokalné stejnomérhk€holomorfni funkci f uvnitf mezikruzik, r(z)) = {z € C,r <
|z — 20| < R};

e diverguje vné mezikruzi, r(zo).

Pfitom Ffadu) > an(z — 2)" |ze uvnitf mezikruzi, r(z) libovolnékrat derivovat €len po €Elenu a
plati

[e.e]

F®(2) = Z apn(n—1)--- (n—k+1)(z — 20)"* v K, r(20).

n=—oo
Véta 20.11(Laurentovarada vC). Bud' f € H(K,; r(z0)) pro R > r > 0. Potom existujiz,, € C, Ze

o0

fz)= > anlz—2)", z€K.g(2), ®)

n=—oo

pricemz rada vpravo konverguje lokalné stejnomarmeezikruziK, r(zo). Navic je

1
PR B (C) —dw Vnez, ©)
2mi /., , (w—20)

kdey., ,(t) = z0+oe', t € (0,2n) je obvod kruhu o poloméra € (r, R). Radu(8) nazyvamé.aurentovou
fadou funkcef na mezikruzi’, r(zo).

Poznamka.Porovnanim Cauchyova vzorce (5) pipa ., o, tj.

ey = M [ fw)
f (ZO) a 27-” [Yzo,g (U} - ZO)n+1 dw, " 6 N U {0}’

a vzorce pro Laurentovy koeficienty (9). tj.

an—i/ ﬂdw, n € 7z,
gt

21
20,0

dostaneme
fM(z)

Poznamka.Specialnim fipadem mezikruZzi je prstencové okoli bo@:(a) = Ky ,(a) = {z € C; 0 <
|z —a| < r}. Je-litedyf € H(P(a)), Ize ji podle Fedchozi ety rozvinout do Laurentovjady naP(a).
Této situaci tzv. izolované singularity se budendmovat v nasledujicim paragrafu podréfin

20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova @eta

Definice. Bod a € C nazvuizolovanou singularitou funkce f, pokud f € H(P(a)).
Definice. 1zolovanou singularitu. € C funkce f nazvu

e odstranitelnou singularitou, pokud existujdim,_., f(z) € C;

e pdlem, pokud existujdim,_., f(z) = oo;

e podstatnou singularitou, pokud neexistujéim,_., f(z).
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Veéta 20.12(o odstranitelné singulaé). Bud a € C izolovanou singularitou funkcg. Potom nasledujici
je ekvivalentni:

1. a € C je odstranitelnou singularitoufunkcef;
2. f je omezena na néjakém prstencovém okoli kioduC;
3. f lze spojité dodefinovat v bodéc C (limitou), a poté jef holomorni va;

4. Laurentova fada funkcgvP(a) ma prazdnou hlavni ¢ast, je to tedy Taylorova fada, tj. pro U(a)
Ize psat
f(z) =ap+ai(z —a) +az(z —a)® + -
Veéta 20.13(o polech) Bud a € C izolovanou singularitou funkcg. Potom nasledujici je ekvivalentni:

1. a € C je pdlemfunkcef;
2. existujen € N takové, Zéim,_., f(2)(z — a)" € C, a pfitomlim,_, f(2)(z — a)" ™! = o0;

3. je-li Laurentova fada funkcg v P(a) s koeficientyuy, pak existujen € N takové, Zex_,, # 0 a
pfitom a_; = 0 pro vSechnak > n. Hlavni Cast této Laurentovy fady ma tedy jen konetngepo™
nenulovych &lend, tj. pre € P(a) Ize pséat

G O _
f(Z)_(Z—a)n+ +Z_a+a0+a1(2' a)—i— .
Pozndmka. e HodnotaCislan € N z druhého ofetiho bodu pedchozi ety je tatdz — tj. je-lin € N,
pro ktery je (jako v bodu 2}im, ., f(z)(z — a)® € C, a @itom lim,_, f(2)(z — a)" ! = oo, pak
a_p je i (jako v bodu 3) "posledni nenulovy koeficient v hladdisti Laurentovyfady f v P(a)", a
naopak.

e V této situacifikame, zef ma va pél nasobnostin.
e Predchozi ¢ta tedy mimo jindika, zekazdy pél ma néjakou nasobnost

Veéta 20.14(o podstatné singulaé). Bud a € C izolovanou singularitou funkcg¢. Potom nasledujici je
ekvivalentni:

1. a € C je podstatnou singularitoufunkcef;
2. pro v8echnav € C U {oo} existuje posloupnost, — a takova, Zdim,, . f(z,) = w;

3. je-li Laurentova fada funkcé v P(a) s koeficienty, pak jeji hlavni Cast obsahuje nekonetné mnoho
nenulovych &lend, tj. pre € P(a) Ize psat
A_p a_q

f(z):'”_{_m_{_.”_kz—a

+ap+ai(z—a)+---

Poznamka.mplikace "(1) = (2)" z pfedchozi ety se nazyv&éta Casorati-Weierstrassova

Definice (reziduum) Bud « € C izolovana singularita funkcg, a bud

o0

@)=Y an(z—a)" (10)

rozvoj f do Laurentovyfady naP(a). Koeficienta_; tétofady nazvemeeziduem funkce f v bodé q,
piSeme
Resq f(2). (11)
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Véta 20.15(pravidla pro vyp@et rezidui) 1. Je-lia odstranitelnou singularitoy, je|Res, f(z) = 0.

2. Mé&-li f va pdl ndsobnosti 1, g je holomorfni va, je‘ Res o(f(2)g(2)) = g(a) Resaf(z).‘

3. Jsou-lif i g holomorfni va, g(a) = 0, ¢’(a) # 0, pak

/e @
Rese ') = ey

4. Ma-li f va pol ndsobnostk € N, je

Res. f(2) = gy i (42) (2 - )

Véta 20.16(reziduova &ta) Bud ¢ jednoducha uzaviena kfivka@, ktera je orientovana kladné viici
svému vnitfkunt . Bud' f € H(Q\ {z1,...,2,}), kdeQ C C je oblast obsahujicInt ¢ U (¢). Necht
pfitom {21, ..., z,} N {¢) = 0. Potom

/ f(2)dz = 2mi Z Res ., f(2). (12)
»

z€Int

Pozn.Kfivka je orientovana kladnv(ti Int o, pokud i "pohybu po Kivce" leZi oblastint ¢ "po levé
ruce". V gipade op&né orientované vky je pfed sumou na pravé straifl2) znaménko minus.

Reziduova &ta je jednim z velmi silnych prdsidkl pro vypdet mnoha typl realnych &itych inte-
gréll. Viz bonusovy material "Pouziti reziduovéty k vypastim".

Pro vyp@ty pomoci reziduovééty se hodi nasledujici é&demmata.

Lemma 20.17 (lemma o velkych obloucich, Jordanovo lemma)echt 0 < a < [ < m, a necht
f € C(AR), kde A = {z € C;argz € («,0), |2| > R} pro néjaké R > 0. Necht déle plati
lima,s. oo f(2) = 0. Je-lip,(t) := re', t € (o, 3), oblouk kruZnice o polomérnu> 0, pak

lim f(z)e*dz=0. (13)
r—00 Jo

Lemma 20.18(lemma o malych obloucichNechta € C a necht f je holomorfni na néjakém prstencovem
okoli bodua, pficemZ v bod& ma f nejvySe pdl nasobnosti 1. Necht ddle< o < 8 < 2w, a necht
©r(t) == a+re', t € (a, 3), je oblouk kruZnice o poloménu> 0. Pak

rliI(I]lJr/ f(z)dz =i(Bf—a)Res, f . (14)

T

20.6 \eta o jednozn&nosti

Véta 20.19(o jednoznénosti) Bud f,g € H(Q2), kdeQ2 C C je oblast. Bud'A := {z € Q; f(z) = g(2)}.
PokudA mé& hromadny bod @, je f(z) = g(z) pro vSechna € (.

Dusledek 20.20.Bud’ f,g € H(C\ {z1,...,2,}). Bud f = g na neprazdném interval(, b)) C R. Potom
f(z) =g(z) provSechna € C\ {z1,...,2,}.
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Priklad 2 (goniometrické funkce €). e Pro viechnay € R je cosy = 3(e® + e~™). Z véty o jed-
noznacnosti plyne (zdlvodnéieys(iy) = %(e_y + e¥) = coshy pro v8echnay € R. Podobné
sin(iy) = isinh y pro vSechna € R.

e Pro vSechnaz,y € R je sin(z + y) = sinzcosy + coszsiny. Z véty o jednoznacnosti plyne
(zdlvodnéteyin(x + w) = sinxcosw + cosxsinw pro vSechnar € R, w € C. Prow = iy,
y € R, dostanemein z = sin(z + iy) = sin z cos(iy) + cos z sin(iy). S vyuZitim pfedchoziho bodu
dostaneme sin(z + iy) = sinx cosh y + i cos z sinh g,

a podobné cos(z + 1y) = cos z coshy — i sin x sinh y.

Priklad 3 (komplexni logaritmus)Pro z = |z|e? 8* mameln z = In(|z|e’®8?) = In |z| +i arg 2. ProtoZe
argument 4rg z) neni jednoznacna funkce, je i komplexni logaritmus wi@&za funkce:
Inz=In|z| +i(p+2kr), (p+2km=argz).

Pfiklad 4 (obecna mocnina) e /=1 = exp(3 In(—1)) = exp(3 (In 1+in+2kmi) = exp(i§+kmi) =
i(-1)*, ke

o i' = exp(iln(i)) = exp(i(In 1+ 4% + 2kmi) = exp(—3 — 2km), k€ Z.

o Vi=-exp(+1n(i)) = exp(:(In1+iZ + 2kmi) = exp(5 + 2km), k€ Z.

2
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