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20 Funkce komplexní prom̌enné

20.1 Holomorfní funkce

Opakování, znǎcení

C - komplexní rovina
z ∈ C =⇒ z = x+ iy . . . algebraický tvarz,

x = Re z, y = Im z
z ∈ C =⇒ z = |z|(cosϕ+ i sinϕ

︸ ︷︷ ︸

eiϕ

) . . . goniometrický tvarz

z ∈ C =⇒ z = |z|eiϕ . . . exponenciání tvarz

ϕ . . .argument z (arg z) (není uřcen jednoznǎcně!)

z = x+ iy =⇒ z = x− iy, |z| =
√

x2 + y2, |z|2 = z · z
Moivreova v̌eta:(cosϕ+ i sinϕ)n

︸ ︷︷ ︸

(eiϕ)n

= cos(nϕ) + i sin(nϕ)
︸ ︷︷ ︸

einϕ

=⇒ |zn| = |(|z|eiϕ)n| = |z|n |einϕ|
︸ ︷︷ ︸

=1

= |z|n

|ez| = |ex · eiy| = |ex| = eRe z

Rozší̌rená komplexní rovina≡ sféra: C
∗ := C ∪ {∞}

Zavádímejediné komplexní nekoněcno.

• zn → ∞ ⇐⇒ |zn| → +∞, zn → ∞ ⇐⇒ 1/zn → 0

• zn = xn + iyn → a+ ib ∈ C ⇐⇒ xn → a & yn → b

Pozor na zásadnírozdíl:

Komplexní funkcereálné proměnné, tj. f : R → C:

• f(x) = f1(x) + if2(x), lim
x→a

f(x) = lim
x→a

f1(x) + i lim
x→a

f2(x)

• f ′(x) = f ′1(x) + if ′2(x),
∫
f(x) dx =

∫
f1(x) dx+ i

∫
f2(x) dx

Komplexní funkcekomplexní proměnné, tj. f : C → C:

• f(z) = f1(z) + if2(z), z = x+ iy, f(z) ≈ f1(x, y) + if2(x, y)

• Jaký je vztah (nap̌ríklad) mezif ′(z) a ∂f1
∂x

, ∂f1
∂y

, ∂f2
∂x

, ∂f2
∂y

? A co integrál?dz = d(x+ iy)?

(Konec opakování.)

Definice. Necht’ prow ∈ C je funkcef : C → C definována alespoň na ňejakém okolíUδ(w) := {z ∈
C, |z − w| < δ}. Pokud existuje (vlastní) limita

lim
z→w

f(z) − f(w)

z − x
= A ∈ C , (1)

říkáme, žef má v boďew (komplexní) derivaciA. Znǎcíme df
dz

(w) nebof ′(w).

Pozn.Komplexní derivace je komplexníčíslo. Nekoněcnou derivaci nedefinujeme, vC uvažujeme pouze
koněcné derivace.
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Věta 20.1(Cauchy-Riemannovy (C-R) podmínky). • Necht’ existujef ′(z), z = x+ iy, f = f1 + if2.
Potom vz = [x, y] platí tzv. C-R podmínky:

∂f1

∂x
(x, y) =

∂f2

∂y
(x, y) ,

∂f1

∂y
(x, y) = −∂f2

∂x
(x, y) . (2)

• Bud’tef1(x, y), f2(x, y) funkce třídyC1 v bodě[x, y], splňující v tomto bodě C-R podmínky(2). Potom
funkcef(z) := f1(x, y) + if2(x, y) má v boděz = x+ iy komplexní derivaci a platí

f ′(z) =
∂f1

∂x
(x, y) − i

∂f1

∂y
(x, y) =

∂f2

∂y
(x, y) + i

∂f2

∂x
(x, y) . (3)

Definice. • Řeknu, že funkce komplexní proměnnéf je holomorfní ( říkáme téžanalytická) v bodě
z ∈ C, pokud existuje okolíU(z) boduz takové, žef má komplexní derivaci pro všechnaw ∈ U(z).

• Bud’ Ω ⊂ C otev̌rená množina,f : Ω → C. Řeknu, že funkcef je holomorfní (analytická) v Ω,
pokud jef holomorfní v každém boďe Ω. V takovém p̌rípaďe píšemef ∈ H(Ω).

• Bud’ M ⊂ C jakákoli množina.̌Reknu, že funkcef je holomorfní (analytická) na M (f ∈ H(M)),
pokud existuje otev̌rená množinaΩ ⊃M taková, žef ∈ H(Ω).

• Je-li f ∈ H(C), říkáme, žef je celá funkce.

Lemma 20.2(souvislost holomorfních a harmonických funkcí). • Necht’ f ∈ H(U(z)), z = x + iy,
f = f1 + if2, f1, f2 ∈ C2(U(x, y)). Potom

∆f1 = 0 , ∆f2 = 0 v U(x, y),

tj. f1 a f2 jsouharmonickév U(x, y).

• Necht’ f ∈ C2(U(x, y)), ∆f = 0 v U(x, y). Potom existují funkceg, h ∈ C2(U(x, y)) takové, že
∆g = 0 = ∆h v U(x, y), přičemž funkcef + ig, h + if ∈ H(U(z)), z = x+ iy.

20.2 Křivkový integrál a primitivní funkce

Definice. Cestounebo téžpo částech hladkou ǩrivkou v C rozumíme spojité zobrazeníϕ : 〈a, b〉 → C,
pro které existuje ďelenía = x0 < x1 < · · · < xn = b, p̌ričemž pro každéj = 1, . . . , n je funkceϕ třídy
C1 na〈xj−1, xj〉.
Poznámka.Podobňe jako v definici ǩrivky v R

n definujeme pojmygeometrický obraz křivky 〈ϕ〉, počáte-
ční bod křivky ϕ(a), koncový bod křivky ϕ(b), uzavřená křivka (ϕ(a) = ϕ(b)), opačná křivka ⊖ϕ,
soǔcet křivek ϕ⊕ ψ.

Příklad 1. Kladně orientovanou kružnicí o středuw a poloměrur nazýváme křivkuϕ(t) = w + reit,
t ∈ 〈0, 2π〉. Orientovanou úsečkou〈w, z〉, w, z ∈ C, nazýváme křivkuϕ(t) = w + t(z −w), t ∈ 〈0, 1〉.
Definice. Řetězcemv C nazýváme výraz tvaruϕ1 ⊕· · · ⊕ϕn, kdeϕj , j = 1, . . . , n, jsou cesty vC. Jsou-li
všechny cestyϕj , j = 1, . . . , n uzav̌rené, nazýváměreťezecϕ1 ⊕ · · · ⊕ ϕn cyklem v C.

Definice (křivkový integrál vC). Je-li ϕ cesta vC a f : 〈ϕ〉 → C spojitá funkce, definujeme(křivkový)
integrál funkce f podélϕ předpisem

∫

ϕ

f =

∫

ϕ

f(z) dz :=

∫ b

a

f
(
ϕ(t)

)
ϕ′(t) dt, (4)

pokud integrál vpravo existuje (např. jako Lebesgueův). Prǒreťezec resp. cykl definujeme křivkový integrál
jako soǔcet integrálů p̌res jednotlivé cesty, které̌reťezec resp. cykl tvǒrí, má-li tento soǔcet smysl.
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Poznámka. • Je-liϕ cesta vC, jeL(ϕ) :=
∫ b

a
|ϕ′(t)| dt číselňe rovna její délce.

• Hodnota ǩrivkového integrálu vC je komplexníčíslo. Je-liϕ cesta vC, af : 〈ϕ〉 → C spojitá funkce,
platí

∣
∣
∣

∫

ϕ

f
∣
∣
∣ ≤ L(ϕ) · max

z∈〈ϕ〉
|f(z)| .

• Jsou-li níže uvedené integrály definovány, platí:
∫

⊖ϕ
f = −

∫

ϕ

f ,

∫

ϕ⊕ψ
f =

∫

ϕ

f +

∫

ψ

f .

Definice. Je-liG ⊂ C otev̌rená množina af : G → C je funkce. FunkciF : G → C nazvuprimitivní
funkcí k f naG, pokud platíF ′(z) = f(z) pro všechnaz ∈ G. (ZdeF ′ znǎcí komplexní derivaciF ).

Lemma 20.3. Je-liG ⊂ C otevřená množina,f : G→ C spojitá funkce aF je primitivní funkce kf naG,
pak pro každou cestuϕ : 〈a, b〉 → G platí

∫

ϕ

f = F
(
ϕ(b)

)
− F

(
ϕ(a)

)
.

Speciálně, je-liϕ uzavřená cesta (resp. cykl), je
∫

ϕ
f = 0.

Věta 20.4(primitivní funkce a ǩrivkový integrál). Necht’ Ω ⊂ C je oblast vC a f : Ω → C je spojitá
funkce. Pak následující podmínky jsou ekvivalentní:

• Existuje primitivní funkce kf v celéoblastiΩ.

• Křivkový integrál zf v Ω nezávisí na cestě, tj. kdykoli jsouϕ : 〈a, b〉 → Ω aψ : 〈c, d〉 → Ω dvě cesty
takové, žeϕ(a) = ψ(c), ϕ(b) = ψ(d), pak

∫

ϕ
f =

∫

ψ
f .

• Pro každou uzavřenou cestuϕ v Ω je
∫

ϕ
f = 0.

20.3 Cauchyova v̌eta a Cauchyův vzorec

Definice. Řekneme, že množinaM ⊂ C je hvězdovitá, pokud existuje takový bodz ∈ M , že pro každé
w ∈M je úsěcka〈z,w〉 obsažena celá vM .

Věta 20.5(Cauchyova v̌eta (pro hv̌ezdovitou množinu)). Necht’Ω ⊂ C je otevřená hvězdovitá množina a
ϕ uzavřená cesta vΩ. Je-li f ∈ H(Ω), pak

∫

ϕ
f = 0, a tedyf má primitivní funkci vΩ.

Věta 20.6(Cauchyův vzorec). Bud’Kr(z0) := {z ∈ C, |z − z0| < r} kruh v komplexní rovině a označme
γz0,r(t) := z0+re

it, t ∈ 〈0, 2π〉 jeho kladně orientovaný obvod. Necht’f ∈ H(Kr(z0)) (tj. je holomorfní na
otevřeném okolí tohoto kruhu). Potomf má vKr(z0) derivace všech řádů, a pro každén ∈ N a z ∈ Kr(z0)
platí

f (n)(z) =
n!

2πi

∫

γz0,r

f(w)

(w − z)n+1
dw . (5)

20.4 Taylorovy a Laurentovy řady

Věta 20.7(Weierstrass). Bud’ Ω ⊂ C oblast,fn ∈ H(Ω). Necht’
∑∞

n=1 fn
loc

⇉ f naΩ. Potom

• f ∈ H(Ω);
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• řadu
∑∞

n=1 fn je možno uvnitřΩ libovolněkrátderivovat člen po členu, přičemž

∞∑

n=1

f (k)
n

loc

⇉ f (k) naΩ, k ∈ N.

Poznámka. • P̌ri derivovánířady reálných funkcí bylo potřeba navíc p̌redpokládat stejnom̌ernou kon-
vergenci derivované̌rady. Uřad, jejichžčleny majíkomplexní derivaci toto p̌redpokládat nemusíme.

• Jinými slovy lze tedy̌ríci, žeřady, které konvergují na reálném intervaluJ ⊂ R lokálně stejnom̌erňe a
přesto "zlobí" v reálném oboru ( = nelze je automaticky derivovat) jsou zúžením (naR) komplexních
řad, které bud’ nemají komplexní derivaci na žádném "komplexním okolí" intervaluJ (na žádné
oblastiΩ ⊂ C, obsahujícíJ) nebo nekonvergují stejnom̌erňe na žádné takové oblastiΩ.

Věta 20.8(mocninnářada vC). Bud’te z, z0 ∈ C, an ∈ C, n = 0, 1, . . . . Potom existujeR ∈ 〈0,+∞〉
takové, že komplexní mocninná řada

∑∞
n=0 an(z − z0)

n

• konverguje lokálně stejnoměrněk holomorfní funkci f uvnitř kruhuKR(z0) = {z ∈ C, |z − z0| <
R};

• diverguje vně kruhuKR(z0).

Přitom řadu
∑∞

n=0 an(z − z0)
n lze uvnitřKR(z0) libovolněkrát derivovat člen po členu a platí

f (k)(z) =
∞∑

n=k

ann(n−1) · · · (n−k+1)(z − z0)
n−k vKR(z0).

Věta 20.9(Taylorovařada vC). Bud’ f ∈ H(KR(z0)) proR > 0. Potom existujían ∈ C, že

f(z) =
∞∑

n=0

an(z − z0)
n, z ∈ KR(z0), (6)

přičemž řada v(6) konverguje lokálně stejnoměrně vKR(z0). Navíc je

an =
f (n)(z0)

n!
, n = 0, 1, . . . (7)

a tedy řada(6) je Taylorovou řadou funkcef na kruhuKR(z0).

Definice. • Proz0 ∈ C, an ∈ C, n = −1,−2, . . . , definujme

−1∑

n=−∞

an(z − z0)
n := lim

N→∞

−1∑

n=−N

an(z − z0)
n

pro všechnaz ∈ C, pro které existuje limita vpravo.

• Proz0 ∈ C, an ∈ C, n ∈ Z, definujmezobecňenou mocninnouřadu

∞∑

n=−∞

an(z − z0)
n :=

−1∑

n=−∞

an(z − z0)
n +

∞∑

n=0

an(z − z0)
n

pro všechnaz ∈ C, pro které má soǔcet vpravo smysl.

Definice. Bud’te z0 ∈ C, an ∈ C, n ∈ Z, a bud’
∑∞

n=−∞ an(z − z0)
n zobecňená mocninná̌rada.Řadu

∑−1
n=−∞ an(z−z0)n nazývámehlavní část, ařadu

∑∞
n=0 an(z−z0)n nazývámeregulární částzobecňené

mocninné̌rady
∑∞

n=−∞ an(z − z0)
n.
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Věta 20.10(zobecňená mocninná̌rada vC). Bud’te z, z0 ∈ C, an ∈ C, n ∈ Z. Potom existujír,R ∈
〈0,+∞〉, taková, že zobecněná mocninná řada

∑∞
n=−∞ an(z − z0)

n

• konverguje lokálně stejnoměrněk holomorfní funkci f uvnitř mezikružíKr,R(z0) = {z ∈ C, r <
|z − z0| < R};

• diverguje vně mezikružíKr,R(z0).

Přitom řadu
∑∞

n=−∞ an(z − z0)
n lze uvnitř mezikružíKr,R(z0) libovolněkrát derivovat člen po členu a

platí

f (k)(z) =
∞∑

n=−∞

ann(n−1) · · · (n−k+1)(z − z0)
n−k vKr,R(z0).

Věta 20.11(Laurentovǎrada vC). Bud’ f ∈ H(Kr,R(z0)) proR > r > 0. Potom existujían ∈ C, že

f(z) =

∞∑

n=−∞

an(z − z0)
n, z ∈ Kr,R(z0), (8)

přičemž řada vpravo konverguje lokálně stejnoměrněv mezikružíKr,R(z0). Navíc je

an =
1

2πi

∫

γz0,̺

f(w)

(w − z0)n+1
dw ∀n ∈ Z, (9)

kdeγz0,̺(t) = z0+̺e
it, t ∈ 〈0, 2π〉 je obvod kruhu o poloměru̺∈ (r,R). Řadu(8) nazývámeLaurentovou

řadou funkcef na mezikružíKr,R(z0).

Poznámka.Porovnáním Cauchyova vzorce (5) proz0 aγz0,̺, tj.

f (n)(z0) =
n!

2πi

∫

γz0,̺

f(w)

(w − z0)n+1
dw , n ∈ N ∪ {0},

a vzorce pro Laurentovy koeficienty (9). tj.

an =
1

2πi

∫

γz0,̺

f(w)

(w − z0)n+1
dw , n ∈ Z,

dostaneme

an =
f (n)(z)

n!
, n ∈ N ∪ {0}.

Poznámka.Speciálním p̌rípadem mezikruží je prstencové okolí bodu:Pr(a) = K0,r(a) = {z ∈ C; 0 <
|z − a| < r}. Je-li tedyf ∈ H(P(a)), lze ji podle p̌redchozí v̌ety rozvinout do Laurentovy̌rady naP(a).
Této situaci tzv. izolované singularity se budeme věnovat v následujícím paragrafu podrobněji.

20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduová v̌eta

Definice. Boda ∈ C nazvuizolovanou singularitou funkcef , pokudf ∈ H(P(a)).

Definice. Izolovanou singularitua ∈ C funkcef nazvu

• odstranitelnou singularitou, pokud existujelimz→a f(z) ∈ C;

• pólem, pokud existujelimz→a f(z) = ∞;

• podstatnou singularitou, pokud neexistujelimz→a f(z).
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Věta 20.12(o odstranitelné singularitě). Bud’ a ∈ C izolovanou singularitou funkcef . Potom následující
je ekvivalentní:

1. a ∈ C je odstranitelnou singularitoufunkcef ;

2. f je omezená na nějakém prstencovém okolí bodua ∈ C;

3. f lze spojitě dodefinovat v boděa ∈ C (limitou), a poté jef holomorní va;

4. Laurentova řada funkcef vP(a) má prázdnou hlavní část, je to tedy Taylorova řada, tj. proz ∈ U(a)
lze psát

f(z) = a0 + a1(z − a) + a2(z − a)2 + · · · .

Věta 20.13(o pólech). Bud’ a ∈ C izolovanou singularitou funkcef . Potom následující je ekvivalentní:

1. a ∈ C je pólemfunkcef ;

2. existujen ∈ N takové, želimz→a f(z)(z − a)n ∈ C, a přitomlimz→a f(z)(z − a)n−1 = ∞;

3. je-li Laurentova řada funkcef v P(a) s koeficientyak, pak existujen ∈ N takové, žea−n 6= 0 a
přitom a−k = 0 pro všechnak > n. Hlavní čast této Laurentovy řady má tedy jen konečný poˇcet
nenulových členů, tj. proz ∈ P(a) lze psát

f(z) =
a−n

(z − a)n
+ · · · + a−1

z − a
+ a0 + a1(z − a) + · · · .

Poznámka. • Hodnotačíslan ∈ N z druhého o ťretího bodu p̌redchozí v̌ety je tatáž — tj. je-lin ∈ N,
pro který je (jako v bodu 2)limz→a f(z)(z − a)n ∈ C, a p̌ritom limz→a f(z)(z − a)n−1 = ∞, pak
a−n je i (jako v bodu 3) "poslední nenulový koeficient v hlavníčásti Laurentovy̌radyf v P(a)", a
naopak.

• V této situacǐríkáme, žef má va pól násobnostin.

• P̌redchozí v̌eta tedy mimo jiné̌ríká, žekaždý pól má nějakou násobnost.

Věta 20.14(o podstatné singularitě). Bud’ a ∈ C izolovanou singularitou funkcef . Potom následující je
ekvivalentní:

1. a ∈ C je podstatnou singularitoufunkcef ;

2. pro všechnaw ∈ C ∪ {∞} existuje posloupnostzn → a taková, želimn→∞ f(zn) = w;

3. je-li Laurentova řada funkcef vP(a) s koeficientyak, pak její hlavní část obsahuje nekonečně mnoho
nenulových členů, tj. proz ∈ P(a) lze psát

f(z) = · · · + a−n
(z − a)n

+ · · · + a−1

z − a
+ a0 + a1(z − a) + · · · .

Poznámka.Implikace "(1) =⇒ (2)" z p̌redchozí v̌ety se nazývávěta Casorati-Weierstrassova.

Definice(reziduum). Bud’ a ∈ C izolovaná singularita funkcef , a bud’

f(z) =
∞∑

n=−∞

an(z − a)n (10)

rozvoj f do Laurentovy̌rady naP(a). Koeficienta−1 této řady nazvemereziduem funkce f v bodě a,
píšeme

Res a f(z) . (11)
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Věta 20.15(pravidla pro výpǒcet reziduí). 1. Je-lia odstranitelnou singularitouf , je Res a f(z) = 0.

2. Má-li f v a pól násobnosti 1, ag je holomorfní va, je Res a(f(z)g(z)) = g(a)Res a f(z).

3. Jsou-lif i g holomorfní va, g(a) = 0, g′(a) 6= 0, pak

Res a
f(z)

g(z)
=
f(a)

g′(a)
.

4. Má-li f v a pól násobnostik ∈ N, je

Res a f(z) =
1

(k−1)!
lim
z→a

(

f(z)(z − a)k
)(k−1)

.

Věta 20.16(reziduová v̌eta). Bud’ ϕ jednoduchá uzavřená křivka vC, která je orientována kladně vůči
svému vnitřkuIntϕ. Bud’ f ∈ H(Ω \ {z1, . . . , zn}), kdeΩ ⊂ C je oblast obsahujícíIntϕ ∪ 〈ϕ〉. Necht’
přitom {z1, . . . , zn} ∩ 〈ϕ〉 = ∅. Potom

∫

ϕ

f(z) dz = 2πi
∑

zk∈Intϕ

Res zk
f(z) . (12)

Pozn.Křivka je orientovaná kladňe vů̌ci Intϕ, pokud p̌ri "pohybu po ǩrivce" leží oblastIntϕ "po levé
ruce". V p̌rípaďe opǎcně orientované ǩrivky je před sumou na pravé straně (12) znaménko minus.

Reziduová v̌eta je jedním z velmi silných prostředků pro výpǒcet mnoha typů reálných určitých inte-
grálů. Viz bonusový materiál "Použití reziduové věty k výpǒctům".

Pro výpǒcty pomocí reziduové v̌ety se hodí následující dvě lemmata.

Lemma 20.17 (lemma o velkých obloucích, Jordanovo lemma). Necht’ 0 ≤ α < β ≤ π, a necht’
f ∈ C(AR), kdeAR := {z ∈ C; argz ∈ 〈α, β〉, |z| ≥ R} pro nějakéR > 0. Necht’ dále platí
limAR∋z→∞ f(z) = 0. Je-liϕr(t) := reit, t ∈ 〈α, β〉, oblouk kružnice o poloměrur > 0, pak

lim
r→∞

∫

ϕr

f(z) eiz dz = 0 . (13)

Lemma 20.18(lemma o malých obloucích). Necht’a ∈ C a necht’f je holomorfní na nějakém prstencovém
okolí bodua, přičemž v boděa má f nejvýše pól násobnosti 1. Necht’ dále0 ≤ α < β ≤ 2π, a necht’
ϕr(t) := a+ reit, t ∈ 〈α, β〉, je oblouk kružnice o poloměrur > 0. Pak

lim
r→0+

∫

ϕr

f(z) dz = i(β−α)Res a f . (14)

20.6 Věta o jednoznǎcnosti

Věta 20.19(o jednoznǎcnosti). Bud’ f, g ∈ H(Ω), kdeΩ ⊂ C je oblast. Bud’A := {z ∈ Ω; f(z) = g(z)}.
PokudA má hromadný bod vΩ, je f(z) = g(z) pro všechnaz ∈ Ω.

Důsledek 20.20.Bud’ f, g ∈ H(C \{z1, . . . , zn}). Bud’f = g na neprázdném intervalu(a, b) ⊂ R. Potom
f(z) = g(z) pro všechnaz ∈ C \ {z1, . . . , zn}.
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Příklad 2 (goniometrické funkce vC). • Pro všechnay ∈ R je cos y = 1
2 (eiy + e−iy). Z věty o jed-

noznačnosti plyne (zdůvodněte)cos(iy) = 1
2(e−y + ey) = cosh y pro všechnay ∈ R. Podobně

sin(iy) = i sinh y pro všechnay ∈ R.

• Pro všechnax, y ∈ R je sin(x + y) = sinx cos y + cosx sin y. Z věty o jednoznačnosti plyne
(zdůvodněte)sin(x + w) = sinx cosw + cos x sinw pro všechnax ∈ R, w ∈ C. Pro w = iy,
y ∈ R, dostanemesin z = sin(x+ iy) = sinx cos(iy) + cos x sin(iy). S využitím předchozího bodu
dostaneme sin(x+ iy) = sinx cosh y + i cos x sinh y,

a podobně cos(x+ iy) = cos x cosh y − i sin x sinh y.

Příklad 3 (komplexní logaritmus). Pro z = |z|ei arg z mámeln z = ln(|z|ei arg z) = ln |z|+ i arg z. Protože
argument (arg z) není jednoznačná funkce, je i komplexní logaritmus víceznačná funkce:

ln z = ln |z| + i(ϕ+ 2kπ) , (ϕ+ 2kπ = arg z).

Příklad 4 (obecná mocnina). •
√
−1 = exp(1

2 ln(−1)) = exp(1
2 (ln 1+iπ+2kπi) = exp(iπ2 +kπi) =

i(−1)k, k ∈ Z.

• ii = exp(i ln(i)) = exp(i(ln 1 + iπ2 + 2kπi) = exp(−π
2 − 2kπ), k ∈ Z.

• i
√
i = exp(1

i
ln(i)) = exp(1

i
(ln 1 + iπ2 + 2kπi) = exp(π2 + 2kπ), k ∈ Z.
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