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15 Maticový a vektorový pǒcet II

15.1 Úvod

Opakování z 1. rǒcníku (z kapitoly 8)

Označení. Množinu všech reálných resp. komplexních matic rozměru m × n budeme znǎcit Mm×n(R)
resp.Mm×n(C). Někdy budeme též používat značeníMm×n(K), kdeK bude znǎcit bud’ R neboC.

Poznámka.Pro násobení matic (pokud je definováno, tj. souhlasí rozměry matic) platí:

A · (B · C) = (A · B) · C ,

A · B 6= B · A (obecňe).

Pokud jeA · B = B · A, říkáme, že maticeA, B komutují .

Poznámka.Pro šcítání a násobení matic a násobení matic skaláremλ ∈ K platí:

A · (B + C) = A · B + A · C ,

(B + C) · A = B · A + C · A ,

λ (A + B) = λA + λB ,

λ (A · B) = (λA) · B ,

pokud jsou všechny aritmetické operace definovány (tj. zejména souhlasírozměry matic).

Poznámka. • P̌ripoměnte si ňekteré základní termíny: jednotková maticeI, diagonální matice, inverzní
matice (A−1), regulární matice, singulární matice, transponovaná matice (AT ).

• . . . i některé další základní termíny:

– symetrická matice: A = AT

– ortogonální matice: A · AT = AT · A = I

– hermitovsky sdružená matice: AH := A
T

– hermitovská matice: A = AH

– unitární matice: A · AH = AH · A = I

Cvičení. Ukažte, že platí následující identity (vždy, když je násobení matic definováno alespǒn na jedné
straňe uvažovaných rovností):

(A · B)T = BT · AT ,

(A · B)H = BH · AH ,

a pro regulární maticeA,B:

(A · B)−1 = B−1 · A−1 .

Tvrzení 15.1. Bud’ A ∈ Mn×n(K) čtvercová matice. Potom

A je regulární ⇐⇒ sloupceA jsou LN ⇐⇒

⇐⇒ řádkyA jsou LN ⇐⇒

⇐⇒ h(A) = n ⇐⇒ dim NA = 0 ⇐⇒

⇐⇒ detA 6= 0.

ZdeNA := {~x ∈ Kn;A~x = 0}, a h(A) označuje hodnost maticeA.

http://www.karlin.mff.cuni.cz/̃rokyta/vyuka/
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Pozn.Obecňe proA ∈ Mn×n(K) platí

dim NA + h(A) = n .

Začátek 2. rǒcníku

Definice (Norma matice). Bud’ A ∈ Mn×n(K) čtvercová matice. Pro jakoukoli normu vektoru~x ∈ Kn

definujeme odpovídající normu maticeA takto:

‖A‖ := sup
~x ∈ Kn

~x 6= 0

‖A~x‖

‖~x‖
. (1)

Pozn. Zvolíme-li nap̌ríklad eukleidovskou normu‖~x‖2 =
∑n

j=1 |xj |
2, potom

‖A‖2 ≤

n
∑

i,j=1

|aij |
2 < +∞ .

Pozn. P̌rímo z definice normy matice plyne, že

‖A~x‖ ≤ ‖A‖ ‖~x‖ pro každé ~x ∈ Kn .

Proto je
‖AB~x‖ ≤ ‖A‖ ‖B~x‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖ ‖~x‖ pro každé ~x ∈ Kn ,

a tedy
‖AB‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖ .

Speciálňe
‖A2‖ ≤ ‖A‖2 odkud plyne ‖An‖ ≤ ‖A‖n ∀n ∈ N .

Věta 15.2(O maticovýchřadách). Necht’ mocninná řada
∑

∞

k=0 akz
k má poloměr konvergenceR > 0.

Bud’ dáleA ∈ Mn×n(K) matice, pro jejíž normu platí‖A‖ < R. Potom

f(A) :=
∞

∑

k=0

akA
k

konverguje,f(A) ∈ Mn×n(K). Navíc platí

‖f(A)‖ ≤
∞

∑

k=0

|ak| ‖A‖k ,

kde číselná řada napravo konverguje.

Příklad 1. • Exponenciála maticeje definována řadou

eA = exp(A) :=
∞

∑

k=0

Ak

k!
, (2)

která konvergujepro každou maticiA ∈ Mn×n(K).

• Pokud maticeA,B ∈ Mn×n(K) komutují, platí

eA · eB = eA+B .

• Speciálně tedy vždy platíeA · e−A = e−A+A = I, neboli: každá matice tvarueA je regulární (at’
bylaA jakákoli čtvercová matice), ae−A je matice k ní inverzní.

Příklad 2. Ukažte: je-liA diagonální matice, která má na diagonále prvkyλ1, . . . , λn, je exp(A) také
diagonální matice, mající na diagonále prvkyeλ1 , . . . , eλn .

http://www.karlin.mff.cuni.cz/̃rokyta/vyuka/
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15.2 Vlastníčísla a vlastní vektory

Definice. Řekneme, žěcísloλ ∈ C je vlastním číslemmaticeA ∈ Mn×n(K), pokud existujenenulový
vektor ~x ∈ Cn takový, že

A~x = λ~x .

Vektor~x ∈ Cn pak nazývámevlastním vektoremmaticeA, odpovídajícím vlastnímǔcísluλ ∈ C.

Věta 15.3. Číslo λ ∈ C je vlastním číslemmaticeA ∈ Mn×n(K) právě tehdy, kdyžje kořenem tzv.
charakteristického polynomumaticeA,

PA(λ) := det(A − λI) , (3)

tj. řeší rovnicidet(A − λI) = 0.

(K důkazu: z tvrzení 15.1 plyne, žedet(A − λI) 6= 0 ⇐⇒ rovnice(A − λI)~x = 0 má pouze nulové
řešení.)

Poznámka. • Každá matice má alespoň jedno vlastní̌císlo (důsledek základní věty algebry).

• Různé matice mohou mít stejná vlastníčísla.

• Pro pevné vlastní̌císlo λ ∈ C platí: Každý násobek jeho vlastního vektoru je opět jeho vlastním
vektorem. Soǔcet dvou jeho vlastních vektorů je opět jeho vlastním vektorem.

• . . . =⇒ pro pevné vlastní̌císloλ ∈ C je

Nλ := {~x ∈ Cn ; A~x = λ~x} (= NA−λI)

lineární podprostorCn. Nazýváme jejvlastním podprostoremmaticeA, p̌ríslušnýmčísluλ.

Věta 15.4.Bud’ λ ∈ C vlastní číslo maticeA. Potom

1 ≤ dimNλ ≤ m(λ) ,

kdem(λ) je násobnost (multiplicita) číslaλ jakožto kořene charakteristického polynomu.

Definice. Řekneme, žěctvercové matice stejného stupně A,B ∈ Mn×n(K) jsou si podobné (píšeme
A ≈ B), pokud existuje regulární maticeP ∈ Mn×n(K) taková, že

B = P−1AP .

Poznámka. • A ≈ A

• A ≈ B =⇒ B ≈ A

• A ≈ B, B ≈ C =⇒ A ≈ C

Tvrzení 15.5. Bud’ A ∈ Mn×n(K) podobná diagonální matici, tj. necht’ existují diagonální maticeD ∈
Mn×n(K) a regulární maticeP ∈ Mn×n(K) takové, že

D = P−1AP .

Potom:

• Diagonála maticeD je tvořena vlastními čísly maticeA, a tedy maticeA a D mají stejná vlastní
čísla i stejný charakteristický polynom.

http://www.karlin.mff.cuni.cz/̃rokyta/vyuka/
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• Sloupce maticeP jsou tvořeny vlastními vektory maticeA, uspořádanými ve stejném pořadí jako
odpovídající vlastní čísla na diagonále maticeD.

Poznámka.Pozor, první z výše uvedených tvrzení neplatí obráceně: matice, mající stejné charakteristické
polynomy ješťe nemusí být podobné. Například

(

1 1
0 1

)

a

(

1 0
0 1

)

.

(Ukažte to).

Tvrzení 15.6. Vlastní vektory maticeA, které odpovídajírůznýmvlastním číslům, jsou lineárně nezávislé.

Věta 15.7.Necht’A ∈ Mn×n(K) je matice stupněn. Potom následující výroky jsou ekvivalentní:

1. A je podobná nějaké diagonální matici.

2. VCn existuje báze složená pouze z vlastních vektorů maticeA.

3. Pro každé vlastní čísloλ maticeA je dimNλ = m(λ).

Definice. Řekneme, žeA ∈ Mn×n(K) je diagonalizovatelná, pokud je podobná ňejaké diagonální matici.

Definice. Matici J ∈ Mn×n(C) nazvuJordanovým blokem stupňe (̌rádu) n, pokud je tvaru














λ 1 0 . . . 0
0 λ 1 . . . 0
...

. .. . . . . . .
...

0 . . . 0 λ 1
0 . . . . . . 0 λ















pro ňejakéλ ∈ C.

Definice. Matici J ∈ Mn×n(C) nazvuJordanovou maticí stupňe (̌rádu) n, pokud je tvaru














J1 0 0 . . . 0
0 J2 0 . . . 0
...

. . . . . . . . .
...

0 . . . 0 Jk−1 0
0 . . . . . . 0 Jk















,

kdeJ1, . . . , Jk jsou Jordanovy bloky.̌Císla na diagonálách blokůJj přitom nemusí být různá pro různé
bloky.

Věta 15.8. Matice A ∈ Mn×n(K) je podobná Jordanovu blokuJ ∈ Mn×n(C) právě tehdy, když jsou
splněny obě následující podmínky:

1. MaticeA má jednon-násobné vlastní čísloλ ∈ C; toto λ pak leží na diagonále blokuJ.

2. Existují vektory~q 1, . . . , ~q n, splňující

(A − λI)~q 1 = 0 , ~q 1 6= 0 , (4)

(A − λI)~q k = ~q k−1 , k = 2, . . . , n . (5)

Definice. Vektory spľnující (4)–(5) nazýváměretězcem (̌retízkem) délkyn, který odpovídá vlastnímǔcíslu
λ ∈ C maticeA. Vektor~q j nazývámepřidruženým vektorem řádu(j−1) maticeA.

http://www.karlin.mff.cuni.cz/̃rokyta/vyuka/
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Pozn.: Vektor ~q 1 (první vektorřeťezce) je žrejmě vlastním vektorem maticeA. Vlastní vektor matice
je tedy jejím p̌ridruženým vektorem̌rádu0.

Věta 15.9.Vektory, tvořící řetězec, odpovídající jednomu vlastnímu číslu maticeA, jsou lineárně nezávislé.

Věta 15.10.Necht’ je maticeA ∈ Mn×n(K) podobná Jordanovu blokuJ ∈ Mn×n(C) a necht’ matice
Q ∈ Mn×n(C) splňuje

Q−1 AQ = J .

Potom sloupce maticeQ tvoří řetezec délkyn odpovídajícín-násobnému vlastnímu čísluλ ∈ C maticeA.

Věta 15.11. • MaticeA ∈ Mn×n(K) je podobná Jordanově maticiJ ∈ Mn×n(C) právě tehdy když
v Cn existuje báze, složená z řetězců maticeA, které jsou přidruženy jejím vlastním číslům.

• Jestliže pro maticiQ ∈ Mn×n(C) platí Q−1 AQ = J, kdeJ ∈ Mn×n(C) je Jordanova matice
s blokyJ1, . . .Jk, pak pak číslaλj na diagonále blokuJj jsou vlastní čísla maticeA (nikoli nutně
různá pro různé bloky), a sloupce maticeQ jsou tvořeny řetězci, které odpovídají vlastním číslům
maticeA. Pořadí řetězců ve sloupcíchQ přitom odpovídá pořadí bloků v maticiJ.

Věta 15.12(O Jordanov̌e kanonickém tvaru matice). • (Existence.) Každá maticeA ∈ Mn×n(K) je
podobná nějaké Jordanově maticiJ ∈ Mn×n(C).

• (Jednoznačnost.) Necht’ je maticeA ∈ Mn×n(K) podobná Jordanově maticiJ1 ∈ Mn×n(C) i
Jordanově maticiJ2 ∈ Mn×n(C). Pak se maticeJ1, J2 liší nejvýše pořadím Jordanových bloků na
diagonále.

Definice. Jordanovým kanonickým tvaremmaticeA∈Mn×n(K) nazvu Jordanovu maticiJ∈Mn×n(C),
která je maticiA podobná.

Poznámka.Podle p̌redchozí v̌ety má každá maticeA ∈ Mn×n(K) Jordanův kanonický tvar, který je určen
jednoznǎcně až na pǒradí bloků na diagonále.

Poznámky k hledání kanonického tvaru matice.

• Není to úplňe snadné: např. trojnásobný kǒrenλ může generovat 3 bloky̌rádu 1, nebo bloǩrádu 1 a
blok řádu 2, nebo 1 bloǩrádu 3. Existují proto různá tvrzení, která pomohou zjistit, o jakou situaci
jde:

• Necht’λ je vlastníčíslo maticeA. Položme

N
(j)
λ := {~x ∈ Cn, (A − λI)j ~x = 0} , j ∈ N .

(TedyN
(1)
λ = Nλ). Potom:

– N
(j)
λ jsou podprostory vCn, N

(j)
λ ⊂ N

(j+1)
λ .

– N
(j+1)
λ = N

(j)
λ ∪ { přidružené vektory̌ráduj maticeA}.

– Existuječíslop(λ) ≤ n takové že

N
(1)
λ ( N

(2)
λ ( · · · ( N

(p(λ))
λ = N

(k)
λ ∀k ≥ p(λ) .

• – Tedy: p(λ) je rovno maximálnímu stupni Jordanova bloku (na diagonále Jordanovy matice),
který odpovída vlastnímǔcísluλ (delšířeťezec neexistuje).

– P̌ritom: pǒcet všech Jordanových bloků (na diagonále Jordanovy matice), které odpovídají vlast-
nímučísluλ, je rovendimNλ.

http://www.karlin.mff.cuni.cz/̃rokyta/vyuka/
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• Pro vlastní̌císlaλ 6= µ je N
(j)
λ ∩ N

(ℓ)
µ = {0} ∀j, ℓ ∈ N.

• Platí také následující postup, aplikovatelný pro každé vlastníčísloλ maticeA:

– bud’tedj := dimN
(j)
λ = n − h((A − λI)j);

– oznǎcmeρ1 := d1, ρj := dj − dj−1 pro j = 2, . . . , p(λ);

– oznǎcmeσp(λ) := ρp(λ), σj := ρj − ρj+1 pro j = 1, . . . , p(λ) − 1.

– Potomčíslaσj proj = 1, . . . , p(λ) určují pǒcet bloků stupňej (na diagonále Jordanovy matice)
sλ na diagonále.

Cvičení. Ukažte: matice

A =







1 −1
2 −1

2
0 3

2
1
2

2 3
2

5
2






a J =





1 0 0
0 2 1
0 0 2





jsou podobné. Najďete také maticiQ, pro kterou platíQ−1 AQ = J. Pro zjišťení, jaké bloky odpovídají
vlastnímučíslu2, zkuste spǒcítat, žep(2) = 2, d1 = dimN

(1)
2 = 1, d2 = dim N

(2)
2 = 2, ρ1 = 1, ρ2 = 1,

σ1 = 0, σ2 = 1. Poslední dv̌e hodnoty tedy̌ríkají, že (pro vlastní̌císloλ = 2) je pǒcet bloků stupňe jedna
roven nule a pǒcet bloků stupňe dva roven jedné.

15.3 Lineární zobrazení v prostorech se skalárním soǔcinem

Opakování z 1. rǒcníku (z kapitoly 8)

Věta 15.13. • Bud’ A ∈ Mm×n(R). Potom zobrazeníϕ : Rn → Rm definované předpisemϕ(~x) :=
A~x (pro všechna~x ∈ Rn) je lineární.

• Bud’ ϕ : Rn → Rm lineární zobrazení. Potom existuje právě jedna maticeA ≡ Aϕ ∈ Mm×n(R)
taková, že

ϕ(~x) = Aϕ~x pro všechna~x ∈ Rn.

V tomto případě říkáme, žeAϕ reprezentujezobrazeníϕ.

Věta 15.14.Pokudn = m a Aϕ ∈ Mn×n(R) reprezentuje lineární zobrazeníϕ : Rn → Rn, platí

ϕ je prosté ⇐⇒ ϕ je "na" ⇐⇒ Aϕ je regulární.

P̌redchozí dv̌e věty zůstanou v platnosti, nahradíme-li všude symbolR symbolemC.

Učivo 2. ročníku

Definice. Bud’ ϕ : Vn → Wm lineární zobrazení mezi dvěma vektorovými prostory konečné dimenze, se
skaláry zK (říkáme též "nad K"), dim Vn = n, dimWm = m. Bud’ dále{~v (1), . . . , ~v (n)} báze veVn,
{~w (1), . . . , ~w (m)} báze veWm. Zobrazeníϕ a zvoleným dv̌ema bazím lze p̌riřadit maticiA ∈ Mm×n(K),
A = (aij)i=1,...,m, j=1...,n

, p̌redpisem

ϕ(~v (j)) =
m

∑

i=1

aij ~w (i) , j = 1, . . . , n .

Matici A říkámematice zobrazeníϕ vzhledem k bazím {~v (1), . . . , ~v (n)}, {~w (1), . . . , ~w (m)}.
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Poznámka.Je-li ϕ(~x) = ~y pro ~x ∈ Vn, a jsou-li ~α ∈ Kn resp.~β ∈ Km soǔradnice vektorů~x resp.~y v
bazích{~v (1), . . . , ~v (n)}, resp.{~w (1), . . . , ~w (m)}, platí

~β = A~α ,

kdeA je matice zobrazeníϕ vzhledem k bazím{~v (1), . . . , ~v (n)}, {~w (1), . . . , ~w (m)}.

P̌ripoměnme: vektor~α ∈ Kn je vektor soǔradnic vektoru~x ∈ Vn vzhledem k bázi{~v (1), . . . , ~v (n)}
prostoruVn, pokud platí

~x =
n

∑

j=1

αj~v
(j) .

Cvičení. Ukažte, že matice zobrazeníϕ : R3 → R2 definovaného p̌redpisemϕ((x, y, z)) = (2x, 3y + z)
vzhledem k eukleidovským bazím příslušných prostorů, je

A =

(

2 0 0
0 3 1

)

.

Tvrzení 15.15. Bud’ ~ϕ : Vn → Vn lineární zobrazení,dimVn = n. Matice, které v různých bazích odpoví-
dají stejnému lineárnímu zobrazení~ϕ, jsou si navzájem podobné.

Poznámka.
Matice a lineární zobrazení si v konečnědimenzionálním p̌rípaďe (a p̌ri daných bazích) vzájemně jed-

noznǎcně odpovídají. Terminologii, kterou používáme u matic, používáme proto i pro lineární zobrazení,
tehdy, když má jeho matice příslušnou vlastnost.

Definice. Bud’ V lineární vektorový prostor (obecně libovolné dimenze) nadK. Řekneme, žena V je
definován skalární soǔcin (nebo též:V je prostor se skalárním soǔcinem), pokud je naV definována
funkce (·, ·), která dvojici vektorů zV přiřazuje skalár zK, a která pro všechna~x, ~y, ~z ∈ V a všechna
α ∈ K splňuje:

(~x + ~y, ~z) = (~x, ~z) + (~y, ~z) ,

(α~x, ~y) = α(~x, ~y) ,

(~x, ~y) = (~y, ~x) ,

(~x, ~x) ≥ 0 (∈ R) , (~x, ~x) = 0 ⇐⇒ ~x = 0 .

Poznámka.Z definice skalárního součinu lze odvodit, že pro všechna~x, ~y, ~z ∈ V a všechnaα ∈ K také
platí:

(~x, ~y + ~z) = (~x, ~y) + (~x, ~z) ,

(~x, α~y) = α(~x, ~y) .

Příklad 3. Ukažte, že následující výrazy (definované na příslušných vektorových prostorech) splňují všechny
vlastnosti skalárního součinu:

• (~x, ~y) :=
∑n

j=1 xjyj , pro ~x, ~y ∈ Cn;

• (f, g) :=
∫ 1
0 f(x)g(x) dx, pro f, g ∈ C(〈0, 1〉).

Definice. Bud’ V lineární vektorový prostor se skalárním součinem.

• Řekneme, že vektory~x, ~y ∈ V jsou kolmé (ortogonální), pokud(~x, ~y) = 0, a p̌ritom ani jeden z
vektorů~x, ~y není nulový.
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• NaV je p̌rirozeňe definovaná norma předpisem

‖~x‖ :=
√

(~x, ~x) .

Tuto normu nazývámenorma indukovaná skalárním soǔcinem naV .

Poznámka(bonusová). • Abstraktní (obecná) norma na vektorovém prostoruV nad K je každé zo-
brazení‖ · ‖ : V → R, spľnující pro všechna~x, ~y ∈ V a všechnaα ∈ K

‖~x + ~y‖ ≤ ‖~x‖ + ‖~y‖ (trojúhelníková nerovnost),

‖α~x‖ = |α| ‖~x‖ ,

‖~x‖ ≥ 0 , ‖~x‖ = 0 ⇐⇒ ~x = 0 .

Lze snadno ukázat (zkuste to), že každá norma indukovaná nějakým skalárním soǔcinem (ve smyslu
předchozí definice) má výše uvedené vlastnosti.

• Ne každá norma ovšem musí být indukovaná nějakým skalárním soǔcinem.

Definice. Bud’ V lineární vektorový prostor se skalárním součinem.

• Řekneme, že množina vektorůM ⊂ V je ortogonální, pokud platí(~x, ~y) = 0 pro všechna~x 6= ~y ∈
M , a p̌ritom žádný z vektorů zM není nulový. Platí-li navíc‖~x‖ = 1 pro všechna~x ∈ M , nazvu
množinuM ortonormální .

• Je-liB ⊂ V báze veV , která je navíc ortogonální resp. ortonormální množinou vektorů, nazýváme ji
ortogonální resp.ortonormální bazí veV .

Úmluva.
V dalším textu budeme symbolemV znǎcit lineární vektorový prostor nadC, (obecňe libovolné di-

menze), se skalárním součinem, zatímco symbolemVn budeme znǎcit lineární vektorový prostor nadC,
dimenzen, se skalárním součinem.

Definice. Bud’ ϕ lineární zobrazení z prostoruV opět doV . Zobrazeníϕ∗ : V → V nazvemeadjungo-
vaným (přidruženým) k ϕ, pokud platí

(ϕ(~x), ~y) = (~x, ϕ∗(~y)) , pro všechnax, y ∈ V .

Tvrzení 15.16. • Adjungované zobrazení, pokud existuje, je určeno jednoznačně.(V prostorech neko-
nečné dimenze obecně adjungované zobrazení nemusí existovat).

• V případě konečné dimenze (ϕ : Vn → Vn) adjungované zobrazení k danému lineárnímu zobrazení
ϕ vždy existuje (a tedy existuje právě jedno). Jestliže v nějaké ortonormální bázi {~e (1), . . . , ~e (n)}
odpovídá zobrazeníϕ maticeA, odpovídá v téže bázi adjungovanému zobrazeníϕ∗ adjungovaná
maticeA∗ (=AH ), tedy matice, jejíž prvkya∗ij splňují rovnosta∗ij = aji, i, j = 1, . . . , n.

Definice. Zobrazeníϕ : V → V nazvu

• hermitovským (samoadjungovaným), pokud jeϕ = ϕ∗;

• unitárním , pokud je prosté, aϕ−1 = ϕ∗;

• normálním, pokudϕ ◦ ϕ∗ = ϕ∗ ◦ ϕ (tedy pokudϕ komutuje sϕ∗).

Pozn.
Hermitovskou a unitární matici už jsme definovali (viz též opakování na začátku celé kapitoly), obdobně

lze definovat, že maticeA ∈ Mn×n(K) je normální, pokudA · A∗ = A∗ · A (tedy pokudA komutuje s
A∗).
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Tvrzení 15.17. Bud’ ϕ : Vn → Vn lineární zobrazení konečně dimenzionálního prostoru (nadC) se
skalárním součinem do sebe, a bud’A jeho matice v pevně zvolené ortonormální bázi. Potom

• ϕ je hermitovské (samoadjungované)⇐⇒ A je hermitovská⇐⇒ (ϕ(~x), ~y) = (~x, ϕ(~y)) ∀~x, ~y ∈
Vn;

• ϕ je unitární ⇐⇒ A je unitární ⇐⇒ (ϕ(~x), ϕ(~y)) = (~x, ~y) ∀~x, ~y ∈ Vn;

• ϕ je normální ⇐⇒ A je normální ⇐⇒ ve Vn existuje ortonormální báze, složená z vlastních
vektorůA. Tuto bázi lze volit tak, že její prvky jsou i vlastními vektoryA∗.

Poznámka.Vlastní vektor~x ∈ V lineárního zobrazeníϕ : V → V je takový nenulový vektor, pro který
existujeλ ∈ C takové, žeϕ(~x) = λ~x. V konečně dimenzionálním p̌rípadě, kdy ϕ je reprezentováno
maticí, splývá pojem vlastního vektoru (vlastníhočísla) zobrazeníϕ a jeho maticeA.

Tvrzení 15.18. Necht’ϕ : Vn → Vn je normální. Potom:

• Vlastní vektory, odpovídající různým vlastním číslům, jsou ortogonální.

• Vlastní vektory zobrazeníϕ a ϕ∗ jsou stejné, a odpovídající vlastní čísla zobrazeníϕ jsou komplexně
sdružená k odpovídajícím vlastním číslům zobrazeníϕ∗.

Tvrzení 15.19. Necht’ϕ : Vn → Vn je hermitovské. Potom

• Všechna vlastní čísla zobrazeníϕ (odpovídající maticeA) jsou reálná.

• Je-li maticeA zobrazeníϕ reálná (má reálné prvky), pak existuje vCn ortonormální báze, složená z
reálných vlastních vektorů maticeA. Tato báze je tedy pak i bází vRn.

Tvrzení 15.20. Necht’ϕ : Vn → Vn je unitární. Potom

• Všechna vlastní čísla zobrazeníϕ (odpovídající maticeA) jsou v absolutní hodnotě rovna jedné.

• Je-li maticeA unitární (je maticí unitárního zobrazeníϕ), pak platí|detA| = 1.

Definice. Unitátní maticiA nazývámevlastní, pokud jedetA = 1, anevlastní, pokud jedetA = −1.

Tvrzení 15.21. • Matice A je normální ⇐⇒ existuje unitární maticeP, taková, žeP−1 AP je
diagonální.

• MaticeA je hermitovská⇐⇒ (A je normální & všechna vlastní číslaA jsou reálná).

15.4 Lineární, bilineární a kvadratické formy

Definice. Lineární formou (lineárním funkcionálem) nad (reálným resp. komplexním) vektorovým pro-
storemV nazvu lineární zobrazeníf prostoruV doR resp.C.

Věta 15.22. Necht’ {~e (1), . . . , ~e (n)} je báze vn-dimenzionálním vektorovém prostoruVn. Potom každý
lineární funkcionálf nadVn je tvaru

f(~x) =
n

∑

j=1

αjγj ,

kdeγj = f(~e (j)), j = 1, . . . , n, a~α jsou souřadnice vektoru~x v bázi{~e (1), . . . , ~e (n)}, tj. ~x =
∑n

j=1 αj~e
(j).
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Definice. Bilineární formou na (reálném resp. komplexním) vektorovém prostoruV nazvu zobrazeníA =
A(~x, ~y) z prostoruV × V do R resp.C, které spľnuje následující požadavky pro všechna~x, ~y, ~z ∈ V a pro
všechnaα ∈ R resp.C:

A(~x + ~y, ~z) = A(~x, ~z) + A(~y, ~z) , (6)

A(~x, ~y + ~z) = A(~x, ~y) + A(~x, ~z) , (7)

A(α~x, ~y) = αA(~x, ~y) , (8)

A(~x, α~y) = αA(~x, ~y) . (9)

Poznámka.Vlastnosti (6)–(8) jsou vlastnosti linearity, vlastnost (9) je tzv.antilinearita vzhledem ke druhé
složce. Pokud jsou skaláry zR, je bilinearita totéž co linearita v každé z obou složek.

Definice. Bilineární formaA(~x, ~y) naV se nazýváhermitovská (resp.symetrická), pokud pro všechna~x,
~y ∈ V platí

A(~x, ~y) = A(~y, ~x) (resp. A(~x, ~y) = A(~y, ~x) ) .

Poznámka. • P̌ríkladem hermitovské bilineární formy je skalární součin na vektorovém prostoru.

• Je-liA ∈ Mn×n(K), A = (aij)
n
i,j=1, je zobrazení

A(~x, ~y) :=
n

∑

i,j=1

aijxiyj ≡ (A~x, ~y) , ~x, ~y ∈ Kn ,

bilineární formou naKn, která je hermitovská právě tehdy, když je hermitovská maticeA.

Na koněcnědimenzionálních prostorech je výše zmíněná situace typická:

Věta 15.23.Bud’ A(~x, ~y) bilineární forma naVn, dimVn = n. Bud’ {~e (1), . . . , ~e (n)} báze veVn. Potom

A(~x, ~y) = (A~α, ~β) =
n

∑

i,j=1

aijαiβj ,

kde pro prvky maticeA platí aij = A(~e (i), ~e (j)), a ~α, resp.~β jsou souřadnice vektoru~x resp.~y v bázi
{~e (1), . . . , ~e (n)}.

Poznámka.Je-li A ∈ Mn×n(C) hermitovská matice, pak platí(A~x, ~x) ∈ R (ukažte to). Pokud je navíc
(A~x, ~x) ≥ 0 a (A~x, ~x) = 0 ⇐⇒ ~x = 0, je výrazem(A~x, ~y), ~x, ~y ∈ Cn, (kde (·, ·) je eukleidovský
skalární soǔcin v Cn), maticíA definován (uřcen) jiný skalární soǔcin (bilineární formaA(~x, ~y) = (A~x, ~y)
má všechny vlastnosti skalárního součinu). Tento nový skalární součin generuje odpovídající normu,

‖~x‖A :=
√

(A~x, ~x) , (10)

čímž zavádí i nový pojemvzdálenosti(metriky ) v Cn, ρA(~x, ~y) := ‖~x − ~y‖A.

Poznámka.Často se používají pojmy "skalární součin", "norma", "metrika" i tehdy, když forma(A~x, ~y)
nemá všechny vlastnosti skalárního součinu. Nap̌ríklad tzv. Minkowského metrika (používaná v teorii rela-
tivity) je definovaná diagonální maticíA ∈ M4×4(R), mající na diagonále prvky(1, 1, 1,−c2). Odpovída-
jící časoprostorová metrika generuječasoprostorovou "normu" tvaru

‖(x, y, z, t)‖2 = x2 + y2 + z2 − c2t2 .

Definice(Kvadratická forma). Je-liA(~x, ~y) bilineární forma na vektorovém prostoruV , nazvu zobrazení

Q(~x) := A(~x, ~x) : V → R (C)

kvadratickou formou naV , generovanou (vytvǒrenou) bilineární formouA. Kvadratická forma se nazývá
hermitovskou, pokud je vytvǒrena hermitovskou bilineární formou.
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Tvrzení 15.24.Bilineární formaA(~x, ~y) v komplexním prostoru je hermitovská právě tehdy, kdyžA(~x, ~x) ∈
R pro každé~x.

Tvrzení 15.25. V reálném prostoru lze každou kvadratickou formu vytvořit pomocíjediné symetrickébi-
lineární formy.

Příklad 4. Kvadratická formaQ(~x) = x2
1 + x1x2 + 3x1x3 + 2x2

2 : R3 → R může být vytvořena jednak
(nesymetrickou) bilineární formou

AN (~x, ~y) = x1y1 + x1y2 + 3x1y3 + 2x2y2 ,

jednak symetrickou formou

AS(~x, ~y) = x1y1 +
1

2
(x1y2 + x2y1) +

3

2
(x1y3 + x3y1) + 2x2y2 .

Poznámka.P̌redchozím dv̌ema bilineárním formámAN resp.AS odpovídají p̌ríslušné dv̌e matice

AN =





1 1 3
0 2 0
0 0 0



 , AS =





1 1
2

3
2

1
2 2 0
3
2 0 0



 .

Věta 15.26(o p̌revedení na kanonický tvar). Ke každé hermitovské kvadratické forměQ(~x) v komplexním
vektorovém prostoru (resp. ke každé reálné kvadratické formě v reálném vektorovém prostoru)Vn (dimVn =
n) se skalárním součinem existuje ortonormální báze{~e (1), . . . , ~e (n)} veVn taková, že

Q(~x) =
n

∑

j=1

λj |αj |
2 , pro ~x =

n
∑

j=1

αj~e
(j) , (11)

kdeλj ∈ R jsou určena jednoznačně až na pořadí.

Definice(Kanonický tvar). Kanonickým tvarem kvadratické formyQ(~x) v komplexním vektorovém pros-
toru (resp. v reálném vektorovém prostoru)Vn (dimVn = n) se skalárním soǔcinem nazveme tvar

Q(~x) =
n

∑

j=1

λj |αj |
2 , pro ~x =

n
∑

j=1

αj~e
(j) , (12)

kde{~e (1), . . . , ~e (n)} veVn je nějaká báze veVn aλj jsou ňejaké skaláry.

Věta 15.27(Zákon setrvǎcnosti kvadratické formy). Ke každé hermitovské kvadratické forměQ(~x) v kom-
plexním vektorovém prostoru (resp. ke každé reálné kvadratické formě v reálném vektorovém prostoru)Vn se
skalárním součinem (dimVn = n) existuje (nikoli nutně ortonormální) báze{~e (1), . . . , ~e (n)} veVn taková,
že

Q(~x) =
n

∑

j=1

ρj |αj |
2 , pro ~x =

n
∑

j=1

αj~e
(j) , (13)

kdeρj ∈ R jsou bud’0, 1 nebo−1, přičemž počet nul, jedniček a minus jedniček nezávisí na bázi, v níž má
Q(~x) tvar (13).

Poznámka.Podle Tvrzení 15.21 je maticeA hermitovská (resp. ortogonální)⇐⇒ (existuje unitární (resp.
ortogonální) maticeP taková, žeP−1 AP je diagonální & všechna vlastníčíslaA jsou reálná). Proces
hledání kanonického tvaru kvadratické formy je tedy ekvivalentní procesu diagonalizace příslušné matice,
která ji vytvǒruje.
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Cvičení (na záv̌er). Bud’ A ∈ Mn×n(R) reálná symetrická matice aQ(~x) := (A~x, ~x), ~x ∈ Rn, odpoví-
dající kvadratická forma. Najděte nejmenší a největší hodnotu této kvadratické formy na jednotkové sféře v
Rn. Pro jaké vektory se tyto hodnoty nabývají?

Řešení.
Jde o nalezení globálních extrémů funkceQ(~x) na kompaktní množiňe Sn := {~x ∈ Rn; ‖~x‖2 = 1}.

Použitím metody Lagrangeových multiplikátorů zjistíme, že hledáme ty hodnoty~x ∈ Sn, pro které je

∂

∂xk

(A~x, ~x) − λ
∂

∂xk

(‖~x‖2 − 1) = 0 , k = 1, . . . , n .

Tento systém rovnic je ekvivalentní vektorové rovniciA~x = λ~x (ukažte to podrobňe). HodnotaQ(~x) v
takových vektorech je pakQ(~x) = (A~x, ~x) = (λ~x, ~x) = λ‖~x‖2 = λ.

Rozmyslete si, že tedy platí:

• Reálná symetrická maticeA ∈ Mn×n(R) má pouze reálná vlastníčísla.

• Kvadratická formaQ(~x) := (A~x, ~x) nabývá na jednotkové sféře největšíhodnotyλmax, rovnéne-
jv ětšímuvlastnímučíslu maticeA, a to ve vlastním vektoru, který tomuto vlastnímučíslu odpovídá.

• Kvadratická formaQ(~x) nabývá na jednotkové sféře nejmenšíhodnotyλmin, rovnénejmenšímu
vlastnímučíslu maticeA, a to ve vlastním vektoru, který tomuto vlastnímučíslu odpovídá.
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16 Obyčejné diferenciální rovnice a jejich soustavy

16.1 Úvod - opakování

Opakování z 1. rǒcníku (z kapitoly 5)

Definice. Rovnice se separovanými prom̌ennými je rovnice tvaru

y′ = g(y) · h(t). (1)

Návod k řešení:

• Pokudg(c) = 0, je funkcey(t) = c řešením rovnice.

• Na intervalech, kdeg(y) 6= 0 uvažte y′

g(y) = h(t) s následným
∫

dy
g(y) =

∫

h(t) dt.

• Nutná je diskuse o možnostech navazovánířešení p̌redchozích dvou typů!

Definice. Lineární ODR prvního řádu je rovnice tvaru

y′ + p(t)y = q(t), (2)

kdep, q jsou spojité funkce na daném intervalu(a, b), a, b ∈ R∗, a < b.

Návod k řešení:

• Násobte rovnici výrazemeP (t), kdeP je primitivní funkce kp na(a, b).

• Upravte na levé straně do tvaru derivace součinu.

• Integrujte.

Definice. Lineární diferenciální rovnice druhéhořádu s konstantními koeficienty je rovnice tvaru

Ay′′ + By′ + Cy = f(t), (3)

kdeA, B, C ∈ R, A 6= 0, a funkcef(t) je spojitá na intervalu(a, b). Pokud jef identicky nulová na(a, b),
nazýváme rovnici (3)homogenní.

Případ I:
f ≡ 0, rovnice:Ay′′ + By′ + Cy = 0, obecné̌rešeníyh

Pokudcharakteristická rovniceAλ2 + Bλ + C = 0 má:

1. dva různé reálné kořenyλ1 6= λ2:

yh(t) = c1e
λ1t + c2e

λ2t

2. jeden dvojnásobný reálný kořenλ:

yh(t) = c1e
λt + c2te

λt

3. dva komplexňe sdružené kǒrenyα ± iβ, β 6= 0:

yh(t) = eαt(c1 cos βt + c2 sin βt)
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Případ II:
f 6≡ 0, rovnice:Ay′′ + By′ + Cy = f(t)

Prořešeníy(t) platí:
y(t) = yh(t) + yp(t),

kde yh(t) je obecné̌rešení homogenní rovnice (viz předchozí p̌rípad) ayp(t) je jedno (jakékoliv), tzv.
partikulární řešení rovniceAy′′ + By′ + Cy = f(t).

Některá partikulární̌rešení lze "uhodnout" podle tvaru pravé strany.

• Je-li f(t) = P (t)eαt, kdeα ∈ R aP je polynom, potom existuje polynomQ, stQ = stP , že

1. α 6= λ1, α 6= λ2 =⇒ yp(t) = Q(t)eαt,

2. α 6= λ1, α = λ2 =⇒ yp(t) = tQ(t)eαt,

3. α = λ1 = λ2 =⇒ yp(t) = t2Q(t)eαt.

• Je-lif(t) = eαt(P (t) cos βt+R(t) sin βt), (P , R polynomy), existují polynomyQ, S, stupňe nejvýše
max(stP, stR), takové, že

1. α + iβ 6= λ1, α + iβ 6= λ2 =⇒ yp(t) = eαt(Q(t) cos βt + S(t) sin βt),

2. α + iβ = λ1, α + iβ 6= λ2 =⇒ yp(t) = teαt(Q(t) cos βt + S(t) sin βt).

Konec opakování.

16.2 Lineární DR n-tého řádu s (ne)konstantními koeficienty

Budeme se zabývat rovnicemi tvaru

an(t)y(n) + an−1(t)y
(n−1) + · · · + a1(t)y

′ + a0(t)y = f(t), (4)

kdea0, . . . , an af jsou funkce spojité na daném intervalu(a, b), an(t) 6= 0 pro t ∈ (a, b) (lineární diferen-
ciální rovnice n-tého řádu s nekonstantními koeficienty). Jsou-livšechnyfunkcea0, . . . , an konstantní
na intervalu(a, b), jde o lineární diferenciální rovnici n-tého řádu s konstantními koeficienty, (f(t)
nemusí být konstantní).

Homogenní rovnicík rovnici (4) rozumíme rovnici

an(t)y(n) + an−1(t)y
(n−1) + · · · + a1(t)y

′ + a0(t)y = 0. (5)

Věta 16.1.Necht’t0 ∈ (a, b) a z0, . . . , zn−1 ∈ R. Pak existuje právě jedno maximální řešeníy rovnice(4)
resp.(5), které splňuje tzv.počáteční podmínky

y(t0) = z0, y′(t0) = z1, . . . , y(n−1)(t0) = zn−1.

Toto řešení je navíc definováno na celém intervalu(a, b).

Věta 16.2(o struktǔre všecȟrešení).

(i) Maximální řešení rovnice(5) jsou definována na celémR a tvoří vektorový podprostor prostoru
Cn(a, b) dimenzen. Jeho jakoukoli bázi nazývámefundamentálním systémemrovnice(5).

(ii) Necht’ yp je maximální řešení rovnice(4). Pak funkcey je jejím maximálním řešením, právě když ji
lze zapsat ve tvaruy = yp + yh, kdeyh je vhodné řešení rovnice(5).
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I. Hledání fundamentálního systému

Pro rovnici (5) s konstantními koeficienty lze použít tzv.metodu charakteristického polynomu.Pro
rovnici (5), kde alespǒn jeden z koeficientů je nekonstatní, nelze obecně explicite najít její fundamentální
systém. (V ňekterých speciálních případech to lze, jak uvidíme později) .

Definice. Necht’ jsou koeficienty homogenní rovnice (5) konstantní.Charakteristickým polynomem rov-
nice (5) rozumíme polynom

P (λ) = anλn + an−1λ
n−1 + · · · + a1λ + a0.

Věta 16.3.Necht’ jsou koeficienty homogenní rovnice(5) konstantní. Necht’λ1, . . . , λs jsou všechny různé
reálné kořeny charakteristického polynomuP , s násobnostmir1, . . . , rs. Necht’α1 +β1i, . . . ,αℓ +βℓi jsou
všechny navzájem různé kořeny polynomuP , s kladnou imaginární částí a násobnostmiq1, . . . , qℓ.

Pak funkce
eλ1t, teλ1t, . . . tr1−1eλ1t,

...
eλst, teλst, . . . trs−1eλst,

eα1t cos β1t, teα1t cos β1t, . . . tq1−1eα1t cos β1t,

eα1t sin β1t, teα1t sin β1t, . . . tq1−1eα1t sin β1t,
...

eα
ℓ
t cos βℓt, teα

ℓ
t cos βℓt, . . . tqℓ

−1eα
ℓ
t cos βℓt,

eα
ℓ
t sin βℓt, teα

ℓ
t sin βℓt, . . . tqℓ

−1eα
ℓ
t sin βℓt

tvoří fundamentální systém homogenní rovnice (5) (s konstantními koeficienty).

II. Hledaní partikulárního řešení

Věta 16.4(o uhodnutí partikulárníhǒrešení). Necht’(4) je rovnice skonstatními koeficienty. Necht’

f(t) = eαt · (P (t) cos βt + Q(t) sin βt) ,

kdeα, β ∈ R a P,Q jsou polynomy. Pak existuje řešení rovnice(4) ve tvaru

yp(t) = tmeαt · (R(t) cos βt + S(t) sin βt) ,

kdeR,S jsou vhodné polynomy stupně ne většího nežmax{stupeňP , stupeňQ} a m ∈ N ∪ {0} udává,
jakou násobnost má čísloα + iβ jakožto kořen charakteristického polynomu.

Následující Lemma je základem tzv.metody variace konstantpro hledání partikulárníhǒrešení lineární
(nehomohenní) ODR, a to jak s konstantními tak s nekonstantními koeficienty.

Lemma 16.5.Necht’y1, . . . , yn tvoří fundamentální systém homogenní rovnice(5) (s obecně nekonstatními
koeficienty). Potom matice

U(t) =











y1(t) y2(t) . . . yn(t)
y′1(t) y′2(t) . . . y′n(t)

...
...

.. .
...

y
(n−1)
1 (t) y

(n−1)
2 (t) . . . y

(n−1)
n (t)











je regulární pro každét ∈ R.
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Věta 16.6(variace konstant). Necht’y1, . . . , yn tvoří fundamentální systém rovnice(5) (s obecně nekonst.
koeficienty), U(t) bud’ jako v předchozí větě. Necht’c1(t), . . . , cn(t) řeší soustavu

U(t) ·











c′1(t)
...

c′n−1(t)
c′n(t)











=











0
...
0

f(t)/an











.

Pak funkce
yp(t) := c1(t)y1(t) + · · · + cn(t)yn(t)

je (partikulární) řešení rovnice(4).

III. Fundamentální systém lineární rovnice s nekonstantními koeficienty, Wronskián

Definice. Bud’te y1, . . . , yn funkce, definované na(a, b) a mající na ňem (n−1) vlastních derivací. Deter-
minant

W (t) ≡ W[y1,...,yn](t) :=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

y1(t) y2(t) . . . yn(t)
y′1(t) y′2(t) . . . y′n(t)

...
...

.. .
...

y
(n−1)
1 (t) y

(n−1)
2 (t) . . . y

(n−1)
n (t)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

nazývámeWronského determinantem (Wronskiánem)funkcí y1, . . . , yn.

Věta 16.7.Necht’ funkcey1, . . . , yn řeší na(a, b) lineární homogenní rovnici (a0, . . . , an ∈ C(a, b), an(t) 6=
0 pro t ∈ (a, b))

an(t)y(n) + an−1(t)y
(n−1) + · · · + a1(t)y

′ + a0(t)y = 0.

Bud’W (t) Wronskián funkcíy1, . . . , yn na(a, b). Potom nastane právě jedna z následujících dvou možností:

1. W (t) = 0∀t ∈ (a, b) ⇐⇒ y1, . . . , yn jsou LZ na(a, b);

2. W (t) 6= 0∀t ∈ (a, b) ⇐⇒ y1, . . . , yn jsou LN na(a, b).

Věta 16.8.Necht’ funkcey1, . . . , yn řeší na(a, b) lineární homogenní rovnici (a0, . . . , an ∈ C(a, b), an(t) 6=
0 pro t ∈ (a, b))

an(t)y(n) + an−1(t)y
(n−1) + · · · + a1(t)y

′ + a0(t)y = 0.

Bud’ W (t) Wronskián funkcíy1, . . . , yn na (a, b). Potom

• an(t)W ′(t) + an−1(t)W (t) = 0, t ∈ (a, b);

• W (t) = W (t0) exp
(

−
∫ t

t0

an−1(s)
an(s) ds

)

, t, t0 ∈ (a, b).

Příklad 1. Mějme rovnicity′′+(1−t)y′−y = 0. Tato rovnice degeneruje prot = 0, řešíme ji tedy separátně
na t > 0 a t < 0. Uvažujme napříkladt > 0. Není příliš obtížné "uhodnout" jedno řešení rovnice,y1 = et.
V této situaci může pomoci Wronskián nalézt druhý prvek fundamentálního systému, funkciy2. Příslušný

Wronskián je jednak podle definice rovenet(y′2 − y2), jednak platíW (t) = W (1) exp
(

−
∫ t

1
1−s

s
ds

)

=

· · · = cet

t
. Odtud srovnáním dostanemey′2 − y2 = c/t a řešením této lineární rovnice 1. řádu dostaneme

(netriviální) druhý prvek fundamentálního systému původní rovnice. Dořešte úlohu podrobně.
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16.3 Speciální typy ODR

16.3.1 Rovnice ve tvaru totálního diferenciálu

Obecná rovnice 1.̌rádu s vy̌rešenou 1. derivací:y′ = f(x, y) lze formálňe psát takto:

dy = f(x, y) dx

0 = f(x, y) dx − dy

obecňeji:

0 = P (x, y) dx + Q(x, y) dy
?
= dΦ(x, y)

0 =
∂Φ

∂x
(x, y) dx +

∂Φ

∂y
(x, y) dy = dΦ(x, y)

Definice. Řekneme, že rovniceP (x, y) dx + Q(x, y) dy = 0 je ve tvaru totálního diferenciálu na oblasti
G ⊂ R2, pokud existujeΦ ∈ C1(G) taková, že∇Φ = (P,Q) v G.

Řešení je poté:
dΦ(x, y) = 0 =⇒ Φ(x, y) = c .

Poznámka.Rovnici ve tvaru totálního diferenciálǔríkáme takéexaktní rovnice.

Pozorování 1.Pokud jeP,Q ∈ C1(G), je nutná podmínka pro to, aby rovniceP (x, y) dx+Q(x, y) dy = 0
byla exaktní, rovnost∂P

∂y
(x, y) = ∂Q

∂x
(x, y) v G.

Příklad 2. Uvažujte rovnici
2xy dx + (x2 − y2) dy = 0 .

MámePy = 2x = Qx. Potenciálem je funkceΦ = x2y − y3

3 . Všechna řešení původní rovnice jsou tedy
tvaru

x2y −
y3

3
= c .

Všimněte si, že v původní rovnici je role proměnnýchx, y rovnocenná, že tedy lze uvážit jaky = y(x) a mít

rovnici y′ = 2xy
y2

−x2 , ale takéx = x(y), a x′ = y2
−x2

2xy
. Dopočtěte, včetně určení definičních oborů řešení v

obou případech, a provedení zkoušky dosazením.

Obrázek:
Množiny bodů[x, y] v rovině, spľnující vztahx2y − y3

3 = c pro hodnotyc = 0.1, 2, 5, −0.1, −2, −5.
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Definice. Řeknu, žeµ = µ(x, y) je integračním faktorem rovniceP (x, y) dx + Q(x, y) dy = 0 v oblasti
G ⊂ R2, pokud je rovnice

µ(x, y)P (x, y) dx + µ(x, y)Q(x, y) dy = 0 (6)

exaktní vG.

Poznámka.Nutná podmínka exaktnosti rovnice (6) je rovnost(µP )y = (µQ)x, tedyµyP + µPy = µxQ +
µQx. Nalezení integrǎcního faktoru je obecňe ťežká úloha, proto sěcasto p̌redpokládá, že integrační faktor
závisí pouze nax nebo pouze nay, nebo na výrazu(x+y), p̌rípadňe naxy atd.

Cvičení. Řešte rovnicixy′ = xy2 + y metodou p̌revedení na exaktní tvar pomocí integračního faktoru,
víte-li, že integrǎcní faktor závisí pouze na proměnnéy.

Návod k řešení.

• Zjistěte nejprve, že daná rovnice není exaktní.

• Najděte integrǎcní faktorµ(y) = 1
y2 .

• Najděte potenciálΦ(x, y) = x2

2 + x
y

rovnice, p̌renásobené integračním faktorem, a odvod’te odtud,

že řešeními původní rovnice jsou funkcey(x) = 2x
2c−x2 , c ∈ R. Udělejte kontrolu dosazením. Neza-

poměnte diskutovat definiční obory prǒrešení s různýmic.

Cvičení. Řešte následující rovnice:

a) xy2 dx + (x2y − x) dy = 0

b) x2y3 + y + (x3y2 − x)y′= 0

víte-li, že integrǎcní faktorµ závisí pouze na součinu xy.

Řešení.a)xy − ln |y| = c; b) x2y2 + 2 ln
∣

∣

∣

x
y

∣

∣

∣ = c.

16.3.2 Bernoulliho rovnice

Definice. Bernoulliovou rovnicínazýváme ODR tvaru

y′ + a(t)y = b(t)yn , n ∈ Z, n /∈ {0, 1} , (7)

kdea, b ∈ C(J), J ⊂ R je otev̌rený interval.

Návod k řešení:Pron = 0 nebon = 1 jde o lineární ODR 1.̌rádu. Pro jiná celán zavedeme novou
funkci z = z(t) substitucí

y(t) = z(t)
1

1−n ,

která p̌revede rovnici (7) na lineární ODR 1.řádu.

Cvičení. Řešte rovniciy′ = y2 + y
t

jako Bernoulliovu. Porovnejte s postupem z přechozího paragrafu.
Prohlédňete si grafy̌rešení,y(t) = 2t

2c−t2
, pro hodnotyc = 10, 0, −10.
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16.3.3 Speciální typy rovnic 2.̌rádu

Pro obecnou rovnici 2.̌rádu (vy̌rešenou vzhledem k nejvyšší derivaci), tj. pro rovnici tvaru

y′′ = f(t, y, y′) (8)

nelze obecňe stanovit postup prǒrešení.
Pokud je však funkcef na pravé straňe vztahu (8) jednodušší (speciálně není-li závislá na ňekterém z

výše uvedených argumentů), lzev některých případech řešení rovnice (8) najít.
Níže uvedená tabulka navrhuje postupřešení v p̌rípaďe, že rovnicey′′ = f(t, y, y′) nabývá ňekterého z

jednodušších tvarů. Ne vždy je však zaručeno, že sěrešení explicite najde (že úloha lze "dopočítat").

V f(t, y, y′) . . . Tvar rovnice (8) Návod k řešení

1) "nechybí" nic y′′ = f(t, y, y′) obecňe není
2) "chybí" t y′′ = f(y, y′) položy′(t) = p(y)

3) "chybí"y y′′ = f(t, y′) položy′(t) = u(t)

4) "chybí"y′ y′′ = f(t, y) obecňe není
5) "chybí" t, y y′′ = f(y′) položy′(t) = u(t)

6) "chybí" t, y′ y′′ = f(y) násob2y′

7) "chybí"y, y′ y′′ = f(t) dvakrát integruj
8) "chybí" t, y, y′ y′′ = c dvakrát integruj

Komentář k n ěkterým výše zmíňeným případům:

ad 2): y′(t) = p(y) =⇒ y′′(t) = dy′(t)
dt

= dp(y)
dt

= dp(y)
dy

· dy(t)
dt

= p′ · p.
Tedyy′′ = f(y, y′)  p′ · p = f(y, p).
Dostáváme rovnici 1. stupně prop = p(y). Ta však nemusí být vždy̌rešitelná.

ad 6): y′′(t) = f(y)
·2y′

 2y′y′′(t) = 2y′f(y)  
 

(

(y′)2
)

′

= (2F (y))′  (y′)2 = 2F (y) + c.
(F je primitivní k f .)
Dostáváme (po odmocnění) rovnici 1.̌rádu v separovaných proměnných.
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Příklad 3 (k případu "2)"). • Rovniciy′′ = (y′)2y + 3y převede navrhovaná úprava na rovnicip′ −
py = 3yp−1, což je Bernoulliho rovnice. Jejím řešením dostanemep2(y) = cey2

− 3, a po zpětném
dosazení tedy(y′)2 = cey2

− 3, c ∈ R. Jde (po odmocnění) o rovnici v separovaných proměnných.
Její řešení však nelze vyjádřit pomocí elementárních funkcí.

• Rovnici y′′y = (y′)2 půjde uvedenou metodou zcela vyřešit. Výsledek (spočtˇete): y(t) = c1e
c2t,

c1, c2 ∈ R.

16.3.4 Eulerova rovnice

Definice. Eulerovou rovnicínazývámelineární ODR s nekonstantními koeficientytvaru

antny(n) + an−1t
n−1y(n−1) · · · + a1ty

′ + a0y = f(t) , n ∈ N , (9)

kdea0, . . . an ∈ R, an 6= 0, f ∈ C(J), J ⊂ R je otev̌rený interval neobsahující nulu.

Poznámka.Prot = 0 rovnice (9)degeneruje. Rovnici tedy uvažujeme separátně prot > 0 a prot < 0.

Poznámka.Jde o lineární rovnici (i když s nekonstantními koeficienty), pro její řešení proto platí p̌ríslušná
teorie. Jde tedy o nalezenín prvkového fundamentálního systému pro homogenní rovnici (s f = 0), a poté
o nalezení jednoho (partikulárního)řešení rovnice s pravou stranou. Pro nalezení partikulárního řešení lze
použít nap̌r. metodu variace konstant. Eulerova rovnice tedy bude vyřešena, nalezneme-li její fundamentální
systém.

Metoda nalezení FS Eulerovy rovnice

• Použijeme ansatzy = tλ, který vede k tzv. charakteristickému polynomu pro Eulerovu ODR.

• Je-li λ ∈ R kořenem tohoto polynomu násobnostip, jsou odpovídajícími prvky fundamentálního sy-
stému funkce

|t|λ lnk |t|, k = 0, . . . , p−1.

• Je-li α + iβ (β > 0) kořenem tohoto polynomu násobnostip, jsou odpovídajícími prvky fundamen-
tálního systému funkce

|t|α lnk |t| · cos(β ln |t|) , |t|α lnk |t| · sin(β ln |t|),

k = 0, . . . , p−1.

Poznámka.Eulerovu rovnici dostaneme např. p̌ri hledání sféricky symetrickýcȟrešení Laplaceovy rovnice
∆u = 0 v celémRn, n ≥ 2. Je-li u sféricky symetrická, jeu(x) = w(r), kder = |x| > 0. Funkcew pak
(jak lze ukázat) splňuje Eulerovu rovnici

r2w′′(r) + (n−1)r w′(r) = 0 .

Jejímřešením (proved’te) a zpětným dosazením dostaneme (c1, c2 ∈ R):

n = 2 =⇒ u(|x|) = c1 + c2 ln |x| , x ∈ R2 \ {0} ,

n > 2 =⇒ u(|x|) = c1 +
c2

|x|n−2
, x ∈ Rn \ {0} .
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16.4 Řešení ODR pomocí Taylorovýcȟrad

Věta 16.9.Uvažujme lineární rovnicin-tého řádu,

an(t)y(n) + an−1(t)y
(n−1) + · · · + a1(t)y

′ + a0(t)y = f(t) (10)

na intervaluJ ⊂ R, t0 ∈ J . Dají-li se koeficienty a pravá strana rovnice(10) rozložit do Taylorových řad na
nějakém okolíUδ(t0), přičemžan(t0) 6= 0, lze každé řešení rovnice(10) rozložit na nějakém okolíUη(t0)
do Taylorovy řady.

Řešení:Uvážíme ansatzy(t) =
∑

∞

k=0 ak(t − t0)
k, který formálňe n-krát proderivujeměclen počlenu

a dosadíme do rovnice. Jsou-li k (10) zadány počátěcní podmínky (v boďe t0), dosadíme uvedený ansatz i
do nich.

Poznámky k řešení:

• Nejsou-li koeficientyaj a pravá stranaf ve tvaru mocninné̌rady, je poťreba rozložit dǒrady i je.

• Po formálním provedení všech algebraických operací sřadami porovnáme koeficienty u stejných
mocnint.

• Tím dostaneme soustavu nekonečně mnoha rovnic pro nekonečně mnoho koeficientůak, k = N∪{0}.
Jejím vy̌rešením nalezneme hledanou funkciy(t) ve tvaru mocninné̌rady. Na záv̌er uřcíme polom̌er
konvergence tétǒrady.

• V přípaďe homogenní rovnice (f ≡ 0) můžeme různou volbou počátěcních podmínek obdržet různá
řešení. Jejich lineární (ne)závislost je možno ově̌rit nap̌r. pomocí Wronskiánu.

16.5 Soustavy ODR 1.̌rádu

Uvažujme soustavu (obecných) diferenciálních rovnic 1.řádu, vy̌rešených vzhledem k 1. derivaci, ve tvaru

x′

1 = f1(t, x1, x2, . . . , xn),

x′

2 = f2(t, x1, x2, . . . , xn),

...

x′

n = fn(t, x1, x2, . . . , xn),

(11)

kdefj, j = 1, . . . , n, jsou dané funkce definované na jisté neprázdné otevřené množiňe G ⊂ R × Rn.
Vektorový tvar soustavy (11):

~x′(t) = ~f(t, ~x(t)),

kde~x(t) =
(

x1(t), x2(t), . . . , xn(t)
)T

, ~x′(t) =
(

x′

1(t), x
′

2(t), . . . , x
′

n(t)
)T

, ~f =
(

f1, f2, . . . , fn

)T
.

Definice.

• Řešením soustavy(11) rozumíme vektorovou funkci~x =
(

x1, . . . , xn

)T
definovanou na otevřeném

neprázdném intervaluJ ⊂ R s hodnotami vRn takovou, že pro každét ∈ J existují vlastní derivace
x′

j(t), j = 1, . . . , n, a platí (11).

• Počátěcní úlohou pro (11) rozumíme úlohu, kdy hledámeřešení~x soustavy (11) splňující navíc
předem zadanou podmínku~x(t0) = ~x 0, kde[t0, ~x

0] je daný bod zG (tzv. počátěcní podmínka).

• Maximální řešenísoustavy (11) je takové̌rešení~x definované na intervaluJ , které již nelze prod-
loužit, tj. je-li ~y řešení definované na intervaluI, J ⊂ I a~y(t) = ~x(t) pro každét ∈ J , pakJ = I.
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Věta 16.10(Peanova v̌eta o existenci). Necht’G ⊂ R × Rn je otevřená neprázdná množina,~f : G → Rn

je spojitá naG. Pak pro každé[t0, ~x 0] ∈ G existuje maximální řešení rovnice(11) splňující~x(t0) = ~x 0.

Věta 16.11(Picardova v̌eta o existenci a jednoznačnosti). Necht’ G ⊂ R × Rn je otevřená neprázdná
množina,~f : [t, ~x] 7→ ~f(t, ~x) ∈ Rn je spojité zobrazení naG a je "lokálně lipschitzovské v~x", tj. pro každý
bod [t, ~x] ∈ G existujeε ∈ R, ε > 0, a L ∈ R takové, že pro každé dva body[s, ~x1] , [s, ~x2] z Uε([t, ~x])
máme

||~f(s, ~x 1) − ~f(s, ~x 2)|| ≤ L||~x 1 − ~x 2||.

Jestliže[t0, ~x 0] ∈ G, potom existuje právě jedno maximální řešení rovnice(11) splňující~x(t0) = ~x 0.

Uvažujme nyní soustavulineárních diferenciálních rovnic 1.̌rádu ve tvaru

x′

1 = a11(t)x1 + · · · + a1n(t)xn + b1(t),

x′

2 = a21(t)x1 + · · · + a2n(t)xn + b2(t),

...

x′

n = an1(t)x1 + · · · + ann(t)xn + bn(t),

(12)

kden ∈ N, aij : (α, β) → R, bi : (α, β) → R, i, j ∈ {1, . . . , n}, jsou spojité funkce.
Vektorový tvar lineární soustavy (12) je:

~x′ = A(t)~x +~b(t),

kde

A(t) =











a11(t) . . . a1n(t)
a21(t) . . . a2n(t)

...
. ..

...
an1(t) . . . ann(t)











, ~b(t) =







b1(t)
...

bn(t)






.

Věta 16.12(o existenci a jednoznačnosti řešení). Necht’α, β ∈ R⋆, α < β, t0 ∈ (α, β) a ~x 0 ∈ Rn. Necht’
A : (α, β) → Mn×n(R), ~b : (α, β) → Rn jsou spojitá zobrazení. Potom existuje právě jedno maximální
řešení~x soustavy(12) splňující~x(t0) = ~x 0. Toto řešení je definováno na celém intervalu(α, β).

Definice. Homogenní soustavouk soustav̌e (12) rozumíme soustavu

~x′ = A(t)~x. (13)

Věta 16.13.Necht’ n ∈ N, α, β ∈ R⋆, α < β, a A : (α, β) → Mn×n(R) je spojité zobrazení. Potom
množina všech maximálních řešení soustavy(13) tvoří vektorový podprostor prostoruC1((α, β), Rn). Di-
menze tohoto podprostoru je rovnan. Jakoukoli bázi tohoto podprostoru, (složenou z vektorových funkcí
~x1, . . . , ~xn), nazývámefundamentálním systémemrovnice(13).

Věta 16.14.Necht’ α, β ∈ R⋆, α < β. Necht’A : (α, β) → Mn×n(R), ~b : (α, β) → Rn jsou spojitá
zobrazení. Necht’~xP je jedno (partikulární) řešení(12) na intervalu(α, β). Potom každé řešení~x soustavy
(12) na intervalu(α, β) má tvar~xP + ~xH , kde~xH je řešení homogenní soustavy(13).

Definice. Necht’ vektorové funkce~x1, . . . , ~xn tvoří fundamentální systém rovnice (13). Označme

Φ(t) =











x1
1(t) . . . xn

1 (t)
x1

2(t) . . . xn
2 (t)

...
. ..

...
x1

n(t) . . . xn
n(t)











.

Matici Φ pak nazývámefundamentální maticí soustavy(13).
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M. Rokyta, MFF UK: Aplikovaná matematika III – kap. 16: Obyčejné diferenciální rovnice a jejich soustavy 23M. Rokyta, MFF UK: Aplikovaná matematika III – kap. 16: Obyčejné diferenciální rovnice a jejich soustavy 23

Lemma 16.15.Necht’Φ je fundamentální matice soustavy(13). PakΦ(t) je regulární pro každét ∈ (α, β).

Věta 16.16(variace konstant). Necht’α, β ∈ R⋆, α < β, t0 ∈ (α, β) a ~x 0 ∈ Rn. Pak maximální řešení~x
rovnice(12) s počáteční podmínkou~x(t0) = ~x 0 má tvar

~x(t) = Φ(t)Φ−1(t0)~x
0 + Φ(t)

∫ t

t0

Φ−1(s)~b(s) ds, t ∈ (α, β),

kdeΦ je fundamentální matice soustavy(13).

Věta 16.17(regularitařešení lineární homogenní rovnice s konstantními koeficienty). Necht’A ∈ Mn×n

a vektorová funkce~x : R → Rn je řešením soustavy~x′ = A~x. Pak~x je třídy C∞ a pro každék ∈ N platí
~x(k)(t) = Ak~x(t) pro t ∈ R.

• Vztah mezi soustavou rovnic 1.̌rádu a jednou rovnicí vyššíhořádu
Necht’

y(n) = f(t, y, y′, . . . , y(n−1)) (14)

je rovnicen-téhořádu a necht’ jey(t) její řešení prot ∈ J ⊂ R.
Potom je vektorová funkce~x(t) =

(

y(t), y′(t), . . . , y(n−1)(t)
)

řešením soustavy

~x′(t) = ~F (t, ~x) , (15)

na intervaluJ , kdeFj(t, ~x) = xj+1, j = 1, . . . , n − 1, Fn(t, ~x) = f(t, x1, x2, . . . , xn).

(A) Řešení soustav lineárních rovnic pomocí upravování
Soustavu rovnic upravujeme takovým způsobem, abychom získali jednu rovnici vyššíhǒrádu s jednou

neznámou funkcí. Tento způsob je vhodný pro soustavy s nemnoha (nap̌r. se dv̌ema) rovnicemi, nebo tehdy,
obsahuje-li matice soustavy rovnic hodně nulových prvků (je tzv.̌rídká). Uvedeným způsobem je možno
řešit i nehomogenní soustavy.

Příklad 4. Najděte všechna maximální řešení soustavy

y′ = 3y − 5z − 3et

z′ = y − z − et

(B) Řešení soustav lineárních rovnic pomocí vlastnícȟcísel a vlastních vektorů

Věta 16.18.Necht’ maticeA ∈ Mn×n(R) mán lineárně nezávislých vlastních vektorů~q 1, . . . ~q n, které po
řadě přísluší vlastním číslůmλ1, . . . , λn. Potom funkce

eλ1t~q 1, . . . , eλnt~q n (16)

tvoří fundamentální systém lineární homogenní soustavy (s konstantními koeficienty)

~x′ = A~x.

Věta 16.19.Necht’ ~v 1, . . . ~v k, je řetězec vektorů, přidružený vlastnímu čísluλ maticeA ∈ Mn×n(R).
Potom funkce

eλt~v 1, eλt(t~v 1 + ~v 2), . . . , eλt

(

tk−1

(k−1)!
~v 1 + · · · + t~v k−1 + ~v k

)

(17)

jsou lineárně nezávislá řešení lineární homogenní soustavy (s konstantními koeficienty)

~x′ = A~x.

Poznámka.Tvrzení p̌redchozích dvou v̌et umožní sestavit fundamentalní systém dané lineární homogenní
soustavy (s konstantními koeficienty), která je reprezentována maticíA ∈ Mn×n(R) tak, že p̌revedeme
matici A na Jordanův kanonický tvar, a nalezneme příslušné vlastní vektory resp. jejicȟreťezce. Prvky
fundamentalního systému pak dostaneme jako sjednocení všech funkcí tvaru (16) resp. (17), které odpovídají
všem blokům v Jordanově kanonickém tvaru maticeA.
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Poznámka.Z tvaru řešení, které je uvedeno ve Věťe 16.16, a sice, že maximálnířešení~x rovnice (12) s
počátěcní podmínkou~x(t0) = ~x 0 má tvar

~x(t) = Φ(t)Φ−1(t0)~x
0 + Φ(t)

∫ t

t0

Φ−1(s)~b(s) ds, t ∈ (α, β),

plyne, že

~xP (t) = Φ(t)

∫ t

t0

Φ−1(s)~b(s) ds, t ∈ (α, β), (18)

je partikulární řešení(13), p̌ričemžΦ je fundamentální matice soustavy (12).

Příklad 5. Najděte oběma metodami (pomocí úprav i pomocí vlastních ˇcísel a vektorů) řešení soustavy

x′ = x + 3y + et , (19)

y′ = 2x + 2y − et . (20)

Sestavte v obou případech fundamentální matici soustavy;porovnejte jejich tvar.

Řešení.
a) Metoda postupných úprav:Pokusíme se p̌revést systém na jednu rovnici druhéhořádu pro funkcix.

Derivováním rovnice (19) dostanemex′′ = x′ + 3y′ + et. Dosazení zay′ z (20) by nebylo dobré, protože
bychom se tím nezbavili funkcey. Je proto správným krokem nejprve pomocí (19) vyloučit z (20) funkciy:
oděctením dvojnásobku (19) od trojnásobku (20) dostaneme3y′ − 2x′ = 4x − 5et. Odtud dosadíme zay′

do rovnicex′′ = x′ + 3y′ + et a dostaneme po úpravě

x′′ − 3x′ − 4x = −4et . (21)

P̌ríslušnou homogenní soustavu vyřešíme metodou charakteristického polynomu, což dá prox fundamen-
tální systém{e−t, e4t}.

Partikulární̌rešení prox hledáme ve tvarucet, což dáxp = 2
3et. Z rovnice (19) pak lze vyjáďrit y pomocí

x a jeho derivace, což umožníy dopǒcítat. Celkov̌e vyjde

x(t) = c1e
−t + c2e

4t +
2

3
et , (22)

y(t) = −
2

3
c1e

−t + c2e
4t −

1

3
et . (23)

Fundamentální maticeΦ(t) a vektor partikulárnícȟrešení(xp, yp)
T mají tedy tvar

Φ(t) =

(

e−t e4t

−2
3e−t e4t

)

,

(

xp

yp

)

=

(

2
3et

−1
3et

)

, (24)

nebot’ vektorový zápis (22)–(23) je

(

x(t)
y(t)

)

=

(

e−t e4t

−2
3e−t e4t

)

·

(

c1

c2

)

+

(

2
3et

−1
3et

)

.

b) Metoda vlastních čísel a vektorů:Matice soustavy (19)–(20) jeA =

(

1 3
2 2

)

, charakteristický poly-

nom je tedy det(A−λI) = (1−λ)(2−λ)−6 = λ2−3λ−4 (porovnejte s charakterisktickým polynomem v

metoďe a) — prǒc musí být stejné?). Pro vlastníčísloλ = −1 jeA−λI =

(

2 3
2 3

)

, tedy vlastním vektorem
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je nap̌ríklad ~v1 = (−3, 2)T . Pro vlastní̌císloλ = 4 je A − λI =

(

−3 3
2 −2

)

, tedy vlastním vektorem je

nap̌ríklad~v2 = (1, 1)T . To dává fundamentální matici

Φ(t) =

(

−3e−t e4t

2e−t e4t

)

.

Porovnejte tento tvar s tvarem fundamentální matice, kterýjsme obdrželi p̌ri aplikaci p̌redchozí metody
výpočtu. Ob̌e matice se liší pouze konstantou, kterou je vynásoben prvnísloupec. To však koresponduje s
našimi znalostmi: sloupce konstant ve fundamentální matici jsou (v p̌rípaďe různých vlastnícȟcísel) tvǒreny
vlastními vektory maticeA, a ty jsou skutěcně uřceny až na multiplikativní konstantu.

Vektor partikulárnícȟrešení můžeme spočíst nap̌ríklad pomocí (18). Postupně dostáváme (pǒcítejte po-
drobňe)

Φ−1(t) =
1

5

(

−et et

2e−4t 3e−4t

)

,

tedy pro~b(t) = (et,−et)T je Φ−1(t)~b(t) = 1
5(−2e2t,−e−3t).

Zvolímet0 = 0 a dostaneme

∫ t

0
Φ−1(s)~b(s) ds =

(1

5
(1 − e2t),

1

15
(e−3t − 1)

)

.

Koněcně,

Φ(t)

∫ t

0
Φ−1(s)~b(s) ds =

(

2
3et − 3e−t − 1

15e4t

−1
3et + 2e−t − 1

15e4t

)

.

Vektor na pravé straňe je vektorem (ňejakých) partikulárnícȟrešení.Části, obsahujícíe−t a e4t jsou však
prvky fundamentálního systému (odůvodněte), tedy je v p̌rípaďe hledání partikulárníhǒrešení není nutno
uvažovat. Proto je jednodušším vektorem partikulárníchřešení vektor (srovnejte s (24))

(

xp

yp

)

=

(

2
3et

−1
3et

)

.
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17 Posloupnosti ǎrady funkcí

17.1 Stejnom̌erná konvergence posloupnosti funkcí

Definice. Necht’ M je množina,f, fn : M → Rm, m,n ∈ N. Řekneme, že posloupnost{fn}
∞

n=1

• konverguje bodov̌ek f naM , jestliželimn→+∞ fn(x) = f(x) pro každéx ∈ M , neboli

∀x ∈ M ∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀n ∈ N, n ≥ n0 : ‖fn(x) − f(x)‖ < ε.

Znǎcímefn → f naM .

Definice. Necht’ M je množina,f, fn : M → Rm, m,n ∈ N. Řekneme, že posloupnost{fn}
∞

n=1

• konverguje stejnoměrně k f naM , jestliže

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀x ∈ M ∀n ∈ N, n ≥ n0 : ‖fn(x) − f(x)‖ < ε.

Znǎcímefn ⇉ f naM .

Obr.: Konvergence posloupnosti funkcíxn prox ∈ 〈0, 1〉.

Definice. Necht’ f, fn : M ⊂ Rk → Rm, m,k, n ∈ N. Řekneme, že posloupnost{fn}
∞

n=1 konverguje
lokálně stejnom̌erně k f na M , jestliže pro každý kompaktK ⊂ M konverguje{fn|K}∞n=1 k f |K ste-

jnoměrňe naK. Znǎcímefn

loc

⇉ f naM .

Věta 17.1.Necht’M je neprázdná množina,f, fn : M → Rm, m,n ∈ N. Označme

σn := sup
x∈M

‖fn(x) − f(x)‖ .

Pak platí
fn ⇉ f naM ⇐⇒ lim

n→∞

σn = 0.
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Věta 17.2(Moore–Osgood). Necht’M ⊂ Rk, x0 ∈ M a necht’ funkcef, fn zM doR, n ∈ N, splňují

(i) fn ⇉ f naM ∩ Pr(x0) pro jistér > 0,

(ii) limx→x0,x∈M fn(x) = an ∈ R pro každén ∈ N.

Potom existují vlastní limitylimn→∞ an, limx→x0,x∈M f(x) a jsou si rovny. Tedy

lim
n→∞

lim
x→x0,x∈M

fn(x) = lim
x→x0,x∈M

lim
n→∞

fn(x) .

Věta 17.3.Necht’f, fn : M ⊂ Rk → Rm, k,m, n ∈ N, přičemžfn

loc

⇉ f naP . Jsou-lifn spojitá zobrazení,
pakf je také spojité.

Věta 17.4.Necht’(a, b) je omezený interval,fn : (a, b) → R, n ∈ N. Necht’

(i) fn mají vlastní derivaci na intervalu(a, b), n ∈ N,

(ii) existujex0 ∈ (a, b) takové, že{fn(x0)}
∞

n=1 konverguje,

(iii) {f ′

n} konverguje stejnoměrně na(a, b).

Potom existuje funkcef taková, žefn ⇉ f na (a, b), f má vlastní derivaci na(a, b) a platí f ′

n ⇉ f ′ na
(a, b).

Tedy speciálně pro všechnax ∈ (a, b) platí

(

lim
n→∞

fn(x)
)

′

= lim
n→∞

f ′

n(x) .

Věta 17.5. Necht’ fn ⇉ f na neprázdném omezeném intervalu(a, b) a fn ∈ N (a, b), n ∈ N. Potom
f ∈ N (a, b) a platí

lim
n→∞

(N)

∫ b

a

fn = (N)

∫ b

a

lim
n→∞

fn.

Věta 17.6(Dini). Necht’K ⊂ Rm je kompaktní množina. Necht’{fn} : K → R je monotónní posloupnost
spojitých funkcí, která konverguje bodově ke spojité funkci f : K → R. Pakfn ⇉ f naK.

Věta 17.7(Weierstrassova o aproximaci). Necht’f je spojitá funkce na uzavřeném intervalu〈a, b〉. Pak pro
každéε > 0 existuje polynomP : R → R takový, že

∀x ∈ 〈a, b〉 : |f(x) − P (x)| < ε.

17.2 Stejnom̌erná konvergenceřad funkcí

Definice. Necht’M je množina,f, fn : M → Rm, m,n ∈ N. Řekneme, žěrada funkcí
∑

∞

n=1 fn je bodově
konvergentní na M , jestliže posloupnost funkcí{

∑m
k=1 fk}

∞

m=1 je bodov̌e konvergentní naM . Pojmy
stejnoměrné konvergencea lokálně stejnom̌erné konvergencěrady

∑

∞

n=1 fn se definují analogicky.

Věta 17.8(Weierstrassovo kritérium). Necht’
∑

∞

n=1 fn je řada funkcí definovaných na neprázdné množině
M ⊂ R s hodnotami vR a necht’ proSn = sup{|fn(x)|; x ∈ M} platí

∑

∞

n=1 Sn < ∞. Potom
∑

∞

n=1 fn

konverguje stejnoměrně naM .
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Věta 17.9(Abelovo kritérium). Necht’M ⊂ Rk je množina,an : M → R a bn : M → R, n ∈ N. Dále
necht’ platí

(i) {bn(x)}∞n=1 je monotónní pro každéx ∈ M ,

(ii) {bn} je posloupnost stejně omezených funkcí, tj.

∃K ∈ R ∀n ∈ N ∀x ∈ M : |bn(x)| ≤ K,

(iii)
∑

∞

n=1 an konverguje stejnoměrně naM .

Potom
∑

∞

n=1 anbn konverguje stejnoměrně naM .

Věta 17.10(Dirichletovo kritérium). Necht’M ⊂ R je množina,an : M → R a bn : M → R, n ∈ N. Dále
necht’ platí

(i) {bn(x)}∞n=1 je monotónní pro každéx ∈ M ,

(ii) {bn} konverguje stejnoměrně k nulové funkci naM ,

(iii)
∑

∞

n=1 an má stejně omezené částečné součty naM , tj.

∃K ∈ R ∀m ∈ N ∀x ∈ M :
∣

∣

∣

m
∑

j=1

aj(x)
∣

∣

∣
≤ K.

Potom
∑

∞

n=1 anbn konverguje stejnoměrně naM .

Věta 17.11(zám̌ena sumy a derivace). Necht’ (a, b) je omezený neprázdný interval a
∑

∞

n=1 fn je řada
funkcí zR doR splňující:

(i) fn má vlastní derivaci na(a, b), n ∈ N,

(ii) existujex0 ∈ (a, b) takové, že
∑

∞

n=1 fn(x0) konverguje,

(iii) řada
∑

∞

n=1 f ′

n konverguje stejnoměrně na(a, b).

Potom řada
∑

∞

n=1 fn konverguje stejnoměrně na(a, b) a pro každéx ∈ (a, b) platí

(

∞
∑

n=1

fn(x)

)

′

=

∞
∑

n=1

f ′

n(x).

Věta 17.12(zám̌ena sumy a integrálu). Necht’ (a, b) je omezený neprázdný interval a
∑

∞

n=1 fn je řada
funkcí splňující:

(i) fn ∈ N (a, b), n ∈ N,

(ii) řada
∑

∞

n=1 fn konverguje stejnoměrně k funkcif na (a, b).

Potomf ∈ N (a, b) a platí
∞
∑

n=1

(N)

∫ b

a

fn = (N)

∫ b

a

∞
∑

n=1

fn.

Věta 17.13.Necht’
∑

∞

n=0 an(x − x0)
n je mocninná řada (x0 ∈ R, an ∈ R, n ∈ N) s poloměrem konver-

genceR ∈ 〈0,∞〉. Potom řada konverguje lokálně stejnoměrně na množinˇe (x0 − R,x0 + R).
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18 Fourierovy řady

18.1 Úvod, základní pojmy

• Otázka J. Fouriera: Lze každou periodickou funkci napsat jako součet ňejakých "elementárních" peri-
odických funkcí?

• Konkrétňeji: lze každou2π-periodickou funkci napsat jako součet "sinů a kosinů"?
• Škálování:ak cos(kx), bk sin(kx) =⇒ řada typu

c +
∑

k∈I1⊆N

(ak cos(kx) + bk sin(kx)), c, ak, bk ∈ R.

• Využití komplexní exponenciály:cos(kx) = eikx+e−ikx

2 , sin(kx) = eikx
−e−ikx

2i
=⇒ řada typu

∑

k∈I2⊆Z

cke
ikx, ck ∈ C.

• p-periodicita místo2π-periodicity: faktor2π
p

.

Obr.: Aproximace spojité, pǒcástech hladké funkce, pomocí trigonometrického polynomuřádun.

Obr.: Aproximace nespojité, pǒcástech hladké funkce, pomocí trigonometrického polynomuřádun.
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Definice. • Reálným trigonometrickým (p-periodickým) polynomem rozumíme funkci tvaru

x 7→
a0

2
+

n
∑

k=1

ak cos
(2π

p
kx

)

+ bk sin
(2π

p
kx

)

,

kden ∈ N, ak, bk ∈ R, (k = 0, . . . , n), p > 0.
• Komplexním trigonometrickým ( p-periodickým) polynomem rozumíme funkci tvaru

x 7→
n

∑

k=−n

cke
2π

p
ikx

,

kden ∈ N ∪ {0}, ck ∈ C, (k = −n, . . . , n), p > 0.

Definice. • Reálnou trigonometrickou (p-periodickou) řadou rozumíměradu funkcí

a0

2
+

∞
∑

k=1

ak cos
(2π

p
kx

)

+ bk sin
(2π

p
kx

)

,

kdeak, bk ∈ R, k ∈ N, p > 0.
• Komplexní trigonometrickou (p-periodickou) řadou rozumíměradu funkcí

∞
∑

k=−∞

cke
2π

p
ikx

,

kdeck ∈ C, k ∈ Z, p > 0.

Cvičení. Ukažte, že pokud pro všechnax ∈ R platí

a0

2
+

n
∑

k=1

ak cos
(2π

p
kx

)

+ bk sin
(2π

p
kx

)

=
n

∑

k=−n

cke
2π

p
ikx

,

kdeak, bk ∈ R, ck ∈ C, p > 0, pak

ak = ck + c−k , ck =
ak − ibk

2
, k ∈ N,

bk = i(ck − c−k) , c−k =
ak + ibk

2
, k ∈ N,

a0 = 2c0 , c0 =
a0

2
.

Lemma 18.1. Pro všechnak, m ∈ N a p > 0 platí:
∫ p

0
sin

(2π

p
kx

)

dx =

∫ p

0
cos

(2π

p
kx

)

dx = 0 ,

∫ p

0
sin

(2π

p
kx

)

cos
(2π

p
mx

)

dx = 0 ,

∫ p

0
sin

(2π

p
kx

)

sin
(2π

p
mx

)

dx =
p

2
δkm ,

∫ p

0
cos

(2π

p
kx

)

cos
(2π

p
mx

)

dx =
p

2
δkm ,

k ∈ Z =⇒

∫ p

0
e

2π

p
ikx dx = pδk0 .
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M. Rokyta, MFF UK: Aplikovaná matematika III – kap. 18: Fourierovyřady 31M. Rokyta, MFF UK: Aplikovaná matematika III – kap. 18: Fourierovyřady 31

Věta 18.2.Necht’p > 0 a necht’ pro všechnax ∈ R platí

f(x) =
a0

2
+

∞
∑

k=1

ak cos
(2π

p
kx

)

+ bk sin
(2π

p
kx

)

,

přičemž konvergence řady vpravo jestejnoměrnánaR. Potom

a0 =
2

p

∫ p

0
f(x) dx ,

ak =
2

p

∫ p

0
f(x) cos

(2π

p
kx

)

dx , k ∈ N ,

bk =
2

p

∫ p

0
f(x) sin

(2π

p
kx

)

dx , k ∈ N .

Věta 18.3.Necht’p > 0 a necht’ pro všechnax ∈ R platí

f(x) =
∞

∑

k=−∞

cke
2π

p
ikx

,

přičemž konvergence řady vpravo jestejnoměrnánaR. Potom

ck =
1

p

∫ p

0
f(x)e−

2π

p
ikx dx , k ∈ Z .

18.2 Bodová konvergence Fourierovýcȟrad

Označení.

(i) Bud’te−∞ ≤ a < b ≤ ∞ a bud’ dáleq ≥ 1. Množinu všech funkcí (s hodnotami vC), definovaných
alespǒn skoro všude na(a, b), pro které je

‖f‖q :=

(∫ b

a

|f(x)|q dx

)1/q

< ∞,

oznǎcíme symbolemLq(a, b).

(ii) Bud’ p > 0. Množinu všechp-periodických funkcí, definovaných naR, s hodnotami vC, které jsou
navíc prvky prostoruL1(0, p), budeme znǎcit Pp.

Lemma 18.4. Necht’f ∈ Pp pro p > 0 a necht’α ∈ R. Potom

∫ p

0
f(x) dx =

∫ α+p

α

f(x) dx.

Definice (reálná Fourierovǎrada). Necht’ f ∈ Pp pro p > 0. Definujemečíslaak, bk, k ∈ N, pomocí
vztahů z V̌ety 18.2. Tatočísla pak nazýváme("reálnými") Fourierovými koeficienty funkcef a řadu
a0

2 +
∑

∞

k=1 ak cos
(

2π
p

kx
)

+ bk sin
(

2π
p

kx
)

nazýváme"reálnou" (sinov ě-kosinovou) Fourierovouřadou
funkce f . Jejímn-tým částěcným soǔctem rozumíme soǔcet

sf,n(x) =
a0

2
+

n
∑

k=1

ak cos
(2π

p
kx

)

+ bk sin
(2π

p
kx

)

, n ∈ N.
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Definice (komplexní Fourierovǎrada). Necht’ f ∈ Pp pro p > 0. Definujemečíslack, k ∈ Z, pomocí
vztahů z V̌ety 18.3. Tatǒcísla pak nazýváme(komplexními) Fourierovými koeficienty funkcef a řadu
∑

∞

k=−∞
cke

2π

p
ikx nazývámekomplexní Fourierovou řadou funkce f . Jejímn-tým částěcným soǔctem

rozumíme soǔcet

sf,n(x) =
n

∑

k=−n

cke
2π

p
ikx

, n ∈ N ∪ {0}.

Definice. Bud’ f ∈ Pp pro p > 0, x ∈ R, a sf,n(x) bud’ n-tý částěcný soǔcet (reálné resp. komplexní)
Fourierovyřady funkcef . Pokud existuje vlastní

lim
n→∞

sf,n(x) =: Ff (x),

nazvu tuto hodnotusoǔctem (reálné resp. komplexní) Fourierovyřady funkce f v boďex ∈ R.

Lemma 18.5. Bud’ f ∈ Pp pro p > 0.

• Je-li f sudáfunkce, jebk = 0 pro všechnak = 1, 2, . . . , a

ak =
4

p

∫ p/2

0
f(x) cos

(2π

p
kx

)

dx , k ∈ N ∪ {0} .

• Je-li f lichá funkce, jeak = 0 pro všechnak = 0, 1, 2, . . . , a

bk =
4

p

∫ p/2

0
f(x) sin

(2π

p
kx

)

dx , k ∈ N .

Problém:

f ∈ Pp  Ff  Ff (x)
?
= f(x).

Příklad :

• f(x) = π−x
2 na〈0, 2π) a dále2π-periodicky (f ∈ P2π)

• Ff (x) =
∑

∞

k=1
sin(kx)

k
konverguje bodov̌e∀x ∈ R

• f(0) = π
2 , Ff (0) = 0.

Studované otázky:

• Vlastnosti Fourierových koeficientů v závislosti na vlastnostechf .

• Rovnostf aFf v závislosti na vlastnostechf .

Věta 18.6(Riemann-Lebesgueovo lemma). Necht’f ∈ Pp pro p > 0. Potom Fourierovy koeficientyak, bk,
resp.ck existují a jsou konečné∀k ∈ N resp.Z. Navíc platí

lim
k→∞

ak = lim
k→∞

bk = lim
k→±∞

ck = 0.

Věta 18.7.Necht’f ∈ Pp ∩ Cs+1(R) pro p > 0, s ∈ {0, 1, 2 . . . }. Potom řady

∞
∑

k=1

kj(|ak| + |bk|) a
∞

∑

k=−∞

|k|j |ck|

konvergují pro všechnaj = 0, 1, . . . , s.
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Věta 18.8(o lokalizaci). Necht’ ε ∈ R, ε > 0, p > 0, x ∈ R, f, g ∈ Pp a f(t) = g(t) pro každé
t ∈ (x − ε, x + ε). Potomlimn→∞(sf,n(x) − sg,n(x)) = 0.

Věta 18.9. Necht’f, g ∈ Pp, p > 0, přičemž všechny odpovídající si Fourierovy koeficienty funkcíf a g

jsou stejné. Potomf = g s.v. naR.

Věta 18.10(Carleson). Necht’p > 0, f ∈ Pp a necht’ navíc platíf ∈ L2(0, p). PotomFf = f s.v. naR.

Úmluva: až do konce kapitoly budep > 0 mít význam délky periody.

Definice. Řekneme, že funkcef ∈ Pp je po částech hladká, pokud existují body0 = x0 < x1 < · · · <

xn = p tak, žef je spojitá na každém intervalu(xi, xi+1), v krajních bodech těchto intervalů má vlastní
limity zprava i zleva (oznǎcme jef(xi+) a f(xi+1−)) a má uvniťr těchto intervalů omezenou derivaci, pro
všechnai = 0, . . . n − 1.

Věta 18.11.Necht’f ∈ Pp je po částech hladká ve smyslu předchozí definice. Potom

•

Ff (x) =
f(x+) + f(x−)

2
∀x ∈ R.

SpeciálněFf (x) = f(x) v bodech spojitostif .

• Je-li navícf spojitá na nějakém otevřeném intervaluI ⊂ R, paksf,n

loc

⇉ f na intervaluI.

Věta 18.12(Diniho kritérium). Necht’f ∈ Pp, x ∈ R, s ∈ C a necht’ existujeδ > 0 takové, že integrál

∫ δ

0

f(x + t) + f(x − t) − 2s

t
dt

konverguje. Potomlimn→∞ sf,n(x) = s.

Věta 18.13(Parsevalova rovnost). Necht’f ∈ Pp a necht’ navíc platíf ∈ L2(0, p). Bud’teak, bk resp.ck

reálné resp. komplexní Fourierovy koeficienty funkcef . Potom platí

2

p

∫ p

0
|f(x)|2 dx =

|a0|
2

2
+

∞
∑

k=1

(|ak|
2 + |bk|

2) ,

resp.
1

p

∫ p

0
|f(x)|2 dx =

∞
∑

k=−∞

|ck|
2 .

Cvičení. 1. Modifikujte funkci x2 tak, aby Fourierovǎrada výsledné funkce obsahovala pouzečleny

tvarucos(kx). Dosazením vhodných bodů sečtěteřady
∑

∞

k=1
1
k2 a

∑

∞

k=1
(−1)k+1

k2 . Pomocí Parseval-
ovy rovnosti sěctěteřadu

∑

∞

k=1
1
k4 .

2. Rozmyslete si, jakou funkci by bylo potřeba rozvinout do Fourierovy̌rady, abyste sěcetli číselnoǔradu
∑

∞

k=1
1
k6 . Na jaké problémy narazíte, pokusíte-li se touto metodou sečístčíselnoǔradu

∑

∞

k=1
1
k3 ?

3. Modifikujte funkci cos x tak, aby Fourierovǎrada výsledné funkce obsahovala pouzečleny tvaru
sin(kx) (tj. tzv. "rozviňte kosinus do sinové̌rady").
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Výsledky a komentá̌re

1. Uvažtex2 na 〈−π, π) a dále dodefinovanou2π-periodicky. Výsledná funkcef je sudá, pǒcástech

hladká a spojitá naR. TedyFf (x) = f(x) ∀x ∈ R. SpǒctěteFf (x) = π2

3 + 4
∑

∞

k=1
(−1)k

k2 cos(kx).

Dosazení bodůx = π resp.x = 0 dá
∑

∞

k=1
1
k2 = π2

6 resp.
∑

∞

k=1
(−1)k+1

k2 = π2

12 . Koněcně,
∑

∞

k=1
1
k4 = π4

90 .

2. Uvažte nap̌r. x3 na 〈−π, π) a dále dodefinovanou2π-periodicky. Z Parsevalovy rovnosti dostanete
π6

14

∑

∞

k=1
(k2π2

−6)2

k6 . Umocňením včitateli a s využitím výsledků p̌redchozího bodu je
∑

∞

k=1
1
k6 =

π6

945 .

3. Uvážímecos x na (0, π), rozší̌renou liše na(−π, 0) a dále dodefinovanou2π-periodicky. Výsledek:
8
π

∑

∞

k=1
k sin(2kx)

4k2
−1

.

18.3 Derivování a integrování Fourierovýchřad

Věta 18.14(o derivování). Bud’ f ∈ Pp taková, že řady

∞
∑

k=1

ks(|ak| + |bk|) resp.
∞

∑

k=−∞

|k|s|ck| (1)

konvergují. Potom
s
(j)
f,n ⇉ f (j) naR, j = 0, 1, . . . , s,

a tedyf ∈ Pp ∩ Cs(R).

Poznámka.Podle v̌ety 18.7 je podmínka (1) splněna nap̌ríklad prof ∈ Pp ∩ Cs+1(R).

Věta 18.15(o integrování). Bud’ f ∈ Pp a bud’teak, bk její Fourierovy koeficienty. Potom

∫ x

0
f(t) dt = A0 +

a0x

2
+

∞
∑

k=1

ak

k
sin

(2π

p
kx

)

−
bk

k
cos

(2π

p
kx

)

,

kde (integrační konstanta)

A0 =
∞

∑

k=1

bk

k
.

Pozn.Tato v̌eta platí bez ohledu na to, jestli Fourierovařada prof konvergujěci ne.

18.4 Aplikace: rovnice vedení tepla

Uvažujmerovnici vedení tepla

∂u

∂t
=

∂2u

∂x2
. (2)

Hledáme funkciu = u(x, t) : 〈0, π〉 × 〈0,∞) → R, která uvniťr svého defnǐcního oborǔreší (2) a
navíc spľnujepočátěcní podmínku u(x, 0) = f(x), kdef je daná2π-periodická a lichá funkce. Současňe
u splňujeokrajové podmínky u(0, t) = u(π, t) = 0 pro všechnat > 0.

Hledejme nejprvěrešení (2) ve tvaruu(x, t) = A(x)B(t), kdeA, B jsou nenulové dostatečně hladké
funkce.
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Po dosazení dostáváme naA, B podmínku

B′(t)

B(t)
=

A′′(x)

A(x)
.

Levá strana závisí pouze nat a pravá pouze nax. Proto musí být oba výrazy nezávislé nat, resp.x, a tedy
konstatní. Oznǎcme odpovídající konstantuλ. Nenulová funkceA musí spľnovatA(0) = A(π) = 0, a proto
(spǒctěte p̌resňe)λ = −n2, kden ∈ N. FunkceA je potom (až na násobek konstantou) tvarusinnx. Funkce
B (spǒctěte) je pak nutňe násobkeme−n2t.

Tyto úvahy nás vedou k hledánířešení ve tvaru

u(x, t) =
∞

∑

n=−∞

ane−n2t sinnx. (3)

Prot = 0 má ale platit

f(x) = u(x, 0) =
∞

∑

n=−∞

an sinnx,

Koeficientyan ve (3) jsou tedy Fourierovými koeficienty zadané funkcef .
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19 Hilbertovy prostory

19.1 Úvod, základní pojmy

Poznámka(připomenutí). • Necht’ (X, (·, ·)) je vektorový prostor se skalárním součinem nad ťelesem
K reálných nebo komplexnícȟcísel (̌ríkáme též, žeX je unitární prostor nadK). Potom‖x‖ =
√

(x, x) je norma naX, nazývaná ňekdy též "norma indukovaná skalárním součinem".

• Necht’ (X, (·, ·)) je unitární prostor nadK. NaX × X uvažujme normu
∥

∥ [x, y]
∥

∥ = max{‖x‖, ‖y‖}.

Potom je zobrazení(·, ·) : X × X → K spojité.

Definice. Necht’ (X, (·, ·)) je unitární prostor nadK, ‖x‖ =
√

(x, x).

• Řekneme, že posloupnostxn ∈ X je cauchyovská vX, pokud

∀ε > 0 ∃n0 ∈ N ∀m,n ≥ n0 ‖xn − xm‖ < ε .

• Řekneme, že prostorX je úplný vzhledem k norm̌e‖ · ‖, pokud každá cauchyovská posloupnost vX

je konvergentní vX.

• Pokud jeX úplný vzhledem k norm̌e‖x‖ =
√

(x, x), pak se nazýváHilbertovým prostorem .

Příklad 1. ProstoryRn (opatřené eukleidovským skalárním součinem) jsou Hilbertovými prostorykonečné
dimenze.

Příklad 2. Bud’ Ω ⊂ Rn otevřená množina. Prop ∈ 〈1,∞) definujme tzv.Lebesgueovy (Lp) prostory
předpisemLp(Ω) := {f : Ω → C,

∫

Ω |f |p < ∞}. Na prostoruL2(Ω) definujme skalární součin

(f, g)2 =

∫

Ω
f g .

ProstorL2(Ω) s tímto skalárním součinem je Hilbertovým prostoremnekonečné dimenze.

Příklad 3. Bud’ Ω ⊂ Rn otevřená množina. Mějme naΩ definovanou tzv.váhovou funkci (váhu, hustotu)
ρ takovou, žeρ ∈ C(Ω)∩L1(Ω), ρ > 0 naΩ. Prop ∈ (1,∞) definujme tzv.Lebesgueovy (váhové) prostory
s vahou̺ předpisemL

p
̺(Ω) := {f : Ω → C,

∫

Ω ̺|f |p < ∞}. Na prostoruL2
̺(Ω) definujme skalární

součin

(f, g)2,̺ =

∫

Ω
̺f g .

ProstorL2
̺(Ω) s tímto skalárním součinem je Hilbertovým prostoremnekonečné dimenze.

Poznámka. • Mezi všemiLp (resp.Lp
̺) prostory je prostorL2 (resp.L2

̺) jediný, na kterém lze zavést
skalární soǔcin.

• Pokud máΩ ⊂ Rn konečnou míru, platí

1 ≤ p < r < ∞ =⇒ Lr(Ω) ⊂ Lp(Ω) .

Cvičení. • Ukažte: je-lif : (a, b) → R omezená na omezeném intervalu(a, b), pak f ∈ Lp(a, b)
∀ p ∈ 〈1,∞).

• Nalezňete funkcif : (0, 1) → R takovou, žef ∈ L3(0, 1) a p̌ritom f /∈ L4(0, 1). (Návod: uvažujte
funkce1/xα pro α ∈ R.)
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19.2 Fourierovy řady v Hilbertov ě prostoru

Definice. Necht’ X je Hilbertův prostor,Γ je indexová množina a(xγ)γ∈Γ je systém prvků prostoruX.

(i) Řekneme, že systém{xγ}γ∈Γ je ortogonální, jestliže platí

∀γ, γ′ ∈ Γ, γ 6= γ′ :
(

xγ , xγ′

)

= 0.

Jestliže navíc‖xγ‖ = 1 pro každéγ ∈ Γ, potomříkáme, že je systém{xγ}γ∈Γ ortonormální .

(ii) Ortogonální systém{xγ}γ∈Γ je úplný, jestliže jeho lineární obal jehustý v X, tedy jestliže platí
Lin({xγ}γ∈Γ) = X.

(iii) Ortogonální systém{xγ}γ∈Γ je maximální, jestliže neexistuje prveku ∈ X \ {0} kolmý na všechna
xγ , tedy pokud platí(u, xγ) = 0 ∀γ ∈ Γ =⇒ u = 0.

Poznámka. • Zobecňení kartézského souřadného systému do (Hilbertových) prostorů nekonečné di-
menze.

• Ortogonální systém vektorů tvoří lineárňe nezávislou množinu vektorů.

• Z každého lineárňe nezávislého systému lze učinit systém ortogonální pomocí tzv. Gram-Schmidtova
ortogonalizǎcního procesu. (Viz Příklad 4 za touto poznámkou.)

• Z každého ortogonálního systému lze učinit systém ortonormální (prvky vydělíme jejich normami).

• Systém{1, sin kx, cos kx}k∈N je ortogonální systém vL2(0, 2π).

• Systém{eikx}k∈Z je ortogonální systém vL2(0, 2π).

Příklad 4 (Gram-Schmidtův OG proces). Bud’ {v1, v2, . . . } lineárně nezávislá množina nenulových prvků
v Hilbertově prostoruX. Položmee1 := v1 a dále, pron ≥ 2,

en := vn −
n−1
∑

j=1

(vn, ej)

‖ej‖2
ej . (1)

Ukažte, že{e1, e2, . . . } je ortogonální množina nenulových prvků, přičemž

Lin{e1, . . . , ek} = Lin{v1, . . . , vk} , k = 1, 2, . . .

Věta 19.1. Necht’ {en}
∞

n=1 je ortogonální posloupnost nenulových prvků HilbertověprostoruX nad K.
Necht’x =

∑

∞

n=1 cnen, kdecn ∈ K. Potom

cn =
(x, en)

‖en‖2
, n ∈ N . (2)

Definice. Číslocn, definované pomocí (2), nazývámen-tým Fourierovým koeficientemprvkux vzhledem
k ortogonální posloupnosti{en}

∞

n=1.

Definice. Bud’ {en}
∞

n=1 ortogonální posloupnost nenulových prvků v Hilbertově prostoruX nadK a mějme
x ∈ X. Uvažujme Fourierovy koeficienty prvkux vzhledem k posloupnosti{en}

∞

n=1, tj.

cn =
(x, en)

‖en‖2
, n ∈ N .

Pakřadu
∞

∑

n=1

cnen =
∞

∑

n=1

(x, en)

‖en‖2
en (3)

nazvu(abstraktní) Fourierovou řadou prvku x v prostoru X podle ortogonálního systému{en}
∞

n=1.
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Otázky:

• Jak zajistit, abych m̌el "všechny prvky OG systému" (tj. aby tvořil bázi)? (Úplnost? Maximalita?)

• Mámx ∈ X, rozvinu jej do (Fourierovy)̌rady. Konverguje vůbec tatǒrada?

• Pokud konverguje, co má společného její soǔcet s původním prvkemx?

Věta 19.2(Besselova nerovnost, Parsevalova rovnost). Necht’X je Hilbertův prostor nekonečné dimenze,
{en}

∞

n=1 je ortogonální systém nenulových prvků vX, x ∈ X, a cn = (x,en)
‖en‖

2 , n ∈ N jsou Fourierovy

koeficienty prvkux vzhledem k{en}
∞

n=1. Potom

• Vždy platí
∞
∑

n=1
|cn|

2‖en‖
2 ≤ ‖x‖2 (Besselova nerovnost);

• Fourierova řada
∞
∑

n=1
cnen vždy konverguje k nějakému prvkuy ∈ X;

• Jex =
∞
∑

n=1
cnen ⇐⇒

∞
∑

n=1
|cn|

2‖en‖
2 = ‖x‖2 (Parsevalova rovnost).

Poznámka.S ohledem na (2) lze Parsevalovu rovnost psát také ve tvaru

∞
∑

n=1

| (x, en) |2

‖en‖2
= ‖x‖2 .

Definice. Necht’X je Hilbertův prostor nadK. Posloupnost{un}
∞

n=1 prvků zX se nazývá(Schauderova)
bázeprostoruX, jestliže pro každý bodx ∈ X existuje práv̌e jedna posloupnost{cn}

∞

n=1 prvků zK, pro

kterou platíx =
∞
∑

n=1
cnun.

Věta 19.3. Necht’X je Hilbertův prostor a{en}
∞

n=1 je ortogonální systém nenulových prvků prostoruX.
Pak následující tvrzení jsou ekvivalentní:

(i) {en}
∞

n=1 je Schauderova báze,

(ii) {en}
∞

n=1 je úplný ortogonální systém,

(iii) {en}
∞

n=1 je maximální ortogonální systém.

(iv) Pro každéx ∈ X platí Parsevalova rovnost (vzhledem k systému{en}
∞

n=1).

(v) Každý prvekx ∈ X je roven součtu své Fourierovy řady (vzhledem k systému{en}
∞

n=1).

Definice. Necht’X Hilbertův prostor.Řeknu, žeX je separabilní, pokud existuje spǒcetná množina prvků
z X, která je hustá vX (tedy jejíž uzáv̌er je celéX).

Věta 19.4.

(i) Necht’X je separabilní Hilbertův prostor. Potom vX existuje ortonormální spočetná (Schauderova)
báze.

(ii) Necht’ X1,X2 jsou nekonečně-dimenzionální separabilní Hilbertovy prostory. Potom jsouX1 a X2

izometricky izomorfní(tj. existuje mezi nimi bijekce, která zachovává skalární součin).

(iii) Každý separabilní Hilbertův prostor dimenzen ∈ N je izometricky izomorfníRn.
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Věta 19.5.

• Systém{1, sin kx, cos kx}k∈N je úplný ortogonální systém vL2(0, 2π) a tvoří v něm ortogonální bázi.

• Systém{eikx}k∈Z je úplný ortogonální systém vL2(0, 2π) a tvoří v něm ortogonální bázi.

Věta 19.6(o nejlepší aproximaci). Bud’ X Hilbertův prostor a{en} ⊂ X ortogonální systém vX. Bud’
x ∈ X. Potom pro libovolnáβ1, . . . , βN ∈ K platí

∥

∥

∥x −

N
∑

n=1

(x, en)

‖en‖2
en

∥

∥

∥ ≤
∥

∥

∥x −

N
∑

n=1

βn en

∥

∥

∥ , (4)

přičemž nerovnost v(4) je ostrá, pokud je alespoň jednoβj různé od(x,ej)
‖ej‖

2 .

19.3 Ortogonální systémy polynomů, operátory

Důležité otázky:
Jakým způsobem získat nějaký konkrétní úplný ortogonální systém (bázi) vL2

̺(a, b)? Lze to nap̌ríklad
zǎrídit tak, aby tato báze byla složena z polynomů?

Metoda I: ortogonalizace dané husté LN množiny pomocí Gram-Schmidtova procesu

Uvažujme na(a, b) ⊂ R polynomy
1, x, x2, x3, x4 . . . (5)

a uvažujme (pokud(a, b) je neomezený) váhovou funkci̺ takovou, abyxn ∈ L2
̺(a, b) pro všechnan ∈ N∪

{0}. Ortogonalizací pomocí Gram-Schmidtova procesu dostaneme úplný systém ortogonálních polynomů v
L2

̺(a, b).

Obr.: Legendreovy polynomy pron = 0, 1, 2, 3, 4, 5.

Příklad 5 (Legendreovy polynomy). Ortogonalizací systému(5) v prostoruL2(−1, 1) dostaneme tzv.Leg-
endreovy polynomyPn(x). Lze ukázat, že platí

P0(x) = 1 , Pn(x) =
1

2n n!

dn

dxn
(x2 − 1)n , n ∈ N .
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přičemž

‖Pn(x)‖2 =
2

2n + 1
, n ∈ N ∪ {0} .

Prvních několik Legendreových polynomů je:
P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) = 3

2x2 − 1
2 , P3(x) = 5

2x3 − 3
2x, P4(x) = 35

8 x4 − 15
4 x2 + 3

8 ,. . .

Podle p̌redchozí teorie tedy platí, že pro každou funkcif ∈ L2(−1, 1) platí

f(x)
s.v.
=

∞
∑

n=0

cnPn(x) ,

kde

cn =
1

‖Pn(x)‖2

∫ 1

−1
f(x)Pn(x) dx =

2n + 1

2

∫ 1

−1
f(x)Pn(x) dx .

Nap̌ríklad prof(x) = |x| ∈ L2(−1, 1) dostaneme

|x|
s.v.
=

∞
∑

n=0

cnPn(x) ,

kde

cn =
2n + 1

2

∫ 1

−1
|x|Pn(x) dx ,

což dá (spǒctěte)c2k+1 = 0 ∀k = 0, 1, . . . , c0 = 1
2 , c2 = 5

8 , c4 = − 3
16 , c6 = 13

128 . . . nap̌ríklad aproximace
do šestéhǒrádu dá|x| ≈ 175

2048 + 4725
2048 x2 − 5775

2048 x4 + 3003
2048 x6 na(−1, 1).

Obr.: Aproximace|x| pomocí Legendreova polynomu do šestéhořádu.

Poznámka.Legendreovy polynomy splňují tzv. rekurentní vztah

(n+1)Pn+1(x) = (2n+1)xPn(x) − nPn−1(x) , n ∈ N ,

P0(x) = 1, P1(x) = x ,

a jsouřešením tzv.generující diferenciální rovnice
(

(1 − x2)y′
)

′

= −λy , λ = n(n + 1) , n = 0, 1, 2, . . . .
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Příklad 6 (Čebyševovy polynomy). Ortogonalizací systému(5) v prostoruL2
1

√

1−x
2

(−1, 1) dostaneme tzv.

Čebyševovy polynomy(1. druhu)Tn(x). Lze ukázat, že platí

T0(x) = 1 , Tn(x) = cos(n arccos x) , n ∈ N .

přičemž

‖Tn(x)‖2
̺ =

π

2
, n ∈ N .

Prvních několikČebyševových polynomů je:
T0(x) = 1, T1(x) = x, T2(x) = 2x2 − 1, T3(x) = 4x3 − 3x, T4(x) = 8x4 − 8x2 − 1, T5(x) =

16x5 − 20x3 + 5x, . . .

Obr.: Čebyševovy polynomy pron = 0, 1, 2, 3, 4, 5.

Poznámka.Čebyševovy polynomy splňují rekurentní vztah

Tn+1(x) + Tn−1(x) = 2xTn(x) , n ∈ N

T0(x) = 1, T1(x) = x ,

a jsouřešenímgenerující diferenciální rovnice

(
√

1 − x2 y′
)

′

= −
λy

√
1 − x2

, λ = n2 , n = 0, 1, 2, . . . .

Poznámka. • Ortogonalizací základního systému polynomů1, x, x2, x3, . . . v příslušných prostorech
L2

̺(a, b) dostaneme odpovídající systém ortogonálních polynomů, do kterého lze rozvíjet všechny
funkce, paťrící do L2

̺(a, b). Na konkrétní tvar ťechto polynomů má vliv zejména tvar skalárního
soǔcinu vL2

̺(a, b).

• Takto dostaneme například Hermiteovy polynomy Hn (v prostoruL2
e−x

2 (−∞,∞)), Laguerrovy
polynomy Ls

n řádu s > −1 (v prostoruL2
xse−x

(0,∞)) a mnoho dalších. Pro každý takový sys-
tém existuje rekurentní vztah a generující diferenciální rovnice. Podrobňeji viz tabulku ortogonálních
systémů polynomů na stránce této přednášky.
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Metoda II : generující diferenciální rovnice, resp. generující operátor

Definice. Bud’ 〈a, b〉⊂ R uzav̌rený interval,p, q, ̺ dané funkce definované na〈a, b〉. Necht’ dáleα, β, γ, δ∈
R. Okrajovou úlohou v samoadjungovaném tvarupro neznámou funkciy = y(t) nazveme diferenciální
rovnici druhéhǒrádu v tzv.samoadjungovaném tvaru,

−(p(t)y′)′ + q(t)y = λ̺(t)y , t ∈ (a, b) , λ ∈ C , (6)

doplňenou o tzv.okrajové podmínky

αy(a) + βy′(a) = 0 , γy(b) + δy′(b) = 0 . (7)

Věta 19.7. Uvažujme okrajovou úlohu tvaru(6)–(7), kdep je spojitá a kladná na〈a, b〉, p′ je spojitá na
(a, b), q je reálná a spojitá na〈a, b〉, ̺ je spojitá, kladná a konečně integrovatelná na(a, b). Navíc necht’
alespoň jedno z číselα, β a alespoň jedno z číselγ, δ je nenulové. Potom existujíλ1 < λ2 < · · · , lim λn =
∞ taková, že:

• Pro všechnaλ 6= λn má úloha(6)–(7) pouzeřešeníy ≡ 0.

• Pro každéλ = λn existuje právě jedno (až na násobek konstantou)nenulovéřešeníyn úlohy(6)–(7).

• Systém{yn, n ∈ N} je úplný ortogonální systém funkcív L2
̺(a, b).

Definice. Číslaλn resp. funkceyn z p̌redchozí v̌ety nazývámevlastní čísla resp.vlastní funkce úlohy
(6)–(7).

Poznámka.Zobrazení mezi dv̌ema prostory nazývámeoperátorem. Definujeme-li operátorT : C1(〈a, b〉)→
L2

̺(a, b) předpisemT (y) = −(py′)′ + qy, lze rovnici (6) psát ve tvaru tzv.operátorové rovnice:

Ty = λ̺y . (8)

Analogicky nazýváme nenulová̌rešeníyn úlohy (8), (7) vlastními funkcemi (s vahou ̺) operátoruT ,
přináležejícímivlastnímu čísluλn.

Poznámka. • Pro váhu̺ = 1 má rovnice (8) pro vlastní funkce a vlastníčísla operátoruT tvar Ty =
λy. (Srovnejte to s definicí vlastního vektoru a vlastníhočísla matice.)

• Věta 19.7 je formulována pouze pro omezené intervaly. Existují také její varianty pro neomezené in-
tervaly, ty však jsou složitější. Existují také varianty s obecnější sadou okrajových podmínek. Obecně
však jde vždy o v̌ety, odpovídající na otázku "Za jakých podmínek tvoří vlastní funkce ňejakého
operátoruT úplný ortogonální systém v daném Hilbertově prostoru?" Studiem (m.j.) i těchto otázek
(které jdou nad rámec tohoto kurzu) se zabývá matematická disciplína jménemfunkcionální analýza.

Cvičení. • Aplikujte Větu 19.7 proa = 0, b = π, p = ̺ = 1, q = 0, a proα = γ = 0, β = δ = 1 resp.
proα = γ = 1, β = δ = 0.

• Uvažujte rovnici (6) sa = −π, b = π, p = ̺ = 1, q = 0, a se zobecňenou sadou okrajových
podmíneky(−π) = y(π), y′(−π) = y′(π).

Poznámka. • Existuje varianta V̌ety 19.7, která p̌ripouští, aby funkcep nabývala v ňekterém krajním
boďe intervalu〈a, b〉 nulové hodnoty. V takovém přípaďe se ovšem p̌redpokládá omezenostřešeníy v
tomto boďe. Za ťechto p̌redpokladů dostávame proa = −1, b = 1, p = 1−t2, ̺ = 1, q = 0 generující
rovnici pro Legendreovy polynomy.

• Naznǎcené úvahy lze zobecnit i pro parciální diferenciální rovnice. Můžeme tak mluvit o vlastních
funkcích Laplaceova operátoru jako o nenulovýchřešeních rovnice−∆y = λy pro x ∈ Ω ⊂ Rn, s
nulovými okrajovými podmínkami na∂Ω, atd.
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20 Funkce komplexní prom̌enné

20.1 Holomorfní funkce

Opakování, znǎcení

C - komplexní rovina
z ∈ C =⇒ z = x+ iy . . . algebraický tvarz,

x = Re z, y = Im z

z ∈ C =⇒ z = |z|(cosϕ+ i sinϕ
︸ ︷︷ ︸

eiϕ

) . . . goniometrický tvarz

z ∈ C =⇒ z = |z|eiϕ . . . exponenciání tvarz

ϕ . . .argument z (arg z) (není uřcen jednoznǎcně!)

z = x+ iy =⇒ z = x− iy, |z| =
√

x2 + y2, |z|2 = z · z

Moivreova v̌eta:(cosϕ+ i sinϕ)n
︸ ︷︷ ︸

(eiϕ)n

= cos(nϕ) + i sin(nϕ)
︸ ︷︷ ︸

einϕ

=⇒ |zn| = |(|z|eiϕ)n| = |z|n |einϕ|
︸ ︷︷ ︸

=1

= |z|n

|ez| = |ex · eiy| = |ex| = eRe z

Rozší̌rená komplexní rovina≡ sféra: C∗ := C ∪ {∞}
Zavádímejediné komplexní nekoněcno.

• zn → ∞ ⇐⇒ |zn| → +∞, zn → ∞ ⇐⇒ 1/zn → 0

• zn = xn + iyn → a+ ib ∈ C ⇐⇒ xn → a & yn → b

Pozor na zásadnírozdíl:

Komplexní funkcereálné proměnné, tj. f : R → C:

• f(x) = f1(x) + if2(x), lim
x→a

f(x) = lim
x→a

f1(x) + i lim
x→a

f2(x)

• f ′(x) = f ′1(x) + if ′2(x),
∫

f(x) dx =
∫

f1(x) dx+ i
∫

f2(x) dx

Komplexní funkcekomplexní proměnné, tj. f : C → C:

• f(z) = f1(z) + if2(z), z = x+ iy, f(z) ≈ f1(x, y) + if2(x, y)

• Jaký je vztah (nap̌ríklad) mezif ′(z) a ∂f1
∂x

, ∂f1
∂y

, ∂f2
∂x

, ∂f2
∂y

? A co integrál?dz = d(x+ iy)?

(Konec opakování.)

Definice. Necht’ prow ∈ C je funkcef : C → C definována alespoň na ňejakém okolíUδ(w) := {z ∈
C, |z − w| < δ}. Pokud existuje (vlastní) limita

lim
z→w

f(z) − f(w)

z − w
= A ∈ C , (1)

říkáme, žef má v boďew (komplexní) derivaciA. Znǎcíme df
dz

(w) nebof ′(w).

Pozn.Komplexní derivace je komplexníčíslo. Nekoněcnou derivaci nedefinujeme, vC uvažujeme pouze
koněcné derivace.
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Věta 20.1(Cauchy-Riemannovy (C-R) podmínky). • Necht’ existujef ′(z), z = x+ iy, f = f1 + if2.
Potom vz = [x, y] platí tzv. C-R podmínky:

∂f1

∂x
(x, y) =

∂f2

∂y
(x, y) ,

∂f1

∂y
(x, y) = −

∂f2

∂x
(x, y) . (2)

• Bud’tef1(x, y), f2(x, y) funkce třídyC1 v bodě[x, y], splňující v tomto bodě C-R podmínky(2). Potom
funkcef(z) := f1(x, y) + if2(x, y) má v boděz = x+ iy komplexní derivaci a platí

f ′(z) =
∂f1

∂x
(x, y) − i

∂f1

∂y
(x, y) =

∂f2

∂y
(x, y) + i

∂f2

∂x
(x, y) . (3)

Definice. • Řeknu, že funkce komplexní proměnnéf je holomorfní ( říkáme téžanalytická) v bodě
z ∈ C, pokud existuje okolíU(z) boduz takové, žef má komplexní derivaci pro všechnaw ∈ U(z).

• Bud’ Ω ⊂ C otev̌rená množina,f : Ω → C. Řeknu, že funkcef je holomorfní (analytická) v Ω,
pokud jef holomorfní v každém boďeΩ. V takovém p̌rípaďe píšemef ∈ H(Ω).

• Bud’ M ⊂ C jakákoli množina.̌Reknu, že funkcef je holomorfní (analytická) na M (f ∈ H(M)),
pokud existuje otev̌rená množinaΩ ⊃M taková, žef ∈ H(Ω).

• Je-lif ∈ H(C), říkáme, žef je celáfunkce.

Lemma 20.2(souvislost holomorfních a harmonických funkcí). • Necht’ f ∈ H(U(z)), z = x + iy,
f = f1 + if2, f1, f2 ∈ C2(U(x, y)). Potom

∆f1 = 0 , ∆f2 = 0 v U(x, y),

tj. f1 a f2 jsouharmonickév U(x, y).

• Necht’ f ∈ C2(U(x, y)), ∆f = 0 v U(x, y). Potom existují funkceg, h ∈ C2(U(x, y)) takové, že
∆g = 0 = ∆h v U(x, y), přičemž funkcef + ig, h+ if ∈ H(U(z)), z = x+ iy.

20.2 Křivkový integrál a primitivní funkce

Definice. Cestounebo téžpo částech hladkou ǩrivkou v C rozumíme spojité zobrazeníϕ : 〈a, b〉 → C,
pro které existuje ďelenía = x0 < x1 < · · · < xn = b, p̌ričemž pro každéj = 1, . . . , n je funkceϕ třídy
C1 na〈xj−1, xj〉.

Poznámka.Podobňe jako v definici ǩrivky v Rn definujeme pojmygeometrický obraz křivky 〈ϕ〉, počáte-
ční bod křivky ϕ(a), koncový bod křivky ϕ(b), uzavřená křivka (ϕ(a) = ϕ(b)), opačná křivka ⊖ϕ,
soǔcet křivek ϕ⊕ ψ.

Příklad 1. Kladně orientovanou kružnicí o středuw a poloměrur nazýváme křivkuϕ(t) = w + reit,
t ∈ 〈0, 2π〉. Orientovanou úsečkou〈w, z〉, w, z ∈ C, nazýváme křivkuϕ(t) = w + t(z − w), t ∈ 〈0, 1〉.

Definice. Řetězcemv C nazýváme výraz tvaruϕ1 ⊕ · · ·⊕ϕn, kdeϕj , j = 1, . . . , n, jsou cesty vC. Jsou-li
všechny cestyϕj , j = 1, . . . , n uzav̌rené, nazýváměreťezecϕ1 ⊕ · · · ⊕ ϕn cyklem v C.

Definice (křivkový integrál vC). Je-liϕ cesta vC a f : 〈ϕ〉 → C spojitá funkce, definujeme(křivkový)
integrál funkce f podélϕ předpisem

∫

ϕ

f =

∫

ϕ

f(z) dz :=

∫ b

a

f
(

ϕ(t)
)

ϕ′(t) dt, (4)

pokud integrál vpravo existuje (např. jako Lebesgueův). Prǒreťezec resp. cykl definujeme křivkový integrál
jako soǔcet integrálů p̌res jednotlivé cesty, které̌reťezec resp. cykl tvǒrí, má-li tento soǔcet smysl.
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Poznámka. • Je-liϕ cesta vC, jeL(ϕ) :=
∫ b

a
|ϕ′(t)| dt číselňe rovna její délce.

• Hodnota ǩrivkového integrálu vC je komplexní̌císlo. Je-liϕ cesta vC, af : 〈ϕ〉 → C spojitá funkce,
platí

∣

∣

∣

∫

ϕ

f
∣

∣

∣
≤ L(ϕ) · max

z∈〈ϕ〉
|f(z)| .

• Jsou-li níže uvedené integrály definovány, platí:
∫

⊖ϕ

f = −

∫

ϕ

f ,

∫

ϕ⊕ψ

f =

∫

ϕ

f +

∫

ψ

f .

Definice. Je-liG ⊂ C otev̌rená množina af : G → C je funkce. FunkciF : G → C nazvuprimitivní
funkcí k f naG, pokud platíF ′(z) = f(z) pro všechnaz ∈ G. (ZdeF ′ znǎcí komplexní derivaciF ).

Lemma 20.3. Je-liG ⊂ C otevřená množina,f : G→ C spojitá funkce aF je primitivní funkce kf naG,
pak pro každou cestuϕ : 〈a, b〉 → G platí

∫

ϕ

f = F
(

ϕ(b)
)

− F
(

ϕ(a)
)

.

Speciálně, je-liϕ uzavřená cesta (resp. cykl), je
∫

ϕ
f = 0.

Věta 20.4(primitivní funkce a ǩrivkový integrál). Necht’ Ω ⊂ C je oblast vC a f : Ω → C je spojitá
funkce. Pak následující podmínky jsou ekvivalentní:

• Existuje primitivní funkce kf v celéoblastiΩ.

• Křivkový integrál zf v Ω nezávisí na cestě, tj. kdykoli jsouϕ : 〈a, b〉 → Ω aψ : 〈c, d〉 → Ω dvě cesty
takové, žeϕ(a) = ψ(c), ϕ(b) = ψ(d), pak

∫

ϕ
f =

∫

ψ
f .

• Pro každou uzavřenou cestuϕ v Ω je
∫

ϕ
f = 0.

20.3 Cauchyova v̌eta a Cauchyův vzorec

Definice. Řekneme, že množinaM ⊂ C je hvězdovitá, pokud existuje takový bodz ∈ M , že pro každé
w ∈M je úsěcka〈z, w〉 obsažena celá vM .

Věta 20.5(Cauchyova v̌eta (pro hv̌ezdovitou množinu)). Necht’Ω ⊂ C je otevřená hvězdovitá množina a
ϕ uzavřená cesta vΩ. Je-li f ∈ H(Ω), pak

∫

ϕ
f = 0, a tedyf má primitivní funkci vΩ.

Věta 20.6(Cauchyův vzorec). Bud’Kr(z0) := {z ∈ C, |z − z0| < r} kruh v komplexní rovině a označme
γz0,r(t) := z0+re

it, t ∈ 〈0, 2π〉 jeho kladně orientovaný obvod. Necht’f ∈ H(Kr(z0)) (tj. je holomorfní na
otevřeném okolí tohoto kruhu). Potomf má vKr(z0) derivace všech řádů, a pro každén ∈ N a z ∈ Kr(z0)
platí

f (n)(z) =
n!

2πi

∫

γz0,r

f(w)

(w − z)n+1
dw . (5)

20.4 Taylorovy a Laurentovy řady

Věta 20.7(Weierstrass). Bud’ Ω ⊂ C oblast,fn ∈ H(Ω). Necht’
∑

∞

n=1 fn
loc

⇉ f naΩ. Potom

• f ∈ H(Ω);
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• řadu
∑

∞

n=1 fn je možno uvnitřΩ libovolněkrátderivovat člen po členu, přičemž

∞
∑

n=1

f (k)
n

loc

⇉ f (k) naΩ, k ∈ N.

Poznámka. • P̌ri derivovánířady reálných funkcí bylo potřeba navíc p̌redpokládat stejnom̌ernou kon-
vergenci derivované̌rady. Uřad, jejichžčleny majíkomplexní derivaci toto p̌redpokládat nemusíme.

• Jinými slovy lze tedy̌ríci, žeřady, které konvergují na reálném intervaluJ ⊂ R lokálně stejnom̌erňe a
přesto "zlobí" v reálném oboru ( = nelze je automaticky derivovat) jsou zúžením (naR) komplexních
řad, které bud’ nemají komplexní derivaci na žádném "komplexním okolí"intervalu J (na žádné
oblastiΩ ⊂ C, obsahujícíJ) nebo nekonvergují stejnom̌erňe na žádné takové oblastiΩ.

Věta 20.8(mocninnářada vC). Bud’te z, z0 ∈ C, an ∈ C, n = 0, 1, . . . . Potom existujeR ∈ 〈0,+∞〉
takové, že komplexní mocninná řada

∑

∞

n=0 an(z − z0)
n

• konverguje lokálně stejnoměrněk holomorfní funkci f uvnitř kruhuKR(z0) = {z ∈ C, |z − z0| <
R};

• diverguje vně kruhuKR(z0).

Přitom řadu
∑

∞

n=0 an(z − z0)
n lze uvnitřKR(z0) libovolněkrát derivovat člen po členu a platí

f (k)(z) =
∞

∑

n=k

ann(n−1) · · · (n−k+1)(z − z0)
n−k vKR(z0).

Věta 20.9(Taylorovařada vC). Bud’ f ∈ H(KR(z0)) proR > 0. Potom existujían ∈ C, že

f(z) =

∞
∑

n=0

an(z − z0)
n, z ∈ KR(z0), (6)

přičemž řada v(6) konverguje lokálně stejnoměrně vKR(z0). Navíc je

an =
f (n)(z0)

n!
, n = 0, 1, . . . (7)

a tedy řada(6) je Taylorovou řadou funkcef na kruhuKR(z0).

Definice. • Proz0 ∈ C, an ∈ C, n = −1,−2, . . . , definujme

−1
∑

n=−∞

an(z − z0)
n := lim

N→∞

−1
∑

n=−N

an(z − z0)
n

pro všechnaz ∈ C, pro které existuje limita vpravo.

• Proz0 ∈ C, an ∈ C, n ∈ Z, definujmezobecňenou mocninnouřadu

∞
∑

n=−∞

an(z − z0)
n :=

−1
∑

n=−∞

an(z − z0)
n +

∞
∑

n=0

an(z − z0)
n

pro všechnaz ∈ C, pro které má soǔcet vpravo smysl.

Definice. Bud’te z0 ∈ C, an ∈ C, n ∈ Z, a bud’
∑

∞

n=−∞
an(z − z0)

n zobecňená mocninná̌rada.Řadu
∑

−1
n=−∞

an(z−z0)
n nazývámehlavní část, ařadu

∑

∞

n=0 an(z−z0)
n nazývámeregulární částzobecňené

mocninné̌rady
∑

∞

n=−∞
an(z − z0)

n.
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Věta 20.10(zobecňená mocninná̌rada vC). Bud’te z, z0 ∈ C, an ∈ C, n ∈ Z. Potom existujír,R ∈
〈0,+∞〉, taková, že zobecněná mocninná řada

∑

∞

n=−∞
an(z − z0)

n

• konverguje lokálně stejnoměrněk holomorfní funkci f uvnitř mezikružíKr,R(z0) = {z ∈ C, r <

|z − z0| < R};

• diverguje vně mezikružíKr,R(z0).

Přitom řadu
∑

∞

n=−∞
an(z − z0)

n lze uvnitř mezikružíKr,R(z0) libovolněkrát derivovat člen po členu a
platí

f (k)(z) =
∞

∑

n=−∞

ann(n−1) · · · (n−k+1)(z − z0)
n−k vKr,R(z0).

Věta 20.11(Laurentovǎrada vC). Bud’ f ∈ H(Kr,R(z0)) proR > r > 0. Potom existujían ∈ C, že

f(z) =
∞

∑

n=−∞

an(z − z0)
n, z ∈ Kr,R(z0), (8)

přičemž řada vpravo konverguje lokálně stejnoměrně v mezikružíKr,R(z0). Navíc je

an =
1

2πi

∫

γz0,̺

f(w)

(w − z0)n+1
dw ∀n ∈ Z, (9)

kdeγz0,̺(t) = z0+̺e
it, t ∈ 〈0, 2π〉 je obvod kruhu o poloměru̺∈ (r,R). Řadu(8) nazývámeLaurentovou

řadou funkcef na mezikružíKr,R(z0).

Poznámka.Porovnáním Cauchyova vzorce (5) proz0 aγz0,̺, tj.

f (n)(z0) =
n!

2πi

∫

γz0,̺

f(w)

(w − z0)n+1
dw , n ∈ N ∪ {0},

a vzorce pro Laurentovy koeficienty (9). tj.

an =
1

2πi

∫

γz0,̺

f(w)

(w − z0)n+1
dw , n ∈ Z,

dostaneme

an =
f (n)(z)

n!
, n ∈ N ∪ {0}.

Poznámka.Speciálním p̌rípadem mezikruží je prstencové okolí bodu:Pr(a) = K0,r(a) = {z ∈ C; 0 <
|z − a| < r}. Je-li tedyf ∈ H(P(a)), lze ji podle p̌redchozí v̌ety rozvinout do Laurentovy̌rady naP(a).
Této situaci tzv. izolované singularity se budeme věnovat v následujícím paragrafu podrobněji.

20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduová v̌eta

Definice. Boda ∈ C nazvuizolovanou singularitou funkcef , pokudf ∈ H(P(a)).

Definice. Izolovanou singularitua ∈ C funkcef nazvu

• odstranitelnou singularitou, pokud existujelimz→a f(z) ∈ C;

• pólem, pokud existujelimz→a f(z) = ∞;

• podstatnou singularitou, pokud neexistujelimz→a f(z).

http://www.karlin.mff.cuni.cz/̃rokyta/vyuka/



M. Rokyta, MFF UK: Aplikovaná matematika III – kap. 20: Funkce komplexní prom̌enné 48M. Rokyta, MFF UK: Aplikovaná matematika III – kap. 20: Funkce komplexní prom̌enné 48

Věta 20.12(o odstranitelné singularitě). Bud’ a ∈ C izolovanou singularitou funkcef . Potom následující
je ekvivalentní:

1. a ∈ C je odstranitelnou singularitoufunkcef ;

2. f je omezená na nějakém prstencovém okolí bodua ∈ C;

3. f lze spojitě dodefinovat v boděa ∈ C (limitou), a poté jef holomorní va;

4. Laurentova řada funkcef vP(a) má prázdnou hlavní část, je to tedy Taylorova řada, tj. proz ∈ U(a)
lze psát

f(z) = a0 + a1(z − a) + a2(z − a)2 + · · · .

Věta 20.13(o pólech). Bud’ a ∈ C izolovanou singularitou funkcef . Potom následující je ekvivalentní:

1. a ∈ C je pólemfunkcef ;

2. existujen ∈ N takové, želimz→a f(z)(z − a)n ∈ C, a přitomlimz→a f(z)(z − a)n−1 = ∞;

3. je-li Laurentova řada funkcef v P(a) s koeficientyak, pak existujen ∈ N takové, žea−n 6= 0 a
přitom a−k = 0 pro všechnak > n. Hlavní čast této Laurentovy řady má tedy jen konečný počet
nenulových členů, tj. proz ∈ P(a) lze psát

f(z) =
a−n

(z − a)n
+ · · · +

a−1

z − a
+ a0 + a1(z − a) + · · · .

Poznámka. • Hodnotačíslan ∈ N z druhého o ťretího bodu p̌redchozí v̌ety je tatáž — tj. je-lin ∈ N,
pro který je (jako v bodu 2)limz→a f(z)(z − a)n ∈ C, a p̌ritom limz→a f(z)(z − a)n−1 = ∞, pak
a−n je i (jako v bodu 3) "poslední nenulový koeficient v hlavníčásti Laurentovy̌radyf v P(a)", a
naopak.

• V této situacǐríkáme, žef má va pól násobnostin.

• P̌redchozí v̌eta tedy mimo jiné̌ríká, žekaždý pól má nějakou násobnost.

Věta 20.14(o podstatné singularitě). Bud’ a ∈ C izolovanou singularitou funkcef . Potom následující je
ekvivalentní:

1. a ∈ C je podstatnou singularitoufunkcef ;

2. pro všechnaw ∈ C ∪ {∞} existuje posloupnostzn → a taková, želimn→∞ f(zn) = w;

3. je-li Laurentova řada funkcef vP(a) s koeficientyak, pak její hlavní část obsahuje nekonečně mnoho
nenulových členů, tj. proz ∈ P(a) lze psát

f(z) = · · · +
a−n

(z − a)n
+ · · · +

a−1

z − a
+ a0 + a1(z − a) + · · · .

Poznámka.Implikace "(1) =⇒ (2)" z p̌redchozí v̌ety se nazývávěta Casorati-Weierstrassova.

Definice(reziduum). Bud’ a ∈ C izolovaná singularita funkcef , a bud’

f(z) =
∞

∑

n=−∞

an(z − a)n (10)

rozvoj f do Laurentovy̌rady naP(a). Koeficienta−1 této řady nazvemereziduem funkce f v bodě a,
píšeme

Res a f(z) . (11)
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Věta 20.15(pravidla pro výpǒcet reziduí). 1. Je-lia odstranitelnou singularitouf , je Res a f(z) = 0.

2. Má-li f v a pól násobnosti 1, ag je holomorfní va, je Res a(f(z)g(z)) = g(a) Res a f(z).

3. Jsou-lif i g holomorfní va, g(a) = 0, g′(a) 6= 0, pak

Res a
f(z)

g(z)
=
f(a)

g′(a)
.

4. Má-li f v a pól násobnostik ∈ N, je

Res a f(z) =
1

(k−1)!
lim
z→a

(

f(z)(z − a)k
)(k−1)

.

Věta 20.16(reziduová v̌eta). Bud’ ϕ jednoduchá uzavřená křivka vC, která je orientována kladně vůči
svému vnitřkuIntϕ. Bud’ f ∈ H(Ω \ {z1, . . . , zn}), kdeΩ ⊂ C je oblast obsahujícíIntϕ ∪ 〈ϕ〉. Necht’
přitom{z1, . . . , zn} ∩ 〈ϕ〉 = ∅. Potom

∫

ϕ

f(z) dz = 2πi
∑

z
k
∈Intϕ

Res z
k
f(z) . (12)

Pozn.Křivka je orientovaná kladňe vů̌ci Intϕ, pokud p̌ri "pohybu po ǩrivce" leží oblastIntϕ "po levé
ruce". V p̌rípaďe opǎcně orientované ǩrivky je před sumou na pravé straně (12) znaménko minus.

Reziduová v̌eta je jedním z velmi silných prostředků pro výpǒcet mnoha typů reálných určitých inte-
grálů. Viz bonusový materiál "Použití reziduové věty k výpǒctům".

Pro výpǒcty pomocí reziduové v̌ety se hodí následující dvě lemmata.

Lemma 20.17 (lemma o velkých obloucích, Jordanovo lemma). Necht’ 0 ≤ α < β ≤ π, a necht’
f ∈ C(AR), kdeAR := {z ∈ C; argz ∈ 〈α, β〉, |z| ≥ R} pro nějakéR > 0. Necht’ dále platí
limAR∋z→∞ f(z) = 0. Je-liϕr(t) := reit, t ∈ 〈α, β〉, oblouk kružnice o poloměrur > 0, pak

lim
r→∞

∫

ϕr

f(z) eiz dz = 0 . (13)

Lemma 20.18(lemma o malých obloucích). Necht’a ∈ C a necht’f je holomorfní na nějakém prstencovém
okolí bodua, přičemž v boděa má f nejvýše pól násobnosti 1. Necht’ dále0 ≤ α < β ≤ 2π, a necht’
ϕr(t) := a+ reit, t ∈ 〈α, β〉, je oblouk kružnice o poloměrur > 0. Pak

lim
r→0+

∫

ϕr

f(z) dz = i(β−α) Res a f . (14)

20.6 Věta o jednoznǎcnosti

Věta 20.19(o jednoznǎcnosti). Bud’ f, g ∈ H(Ω), kdeΩ ⊂ C je oblast. Bud’A := {z ∈ Ω; f(z) = g(z)}.
PokudA má hromadný bod vΩ, je f(z) = g(z) pro všechnaz ∈ Ω.

Důsledek 20.20.Bud’ f, g ∈ H(C\ {z1, . . . , zn}). Bud’f = g na neprázdném intervalu(a, b) ⊂ R. Potom
f(z) = g(z) pro všechnaz ∈ C \ {z1, . . . , zn}.
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Příklad 2 (goniometrické funkce vC). • Pro všechnay ∈ R je cos y = 1
2(eiy + e−iy). Z věty o jed-

noznačnosti plyne (zdůvodněte)cos(iy) = 1
2(e−y + ey) = cosh y pro všechnay ∈ R. Podobně

sin(iy) = i sinh y pro všechnay ∈ R.

• Pro všechnax, y ∈ R je sin(x + y) = sinx cos y + cosx sin y. Z věty o jednoznačnosti plyne
(zdůvodněte)sin(x + w) = sinx cosw + cosx sinw pro všechnax ∈ R, w ∈ C. Pro w = iy,
y ∈ R, dostanemesin z = sin(x+ iy) = sinx cos(iy) + cosx sin(iy). S využitím předchozího bodu
dostaneme sin(x+ iy) = sinx cosh y + i cosx sinh y,

a podobně cos(x+ iy) = cosx cosh y − i sinx sinh y.

Příklad 3 (komplexní logaritmus). Pro z = |z|ei arg z mámeln z = ln(|z|ei arg z) = ln |z|+ i arg z. Protože
argument (arg z) není jednoznačná funkce, je i komplexní logaritmus víceznačná funkce:

ln z = ln |z| + i(ϕ+ 2kπ) , (ϕ+ 2kπ = arg z).

Příklad 4 (obecná mocnina). •
√
−1 = exp(1

2 ln(−1)) = exp(1
2(ln 1+iπ+2kπi) = exp(iπ2 +kπi) =

i(−1)k, k ∈ Z.

• ii = exp(i ln(i)) = exp(i(ln 1 + iπ2 + 2kπi) = exp(−π
2 − 2kπ), k ∈ Z.

• i

√
i = exp(1

i
ln(i)) = exp(1

i
(ln 1 + iπ2 + 2kπi) = exp(π2 + 2kπ), k ∈ Z.
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Ortogonální systémy polynomů

Polynomy Prostor Definice polynomu Norma

Generující diferenciální rovnice

Rekurentní vztah

Legendreovy L2(−1, 1) Pn(x) = 1
2nn!

dn

dxn
((x2 − 1)n) ‖Pn‖

2
ρ =

2
2n+1

((1− x2)y′)′ = −λy , λ = n(n+ 1) , n = 0, 1, 2, . . .

(n+ 1)Pn+1 = (2n+ 1)xPn − nPn−1

P0 = 1, P1 = x

Laguerrovy1 L2
xse−x

(0,∞) Ls
n(x) =

1
n!e

xx−s dn

dxn
(xn+se−x) ‖Ls

n‖
2
ρ =

Γ(s+n+1)
n!

(xs+1e−xy′)′ = −λxse−xy , λ = 0, 1, 2, . . .

(n+ 1)Ls
n+1 + (x − s − 2n − 1)Ls

n + (s+ n)Ls
n−1 = 0

Ls
0 = 1, L

s
1 = 1 + s − x

Čebyševovy L2 1
√

1−x
2

(−1, 1) Tn(x) = cos(n arccosx) ‖Tn‖
2
ρ =

π
2 (n > 0)

(√
1− x2 y′

)

′

= − λy
√

1−x2
, λ = n2 , n = 0, 1, 2, . . .

Tn+1 + Tn−1 = 2xTn

T0 = 1, T1 = x

Hermiteovy2 L2
e−x

2 (−∞,∞) Hn(x) = (−1)nex2 dn

dxn
(e−x2) ‖Hn‖

2
ρ = 2

nn!
√

π

(e−x2y′)′ = −λe−x2y , λ = 2n , n = 0, 1, 2, . . .

Hn+1 − 2xHn + 2nHn−1 = 0

H0 = 1, H1 = 2x

Poznámky:

1. Laguerrovy polynomy se definují pro s > −1. Pokud není specifikováno žádné s, myslí
se s = 0.

2. Pro Hermiteovy polynomy platí ještě následující zajímavý vztah:

H ′

n(x) = 2nHn−1(x) .

3. Proderivováním a úpravou rovnice pro Hermiteovy polynomy lze dostat její jednodušší
tvar

y′′ − 2xy′ + λy = 0 .

Podobně lze naložit s rovnicí pro Čebyšeovovy polynomy a obdržet

(1− x2)y′′ − xy′ + λy = 0 .



Použití reziduové věty k výpočtům

1. Integrály z racionální funkce sinu a cosinu přes interval délky 2π

P (z, w), Q(z, w) jsou polynomy ve dvou proměnných takové, že Q(sinx, cosx) nemá žádné kořeny pro
x ∈ 〈0, 2π〉. Potom

∫ 2π

0

P (sinx, cosx)

Q(sinx, cosx)
dx = 2π

∑

zk∈K1(0)

Res zk

(

1

z
·
P
(

1
2i (z − 1

z
), 12 (z +

1
z
)
)

Q
(

1
2i (z − 1

z
), 12 (z +

1
z
)
)

)

, (1)

kde K1(0) je otevřený jednotkový kruh. (Česky: dosaďte do P a Q za sinx resp. cosx výrazy 1
2i (z − 1

z
)

resp. 12 (z +
1
z
), vydělte ještě jedním z, upravte a sečtěte rezidua ve všech singularitách, které leží uvnitř

jednotkového kruhu v komplexní rovině. Tento součet se vynásobí 2π a je zintegrováno.)

Pomocí (1) spočtěte následující příklady (goniometrické funkce s násobnými úhly lze například vyjádřit
pomocí jednoduchých úhlů, například cos 3x = 4 cos3 x − 3 cosx):

∫ 2π

0

cosx

5 + 4 cosx
dx = −

π

3

∫ 2π

0

cos 3x

5 + 4 cosx
dx = −

π

12
∫ 2π

0

(1 + 2 cosx)2

3 + 2 cosx
dx =

2π

5
(4
√
5− 5)

∫ 2π

0

1

13 + 12 sinx
dx =

2π

5
∫ 2π

0

1

(5− 3 sinx)2
dx =

5π

32

∫ π

−π

sin2x

2 + cosx
dx = 2π (2−

√
3)

(Díky 2π-periodicitě sinů a kosinů je jedno přes jaký interval délky 2π se integruje, tedy
∫ π

−π
=
∫ 2π

0
atd.)

2. Integrály z funkcí od −∞ do +∞

Buď f ∈ H(C \ A), A = {z1, . . . , zn}. Nechť f nemá žádné singularity na reálné ose, a nechť dále platí

lim
R→+∞

R ·max
γ+

R

|f(z)| = 0 , (2)

kde γ+R := Reit, t ∈ 〈0, π〉 (horní půlkružnice o poloměru R). Položme A+ := {zk ∈ A, Im(zk) > 0}.
Potom

∫ +∞

−∞

f(x) dx = 2πi
∑

zk∈A+

Reszk
f(z) . (3)

Speciálně pro f racionální, tj. f(z) = P (z)/Q(z), kde P (z) a Q(z) jsou polynomy, jsou předpoklady věty
splněny, pokud Q nemá žádné kořeny na reálné ose, a stupeň (Q) > stupeň (P ) + 1.

Vyzbrojeni touto znalostí spočtěte:

∫

∞

−∞

x2

(x2 + 2x+ 2)2
dx = π

∫

∞

−∞

1

(1 + x2)3
dx =

3π

8
∫

∞

−∞

1

(x2 − 4x+ 5)2
dx =

π

2

∫

∞

−∞

x

(1 + x2) (x2 + 2x+ 2)
dx = −

π

5
∫

∞

−∞

1

1 + x6
dx =

2π

3

∫

∞

−∞

1

x2 + x+ 1
dx =

2π
√
3

3
∫

∞

−∞

1

(1 + x2)2 (x2 + 4)
dx =

π

9

∫

∞

−∞

x2 + x+ 3

x4 + x2 + 1
dx =

4π
√
3

3
∫

∞

−∞

1

(1 + x2)2
dx =

π

2

∫

∞

−∞

x2 + x+ 3

(x4 + x2 + 1)2
dx =

13π
√
3

18

1



3. Integrály z f(x) eiax od −∞ do +∞

Buď f ∈ H(C \ A), A = {z1, . . . , zn}. Nechť f nemá žádné singularity na reálné ose, a nechť dále platí

lim
R→+∞

max
γ+

R

|f(z)| = 0 , (4)

kde γ+R := Reit, t ∈ 〈0, π〉 (horní půlkružnice o poloměru R). Položme A+ := {zk ∈ A, Im(zk) > 0}.
Potom pro a > 0 platí

∫ +∞

−∞

f(x) eiax dx = 2πi
∑

zk∈A+

Reszk

(

f(z)eiaz
)

. (5)

Speciálně pro f racionální, tj. f(z) = P (z)/Q(z), kde P (z) a Q(z) jsou polynomy, jsou předpoklady věty
splněny, pokud Q nemá žádné kořeny na reálné ose, a stupeň (Q) > stupeň (P ).

Všimněte si rozdílu mezi (4) a (2): ono R chybějící ve (4) způsobí, že v případě racionální f stačí, když je
stupeň jmenovatele pouze větší než stupeň čitatele.

Pomocí (5) nyní spočtěte (pro integrály se sinem a kosinem použijte sin ax = Im(eiax), cos ax = Re(eiax)):

∫

∞

−∞

cos 2πx

1 + 3x2
dx =

√
3

3
π e−

2
√

3

3
π

∫

∞

−∞

sinx

1 + 2x+ 5x2
dx = −

π

2
e−

2
5 sin

1

5
∫

∞

−∞

cosπx

x4 + 4
dx = −

π

4
e−π

∫

∞

−∞

x sinx

x2 + 2x+ 10
dx =

π (3 cos 1 + sin 1)

3 e3

∫

∞

−∞

e2πi ξ x

1 + x2
dx = π e−2π ξ , ξ > 0

Poznámka: později uvidíme, že integrál vlevo je
zpětná Fourierova transformace funkce 1

x2+1 , a že
tedy reziduová věta se u F.T. velmi hodí.

∫

∞

0

x sin ax

x2 + b2
dx =

π

2
e−ab , a > 0, b > 0 Návod: sudost funkce implikuje

∫ +∞

0

=
1

2

∫ +∞

−∞

4. Další integrály

Reziduová věta umožňuje spočíst mnoho dalších integrálů, nejen integrály výše uvedených (jednoduchých)
typů. Jako příklad ukážeme výpočet

∫ +∞

−∞

exs

1 + ex
dx =

π

sinπs
, s ∈ (0, 1). (6)

Postupujte podle tohoto návodu:

• Integrujte funkci f(z) = ezs

1+ez přes obvod obdélníku, jehož základnou je interval 〈−R,R〉, a jehož
výška je 2πi (horní dva vrcholy mají tedy souřadnice ±R+ 2πi).

• Uvnitř obdélníka je jediná izolovaná singularita funkce f : v bodě πi, ve kterém platí

Resπif(z) = −eπis.

• Ukažte (odhadem integrálů v absolutní hodnotě), že integrály přes obě boční stěny obdélníka jdou
k nule, když R → +∞ (zde bude hrát roli také hodnota parametru s).

• Po limitním přechodu R → +∞ tedy zůstanou jen oba integrály přes nekonečně natažené horní a
dolní strany obdélníka, a výsledek křivkové integrace, známý z reziduové věty. Konkrétně vyjde:

∫ +∞

−∞

exs

1 + ex
dx −

∫ +∞

−∞

exs e2πis

1 + ex
dx = 2πi (−eπis).

Z posledně uvedeného vztahu plyne (6). Zkuste provést celý výpočet pečlivě, se všemi podrobnostmi!

M.Rokyta
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