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15 Maticovy a vektorovy pccet |l
15.1 Uvod

Opakovani z 1. raniku (z kapitoly 8)

OznaCeni. MnoZinu vSech realnych resp. komplexnich matic rémmn x n budeme zn&t M™*™(R)
resp.M™*™(C). Nékdy budeme téz pouzivat ZreniM™*"(K), kdeK bude znait bud’' R neboC.

Poznamka.Pro nasobeni matic (pokud je definovano, tj. souhlasi &sgmmatic) plati:

A-B-C)=(A-B)-C,
A-B#B-A (obecr®).

Pokud jeA - B = B - A, fikame, Ze maticé, B komutuji .
PoznamkaPro €itani a nasobeni matic a nasobeni matic skaldrenX plati:

A-B+C)=A-B+A-C,
(B+C)-A=B-A+C-A,
AMA+B)=)A+)\B,
AMA-B)=(\A)-B,
pokud jsou vSechny aritmetické operace definovany (ij. zejména soutgasiry matic).
Poznamka. e Pfipomadite si rekteré zakladni terminy: jednotkova maticeliagonalni matice, inverzni
matice A1), regularni matice, singularni matice, transponovana matde.(

e ...inékteré dalSi zakladni terminy:

— symetricka matice: A = AT
— ortogonalni matice: A-AT=AT.A=1
— hermitovsky sdruzena matice: A := A"
— hermitovska matice: A = Af
— unitarni matice:  A-A7 =AH. A =1
Cviceni. Ukazte, Ze plati nasledujici identity (vZdy, kdyZ je nasobeni matic defirmosfespa na jedné
straré uvazovanych rovnosti):
(A-B)T =BT . AT,
(A-BY =BH . A,

a pro regularni matica , B:
(A-B)y'=B!. AL
Tvrzeni 15.1. Bud' A € M™*"(K) Ctvercova matice. Potom

A jeregularni < sloupceA jsou LN <—
<= TFadkyA jsou LN <—
<= h(A)=n < dimNp =0 =
< det A #0.

ZdeNp = {Z € K"; AZ = 0}, ah(A) oznaCuje hodnost matick.

http://www.karlin.mff.cuni.cz/rokyta/vyuka/
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Pozn.Obecré proA € M"™*"(K) plati
dim Nao + h(A) =n.

Zacatek 2. ro€niku

Definice (Norma matice) Bud’ A € M™*"(K) Ctvercova matice. Pro jakoukoli normu vektofue K"
definujeme odpovidajici normu matidetakto:

A7
A= swp 1AZIL 1)
I
F40

Pozn. Zvolime-li nagiklad eukleidovskou norm{iz||? = > |z;|%, potom

n
IA]? < D Jail* < 4o0.
ij=1

Pozn. Pfimo z definice normy matice plyne, ze

|AZ] < ||A|]|Z] pro kazdé 7 e K".
Proto je
[ABZ|| < [[A|[|BZ] < [|A[[IB][ |l  prokazdé < K",
atedy
ABJ| < [[A][B]].
Special@

IA%] < ||A[I* odkud plyne ||A"|| < |A[" ¥n € N.

Véta 15.2(O maticovychradach) Necht mocninna fadd 72, ax2* ma polomér konvergenck > 0.
Bud' daleA € M"*"(K) matice, pro jejiz normu platjA| < R. Potom

f(A) = arAF
k=0
konvergujef(A) € M™*™(K). Navic plati

IF(AY <D lanl AL,
k=0

kde Ciseln& fada napravo konverguije.

Priklad 1. e Exponenciala maticge definovana fadou

e = exp(A) = R (2)
k=0

ktera konvergujg@ro kazdou maticiA € M™*"(K).

e Pokud maticeA, B € M™*"(K) komutuji, plati

oA B _ A+B

e
e Specialné tedy vzdy platf* - e=A = e~ A+tA = I, neboli: kazda matice tvarg® je regularni (at
byla A jakéakoli Etvercova matice), e je matice k ni inverzni.

Priklad 2. UkaZte: je-li A diagonélni matice, kterd mé na diagonale prvky, ..., \,, je exp(A) také
diagonalni matice, majici na diagonale prvky, . .., e*.

http://www.karlin.mff.cuni.cz/rokyta/vyuka/
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15.2 VlastniCisla a vlastni vektory

Definice. Rekneme, ?&islo\ € C je vlastnim &islemmatice A e M (K), pokud existujenenulovy
vektor ¥ € C™ takovy, ze
AT = )\T.

Vektor Z € C™ pak nazyvamelastnim vektorem matice A, odpovidajicim vlastnimgislu\ € C.

Véta 15.3.Cislo A € C je vlastnim &islemmatice A ¢ MM (KK) pravé tehdy, kdyfe kofenem tzv.
charakteristického polynomunaticeA,

PA()N) :=det(A — AI), (3)
tj. feSi rovnicidet(A — A\I) = 0.

(K dukazu: z tvrzeni 15.1 plyne, Z&t(A — AI) # 0 <= rovnice(A — M\I)Z = 0 ma pouze nulové
feSeni.)
Poznamka. e Kazda matice ma alespgedno vlastniislo (dlisledek zakladnity algebry).

e R{zné matice mohou mit stejna vlastisla.

e Pro pevné vlastntislo A € C plati: Kazdy nasobek jeho vlastniho vektoru jeébpeho viastnim
vektorem. Sotet dvou jeho vlastnich vektorl je &geho vlastnim vektorem.

e ... = pro pevné viastniislo\ € C je
Ny, ={ZeC"; A¥= X7} (=Na_x)
linearni podprosto€™. Nazyvame jeylastnim podprostoremmatice A, pfislusnymcislu \.
Véta 15.4.Bud’ A € C vlastni Cislo maticeé\. Potom
1 <dim Ny < m(\),
kdem(\) je nasobnost (multiplicita) Cisla jakoZto kofene charakteristického polynomu.

Definice. Rekneme, Z&tvercové matice stejného stupA, B € M (K) jsou sipodobné (piSeme
A =~ B), pokud existuje regularni matid® € M"™*"(K) takova, ze

B=P 'AP.
Pozndmka. e A~ A
e AxB — B=xA
e ABB~C — A~xC

Tvrzeni 15.5. Bud' A € M"™*"(K) podobné diagonalni matici, tj. necht existuji diagonalni mafide=
M (K) a regularni maticeP® € M"™*"(K) takové, Ze

D =P 'AP.
Potom:

e Diagonéla maticeD je tvofena vlastnimi €isly maticA, a tedy maticeA a D maji stejna vlastni
Cisla i stejny charakteristicky polynom.

http://www.karlin.mff.cuni.cz/rokyta/vyuka/
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e Sloupce maticé jsou tvoreny vlastnimi vektory matick, uspofadanymi ve stejném poradi jako
odpovidajici vlastni Cisla ha diagonale matide

Poznamka.Pozor, prvni z vySe uvedenych tvrzeni neplati obrécematice, majici stejné charakteristické
polynomy je$& nemusi byt podobné. Néklad

(1) = (V)

Tvrzeni 15.6. Vlastni vektory maticé, které odpovidajfliznymvlastnim &isltim, jsou linearné nezavislé.

(UkaZte to).

Véta 15.7.Necht A € M™*"(K) je matice stupn@. Potom nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:
1. A je podobna néjaké diagonalni matici.
2. VC" existuje baze sloZena pouze z vlastnich vektorll matice
3. Pro kazdé vlastni Cisld maticeA je dim Ny = m(\).
Definice. Rekneme, 7 € M7 (K) je diagonalizovatelng pokud je podobnad&jaké diagonalni matici.

Definice. Matici J € M™*"(C) nazvuJordanovym blokem stupré (fadu) », pokud je tvaru

A1 0 ... 0
0O x 1 ... 0
0 0 X 1
0 0 A

pro réjaké) € C.

Definice. Matici J € M™*"(C) nazvuJordanovou matici stupré (fadu) n, pokud je tvaru

Jg 0 0 .. 0
0 J2 O .. 0
0 ... 0 Juq1 O
0 ... ... 0 Jg
kde J, ..., J; jsou Jordanovy blokyCisla na diagonalach blokd; pfitom nemusi byt rizna pro rtizné

bloky.

Véta 15.8. Matice A € M"™*"(K) je podobn& Jordanovu blokili € M™*"(C) prave tehdy, kdyZ jsou
splnény obé nasledujici podminky:

1. Matice A ma jednon-nasobné vlastni Cisld € C; toto A pak lezi na diagonéle bloki.

2. Existuji vektoryf!, ..., q™, splhujici
(“A_)\I)q_’1 = 07 (717&07 (4)
(A = AD)GgF = g+ !, k=2,...,n. (5)

Definice. Vektory sphujici (4)—(5) nazyvamietézcem fetizkem) délky n, ktery odpovida vlastnimgislu
A € C maticeA. Vektor 7 nazyvamepfidruzenym vektorem fadu(;j—1) maticeA.

http://www.karlin.mff.cuni.cz/rokyta/vyuka/
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Pozn: Vektor g (prvni vektorfetézce) je Fejmeé vlastnim vektorem maticA. Vlastni vektor matice
je tedy jejim gidruzenym vektoreniadu0.

Véta 15.9. Vektory, tvofici Fetézec, odpovidajici jednomu vlastnimu Cislu enAtigsou linearné nezavislé.
Véta 15.10.Necht je maticeA € M"™*"(K) podobnéa Jordanovu blokili € M™*™(C) a necht matice

Q € M"™*™(C) splhuje
Q'AQ=17.

Potom sloupce matic@ tvori fetezec délky. odpovidajicin-nadsobnému vlastnimu Cislue C maticeA.

Véta 15.11. e Matice A € M™*"*(K) je podobn& Jordanové matidi € M"™*™(C) pravé tehdy kdyz
v C" existuje baze, sloZenda z fetézcll mafigekteré jsou pridruzeny jejim vlastnim ¢isliim.

e Jestlize pro maticQ € M™*"(C) plati Q' AQ = J, kdeJ € M"™**(C) je Jordanova matice
s blokyJy, ...Jy, pak pak Cisla\; na diagonale blok; jsou vlastni Cisla maticé (nikoli nutné
rliznd pro rlizné bloky), a sloupce mati€ejsou tvofeny fetézci, které odpovidaji viastnim €isltim
maticeA. Poradi fetézcli ve sloupci€® pfitom odpovida poradi blokl v matidi

Véta 15.12(O Jordanoe kanonickém tvaru matice) e (Existence.) Kazda maticA € M"*"(K) je
podobna néjaké Jordanové matikie M™*"(C).

e (Jednoznacnost.) Necht je matide € M™*"(K) podobna Jordanové matid; € M"™*"(C) i
Jordanové maticl, € M™*"(C). Pak se maticd1, J, li§i nejvySe pofadim Jordanovych blokli na
diagonale.

Definice. Jordanovym kanonickym tvaremmaticeAc M™*"(K) nazvu Jordanovu matidie M"™*"(C),
kterd je maticiA podobna.

PoznamkaPodle fedchozi ety ma kazda maticA € M™*"(K) Jordanliv kanonicky tvar, ktery jeden
jednoznénré az na ptadi blokli na diagonale.

Poznamky k hledani kanonického tvaru matice.

e Neni to Uplé snadné: ndptrojnasobny kéen A miize generovat 3 blokiadu 1, nebo blokadu 1 a
blok fadu 2, nebo 1 blokadu 3. Existuji proto rlizna tvrzeni, kter& pomohou zjistit, o jakou situaci
jde:

e Necht ) je vlastniCislo maticeA. Polozme
N9 = {feC", (A-A)Z=0}, jeN.
(TedyNA(l) = N,). Potom:
— NV jsou podprostory €, N ¢ NI,
— NUTD = NU) U { pridruzené vektoryadu; maticeA }.
— Existujecislop(\) < n takové Ze

N)(\l) C N>(\2) C---C N/gP(A)) = Nik) vk > p(>\)-

e — Tedy:p()) je rovno maximéalnimu stupni Jordanova bloku (na diagonéale Jordanovy hatice
ktery odpovida vlastnim@islu A (delSifettzec neexistuje).

— PYitom: patet vSech Jordanovych bloki (na diagonale Jordanovy maticed,ddgovidaji viast-
nimucislu\, je rovendim N.

http://www.karlin.mff.cuni.cz/rokyta/vyuka/
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e Provlastnicisla # u je Nij) N N,(f) = {0} Vj,£ e N.

o Plati také nésledujici postup, aplikovatelny pro kazdé vidgsahd A maticeA:
budted; := dim N = n — h((A — AT));

ozn&mep; :=dy, pj :=dj —dj—1 proj =2,...,p(N\);

ozna“:meap()\) = Pp(A) 05 2= P — Pi+1 proj=1,... ,p(/\) —1.
Potoméislac; proj = 1, ..., p()) uruji pctet blokll stupé j (na diagonale Jordanovy matice)
s A na diagonéle.

Cviceni. Ukazte: matice

D=

A=

N O =

1 00
a J=10 2 1
0 0 2

[\C][JLR ][V

jsou podobné. Nafte také maticiQ, pro kterou platiQ—! A Q = J. Pro zji3&ni, jaké bloky odpovidaji
vlastnimucislu 2, zkuste spoitat, Zep(2) = 2, d; = dim NQ(I) =1,dy = dim N2(2) =2,p1=1,p2 =1,
o1 = 0, o9 = 1. Posledni d& hodnoty tedyikaji, Ze (pro vlastnéislo A = 2) je pcet blokl stupé jedna
roven nule a poéet blokl stup@é dva roven jedné.

15.3 Linearni zobrazeni v prostorech se skalarnim satinem

Opakovani z 1. raniku (z kapitoly 8)

Véta 15.13. e Bud A € M™*™(R). Potom zobrazenp : R — R™ definované pfedpisem(z) :=
A7 (pro v8echna € R"™) je line&rni.

e Bud ¢ : R — R™ linearni zobrazeni. Potom existuje pravé jedna ma#ices A, € M™*"(R)
takova, ze
o(Z) = AT pro vSechnar € R".

V tomto pfipadé fikame, z&, reprezentujezobrazenip.

Veéta 15.14.Pokudn = m a A, € M"™*"(R) reprezentuje linearni zobrazepi: R” — R", plati

pjeprosté < pje"na" <= A, jeregularni

Predchozi d& ety zlistanou v platnosti, nahradime-li vSude synibsymbolemC.

Ucivo 2. rocniku

Definice. Bud' ¢ : V,, — W,, linearni zobrazeni mezi éma vektorovymi prostory kogeé dimenze, se

skaldry K (fikame téz had K"), dimV;, = n, dim W,, = m. Bud' dale{s"),..., 5"} baze vV,
{w®, .. . &™) baze veW,,. Zobrazenip a zvolenym déma bazim Izefifadit maticiA € M™*"(K),
A = (aij)iy =1 predpisem

p(TD) = Zaijuj(i), j=1,...,n.
i=1

Matici A fikamematice zobrazenip vzhledem k bazim {71 ... g™}, {@® . . . @™},

http://www.karlin.mff.cuni.cz/rokyta/vyuka/
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—

PoznamkaJe-lip(¥) = gy proz € V,, ajsou-liad € K" resp.ﬁ € K™ souadnice vektorliZ resp.y v
0l

bazich{z(®, ..., 7™M}, resp{@ M, ... @™}, plati
f=Ad,
kde A je matice zobrazens vzhledem k bazindo ™), ... ™}, {@w® .. @™},
Pfipomeime: vektord € K" je vektor sodiadnic vektoruz € V,, vzhledem k baziz™, ..., v}

prostoruV,,, pokud plati
=Y o;i9).
j=1

Cviceni. Ukazte, Ze matice zobrazepi: R?* — R? definovaného fedpisemy((x,y,2)) = (2x,3y + 2)
vzhledem k eukleidovskym bazinfiplusnych prostort, je

2 0 0
A‘(o 3 1)'

Tvrzeni 15.15. Bud' @ : V,, — V,, linearni zobrazenidim V,, = n. Matice, které v riznych bazich odpovi-
daji stejnému linearnimu zobrazepijjsou si navzajem podobné.

Poznamka.

Matice a linearni zobrazeni si v katr@dimenzionalnim ijpace (a @i danych bazich) vzajenénjed-
nozn&né odpovidaji. Terminologii, kterou pouzivame u matic, pouZzivame proto i prortinedbrazeni,
tehdy, kdyz ma jeho maticdiglusnou vlastnost.

Definice. Bud' V' linearni vektorovy prostor (obeénibovolné dimenze) naik. Rekneme, Zaa V je
definovan skalarni soin (nebo téz:V je prostor se skalarnim sowinem), pokud je nal’ definovana
funkce (-, -), kter& dvojici vektorli 2V pfifazuje skalar &K, a ktera pro vSechnd, ¢,z € V a vSechna
a € K splhuje:

(Z+9,2) (@, 2) + (¥.7),
(aZ,9) = oZ,7),
@7 = G2,
(7 > 0 (€R), (£7) =0 < T=0.

Poznamka.Z definice skalarniho s@inu Ize odvodit, Ze pro vSechmay, 7 € V a vSechnax € K také
plati:

+2) = (@9)+(T2),
(7,a) = a(T,9).

Priklad 3. UkaZzte, Ze nasledujici vyrazy (definované na pfislusnych vekabrovostorech) splfiuji vsechny
vlastnosti skalarniho soucinu:

o (7,9) :=3_7_ 75, pro,jeCm
o (,9) = [y f(@)g(x)dx, prof,geC((0,1)).
Definice. Bud' V' linearni vektorovy prostor se skalarnim goem.

o Rekneme, 7e vektory, 7 € V jsoukolmé (ortogonaln), pokud(Z, ) = 0, a @itom ani jeden z
vektorliZ, i7 neni nulovy.

http://www.karlin.mff.cuni.cz/rokyta/vyuka/
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e NaV je pfirozeré definovana normaredpisem

Tuto normu nazyvameorma indukovana skalarnim sowtinem naV.

Pozndmkdbonusova) e Abstraktni (obecna) norma na vektorovém prostbrmad K je kazdé zo-
brazeni|| - || : V — R, sphujici pro vSechn&, 7 € V a vSechnax € K

|1Z+ gl < |Z|+ gl (trojihelnikova nerovnost),
leZ] = |af{l2],
Iz > o, |Z]| =0 < #=0.

Lze snadno ukazat (zkuste to), ze kazda norma indukovajakym skalarnim sdiinem (ve smyslu
predchozi definice) ma vySe uvedené viastnosti.

e Ne kazda norma ovSem musi byt indukovagggkym skalarnim sdinem.
Definice. Bud' V' linearni vektorovy prostor se skalarnim goem.

e Rekneme, e mnoZina vektofill c V je ortogonalni, pokud plati(Z, 7/) = 0 pro vSechna’ # i €
M, a ditom zadny z vektorll 2/ neni nulovy. Plati-li navid/Z|| = 1 pro vSechnar € M, nazvu
mnoZzinuM ortonormalni.

e Je-liB C V baze veV/, ktera je navic ortogonalni resp. ortonormalni mnozinou vektorl, daag\ji
ortogonalni resp.ortonormalni bazi ve V.

Umluva.

V dalSim textu budeme symbolei zn&it linearni vektorovy prostor na@@, (obecr libovolné di-
menze), se skaldrnim stinem, zatimco symbolerir, budeme znéit linearni vektorovy prostor na@,
dimenzen, se skalarnim s@inem.

Definice. Bud' ¢ linearni zobrazeni z prostofd opét doV'. Zobrazenip* : V' — V nazvemeadjungo-
vanym (pfidruzenym) k ¢, pokud plati

(p(2),§) = (£,¢"(%)) ,  provsechna,y e V.

Tvrzeni 15.16. e Adjungované zobrazeni, pokud existuje, je ur€eno jednoznéémeostorech neko-
necné dimenze obecné adjungované zobrazeni nemusi existovat)

e V pfipadé konectné dimenze ( V,, — V,,) adjungované zobrazeni k danému linearnimu zobrazeni

¢ vZdy existuje (a tedy existuje pravé jedno). Jestlize v n&jaké ortohdrbézi {1, ..., &™)}
odpovida zobrazenp matice A, odpovida v téZe bazi adjungovanému zobrazénadjungovana
maticeA* (=AH), tedy matice, jejiz prvky;; spliuji rovnosty; = a@j;, 4,5 = 1,...,n.

Definice. Zobrazenip : V' — V nazvu
e hermitovskym (samoadjungovanym) pokud jep = ©*;
e unitarnim, pokud je prosté, @~ = ¢*;
e normalnim, pokudy o p* = ©* o ¢ (tedy pokudpy komutuje sp*).

Pozn.

Hermitovskou a unitarni matici uz jsme definovali (viz téZ opakovani batka celé kapitoly), obdokén
Ize definovat, Ze maticA € M™*"(K) je normalni, pokudA - A* = A* - A (tedy pokudA komutuje s
A™).
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Tvrzeni 15.17. Bud ¢ : V,, — V,, linearni zobrazeni konetné dimenzionélniho prostoru (Gadse
skalarnim soucinem do sebe, a bidjeho matice v pevné zvolené ortonormalni bazi. Potom

—

e ¢ je hermitovské (samoadjungované= A je hermitovska<—- Z),y) = (¥, 0(y)) VZ,y €
P 12 ¥
Vi

e pjeunitdrni < A je unitarni <= (o(Z), »(¥)) = (&, 9) VZ,§ € V,;

e p je normélni < A je normalni < veV,, existuje ortonormalni baze, slozena z vlastnich
vektorllA.. Tuto bazi Ize volit tak, Ze jeji prvky jsou i viastnimi vektary.

Poznamka.Vlastni vektorZ € V linearniho zobrazenp : V' — V je takovy nenulovy vektor, pro ktery
existuje A € C takové, Zep(¥) = AZ. V konecné dimenzionalnim gipadé, kdy ¢ je reprezentovano
matici, splyva pojem vlastniho vektoru (vlastnitisla) zobrazenp a jeho maticeA.

Tvrzeni 15.18. Necht ¢ : V,, — V;, je normalni. Potom:
¢ Vlastni vektory, odpovidajici riznym vlastnim ¢isltim, jsou ortogdna

e Vlastni vektory zobrazenia ¢* jsou stejné, a odpovidajici vlastni Cisla zobrazejgou komplexné
sdruzena k odpovidajicim vlastnim &islim zobrazéni

Tvrzeni 15.19. Necht ¢ : V,, — V;, je hermitovské. Potom
e VSechna vlastni Cisla zobrazem{odpovidajici matice\) jsou realna.

e Je-li maticeA zobrazenip realna (ma realné prvky), pak existujel* ortonormalni baze, slozena z
realnych vlastnich vektorli matick. Tato baze je tedy pak i baziRr.

Tvrzeni 15.20. Necht ¢ : V,, — V,, je unitarni. Potom
e VSechna vlastni Cisla zobrazem{odpovidajici matice\) jsou v absolutni hodnoté rovna jedné.
e Je-li maticeA unitarni (je matici unitarniho zobrazeni), pak plati| det A| = 1.

Definice. Unitatni maticiA nazyvamevlastni, pokud jedet A = 1, anevlastni, pokud jedet A = —1.

Tvrzeni 15.21. e Matice A je normalni <= existuje unitarni maticé, takova, zeP~' AP je
diagonalni.

e Matice A je hermitovskd<—= (A je normalni & vSechna vlastni Cisl& jsou realna).

15.4 Linearni, bilinearni a kvadratické formy

Definice. Linearni formou (linearnim funkcionalem) nad (realnym resp. komplexnim) vektorovym pro-
storemV’ nazvu linearni zobrazerfiprostoruV” doR resp.C.

Véta 15.22.Necht {¢(),... &™)} je baze vn-dimenzionalnim vektorovém prostob{y. Potom kazdy
linearni funkciondlf nadV,, je tvaru

F@) = ay,
j=1

kdev; = f(€V)),j =1,...,n, ad jsou soufadnice vektoriiv bazi{e™), ..., &™)}, §. 2 = Y7 a;eV).
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Definice. Bilineéarni formou na (re&lném resp. komplexnim) vektorovém prostiémiazvu zobrazend =
A(Z, %) z prostoruV x V doR resp.C, které sphuje nasledujici poZzadavky pro vSeching, z € V a pro
vSechnax € R resp.C:

A@+5,2) = A 2)+ A, 2), (6)
A@g+72 = A9+ A7), 7)
AlaZ,y) = aA(Z,7), (8)
AZ,ay) = @A(d,9). (©)

PoznamkaVlastnosti (6)—(8) jsou vlastnosti linearity, viastnost (9) je tavtilinearita vzhledem ke druhé
sloZce. Pokud jsou skalaryR, je bilinearita totéZ co linearita v kazdé z obou sloZek.

Definice. Bilinearni formaA(z, i) naV se nazyvdermitovska (resp.symetrickd), pokud pro vSechna,
y €V plati

A(Z,y) = Ay, &) (resp. A(Z,9) = A(y, 7)) .
Pozndmka. e Prikladem hermitovské bilinearni formy je skalarni wuna vektorovém prostoru.

o Je-liA € M™"(K), A = (a;;)};_;, je zobrazeni

n

A =) ayeigy = (ALY,  #FeK",

bilinearni formou n&", ktera je hermitovska prétehdy, kdyz je hermitovska matice.
Na koné€nédimenzionalnich prostorech je vySe zBna situace typicka:

Véta 15.23.Bud’ A(Z, %) bilinearni forma naV;,, dim V,, = n. Bud' {¢W), ..., &(™} baze ve/,. Potom

A, ) = (A, B) = Y aijoif;,
ij=1

kde pro prvky matice\ plati a;; = A(e(), &), a @, resp. [ jsou soufadnice vektori resp.jj v bazi
{e® .. e,
PoznamkaJe-li A € M™*"(C) hermitovska matice, pak platAz, ¥) € R (ukazte to). Pokud je navic
(AZ, %) > 0a(AZ,7) =0 < & =0, je vyrazem(AZ,y), 7, y € C*, (kde(-,-) je eukleidovsky
skalarni sotin v C™), matici A definovan (ugen) jiny skalarni sotin (bilineéarni formaA(z, ) = (AZ, 9)
ma vSechny vlastnosti skalarniho ow). Tento novy skalarni séin generuje odpovidajici normu,

gimz zavadi i novy pojerazdalenosti(metriky ) v C™, pa (7, 7) := ||Z — 7]|a-

Poznamka.Casto se pouzivaji pojmy "skalarni €inl', "norma”, "metrika" i tehdy, kdyz form@Az, v)
nema vsechny vlastnosti skalarniho &ouw. Nagiklad tzv. Minkowského metrika (pouzivana v teorii rela-
tivity) je definovana diagonalni mati&d € M**4(R), majici na diagonale prvk§i, 1, 1, —c?). Odpovida-
jici Casoprostorova metrika generggsoprostorovou "normu" tvaru

(z,y,z,0)||? = 22 + % + 22 — 2.

Definice (Kvadraticka forma) Je-li A(Z, ¥) bilinearni forma na vektorovém prostovly nazvu zobrazeni
Q(F) = A%, %) : V - R (C)

kvadratickou formou naV’, generovanou (vytvenou) bilinearni formowl. Kvadraticka forma se nazyva
hermitovskou, pokud je vytvdena hermitovskou bilinearni formou.
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—

Tvrzeni 15.24.Bilinearni formaA(Z, ¢) v komplexnim prostoru je hermitovska prave tehdy, kbyz =) €
R pro kazdér.

Tvrzeni 15.25. V realném prostoru Ize kazdou kvadratickou formu vytvofit porjeatiné symetrickébi-
linearni formy.

Priklad 4. Kvadraticka formaQ (%) = z? + 122 + 3r123 + 223 : R? — R mlze byt vytvofena jednak
(nesymetrickou) bilinearni formou

AN(Z,9) = z1y1 + 21y2 + 3T1y3 + 22202,

jednak symetrickou formou

oo 1 3
As(Z,1) = 191 + §(m1y2 + zoy1) + §(x1y3 + x3y1) + 222y2 .

Poznamka Pfedchozim d@ma bilinearnim formaml y resp.Ag odpovidaji pislusné de matice

S NN
O Onlw

113
Av=|020]|, Ag=
000

NN = =

Véta 15.26(o pfevedeni na kanonicky tvarKe kazdé hermitovské kvadratické for@&r) v komplexnim
vektorovém prostoru (resp. ke kazdé realné kvadratické formanenm vektorovém prostord), (dim V,, =

n) se skalarnim soutinem existuje ortonormalni bgzé), ..., ¢} veV, takova, ze
n n )
Q@) = Ajlayl?, pro &= a;el, (11)
j=1 j=1

kde); € R jsou urCena jednoznacné az na poradi.

Definice (Kanonicky tvar) Kanonickym tvarem kvadratické formy () v komplexnim vektorovém pros-
toru (resp. v redlném vektorovém prostob(y) (dim V,, = n) se skalarnim satinem nazveme tvar

Q@) =D Nlay*,  proE=3a;el), (12)
=1 j=1
kde{eW),... &M} veV, je néjaka baze v&, a\; jsou réjaké skalary.

Véta 15.27(Zakon setrvénosti kvadratické formy)Ke kazdé hermitovské kvadratické for@gr) v kom-
plexnim vektorovém prostoru (resp. ke kazdé realné kvadratické forealném vektorovém prostory) se

skalarnim soucinemi{m V,, = n) existuje (nikoli nutn& ortonormalni) baze ™ ... &} veV, takova,
Ze
Q@) = pjlayl?, pro &= a;el, (13)
j=1 j=1

kdep; € R jsou bud'0, 1 nebo—1, pficemz pocet nul, jedniCek a minus jedniCek nezavisi g ba&iz ma
Q(Z) tvar (13).

PoznamkaPodle Tvrzeni 15.21 je matick hermitovska (resp. ortogonalng=- (existuje unitarni (resp.
ortogonalni) maticé takova, zeP~' A P je diagonalni & v3echna vlastiisla A jsou realnd). Proces
hledani kanonického tvaru kvadratické formy je tedy ekvivalentnigsoaiagonalizacef{slusné matice,
kterd ji vytvdiuje.
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Cviceni(na zaer). Bud' A € M™*"(R) realna symetricka matice@(z) := (AZ,¥), ¥ € R", odpovi-
dajici kvadraticka forma. Nagde nejmenSi a ne@#Si hodnotu této kvadratické formy na jednotkovéesfé
R™. Pro jaké vektory se tyto hodnoty nabyvaji?
Resent.
Jde o nalezeni globalnich extrémi funk@ér) na kompaktni mnozaS™ := {# € R"; ||Z]|*> = 1}.
Pouzitim metody Lagrangeovych multiplikatorll zjistime, Ze hledame ty hodhet§$", pro které je
0

0
7.7 — \— (1217 = 1) = =1,...,n.
(%Uk(Ax,w) Aaxk(HwH )=0, k N 1)

Tento systém rovnic je ekvivalentni vektorové rovidci’ = A% (ukaZte to podrob&). Hodnotal) (%) v
takovych vektorech je pald(7) = (AZ, 7) = (\T, %) = \||Z||* = \.

Rozmyslete si, ze tedy plati:

e Realna symetricka matick € M"*"(R) ma pouze reélna vlastiisla.

e Kvadraticka formaQ(z) := (AZ, ¥) nabyva na jednotkové gkénejvétsSihodnoty A\max, rovnéne-
jveétsimuvlastnimucislu maticeA, a to ve vlastnim vektoru, ktery tomuto viastniislu odpovida.

e Kvadraticka formaQ(z) nabyva na jednotkové sinejmensihodnoty Ayipy, rovnénejmensimu
vlastnimu€islu maticeA, a to ve vlastnim vektoru, ktery tomuto viastni@iglu odpovida.
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16 Obycejné diferencialni rovnice a jejich soustavy
16.1 Uvod - opakovani

Opakovani z 1. raniku (z kapitoly 5)

Definice. Rovnice se separovanymi proBnnymije rovnice tvaru
y' =9g(y) h(). @)

Navod k FeSeni:
e Pokudg(c) = 0, je funkcey(t) = c feSenim rovnice.
e Naintervalech, kdg(y) # 0 uvaZteﬁ;) = h(t) s naslednym/ % = [ h(t) dt.
¢ Nutna je diskuse o0 moznostech navazova@seni pedchozich dvou typt!
Definice. Linearni ODR prvniho radu je rovnice tvaru
Y +pt)y = q(t), )
kdep, g jsou spojité funkce na daném intervdh b), a,b € R*, a < b.
Navod k FfeSeni:
 Nasobte rovnici vyrazera”®, kde P je primitivni funkce kp na(a, b).
e Upravte na levé strando tvaru derivace séinu.
e Integrujte.
Definice. Linearni diferencialni rovnice druhéhofadu s konstantnimi koeficientyje rovnice tvaru
Ay" + By' + Cy = f(1), ®3)

kde A, B, C € R, A # 0, afunkcef(t) je spojitd na intervalda, b). Pokud jef identicky nulové nda, b),
nazyvame rovnici (3homogenni

Pripad I:
‘ f =0, rovnice:Ay” + By’ + Cy = 0, obecn&eSentiy;, ‘

Pokudcharakteristicka rovnice A\2 + B\ + C = 0 ma:

1. dva rtizné redlné keny \; # \o:

At Aot

yn(t) = c1e™" + coe
2. jeden dvojnasobny realny fem \:
yn(t) = creM + cote

3. dva komplex@é sdruzené keny o + i3, 3 # 0:

yn(t) = e (cy cos Bt + co sin ft)
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Pripad II:
f # 0, rovnice:Ay” + By + Cy = f(t)

ProfeSeniy(t) plati:
y(t) = yn(t) + yp(t),
kde y,,(t) je obecnéreSeni homogenni rovnice (viZgalichozi pipad) ay,(t) je jedno (jakékoliv), tzv.
partikularni feseni rovnicedy” + By' + Cy = f(t).
Néktera partikularnfeSeni Ize "uhodnout" podle tvaru pravé strany.
o Je-lif(t) = P(t)e®, kdea € R a P je polynom, potom existuje polyno, stQ = st P, Ze

Loa# A, a#d = ylt) = Qt)e™,
2. a# A, a =N = yy(t) = tQ(t)e™,
3.a= A =X = y,(t) = t2Q(t)e™.

o Je-li f(t) = e (P(t) cos Bt+ R(t) sin Bt), (P, R polynomy), existuji polynomyy, S, stupré nejvyse
max(st P, st R), takové, Ze

1a+iB# M, a+if # Xy = yu(t) = e (Q(t) cos Bt + S(t) sin Bt),
2. a+if=X,a+i8 # Xy = yp(t) = te®(Q(t) cos Bt + S(t) sin (t).

Konec opakovani.

16.2 Linearni DR n-téhoradu s (ne)konstantnimi koeficienty

Budeme se zabyvat rovnicemi tvaru

an(O)y™ + an-1(8)y" D + - ar(t)y + ao(t)y = f(2), 4)
kdeay, ..., a, af jsou funkce spojité na daném intervdtu b), a,,(t) # 0 prot € (a, b) (lineérni diferen-
cialni rovnice n-tého radu s nekonstantnimi koeficienty. Jsou-livSsechnyfunkceay, . .., a,, konstantni

na intervalu(a, b), jde olinearni diferencialni rovnici n-tého fadu s konstantnimi koeficienty, (f(¢)
nemusi byt konstantni).
Homogenni rovnicik rovnici (4) rozumime rovnici

an(®)y™ + a1y + -+ a1 (t)y + ao(t)y = 0. (5)

Véta 16.1.Necht'ty € (a,b) a zp,...,2z,—1 € R. Pak existuje pravé jedno maximalni feSgmovnice (4)
resp.(5), které spliuje tzypocatecni podminky

y(to) = 20, ¥/ (to) = 21, ..., ¥V (to) = 201
Toto feSeni je navic definovano na celém intervalib).
Veéta 16.2(o struktde vSecheSeni)

(i) Maximalni feSeni rovnic€b) jsou definovana na celéf a tvofi vektorovy podprostor prostoru
C"(a,b) dimenze:. Jeho jakoukoli bazi nazyvanfiendamentalnim systémemovnice (5).

(i) Necht y, je maximalni feSeni rovnic@t). Pak funkcey je jejim maximalnim feSenim, pravé kdyz ji
Ize zapsat ve tvary = v, + yn, kdey;, je vhodné feSeni rovnig®).
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I. Hledani fundamentalniho systému

Pro rovnici (5) s konstantnimi koeficienty Ize pouZit tevetodu charakteristického polynomu.Pro
rovnici (5), kde alespd jeden z koeficientll je nekonstatni, nelze oléeerplicite najit jeji fundamentalni
systém. (V @kterych specialnichffpadech to Ize, jak uvidime pogiji) .

Definice. Necht jsou koeficienty homogenni rovnice (5) konstan@tarakteristickym polynomem rov-
nice (5) rozumime polynom

P(A) =a,\" + A A"V 4 ag ) + ag.

Véta 16.3. Necht jsou koeficienty homogenni rovn{& konstantni. Necht\q, ..., )\, jsou v8echny rizné
realné kofeny charakteristického polynorys nasobnostmiy, ..., r,. Nechtay + 614, . ..,ap + B¢t jSou
vSechny navzajem rlizné koreny polynafs kladnou imaginarni ¢asti a nasobnosiyj. . ., g.

Pak funkce
€>\1t, te)‘lt, o trl_le)\lt,
etst, teMst, .. trs—LeAst,
etcos Bit, tetcosfBit, ... t@ te™lcosfit,
etsin Bit, tetsinBit, ... t8le™tsgin fit,
et cos fByt,  te®tcos fpt, ... tiletcos fyt,
etsin Bot, te®tsin Bet, ... t%"leYtgin Byt

tvofi fundamentalni systém homogenni rovnice (5) (s konstamtkoeficienty).
II. Hledani partikularniho reSeni
Véta 16.4(o uhodnuti partikularnihéeSeni) Necht (4) je rovnice skonstatnimi koeficientyNecht
F(£) = €™ - (P(t) cos Bt + Q(t) sin ),
kdea, 8 € R a P, @ jsou polynomy. Pak existuje feSeni rovn{dgve tvaru
yp(t) = t"e™ - (R(t) cos Bt + S(t)sin Bt)

kde R, S jsou vhodné polynomy stupné ne vétSihomez{stupenpP, stupen@} am € N U {0} udava,
jakou nasobnost ma Ciste+ i3 jakoZto kofen charakteristického polynomu.

Nasledujici Lemma je zakladem tmmetody variace konstantpro hledani partikularniheSeni linearni
(nehomohenni) ODR, a to jak s konstantnimi tak s nekondtankoeficienty.

Lemma 16.5.Nechty, ..., y, tvofi fundamentalni systém homogenni rovii€s obecné nekonstatnimi
koeficienty. Potom matice

y1(t) ya(t) Yn(t)
Yy (t) y5(t) Yn (1)
U(t) = : .
e ) T Al () V(@)

je regularni pro kazdé € R.
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Véta 16.6(variace konstant)Necht i, . .. , y,, tvofi fundamentalni systém rovni¢s) (s obecné nekonst.
koeficienty, U(¢) bud jako v pfedchozi vété. Nechf(t), ..., c,(t) feSi soustavu
c(t) 0
Ut S -
" ¢p-1(t) 0
e (t) f(t)/an

Pak funkce
Yp(t) == c1(t)yr1(t) + - - + cn(t)yn(t)
je (partikularni) feSeni rovnicé4).

[ll. Fundamentalni systém lineérni rovnice s nekonstantnini koeficienty, Wronskian

Definice. Bud'te 4y, . . ., y, funkce, definované né, b) a majici na Bm (n—1) vlastnich derivaci. Deter-
minant

y1(t) ya(t) Yn(t)

(1) Ya(t) Yn (1)

W(t) = Wiy, (1) = : : . ;
n—1 n—1 n—1
O S O RSPV s ()
nazyvame~Nronského determinantem (Wronskianem)funkciy, ..., yn.

Véta 16.7.Necht funkcey, . . . , y,, FeSi na(a, b) linedrni homogenni rovnicig, . . . , a, € C(a,b), a,(t) #
Oprot € (a,b))
an()y"™ + an—1 )y 4 ar(t)y + ao(t)y = 0.

Bud W (t) Wronskian funkciy, . . ., y, na(a, b). Potom nastane prave jedna z nasledujicich dvou moZznosti:
1. W(t) =0Vt € (a,b) < vy1,...,ynjsouLZna(a,b);
2. W(t) #0Vt € (a,b) < y1,...,yn jsou LN na(a, b).

Véta 16.8.Necht funkcey,, . . . , y, feSi na(a, b) linearni homogenni rovnici, . . . , a,, € C(a,b), an(t) #
Oprot € (a,b))
an(®)y™ + an_1 )y Y + -+ a1 ()Y + ao(t)y = 0.

Bud' W (¢) Wronskian funkciy, . .. ,y, na(a,b). Potom
o a,(L)W'(t) + an—1(t)W(t) =0, te (a,b);

o W(t) = W(to) exp (— L 2l ds), t,to € (a,D).
Priklad 1. M&jme rovnicity”+(1—t)y’ —y = 0. Tato rovnice degeneruje pto= 0, feSime ji tedy separatné
nat > 0at < 0. Uvazujme napiiklad > 0. Neni prili§ obtizné "uhodnout" jedno feSeni rovnige~= e.
V této situaci mlZze pomoci Wronskian nalézt druhy prvelldomentalniho systému, funkgi. Prislusny
Wronskian je jednak podle definice rovetty), — y2), jednak plativ (¢t) = W (1) exp (— 1“—;5 ds) =

- = c%t. Odtud srovnanim dostanemé — y» = ¢/t a feSenim této linearni rovnice 1. fadu dostaneme
(netrivialni) druhy prvek fundamentalniho systému piwadvnice. Doreste Ulohu podrobné.
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16.3 Specialni typy ODR

16.3.1 Rovnice ve tvaru totalniho diferencialu

Obecna rovnice Fadu s vyeSenou 1. derivaci/ = f(z,y) lze formalré psat takto:

dy = f(z,y)dx
0= f(z,y)dr — dy

obecrgji:
0= P(z,y)dz + Q(z,y) dy = dd(x, y)
O—G—q)(x )dx—i—8 (xz,y)dy = d®(z,y)

Definice. Rekneme, Ze rovnic®(z, y) dz + Q(z, y) dy = 0 je ve tvaru totalniho diferencialu na oblasti
G C R?, pokud existujed € C1(G) takova, 26V = (P, Q) v G.
Reseni je poté:
d®(z,y) =0 — O(z,y) =c
Poznamka.Rovnici ve tvaru totalniho diferencialikdme takéxaktni rovnice.

Pozorovani 1.Pokud jeP, Q € C*(G), je nutna podminka pro to, aby rovnid&x, y) dz + Q(x,y) dy = 0
byla exaktni, rovnosg (z, y) = §2(x,y) v G.

Priklad 2. Uvazujte rovnici
2zydr + (22 — y*)dy = 0.

MameP, = 2z = @,. Potencidlem je funkcé = z%y — % V&echna feseni plvodni rovnice jsou tedy

tvaru
3

2
oy — 3 = c.
Vsimnéte si, ze v plivodni rovnici je role proménnych rovnocennd, ze tedy Ize uvazit jak= y(x) a mit
rovnici y’ nyyQ, ale takéx = z(y), az’ = 922;;2. Dopocttéte, vEetné urceni defini¢nich oborl résen
obou pripadech, a provedeni zkouSky dosazenim.

Obrazek: \
Mnoziny bodl[z, y] v roving, sphujici vztahz?y — ¥ = cpro hodnotyc = 0.1, 2, 5, 0.1, —2, —5.

\
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Definice. Reknu, Zeu = p(z, ) je integracnim faktorem rovnice P(z,y) dz + Q(x,y) dy = 0 v oblasti
G C R?, pokud je rovnice
w(@,y)P(z,y) dr + p(z,y)Q(z,y) dy = 0 (6)

exaktni vG.

Poznamka.Nutna podminka exaktnosti rovnice (6) je rovngsP), = (uQ)z, tedyuy P + pPy = 11,Q +
Q.. Nalezeni integréniho faktoru je obedntezka Uloha, proto séasto fjedpoklada, Ze integtai faktor
zavisi pouze na nebo pouze ng, nebo na vyrazyz+y), pfipadré nazy atd.

Cvigeni. Reste rovnicizy’ = zy? + y metodou pevedeni na exakini tvar pomoci integmého faktoru,
vite-li, Ze integréni faktor zavisi pouze na pramnéy.

Navod k FfeSeni.
e Zjistéte nejprve, Ze dana rovnice neni exaktni.

o Najckte integrani faktoru(y) = y%

o Najdéte potenciafb(z,y) = % + 3 rovnice, glenasobené integiaim faktorem, a odvod'te odtud,
ZefeSenimi plvodni rovnice jsou funkgér) = 522, ¢ € R. Udélejte kontrolu dosazenim. Neza-

2c—x2?

pomeite diskutovat defidini obory profeseni s rliznymd.

Cvigeni. Reste nasledujici rovnice:

a) zyide + (22y —x)dy =0
b) 2%y’ +y + (2°y® — 2)y'=0

vite-li, Ze integraéni faktoru zavisi pouze na s@inu zy.

Resenia)zy — In lyl =¢; b)z?y? +2In || =ec.

x
Yy
16.3.2 Bernoulliho rovnice

Definice. Bernoulliovou rovnici nazyvame ODR tvaru
y +alt)y=0bt)y", neZ, n¢{01}, @)
kdea,b € C(J), J C R je oteweny interval.

Navod k feSeni: Pron = 0 nebon = 1 jde o linearni ODR 1fadu. Pro jina cel& zavedeme novou
funkci z = z(t) substituci

1
y(t) = z(t)T=,
ktera gevede rovnici (7) na linearni ODR #adu.

Cviceni. Reste rovniciy’ = y2 + ¥ jako Bernoulliovu. Porovnejte s postupem izghoziho paragrafu.

Prohlédréte si grafyfeSeniy(t) = 25, pro hodnotyc = 10, 0, —10.

T 2c—t2
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34
c=0
21 c=10
c=10 ¥
1_
c=-10
7'10 Js 0 : |
,1_
-2 c=0

16.3.3 Specidlni typy rovnic 2fadu

Pro obecnou rovnici Zadu (vyreSenou vzhledem k nejvySSi derivaci), tj. pro rovnici tvar

y' = f(t.y,y) (8)

nelze obeca stanovit postup prieseni.

Pokud je v8ak funkceg na pravé strad vztahu (8) jednodussi (speci@lneni-li zavisla naé&kterém z
vySe uvedenych argumentt), ieaékterych pripadechfeseni rovnice (8) najit.

Nize uvedena tabulka navrhuje postegeni v pipace, Ze rovnice,” = f(t,y,y’) nabyva ekterého z
jednodussich tvarli. Ne vzdy je vSak zzgno, Ze séeSeni explicite najde (Ze Uloha Ize "ddjtat").

|V f(t,y,y)) ... | Tvarrovnice (8) | Navod kfe3eni |

1) "nechybi" nic | v" = f(t,y,y) obecré neni

2) "chybi"t Y = J(y.y) | polozy(t) = p(y)
3) "chybi"y y" = f(t,y) | polozy/(t) = u(t)
4) "chybi"y/ y' = f(t,y) obecre neni

5) "chybi"t,y v = f(/) | polozy/(t) = u(?)
6) "chybi"t,y/ ' = f(y) nasoh2y’

7) "chybi"y,y y" = f(¢) dvakrat integruj
8) "chybi"t,y, 1/ y' =c dvakrat integruj

Komentdr k n ékterym vyse zmirénym pfipaddim:

ad 2): /(1) = ply) = y'(t) = “5 = P = B UL = f - p.

Tedyy” = f(y,y') ~ o -p=f(y,p)
Dostavame rovnici 1. stugnprop = p(y). Ta vSak nemusi byt vzdigSitelna.

ad 6): y"(t) = f(y) 2 oyy ”( =2/ f(y) ~
~ ((y')?) = (2F(y)) ~ (V)?=2F(y) +c

(F je primitivni k f.)
Dostavame (po odmoéni) rovnici 1.Fadu v separovanych pramnnych.

http://www.karlin.mff.cuni.czirokyta/vyuka/



M. Rokyta, MFF UK: Aplikovanid matematika lll — kap. 16: Qisjné diferencialni rovnice a jejich soustavy 20

Priklad 3 (k pfipadu "2)") e Rovniciy” = (y')%y + 3y prevede navrhovana Gprava na rovnjéi—
py = 3yp~', coz je Bernoulliho rovnice. Jejim feSenim dostaned{g) = ce¥" — 3, a po zpétném
dosazeni tedyy’)? = ce¥” — 3, ¢ € R. Jde (po odmocnéni) o rovnici v separovanych proménnych.

Jeji feSeni vSak nelze vyjadfit pomoci elementarnickdiin
e Rovniciy”y = (y')? pljde uvedenou metodou zcela vyfesit. Vysledek @@ty(t) = cie?,

C1,Co € R.

16.3.4 Eulerova rovnice

Definice. Eulerovou rovnicinazyvamdinearni ODR s nekonstantnimi koeficientytvaru
ant"y™ + a1ty b arty +agy = f(t),  neEN, ©)
kdeag,...a, € R,a, #0, f € C(J), J C R je oteveny interval neobsahujici nulu.

Poznamka.Prot = 0 rovnice (9)degeneruje Rovnici tedy uvaZzujeme separétprot > 0 a prot < 0.

Poznamka.Jde o lineérni rovnici (i kdyZ s nekonstantnimi koeficienfyp jejifeSeni proto platifislusna
teorie. Jde tedy o nalezeniprvkového fundamentalniho systému pro homogenni rovsigi-£ 0), a poté

0 nalezeni jednoho (partikularnihtgSeni rovnice s pravou stranou. Pro nalezeni partiktléri@Seni 1ze
pouzit nap. metodu variace konstant. Eulerova rovnice tedy bude8gna, nalezneme-li jeji fundamentalni
systém.

Metoda nalezeni FS Eulerovy rovnice
e Pouzijeme ansatz = t*, ktery vede k tzv. charakteristickému polynomu pro Euler@DR.

e Je-li A € R kofenem tohoto polynomu nasobnogtijsou odpovidajicimi prvky fundamentalniho sy-
stému funkce

|t In |¢], k=0,...,p—1

e Je-lia + i3 (6 > 0) korenem tohoto polynomu nasobnogtijsou odpovidajicimi prvky fundamen-
talniho systému funkce

1 b [¢] - cos(BIn]t]), 41 ¥ J¢] - sin(B1n J¢]),

Poznamka.Eulerovu rovnici dostaneme napri hledani sféricky symetrickycheSeni Laplaceovy rovnice
Au = 0 v celémR", n > 2. Je-liu sféricky symetrickd, je:(xz) = w(r), kder = |z| > 0. Funkcew pak
(jak Ize ukéazat) spiuje Eulerovu rovnici

r2w” (r) + (n—1)rw'(r) = 0.

JejimfeSenim (proved'te) a Bnym dosazenim dostanemseg,c; € R):

n=2 = ullz)) = a+ehll, zcR\{0},
n>2 = u(z]) = cl+—|x|6572, x € R"\ {0}.
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16.4 ReSeni ODR pomoci Taylorovychiad

Véta 16.9. Uvazujme linearni rovnici-tého fadu,
an()y™ + an 1)y -+ a ()Y + a0ty = f(1) (10)

naintervaluJ C R, ¢ty € J. Daji-li se koeficienty a prava strana rovni¢0) rozloZit do Taylorovych fad na
n&jakém okoli/’ (ty), pficemza,(ty) # 0, Ize kazdé feSeni rovni¢d0) rozlozit na néjakém okoli” (t,)
do Taylorovy fady.

Reseni:UvaZime ansatg(t) = S 520 ak(t — to)*, ktery formalré n-krat proderivujemélen potlenu
a dosadime do rovnice. Jsou-li k (10) zadanggi€ni podminky (v bod ¢;), dosadime uvedeny ansatz i
do nich.

Poznamky kfreSeni:

¢ Nejsou-li koeficientyu; a prava strang ve tvaru mocninnéady, je poteba rozlozit daady i je.

e Po formalnim provedeni vSech algebraickych opera&dami porovname koeficienty u stejnych
mocnint.

e Tim dostaneme soustavu nekéne mnoha rovnic pro nekodeé mnoho koeficientay, k = NU{0}.
Jejim vyfeSenim nalezneme hledanou funkti) ve tvaru mocninnéady. Na za@r ui€ime polongér
konvergence tétéady.

e V pripac® homogenni rovnicef(= 0) mlizeme rtiznou volbou gaté&nich podminek obdrzet rlizna
feSeni. Jejich linearni (ne)zavislost je moznéfawnap’. pomoci Wronskianu.

16.5 Soustavy ODR lradu

UvaZujme soustavu (obecnych) diferencialnich rovniadiu, vifeSenych vzhledem k 1. derivaci, ve tvaru

xll - fl(t7x17x27 o 7'%.71)7
.%',2 = fQ(t,.%'l,.%'Q, e 7'%.71)7
(11)
= fult,x1,20,... 1),
kde f;, j = 1,...,n, jsou dané funkce definované na jisté neprazdn&emévmnozid G C R x R".
Vektorovy tvar soustavy (11):
7'(t) = f(t.Z(t)),

- T T 7 T
kdeZ(t) = (1(t), x2(t), ..., xn(t) ", (1) = (2} (1), 25(),...an (V)" f = (f1, for- o fu)
Definice.

e Re3enim soustavy11) rozumime vektorovou funka = (acl, e ,xn)T definovanou na otéeném

neprazdném intervald C R s hodnotami \R™ takovou, Ze pro kazdée J existuji vlastni derivace
zi(t), j =1,...,n, aplati (11).

e PoCateni tlohou pro (11) rozumime Ulohu, kdy hledanieSeniz soustavy (11) splujici navic
predem zadanou podminki(ty) = #°, kde[to, #°] je dany bod Z7 (tzv. potatetni podminka).

e Maximalni feSenisoustavy (11) je takovéeSenir definované na intervald, které jiz nelze prod-
louZit, tj. je-li i feSeni definované na intervaluJ C I ag(t) = Z(t) pro kazdé& € J, pakJ = I.
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Véta 16.10(Peanova &ta o existenci)Necht G ¢ R x R"” je oteviena neprazdna mnoiinﬁ; G — R"
je spojitd naG. Pak pro kazdét,, ©°] € G existuje maximalni feSeni rovni¢el) spliujiciz(ty) = #°.

Véta 16.11(Picardova @ta o existenci a jednozéwosti) Necht G ¢ R x R™ je oteviena neprazdna
mnozina,f: [t,Z] — f(t,f) € R™ je spojité zobrazeni n&' a je "lokalné lipschitzovské ¥, tj. pro kazdy
bod[t,#] € G existujes € R,e > 0, a L € R takové, Ze pro kazdé dva bofly '] , [s, 72] zU*([t, %))
mame ~

1/(s,2") = fls,2°)]| < L||Z" - 22|,

Jestlizelto, 70 € G, potom existuje pravé jedno maximalni feSeni rovifid® spliujiciz(ty) = z°.
Uvazujme nyni soustavinearnich diferencialnich rovnic 1fadu ve tvaru

vy = a1 (t)x1 + -+ a1 (t)z, + b1 (),

.%'/2 = a91 (t)l‘l + -+ agn(t).%'n + bz(t),
(12)

2 = an1 ()T + -+ aun(t) T, + bp(),

kden € N, a;5 : (o, ) = R, b; : (o, B) = R, 4,5 € {1,...,n}, jsou spaojité funkce.
Vektorovy tvar linearni soustavy (12) je:

e 0 ®
ail t N AT t bl(t)
A(t) = a”:(t) ”":(” LB =]
an1(t) ... apn(t) bn(t)

Véta 16.12(0 existenci a jednoziaostifeSeni) Necht o, 3 € R*, a < 3, ty € (o, 3) aZ? € R™. Necht
A (a,p) = M™™(R), b : (o, 3) — R™ jsou spojith zobrazeni. Potom existuje pravé jedno maximé
feSeniz soustavy(12) spliujiciz(tg) = #°. Toto feSeni je definovano na celém intervaiu 3).

Definice. Homogenni soustavol soustag (12) rozumime soustavu
7 =A(t)7. (13)

Véta 16.13.Nechtn € N, a, 5 € R*, a < f,a A : (o, ) — M™™(R) je spojité zobrazeni. Potom
mnozina viech maximalnich feSeni sous{d) tvori vektorovy podprostor prostor@' (o, 3), R™). Di-
menze tohoto podprostoru je rovma Jakoukoli bazi tohoto podprostoru, (sloZzenou z vektaoviankci
Z', ..., 2", nazyvamdundamentalnim systémemovnice(13).

Véta 16.14.Necht a, 3 € R*, a < 3. Necht A : (o, B) — M"™™(R), b : (o, B) — R" jsou spojita
zobrazeni. Nechf’p je jedno (partikularni) feSen(12) na intervalu(c«, 5). Potom kazdé reSemisoustavy
(12) na intervalu(c«, 3) matvarzp + 75, kdeZy je feSeni homogenni soustaiyd).

Definice. Necht vektorové funkce?, ..., 2" tvori fundamentalni systém rovnice (13). Oznee
B(t) = x3(t) ... x(t)
0 7 (t)

Matici @ pak nazyvaméundamentalni matici soustavy(13).
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Lemma 16.15. Necht @ je fundamentalni matice sousta{d8). Pak®(¢) je regularni pro kazdé € («, ).

Véta 16.16(variace konstant)Necht o, 3 € R*, a < 3, tg € (o, 3) a£? € R™. Pak maximalni feSent
rovnice(12) s potatetni podminkoi(to) = % ma tvar

Z(t) = B(t)® (to)Z0 + D(t) /t o 1 (s)b(s)ds, te (),

to
kde® je fundamentalni matice soustaf@s).
Véta 16.17(regularitafeSeni linearni homogenni rovnice s konstantnimi koefigjeiNecht A € M™*"
a vektorova funkce& : R — R" je feSenim soustawy = AZ. PakZ je tfidy C>° a pro kazdé: < N plati
##F)(t) = AFZ(t) prot € R.

N1

¢ VVztah mezi soustavou rovnic 1radu a jednou rovnici vysSihoradu
Necht

y "M =fity .y ) (14)
je rovnicen-téhofadu a necht jey(t) jeji feSeni pra € J C R.
Potom je vektorova funkcé(t) = (y(t),y'(t),...,y™ 1 (t)) feSenim soustavy

—

7(t) = F(t.7), (15)
naintervalu/, kde F;(t,z) = zj11,j = 1,...,n — 1, F,,(t, %) = f(t,x1, 22, ..., 2p).

(A) Redeni soustav linearnich rovnic pomoci upravovani

N A

neznamou funkci. Tento zplisob je vhodny pro soustavy s akannap. se déma) rovnicemi, nebo tehdy,
obsahuje-li matice soustavy rovnic h@dnulovych prvkll (je tzviidkd). Uvedenym zplisobem je mozno
fesit i nehomogenni soustavy.

Priklad 4. Najdéte vSechna maximalni feSeni soustavy
y = 3y—>5z—3€

7 = y—z—¢

(B) Reseni soustav linearnich rovnic pomoci vlastnichisel a vlastnich vektord
Véta 16.18.Necht maticeA € M™*"(R) man linearné nezavislych vlastnich vektadl, . .. ¢, které po

fadé prislusi viastnim &islinu, . . ., \,,. Potom funkce
Mgl L et (16)
tvori fundamentalni systém linearni homogenni soustkpiistantnimi koeficienty)
7 = AZL.

Véta 16.19.Necht 7, ... 7%, je Fetézec vektorl, pfidruzeny vlastnimu Cislmatice A € M™ "™(R).
Potom funkce

k=1
Mot ANt + 72, ... ,e>‘t<(k 1)'{;‘1 TR 17’“) a7)
jsou linearné nezavisla reSeni linearni homogenni saysfs konstantnimi koeficienty)
7 = A7

Poznamka.Tvrzeni gedchozich dvou & umoZzni sestavit fundamentalni systém dané linearni genrmo
soustavy (s konstantnimi koeficienty), ktera je repreagta maticiA € M™*"(R) tak, Ze jevedeme
matici A na Jordanlv kanonicky tvar, a nalezneniéslpSné vlastni vektory resp. jejidlettzce. Prvky
fundamentalniho systému pak dostaneme jako sjednoceii fisigkci tvaru (16) resp. (17), které odpovidaji
vSem bloktim v Jordan@kanonickém tvaru matica.
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Poznamka.Z tvaru feSeni, které je uvedeno vee¥ 16.16, a sice, Ze maximalféSenix rovnice (12) s
pocaténi podminkour(ty) = #° ma tvar

Z(t) = B(t)® (to)Z° + D(t) /t O (s)b(s)ds, te (),

to
plyne, Ze
t
2(t) = 0(0) [ (s ds, 1€ (a,0) 18)
to
je partikularni feseni(13), gicemz® je fundamentalni matice soustavy (12).

Priklad 5. Najdéte obéma metodami (pomoci Uprav i pomoci vlasiriidd & vektorll) feSeni soustavy

¥ = z+4+3y+e, (19)
y = 2z+2y—e. (20)
Sestavte v obou pripadech fundamentalni matici sousfmrgynejte jejich tvar.

Reseni

a) Metoda postupnych UprafPokusime sefgvést systém na jednu rovnici druhétéolu pro funkciz.
Derivovanim rovnice (19) dostanemé = 2’ + 3y’ + ¢'. Dosazeni za’ z (20) by nebylo dobré, protoze
bychom se tim nezbavili funkcg Je proto spravnym krokem nejprve pomoci (19) viba (20) funkciy:
odetenim dvojnasobku (19) od trojnasobku (20) dostanggie- 22’ = 42 — 5ef. Odtud dosadime zg
do rovnicez” = 2’ + 3y’ + ¢! a dostaneme po Uprav

2 — 32 — 4z = —4e’. (21)

Prislusnou homogenni soustavurggime metodou charakteristického polynomu, coz darfftondamen-
talni systém{e—?, e},

PartikularnifeSeni pra: hledame ve tvarde’, coz dar, = %et. Z rovnice (19) pak Ize vyjé&it y pomoci
x a jeho derivace, coZ umozpidopcitat. Celkoe vyjde

2
z(t) = cle_t+0264t+§et, (22)
2 a1y
y(t) = —gzae + coe — 3¢ (23)

Fundamentalni maticé(t) a vektor partikularniclieseni(z,,, y,)7 maji tedy tvar

et oAt T 2.t
(t) = < 2 —t 4t> ; < p) = (_31 t> ; (24)
Yp 3¢
nebot’ vektorovy zapis (22)—(23) je

— 36 e
z(t)\ [ et et 1 %et
b) Metoda vlastnich ¢isel a vektorfttatice soustavy (19)—(20) jA = (; 2
nom je tedy deftA — \I) = (1—\)(2—\)—6 = A2 —3)\—4 (porovnejte s charakterisktickym polynomem v
2 3
2 3

), charakteristicky poly-

meto a) — pr@& musi byt stejné?). Pro vlastislor = —1je A— Al = ( > , tedy vlastnim vektorem
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-3 3

je nagiklad 7' = (—3,2)7. Pro vlastnitislo\ = 4je A — \I =
2 =2

> , tedy vlastnim vektorem je

nagiklad v? = (1,1)”. To dava fundamentalni matici
—36_t 64t
®(t) = ( ge—t oAt

Porovneijte tento tvar s tvarem fundamentalni matice, kgng obdrzeli pi aplikaci predchozi metody
vypoctu. Ok matice se lisi pouze konstantou, kterou je vynasoben plonpec. To v3ak koresponduje s
nasimi znalostmi: sloupce konstant ve fundamentalni rijatia (v gfipadé riznych vliastnicBisel) tvdeny
vlastnimi vektory matice\, a ty jsou skuténé ureny az na multiplikativni konstantu.

Vektor partikularnicifeSeni mlizeme spist napiklad pomoci (18). Postugndostavame (idtejte po-

drobrg)
1/ —¢t et
-1 _*
P (t) - 5 <2€4t 3€4t> )
tedy prob(t) = (¢!, —e")T je d~1(t)b(t) = L(—2e, —e~3).
Zvolimety = 0 a dostaneme

Il
~
| =
—~
—

|

Q

[\~
~+~
~—
| =
—
mI

w
~+~
—

N—
~

/ t d1(s)b(s) ds
0

Konetné,
t 2t —t 1 4t
1/ a7 _ [ 3¢ — 3emt — e
o) [ @it as = (355 )
Vektor na pravé stranje vektorem (&jakych) partikularnictie$eni.Casti, obsahujicé—t a et jsou vdak
prvky fundamentalniho systému (odlvéde), tedy je v fipace hledani partikularnihdéeseni neni nutno
uvazovat. Proto je jednodusSim vektorem partikularnédeni vektor (srovnejte s (24))

()= (i)
Yp _%et .
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17 Posloupnosti a@ady funkci

17.1 Stejnonérna konvergence posloupnosti funkci
Definice. Necht M je mnozina,f, f, : M — R™, m,n € N. Rekneme, Ze posloupnoff,, } 52 4

e konverguje bodowek f nal, jestlizelim,, ., ;~ fn(x) = f(x) pro kazdéx € M, neboli

Ve e MYe>03nge NVne N;n>ng: ||[folx) — f(z)|| <e.

Zn&imef,, — f naM.
Definice. Necht M je mnoZina,f, f,, : M — R™, m,n € N. Rekneme, ?e posloupno§tf,, }°° ,

e konverguje stejnomérnék f naM, jestlize

Ve>03dng e NVe e MVneNn>ng: ||fu(z) — f(2)] <e.

Zn&ime f,, = f naM.

Obr.: Konvergence posloupnosti funket proz € (0, 1).

Definice. Necht £, f,, : M c R¥ — R™, m,k,n € N. Rekneme, Ze posloupnoéf,, }>° , konverguje
lokalné stejnonerné k f na M, jestlize pro kazdy kompakk C M konverguje{ f,|x}7>, K f|x Ste-

loc

jnomérré nakK. Zna&ime f,, = f haM.

Véta 17.1.Necht M je neprazdna mnozing, f,, : M — R™, m,n € N. Oznatme

op i= sup || fu(z) — f(2)].
zeM
Pak plati
fm=2fnaM < lim o, =0.

n—oo
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Véta 17.2(Moore—Osgood) Necht M < R*, 2y € M a necht funkcef, f, zM doR, n € N, spliuji
() fn= fnaM NP (xp) projistér > 0,
(i) limg—zy e fn(x) = an € R pro kazdén € N.

Potom existuji vlastni limityim,, oo an, lim,_.., zcn f(2) @ jsou si rovny. Tedy

lim lim  fu(z)= lim lim f,(z).

n—oo r—xg,x€M r—x0,2EM N—00

loc
Véta 17.3.Necht f, f,, : M c R¥ — R™, k,m,n € N, pficemzf, = f naP. Jsou-li f,, spojita zobrazeni,
pak f je také spoijité.

Véta 17.4.Necht (a, b) je omezeny intervalf,,: (a,b) — R, n € N. Necht
(i) f. maji vlastni derivaci na interval@a, b), n € N,
(i) existujexy € (a,b) takové, z¢ f,,(zo)}>2, konverguije,
(i) {f]} konverguje stejnomérné ria, b).

Potom existuje funkcg takova, zef,, = f na(a,b), f ma vlastni derivaci nda, b) a plati f; = f’ na
(a,b).
Tedy speciélné pro vSechnac (a, b) plati

(Jim fu(@)) = lim fi(o).

Véta 17.5. Necht f,, = f na neprazdném omezeném intervadub) a f,, € N(a,b), n € N. Potom
f € N(a,b) aplati

im () | = () / "l fo

n—0o0

Véta 17.6(Dini). Necht K C R™ je kompaktni mnozZina. Nechtf,,} : K — R je monoténni posloupnost
spojitych funkci, ktera konverguje bodové ke spojitédufik K — R. Pakf, = f na K.

Véta 17.7(Weierstrassova o aproximaciNecht f je spojita funkce na uzavieném intervatu b). Pak pro
kaZzdés > 0 existuje polynonP: R — R takovy, Ze

Vo € (a,b) : |f(z) — P(z)| <e.

17.2 Stejnonérna konvergencerad funkci

Definice. Necht M je mnoZinayf, f,, : M — R™, m,n € N. Rekneme, Zéada funkciy_ >, f,, je bodowe
konvergentni na M, jestlize posloupnost funkdi ;" , fx}>5_, je bodo@ konvergentni nd/. Pojmy
stejnomeérné konvergencea lokalné stejnonerné konvergenceady > >, f,, se definuji analogicky.

Véta 17.8(Weierstrassovo kritérium)Necht > "> | f,, je Fada funkci definovanych na neprazdné mnoziné
M C R s hodnotami \R a necht proS,, = sup{|f.(z)|; x € M} plati > > | S,, < oo. Potom>_>° | f,,
konverguje stejnomérné 4.
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Véta 17.9(Abelovo kritérium) Necht M c R* je mnozinaga, : M — Rab, : M — R, n € N. Déle
necht plati

(i) {bn(x)}22, je monotdnni pro kazde € M,
(i) {b.} je posloupnost stejné omezenych funkci, tj.

dJK e RVne NVz e M: |b,(z)| < K,

(i) >°.7, a, konverguje stejnomérné rid.
Potom) >, a,b,, konverguje stejnomérné .

Veéta 17.10(Dirichletovo kritérium) Necht M C R je mnoZinaga,, : M — Rab, : M — R, n € N. Déle
necht plati

(i) {bn(x)}22, je monotdnni pro kazde € M,
(i) {b,} konverguje stejnomérné k nuloveé funkciMa
(i) >-,°, a, ma stejné omezené castetné souctyha;.

IK € RVm € NVz € M: ‘Zaj(m)‘ <K.
j=1

Potom)_>° | a,b, konverguje stejnomérné d.

Véta 17.11(zanena sumy a derivaceNecht (a,b) je omezeny neprazdny intervalda -, f, je fada
funkci ZR do R splnujici:

(i) f. mavlastni derivaci n&a, b), n € N,
(i) existujery € (a,b) takové, z& > | f,(zo) konverguje,
(i) Ffada >, f konverguje stejnomérné ra,b).

Potom faday .~ , f,, konverguje stejnomérné rfa, b) a pro kazdé: € (a, b) plati

(Z fn(w)> =3 fi@)
n=1 n=1

Véta 17.12(zanmeéna sumy a integrélu)Necht (a,b) je omezeny neprazdny intervalda -, f, je fada
funkci spliuijici:

(i) fneN(a,b),neN,

(i) fada)_ 7, f, konverguje stejnomérné k funktina (a,b).

Potomf € N (a,b) a plati

f;w)/abfn:(m/abf;fn.

Véta 17.13.Necht > a,(z — z0)" je mocninna fada#y € R, a, € R, n € N) s polomérem konver-
genceR € (0, c0). Potom Ffada konverguje lokalné stejnomérné na mmozig — R,z + R).
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18 Fourierovy rady

18.1 Uvod, zakladni pojmy

e Otazka J. Fouriera: Lze kazdou periodickou funkci napsat jako &etirgjakych "elementarnich" peri-

odickych funkci?
o Konkrétrgji: Ize kazdowr-periodickou funkci napsat jako soet "sinll a kosind"?
e Skalovaniuy, cos(kx), by, sin(kz) = ¥Fada typu

c+ Z (ay cos(kx) + b sin(kz)), ¢, ax, by € R.

kel CN
[ , -, ik —ik . ikx _ ,—ikx ~
e Vyuziti komplexni exponencidlyos(kz) = <t sin(kz) = “—5¢— = Ffadatypu
ikx
Z ce™*, ¢, € C.
kel CZ

e p-periodicita mist@z-periodicity: faktor%”.

%# A A Ao A0
n=15 [V

A/\I\I\I\/\A
VvV vvvy #ﬁw

Obr.: Aproximace nespojité, ptastech hladké funkce, pomoci trigopnometrického polynéddurn.
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Definice. ¢ Realnym trigonometrickym (p-periodickym) polynomemrozumime funkci tvaru
a - 27 27
z i 2 + Zak cos <—kx> + by, sin (—kx),
2~ P P

kden € N, ag,br € R, (k=0,...,n),p > 0.
e Komplexnim trigonometrickym ( p-periodickym) polynomemrozumime funkci tvaru

20 ikx
T cger
k=—n

kden e NU{0}, ¢, € C, (k = —n,...,n),p > 0.

Definice. ¢ Reélnou trigonometrickou (p-periodickou) fadou rozumimefadu funkci

a > 2w 2w
= + Z aj CoS (—ksac) + by sin (—kw),
2 = P P

kdeag,br € R,k € N,p > 0.
e Komplexni trigonometrickou (p-periodickou) fadou rozumimefadu funkci

[e.e]

27 kg
E Cpe P s

k=—o0
kdecy, € C,k € Z,p > 0.
Cviceni. Ukazte, Ze pokud pro vSechrac R plati

n n
2 2 o ;
% + g aj, cos (ik‘x> + by, sin (ikx> = E cper lkx,
p p
k=1

k=—n

kdeag, b, € R, ¢, € C,p > 0, pak

—1b
ak:Ck+C_k, Ck;:ak27k, kEN,
. ap +1b
by =i(cy — c_k), C—kZ%, keN,
ag
(10:260, C():?.

Lemma 18.1. Pro vSechna, m € Nap > 0 plati:
P 92 P 92
/ sin (—Wk::v) dx = / cos (jlm
0 p 0 p
/p . (2w
sin (—kx) cos
0 p
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Veéta 18.2.Necht' p > 0 a necht pro vSechna € R plati

f(z) = % + gak cos <2;Tkx> + by, sin <2;rkx>,

pricemz konvergence fady vpravosijnomeérnanaR. Potom

a0=2/pf($)d$7

P Jo

2 (P 2

ak:/ f(x)cos(ik:c>d:p, ke N,
PJo p

p
bk:2/ f(x)sin(2—7rkx>dx, keN.
P Jo p

Veéta 18.3.Necht'p > 0 a necht pro vSechna € R plati

k=—o00

pfiCemz konvergence fady vpravosgjnomérnanaR. Potom
1 4 _ om.
ck:/ flx)e » ™ dx kelZ.
b Jo

18.2 Bodova konvergence Fourierovychad

Oznaceni.

(i) Budte —oo < a < b < oo abud daleg > 1. MnoZinu vSech funkci (s hodnotami@), definovanych
alesp@ skoro vSude né&a, b), pro které je

b 1/q
1£lle = ( / rf<x>rqdos) < oo,

(i) Bud' p > 0. MnoZinu vSectp-periodickych funkci, definovanych & s hodnotami \C, které jsou
navic prvky prostord.! (0, p), budeme znét P,.

ozn&ime symbolenid(a, b).

Lemma 18.4. Necht f € P, prop > 0 a nechta € R. Potom

/0 ’ f)do = /a " () da.

Definice (realna Fourierovdiada) Necht f € P, prop > 0. DefinujemecCislaay, b, k € N, pomoci
vztahll z \Bty 18.2. TatcCisla pak nazyvamé'realnymi") Fourierovymi koeficienty funkce f afadu
@+ 3702, ag cos (2 kx) + by sin (% kx) nazyvameredlnou” (sinov &-kosinovou) Fourierovouradou
funkce f. Jejimn-tym Cast&€nym soltem rozumime sobet

n
2 2
Sen(x) = % + Zak cos (%kx) + by sin (%kx), n € N.
k=1
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Definice (komplexni Fourierovdada) Necht f € P, prop > 0. Definujemecislacy, k € Z, pomoci
vztahll z \Bty 18.3. TatcCisla pak nazyvaméomplexnimi) Fourierovymi koeficienty funkce f afadu
Y re cke%ﬂ“‘m nazyvamekomplexni Fourierovou radou funkce f. Jejimn-tym Cast&€nym solttem
rozumime sotet

- 27 ikx

sra(x) = cker o, n € NU {0}.

k=—n
Definice. Bud' f € P, prop > 0, z € R, asy,(z) bud n-ty Cast€ny soiet (realné resp. komplexni)
Fourierovyfady funkcef. Pokud existuje vilastni

lim s¢,(z) =: Ff(x),

n—oo
nazvu tuto hodnotgouctem (realné resp. komplexni) Fourierovyrady funkce f v bodez € R.

Lemma 18.5.Bud' f € P, prop > 0.

e Je-li f sudafunkce, jeb, = 0 pro vSechna& =1,2,...,a
4 [P/2 27
ag = — x)cos [—kx)dx, keNU{0}.
k=1 | Seos (SFke) {0}
e Je-li f licha funkce, jea;, = 0 pro vSechn& = 0,1,2,...,a
4 [P o
b = — x)sin (—kz)dxr, keN.
g pPJo ( ) ( p )
Problém:

2

fEPp ~ Ff ~ Ff($)if($).
Priklad :
e f(x) = 5% na(0,2mr) a dale2r-periodicky (f € Par)

o Fi(z) =332, #m%2) yonverguje bododva € R

o f(0) =3, F;(0) =0.

Studované otazky

¢ Vlastnosti Fourierovych koeficientll v zavislosti na vlastnostgch
e Rovnostf a Iy v zavislosti na vlastnostech

Véta 18.6(Riemann-Lebesgueovo lemmajecht f € P, pro p > 0. Potom Fourierovy koeficienty, by,
resp.cx, existuji a jsou konecné: € N resp.Z. Navic plati

lim ap = lim by = lim ¢ = 0.
k—o0 k—oo k—too

Véta 18.7.Necht f € P, N C*T(R) prop > 0,s € {0,1,2... }. Potom fady

S R (akl + b)) a D> kel
k=1

k=—o0

konverguji pro vSechna= 0,1, ..., s.
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Veéta 18.8(o lokalizaci) Nechte € R,e > 0,p > 0,z € R, f,g € P, a f(t) = g(t) pro kazde
te (x—e,x+e¢) Potomlim, .o (sfn(x) — Sgn(z)) = 0.

Véta 18.9.Necht f,g € P,, p > 0, pfiCemz vSechny odpovidajici si Fourierovy koeficienty fujfikeciy
jsou stejné. Potonf = g s.v. naR.

Véta 18.10(Carleson) Nechtp > 0, f € P, a necht navic platif € L(0, p). PotomF; = f s.v. naR.

Umluva: aZ do konce kapitoly bude > 0 mit vyznam délky periody.

Definice. Rekneme, Ze funkcé¢ P, je po Castech hladka pokud existuji body) = zp < 21 < --- <
r, = ptak, zef je spojitd na kazdém intervalw;, z; 1), v krajnich bodechéchto intervalli ma vlastni
limity zprava i zleva (oznéme jef(x;+) a f(x;+1—)) @ ma uvnit téchto intervalll omezenou derivaci, pro
viechna =0,...n — 1.

Veéta 18.11.Necht f € P, je po Castech hladka ve smyslu pfedchozi definice. Potom

Fy(x) = J(at) —5 G Vo € R.

Specialn&(x) = f(x) v bodech spojitostf .
loc
e Je-li navicf spojita na néjakém otevieném intervdl R, paksy, = f naintervalul.
Veéta 18.12(Diniho kritérium). Necht f € P, x € R, s € C a necht existuj& > 0 takové, Ze integral

S flx+t)+ flz—t) —2s
t

dt

konverguje. Potortim,, .o sfn(x) = s.

Véta 18.13(Parsevalova rovnostNecht f € P, a necht navic platif € L?(0, p). Bud'teay, by, resp.cy
realné resp. komplexni Fourierovy koeficienty funkcBotom plati

o0

2
a
/\f )2 = 208 4 S a4 o)
k=1

resp.

L ra= 3 k.

k=—o00

Cviteni. 1. Modifikujte funkciz? tak, aby Fourierovdada vysledné funkce obsahovala poginy

tvaru cos(kz). Dosazenim vhodnych bodlicsetefady » 77 , I<:2 ay oy = Q;H. Pomoci Parseval-
ovy rovnosti sététefadu ;| 4.

2. Rozmyslete si, jakou funkci by bylo feba rozvinout do Fourieroviady, abyste seetli Ciselnouwradu
> nei 76- Najaké problémy narazite, pokusite-li se touto metodéist&iselnoufadu ;| 5?2

3. Modifikujte funkcicosx tak, aby Fourierovdada vysledné funkce obsahovala podseny tvaru
sin(kx) (tj. tzv. "rozvinte kosinus do sinoviady").
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Vysledky a koment&e

1. Uvaztez? na(—m, ) a dale dodefinovanoRr-periodicky. Vysledna funkce je suda, patastech
hladka a spojita n&. Tedy Fy(z) = f(z) Va € R. Sp&@teFy(z) = & + 435 EU cos(ka).

. o o 1 72 _1)k+1 g2 .
Dosazeni bo4duc = nmrespx = 0day ;2 = = % resp.d> 2, —m— = T5. Kone&rg,

220:1 1%4 = g*o
2. Uvaite nap x> na(—7r,7r) a dale dodefinovano®r-periodicky. Z Parsevalovy rovnosti dostanete

2 —_ ~ Ve o . ~ o, , s 0 w 7 .
14 Ty ”k6 9 Umocrenim vitateli a s vyuzitim vysledk@iiiedchoziho bodu j§75° 1=

945

3. UvéZimecos z na (0, ), roz8fenou liSe ng—m,0) a dale dodefinovanoir-periodicky. Vysledek:

8 \oo ksm (2kzx)
Z 4k2—1 -

18.3 Derivovani a integrovani Fourierovychrad

Véta 18.14(o derivovani) Bud' f € P, takova, Ze fady

D K (ak| + [b]) resp. Y (k[ (1)
k=1

k=—o00
konverguji. Potom _
s = f9) naR,  j=0.1,....s,
atedyf € P, NC*(R).
Poznamka.Podle \ty 18.7 je podminka (1) spéma napiklad prof € P, N CSTL(R).

Véta 18.15(o integrovani) Bud' f € P, a bud'teay, by, jeji Fourierovy koeficienty. Potom

/f t)dt = A0—|—+g?sin<2;kx>—b]:cos(2;kx),

kde (integracni konstanta)
Ag = —.
0 k
k=1

Pozn.Tato \eta plati bez ohledu na to, jestli Fourieraaaa prof konvergujeCi ne.

18.4 Aplikace: rovnice vedeni tepla

Uvazujmerovnici vedeni tepla

ou  0%u
gu_ouw 2
ot 0x? @
Hledame funkciu = u(z,t) : (0,7) x (0,00) — R, kterd uvnit svého defriniho oborufeSi (2) a
navic sphuje pocatetni podminku u(x,0) = f(z), kde f je dan&n-periodickd a licha funkce. Séasré
u sphujeokrajové podminky (0, t) = u(m,t) = 0 pro vSechna > 0.
Hledejme nejprvéeseni (2) ve tvarw(z,t) = A(x)B(t), kde A, B jsou nenulové dostateé hladké
funkce.
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Po dosazeni dostavame AaB podminku

B(t) A'(z)

B(t)  A(zx)’

Levé strana zavisi pouze na prava pouze na. Proto musi byt oba vyrazy nezavislé maesp.z, a tedy
konstatni. Oznéme odpovidajici konstantu Nenulova funkced musi sphovatA(0) = A(w) = 0, a proto
(spcaitete gesre) A = —n?, kden € N. FunkceA je potom (az na nasobek konstantou) tweruna. Funkce
B (spctéte) je pak nut@ nasobkena—"t.

Tyto Gvahy nas vedou k hledardSeni ve tvaru

u(z,t) = Z ane " sin na. (3)

Prot = 0 ma ale platit

f(z) =u(z,0) = i ap sinnx,

n=—oo

Koeficientya,, ve (3) jsou tedy Fourierovymi koeficienty zadané funkce

http://www.karlin.mff.cuni.cz/rokyta/vyuka/



M. Rokyta, MFF UK: Aplikovand matematika lll — kap. 19: Hilldevy prostory 36

19 Hilbertovy prostory

19.1 Uvod, zakladni pojmy

Poznamkdpfipomenuti) e Necht (X, (-,-)) je vektorovy prostor se skalarnim siuem nad élesem
K reélnych nebo komplexnicbisel fikdme téz, ZeX je unitarni prostor nadK). Potom||z| =
v/ (z,z) je norma naX, nazyvana &kdy téZ "norma indukovana skalarnim &mem".

e Necht (X, (-,-)) je unitarni prostor natk. NaX x X uvazujme normu

[ 9] | = mac{ 2, Iy}
Potom je zobrazerii, -) : X x X — K spojité.
Definice. Necht (X, (-, -)) je unitarni prostor nat, ||z| = \/(x, ).
e Rekneme, Ze posloupnast, € X je cauchyovska vX, pokud

Ve >0 3dng e NVm,n>ng ||z, —xn| <e.
e Rekneme, Ze prostox je Gplny vzhledem k norré || - ||, pokud kazda cauchyovska posloupnost v
je konvergentni WX.
e Pokud jeX aplny vzhledem k norma||z|| = +/(x, z), pak se nazyvélilbertovym prostorem.

Priklad 1. ProstoryR™ (opatfené eukleidovskym skalarnim soucinem) jsou Hibgmi prostorykonecné
dimenze

Priklad 2. Bud © C R”™ oteviend mnoZzina. Prp € (1,00) definujme tzvLebesgueovy I{P) prostory
predpisemL?(Q) := {f : @ — C, [, |f[P < oco}. Na prostoruL?((2) definujme skalarni soutin

(f,g)f/ny.

Prostor L2(2) s timto skalarnim souginem je Hilbertovym prostoreekonecné dimenze

Priklad 3. Bud Q2 C R"™ otevifend mnozina. Méjme adefinovanou tzwahovou funkci (vdhu, hustotu)
p takovou, ze € C(Q)N LY (Q), p > 0naQ. Prop € (1, 00) definujme tz\.ebesgueovy (vahové) prostory
s vahou predpisemZy(Q) := {f : @ — C, [, 0lf[’ < oc}. Na prostoruL2(Q2) definujme skalarni
soucin

(f,g)g,g:/Q@f@

ProstorLf,(Q) s timto skalarnim soucinem je Hilbertovym prostomekonecné dimenze

Poznamka. e Mezi vdemiLP (resp.L}) prostory je prostor.? (resp.Lf)) jediny, na kterém Ize zavést
skalarni sodin.

e Pokud mé&) c R™ konetnou miru, plati
I1<p<r<oo = L"(Q)CLP(Q).

CviCeni. e Ukazte: je-lif : (a,b) — R omezena na omezeném intervaiu b), pak f € LP(a,b)
Vp e (1,00).

e Nalezréte funkcif : (0,1) — R takovou, Zef € L3(0,1) a gitom f ¢ L*(0,1). (Navod: uvaZuijte
funkcel/z® pro o € R.)
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19.2 Fourierovyrady v Hilbertov & prostoru
Definice. Necht X je Hilbertliv prostor[ je indexovd mnoZzina &z, )~cr je systém prvki prostorix .
(i) Rekneme, ze systéfx., }cr je ortogonalni, jestlize plati
Vy,v €T,y #+: (:cw,:ny) =0.
Jestlize navid/z, || = 1 pro kazdéy € I', potomfikame, Ze je systér. }cr ortonormaini.

(i) Ortogonalni systém{z. },cr je uplny, jestlize jeho linearni obal jausty v X, tedy jestlize plati
Lin({zy}yer) = X.

(iif) Ortogonalni systén{z }~<r je maximalni, jestlize neexistuje prvel € X \ {0} kolmy na vSechna
x, tedy pokud plat{u, z,) =0Vy e ' = u =0.

Poznamka. e Zobecréni kartézského sdadného systému do (Hilbertovych) prostorti nekwredi-
menze.

Ortogonalni systém vektor{l tkidinearré nezavislou mnozinu vektord.

Z kazdého lineard nezavislého systému Iz€init systém ortogonalni pomoci tzv. Gram-Schmidtova
ortogonalizé&niho procesu.\iz Pfiklad 4 za touto poznamkdu.

Z kazdého ortogonalniho systému IZ&nit systém ortonormalni (prvky vyaime jejich normami).

Systém{1, sin kx, cos kx }rcn j€ ortogonalni systém %2(0, 27).

Systém{e**}, .7 je ortogonalni systém %2(0, 27).

Pfiklad 4 (Gram-Schmidtliv OG procesBud {v;,vs, ... } linedrné nezavisla mnoZina nenulovych prvkl
v Hilbertové prostoruX. Polozmee; := v; a dale, pron > 2,

n— 1
vn,ej

el

(1)

7=1
UkaZte, Zg ey, e, . . . } je ortogonalni mnoZina nenulovych prvkl, pficemz
Lin{ey,...,ex} = Lin{vy,..., v}, k=1,2,...

Véta 19.1. Necht {e,, }>2, je ortogonélni posloupnost nenulovych prvkll Hilbert@réstoru X nad K.
Nechtz = >">7 | cpen, kdec, € K. Potom

(z,en)
llenll”

n € N. 2

Cp —

Definice. Cisloc,, definované pomoci (2), nazyvametym Fourierovym koeficientem prvku z vzhledem
k ortogonalni posloupnosfie,, } > ;

Definice. Bud' {e,, }2° ; ortogonalni posloupnost nenulovych prvkt v H|IbeﬂanostoruX nadKk a mgjme
x € X. Uvazujme Fourierovy koeficienty prvktivzhledem k posloupnosfie,, }°° ;, t

e = (x,enz)’ neN.
el
Pakfadu
ZC"B” - Z en] 2 n )
n=1 n=1 n

nazvu(abstraktni) Fourierovou fadou prvku z v prostoru X podle ortogonalniho systému{e,, }5° ,
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Otazky:

o Jak zajistit, abych i@l "vSechny prvky OG systému" (tj. aby fiitbazi)? (Uplnost? Maximalita?)
e Mamz € X, rozvinu jej do (Fourierovyfady. Konverguje viibec taimda?

¢ Pokud konverguje, co méa spaleého jeji sotiet s ptivodnim prvkem?

Véta 19.2(Besselova nerovnost, Parsevalova rovnolsgcht X je Hilbertliv prostor nekonetné dimenze,
{e,}2, je ortogondlni systém nenulovych prvkiXy = € X, ac, = ﬁeﬂi} n € N jsou Fourierovy
koeficienty prvku: vzhledem Ke,, }°° ;. Potom

o0
e Vzdy plati > |e,|?|lenll? < ||lz||? (Besselova nerovnost);

n=1

e Fourierova fada} c¢,e, vzdy konverguje k néjakému prvie X;

n=1

o Jex = Z Cnen = Z len 2 |len]|? = ||z||? (Parsevalova rovnost).

n=1 n=1

Poznamka.S ohledem na (2) Ize Parsevalovu rovnost psét také ve tvaru

‘ T, €n) 2
Z HenHQ = [zl

Definice. Necht X je Hilbertlv prostor nad. Posloupnosfu,, }°° ; prvkll zX se nazyv{Schauderova)
bazeprostoruX, jestlize pro kazdy bod € X existuje prag jedna posloupnodfc, }>° ; prvkt zK, pro

[o¢]
kterou platix = > cpup,.

n=1

Véta 19.3. Necht X je Hilbertlv prostor a{e, }°, je ortogonalni systém nenulovych prvkl prostéfu
Pak nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) {en}>>, je Schauderova baze,
(i) {en}>2, je Gplny ortogonalni systém,
(i) {en}o2, je maximalni ortogonalni systém.
(iv) Prokazdér € X plati Parsevalova rovnost (vzhledem k systéawi>° ;)
(v) Kazdy prveke € X je roven souctu své Fourierovy fady (vzhledem k systemife ;).

Definice. Necht X Hilbertllv prostorReknu, ZeX je separabilni, pokud existuje spietna mnozina prvkd
z X, ktera je husta X (tedy jejiz uzaer je celéX).

Véta 19.4.

(i) Necht X je separabilni Hilbertliv prostor. Potom¥ existuje ortonormalni spotetna (Schauderova)
baze.

(i) Necht X7, X5 jsou nekonetné-dimenzionalni separabilni Hilbertoxgstory. Potom jsouX; a X,
izometricky izomorfni(tj. existuje mezi nimi bijekce, ktera zachovava skalaonica).

(i) Kazdy separabilni Hilbertliv prostor dimenazes N je izometricky izomorfrik™.
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Véta 19.5.
e Systén{1,sin kx, cos kz} ey je Uplny ortogonalni systémA? (0, 27) a tvofi v ném ortogonalni bazi.
e Systém{e?**} .7 je Uplny ortogonalni systémAZ? (0, 27) a tvofi v ném ortogonalni bazi.

Véta 19.6(o nejlepsi aproximaci)Bud X Hilbertliv prostor a{e,,} C X ortogonalni systém X . Bud’
x € X. Potom pro libovolnds,, ..., By € K plati

; 4

pricemz nerovnost (4) je ostra, pokud je alespon jedrt) riizné od(f""g’.

lle;l

19.3 Ortogonalni systémy polynomd, operatory
Dllezité otazky.

Jakym zplisobem ziska&jaky konkrétni Gplny ortogonalni systém (bézlLf/(a, b)? Lze to napiklad
za'idit tak, aby tato baze byla sloZena z polynom{?

Metoda |: ortogonalizace dané husté LN mnoziny pomoci Gram-Schmidiva procesu

Uvazujme nga,b) C R polynomy
Lx,22, 2% 2% .. (5)

a uvazujme (pokuda, b) je neomezeny) vahovou funkgitakovou, aby:™ € Lg(a, b) pro vSechna € NU
{0}. Ortogonalizaci pomoci Gram-Schmidtova procesu dostangimy systém ortogonalnich polynom{ v
L?(a,b).

g )

Obr.: Legendreovy polynomy pro= 0, 1,2,3,4,5.

Priklad 5 (Legendreovy polynomy)Ortogonalizaci systém{b) v prostoruL?(—1, 1) dostaneme tz\.eg-
endreovy polynomy’, (x). Lze ukézat, Ze plati

1 dr

Bley =1, Falo) = 500 G

(2 -1)", neN.

http://www.karlin.mff.cuni.czirokyta/vyuka/



M. Rokyta, MFF UK: Aplikovand matematika lll — kap. 19: Hilldevy prostory 40

pricemz

2
[Pa(@)l* = 5= neNuU{o}.

Prvnich nékolik Legendreovych polynomt je:
Py(z) =1, Pi(z) =z, Po(z) = 5 2 %, Ps(x) = %x?’ - %x, Py(x) = %x‘l - %xQ + %,. ..
Podle fledchozi teorie tedy plati, Ze pro kazdou funfat L?(—1,1) plati
f(z) = Z cn P (),
n=0

kde

1 1 o2n+1 [1
o= gy [ S0P 8e == [ 1R @

Nagfiklad prof(z) = |z| € L?(—1, 1) dostaneme

S.v. ot
|z| = chPn(x),
n=0

kde .
2n+1
Cp = / |z| Py (z) dx,
2 —1
coz da (spotéte)cop1 =0 Vk =0,1,...,c0 = 3,02 = 3, ¢y = =2, ¢s = 7 ... nagiklad aproximace
do Sestéhdadu ddjz| ~ 3% + 5125 2 — 3718 54 4 3003 ;6 ng(—1,1).

Obr.: Aproximace x| pomoci Legendreova polynomu do Sestéadu.

Poznamka.Legendreovy polynomy spuji tzv. rekurentni vztah

(n+1)Ppi1(x) = (2n+1)aP,(x) —nP,_1(z), neN,
Py(x) =1, Pi(z) ==z,

a jsoufeSenim tzvgenerujici diferenciélni rovnice

((1—x2)y'),:—)\y, A=n(n+1),n=0,1,2,....
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Priklad 6 (CebySevovy polynomy)Ortogonalizaci systém(b) v prostoruZ? , (—1,1) dostaneme tzv.

1—a2

Cebysevovy polynont. druhu)7,,(x). Lze ukazat, Ze plati
To(x) =1, T, (x) = cos(narccosx), n € N.

pficemz
T
1T ()|l = 50 MEN.
Prvnich nékolikCebysevovych polynoml je:

To(x) = 1, Ty(z) = z, To(z) = 222 — 1, T3(x) = 423 — 3z, Ty(z) = 82* — 822 — 1, Tx(x) =
162° — 202° + 5z, ...

» \ 0,5

Obr.: Ceby3evovy polynomy pra = 0,1, 2, 3,4, 5.
Poznamka.Cebysevovy polynomy splji rekurentni vztah

Toi1(x) + Tho1(x) = 22T,(x), neN
To(x) =1, Ti(z) ==,

a jsoufeSeninmgenerujici diferencialni rovnice

/ Ay
1—ﬂ/>:—————, A=n2, n=01,2,....
(Vi-aty) -5
Poznamka. e Ortogonalizaci zékladniho systému polynomit, z2, 23, ... v pfisludnych prostorech
Lg(a, b) dostaneme odpovidajici systém ortogonalnich polynorolkterého Ize rozvijet vSechny
funkce, patici do Lf)(a, b). Na konkrétni tvar&chto polynoml ma vliv zejména tvar skalarniho
sowinu v L2(a, b).

e Takto dostaneme néglad Hermiteovy polynomy H,, (v prostoruLifﬂ(—OO,OO)), Laguerrovy
polynomy L$ fadu s > —1 (v prostoruL?, _,(0,00)) a mnoho dalsich. Pro kazdy takovy sys-

rse~®

tém existuje rekurentni vztah a generujici diferenciahice. Podrob@iji viz tabulku ortogonalnich
systém{ polynomU na strance tétegnasky.
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Metoda Il : generujici diferencialni rovnice, resp. generujici opeétor

Definice. Bud' (a, b) C R uzaveny intervalp, g, o dané funkce definované fa, b). Necht dalex, 5,v,d €
R. Okrajovou ulohou v samoadjungovaném tvarupro neznamou funkaj = y(t) nazveme diferencialni
rovnici druhéhd’ddu v tzv.samoadjungovaném tvary

—(p®)y) +a(t)y = ro(t)y,  te(ab), XNeC, (6)
doplrénou o tzvokrajové podminky
ay(a) + By'(a) =0,  ~y(b) +6y'(b) =0. ()

Véta 19.7. Uvazujme okrajovou Ulohu tvar{6)—(7), kdep je spojita a kladna nda,b), p’ je spojita na
(a,b), q je realnd a spojita nda, b), o je spojita, kladna a konetné integrovatelné (@ab). Navic necht
alespon jedno z Cisel, 5 a alespon jedno z Cisel § je nenulové. Potom existujij < Ao < -+, lim \,, =
oo takova, Ze:

e Pro vSechna\ # )\, m& Uloha(6)«7) pouzefeSeniy = 0.
e Pro kazdé\ = )\, existuje pravé jedno (az na nasobek konstant@mnulovéreSeniy,, tlohy(6)—7).
e Systém{y,,n € N} je Giplny ortogonalni systém funkaoi L2(a, b).

Definice. Cisla\, resp. funkcey,, z predchozi @ty nazyvamevlastni &isla resp.vlastni funkce tlohy

(6)—(7).

PoznamkaZobrazeni mezi déma prostory nazyvanwperatorem. Definujeme-li operataf': C!((a, b)) —
Li(a, b) predpisem’(y) = —(py’)’ + qy, Ize rovnici (6) psat ve tvaru tzeperatorové rovnice

Ty = oy (8)

Analogicky nazyvame nenulovi@Seniy,, Ulohy (8), (7)vlastnimi funkcemi (s vahou p) operatoruT’,
pfinalezejicimivlastnimu Cislu \,,.

Poznamka. e Provahup = 1 ma rovnice (8) pro vlastni funkce a vlasttisla operatord” tvar Ty =
Ay. (Srovnejte to s definici vlastniho vektoru a vlastnéiela matice.)

e Véta 19.7 je formulovana pouze pro omezené intervaly. Ekistké jeji varianty pro neomezené in-
tervaly, ty vSak jsou sloZ§Si. Existuji také varianty s obegj§i sadou okrajovych podminek. Obécn
vSak jde vzdy o ®&ty, odpovidajici na otazku "Za jakych podminekftwaastni funkce Bjakého
operatorul’ aplny ortogonalni systém v daném Hilbergoprostoru?" Studiem (m.].) éthto otazek
(které jdou nad ramec tohoto kurzu) se zabyva matematickdptina jménenfunkcionalni analyza.

Cviceni. e Aplikujte Vétu 19.7 pra =0, b=m,p=0=1,q=0,aproa =~y =0, = = 1 resp.
proa=vy=1,8=§=0.

e UvaZujte rovnici (6) sa = —m, b = 7, p = o = 1, ¢ = 0, a se zobeanou sadou okrajovych
podmineky(—m) = y(), y'(—m) = ¢/ (7).

Poznamka. e Existuje varianta ¥ty 19.7, ktera ppousti, aby funkce» nabyvala v gkterém krajnim
bocg intervalu(a, b) nulové hodnoty. V takovémffpace se ovSemidpoklada omezenostSeniy v
tomto boak. Za &chto fedpokladii dostavame pio= —1,b = 1,p = 1—t2, o = 1, ¢ = 0 generujici
rovnici pro Legendreovy polynomy.

e Naznd&ené Uvahy Ize zobecnit i pro parcialni diferencialni roeniMlizeme tak mluvit o vlastnich
funkcich Laplaceova operatoru jako o nenulovyeBenich rovnice-Ay = Ay proz € Q C R", s
nulovymi okrajovymi podminkami n&s?, atd.
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20 Funkce komplexni pronménné

20.1 Holomorfni funkce

Opakovani, zn&eni

C - komplexni rovina
z€C = z=ux+1y...algebraicky tvat,
r=Rez,y=Imz

z2€C = z=|z|(cosp+isinyp) ...goniometricky tvar
————
. 67:%0

z€C = z=|z[e"?...exponenciani tvar

¢ ...argument z (arg z) (neni uten jednoznéne!)

z=x4iy = Z=x—1iy,|z| = Va2 +92 |2]? =

Moivreova \eta: (cos ¢ + isin )" = cos(ng) + isin(nep)

(eicp)n etne
= [2"] = [(|z]e)"] = |2]" [e™?] = [2|"
——

=1
Rez

|e*] =|e” - e¥| =|e*| = ¢

Rozsfena komplexni rovinas sféra: C* := C U {o0}
Zavadimgediné komplexni nekonéno.

o 2, > 0 < |z = +00, 2z, 200 <= 1/z,—0

ez, =x,+iy, va+ibeC <<= x,—a & y, —b

Pozor na zasadmozdil:

Komplexni funkceealné proménné tj. f : R — C:

o f(x) = fiz) +ifo(x), lim f(z) = lim fi(z) + iiig}lfz(fﬂ)

o f(2) = fi(x) +ifs(@), [ f(2)de = [ fi(z)dw +i [ fa(x)

Komplexni funkcekomplexni proménné tj. f : C — C:

o f(2) = filz) +if2(2), 2 =z +iy, f(2) = fi(z,y) + if2(z,y)

e Jaky je vztah (naiklad) mezif’(z) a %J;l, %—JZ %J;Q, %13’7 A cointegral¥z = d(z + iy)?

(Konec opakovani)

Definice. Necht prow € C je funkcef : C — C definovana alesgona réjakém okoli/’ (w) := {z €
C,|z — w| < d}. Pokud existuje (vlastni) limita

limM:AeC, (1)
Z—w zZ—Ww

fikame, Zef ma v bo@ w (komplexni) derivaciA. Znav:ime%(w) nebof’(w).

Pozn.Komplexni derivace je komplexiislo. Nekonénou derivaci nedefinujeme (ruvaZzujeme pouze
kone&né derivace.
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Véta 20.1(Cauchy-Riemannovy (C-R) podminky) e Necht existujef’(z), z = = + iy, f = f1 + ifa.
Potom vz = [z, y] plati tzv. C-R podminky:

o, Of: of b
e Budtefi(z,y), f2(z,y) funkce tfidyC! v bod&[z, 3], spliujici v tomto bodé C-R podmin(@). Potom
funkcef(z) := fi(x,y) + if2(x,y) ma v bod& = x + iy komplexni derivaci a plati
_9f 8f1 8f2 Of2
/ — 7=

Definice. e Reknu, Ze funkce komplexni pr@mné je holomorfni (fikame téZanalytickd) v bodé
z € C, pokud existuje okoli/ (=) boduz takove, Zef ma komplexni derivaci pro vSechmac U(z).

e Bud Q C C otewend mnoZinaf : Q — C. Reknu, Ze funkcg' je holomorfni (analytickd) v €,
pokud jef holomorfni v kazdém ba&l(2. V takovem fiipace piSemef € H(Q).

e Bud' M c C jakéakoli mnoZinaReknu, Ze funkcé je holomorfni (analytickd) na M (f € H(M)),
pokud existuje otgend mnozind) D M takova, Zef € H ().

e Je-li f € H(C), fikame, Zef je celafunkce.

Lemma 20.2(souvislost holomorfnich a harmonickych funkci) e Necht f € H(U(2)), z = = + 1y,
f=fi+ifs, f1,f2 € C?U(x,y)). Potom

Afi=0, Afs=0 vU(x,y),
tj. f1 a f2 jsouharmonickév i (z,y).
e Necht f € C2(U(x,y)), Af = 0 vU(x,y). Potom existuji funkce, h € C?(U(x,y)) takove, ze
Ag=0=AhvU(z,y), pfiemz funkcd + ig,h +if € HU(2)), z = = + iy.
20.2 Kfivkovy integral a primitivni funkce

Definice. Cestounebo téZpo Castech hladkou Kivkou v C rozumime spojité zobrazeni: (a,b) — C,
pro které existuje &lenia = z9 < 1 < -+ < z,, = b, pficemz pro kazdé = 1,...,n je funkceyp tfidy
c! na(xj,l,xj).

PoznamkaPodobi@ jako v definici Kivky v R™ definujeme pojmygeometricky obraz kfiivky (), pocate-
¢ni bod kfivky ¢(a), koncovy bod Kivky ¢(b), uzaviena kfivka (¢(a) = (b)), opatné kiivka S,
sowcet krivek ¢ @ .

Priklad 1. Kladng orientovanou kruznici o stfedw a polomérur nazyvame kiivky(t) = w + re’,
t € (0,27). Orientovanou Useckoyw, z), w, z € C, nazyvame kfivkip(t) = w + t(z — w), t € (0,1).

Definice. Retézcemv C nazyvame vyraz tvarg, @ - - - ® ¢y, kdey;,j =1,...,n, jsou cesty \C. Jsou-li
v8echny cesty;, j = 1,...,n uzaveneé, nazyvameetezecy; @ - - - @ ¢, cyklemv C.

Definice (kfivkovy integral vC). Je-lip cestavC a f : (¢) — C spojita funkce, definujemgkfivkovy)
integral funkce f podél o pfedpisem

[1= [ s [ 1wy @

pokud integral vpravo existuje (nagako Lebesguellv). Pii@tezec resp. cykl definujeméikkovy integral
jako sowget integrall pes jednotlivé cesty, kter@tezec resp. cykl tvd, ma-li tento sodet smysl.
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Poznamka. e Je-lip cesta\C, je L(y f |’ ()| dt Eiselré rovna jeji délce.

e Hodnota Kivkového integralu \C je komplexnicislo. Je-lip cesta VC, a f : (¢) — C spojita funkce,
plati

[ [ 1] 2)- mas s6a)l

e Jsou-li nize uvedené integraly definovany, plati:

e[ Ll

Definice. Je-liG C C otewena mnozina & : G — C je funkce. FunkciF’ : G — C nazvuprimitivni
funkci k f na G, pokud platiF’(z) = f(z) pro vSechna € G. (Zde F’ zn&i komplexni derivacF’).

Lemma 20.3. Je-li G C C oteviend mnoZingf : G — C spojita funkce &' je primitivni funkce kf naG,
pak pro kazdou cesty : (a,b) — G plati

/@ f = F(p(b) - F(p(a)).

Specialng, je-lip uzaviena cesta (resp. cykl),fg f=0.

Veéta 20.4(primitivni funkce a Kivkovy integrél) Necht Q C C je oblastvC a f : Q — C je spojita
funkce. Pak nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

e Existuje primitivni funkce i v celéoblastif.

e Kfivkovy integrél zf v 2 nezavisi na cestgj. kdykoli jsoup : (a,b) — Qa1 : (c,d) — ) dvé cesty
takové, Ze(a) = 1(c), p(b) = ¥(d), pak [, f = [, f

e Pro kazdou uzavienou cespv Q je [ f = 0.

20.3 Cauchyova ®ta a Cauchylv vzorec

Definice. Rekneme, e mnozin& c C je hvézdovita pokud existuje takovy bod € M, Ze pro kazdé
w € M je Gs€ka(z, w) obsazena celavl.

Véta 20.5(Cauchyova @&ta (pro hezdovitou mnozinu))Necht 2 C C je oteviend hvézdovitd mnoZina a
¢ uzaviena cesta Q. Je-li f € H(Q2), pakf(p f =0, atedyf ma primitivni funkci \2.

Véta 20.6(Cauchyliv vzorec)Bud K, (zo) := {z € C,|z — 2| < r} kruh v komplexni roviné a oznatme
Yaour(t) := 20+re’, t € (0, 27) jeho kladné orientovany obvod. Necfit= H(K,(20)) (tj. je holomorfni na
otevieném okoli tohoto kruhu). Potgfima vK,.(zo) derivace vSech fadl, a pro kazdécs Naz € K,(zg)

plati
F(2) = n'/ S, ®)

—_ +1
2mi Joy,, (W —2)"

20.4 Taylorovy a Laurentovyrady

loc
Véta 20.7(Weierstrass)Bud 2  C oblast, f,, € H(€2). Necht>" >, f, = f na. Potom

o feH(Q);
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e fadu) 7, f, je mozno uvnitk? libovolnékratderivovat €len po Elenu, pricemz

Z k) naq, keN.

Poznamka. e P¥i derivovanifady reélnych funkci bylo pé¢ba navic pedpokladat stejnoérnou kon-
vergenci derivovanéady. Ufad, jejichzCleny majikomplexni derivaci toto pedpokladat nemusime.

¢ Jinymi slovy Ize tedyici, Zefady, které konverguji na realném intervaluC R lokalné stejnorérré a
presto "zlobi" v realném oboru ( = nelze je automaticky derivovat) jsourd@zénaR) komplexnich
fad, které bud nemaji komplexni derivaci na zadném "komplexnim okoiérvalu J (na Zadné
oblasti2 C C, obsahujici/) nebo nekonverguji stejnameé na zadné takove oblas$ii

Véta 20.8(mocninnéfada vC). Budtez,zy € C, a, € C,n = 0,1,.... Potom existujer € (0, +o0)
takové, Ze komplexni mocninna fadlg,- , an(z — zo)"

e konverguje lokalné stejnomériéholomorfni funkci f uvnitf kruhuKr(z9) = {z € C, |z — 2| <
R};

e diverguje vné kruhu<r(zo).

Pfitom fadu} " 7 , an(z — 20)™ Ize uvnitf K z(zo) libovolnékrat derivovat ¢len po €lenu a plati
B (z Z ann(n—1) - (n—k+1)(z — 20)" % v Kg(2).

Véta 20.9(Taylorovafada vC). Bud' f € H(Kg(z9)) pro R > 0. Potom existuji,, € C, Ze

Z (z —20)", z¢€ Kg(20), (6)
pficemz fada \(6) konverguje lokalné stejnomérndsx(zo). Navic je

£ (20)

n!

ap = , n=01,... 7

a tedy fada(6) je Taylorovou fadou funkcé na kruhuK z(z).
Definice. e ProzgeC,a, €C,n=-1,-2,...,definujme
-1 -1

Z an(z — 2z9)" := lim an(z — 20)"

N—o0
n=-—oo n=—N

pro vSechna € C, pro které existuje limita vpravo.

e Prozy € C, a, € C, n € Z, definujmezobecrénou mocninnouradu

o) —1

Z an(z — 20)" = Z an(z—zo)”+2an(z—zo)”

n=—oo n=-—oo n=0
pro vSechna € C, pro které mé satet vpravo smysl.
Definice. Budte zgp € C,a, € C,n € Z,abud ) " an(z — z9)" zobec®@na mocninndada.Radu

1 an(z—2)" nazyvamehlavni €ast afaduy > a,.(z — z)" nazyvameegulami tastzobecgné
mocninn&ady > > an(z — 2z0)".
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Veéta 20.10(zobec@na mocninndada vC). Budte z,zo € C, a, € C, n € Z. Potom existujir, R €
(0, 4+00), takova, Ze zobecnéna mocninna f3dad” _ _ a,(z — zo)"

e konverguje lokalné stejnomeérkénolomorfni funkci f uvnitf mezikruzik, r(z0) = {z € C,r <
|z — 20| < R};

e diverguje vné mezikruZi, r(zo).

Pfitom Ffadu) > an(z — 20)" |ze uvnitf mezikruzk, r(z) libovolnékréat derivovat €len po €lenu a
plati

[e.o]

fBE) = Y awm(n-1)--- (n—k+1)(z — 20)" " v K r(2).

n=—oo
Véta 20.11(Laurentovarada vC). Bud' f € H(K,; r(20)) pro R > r > 0. Potom existuji,, € C, ze

o0

f(2)= Y an(z—2)", 2z € Ky r(2), (8)

n=—0oo

pfitemz fada vpravo konverguje lokalné stejnomérné v mezik, r(zo). Navic je

an, 1 Lw) dw Vn € Z, (9)

-~ 2mi a0 (W — 20)™ T

kdey., ,(t) = z0+0e', t € (0, 2) je obvod kruhu o poloméra € (7, R). Radu(8) nazyvaméaurentovou
fadou funkcef na mezikruzi’, r(zo).

Poznamka.Porovnanim Cauchyova vzorce (5) pipa ., o, tj.

.y nb f(w)
f(z0) = 57 [yzo’g (w0 = 21 dw, neNU{0},

a vzorce pro Laurentovy koeficienty (9). tj.

! f(w)
n — 7(1 GZ,
a [y w n

a % 20,0 (w o ZU)n+1 ’

dostaneme

n € NU{0}.

Poznamka.Specialnim pipadem mezikruZi je prstencové okoli bo®i:(a) = Ko ,(a) = {z € C; 0 <
|z —a| < r}. Je-litedyf € H(P(a)), Ize ji podle gedchozi ety rozvinout do Laurentoviady naP(a).
Této situaci tzv. izolované singularity se budeng@mevat v nasledujicim paragrafu podréfpn

20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova @eta
Definice. Boda € C nazvuizolovanou singularitou funkce f, pokudf € H(P(a)).
Definice. 1zolovanou singularitu. € C funkce f nazvu

e odstranitelnou singularitou, pokud existujéim,_,, f(z) € C;

e poélem, pokud existujdim,_., f(z) = oo;

e podstatnou singularitou, pokud neexistujim,_., f(z).
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Veéta 20.12(o odstranitelné singula&). Bud' a € C izolovanou singularitou funkcg. Potom néasledujici
je ekvivalentni:

1. a € C je odstranitelnou singularitoufunkcef;
2. f je omezena na néjakém prstencovem okoli koduC;
3. f lze spojité dodefinovat v bodés C (limitou), a poté jef holomorni va;

4. Laurentova fada funkcgvP(a) ma prazdnou hlavni ¢ast, je to tedy Taylorova fada, tj. pre U (a)
Ize psét
f(z) =ao+ai(z—a)+ax(z—a)?® +---

Veéta 20.13(o polech) Bud a € C izolovanou singularitou funkcg. Potom nasleduijici je ekvivalentni:
1. a € C je pélemfunkcef;
2. existujen € N takové, Zéim, ., f(z)(z — a)" € C, a pfitomlim, ., f(2)(z — a)" ! = oo;

3. je-li Laurentova fada funkcg v P(a) s koeficientyu,, pak existujen € N takové, Zer_,, # 0 a
pfitom a_; = 0 pro vSechna > n. Hlavni Cast této Laurentovy fady mé tedy jen konecny pocet
nenulovych €lenl, tj. pre € P(a) Ize psat

e TR S _ ..
f(z)_(z—a)”+ +Z_a+a:(]+a1<z a)—i— .
Pozndmka. e HodnotaCislan € N z druhého ofetiho bodu pedchozi ety je tataz — tj. je-lin € N,
pro ktery je (jako v bodu 2)im, ., f(z)(z — a)® € C, a @itom lim, ., f(2)(z — a)" ! = oo, pak
a_p je i (jako v bodu 3) "posledni nenulovy koeficient v hlavddisti Laurentovyady f v P(a)", a
naopak.

e V této situacitikame, zef ma va pél nasobnostin.
e Predchozi eta tedy mimo jinéik4, Zekazdy pél mé néjakou nasobnost

Veéta 20.14(o podstatné singulaé). Bud' a € C izolovanou singularitou funkcg. Potom nasleduijici je
ekvivalentni:

1. a € C je podstatnou singularitoudunkcef;
2. pro v8echnav € C U {oo} existuje posloupnost, — a takova, Zdim,, . f(2zn) = w;

3. je-li Laurentova fada funkcé v P(a) s koeficienty:,, pak jeji hlavni Cast obsahuje nekone¢né mnoho
nenulovych &lend, tj. pre € P(a) Ize psat
A_n a_—1

f(z):...+m+...+z_a

+ap+ar(z—a)+---

Pozndmkalmplikace "(1) = (2)" z pfedchozi ety se nazyv&éta Casorati-Weierstrassova

Definice (reziduum) Bud a € C izolovana singularita funkcg, a bud

o0

@)=Y an(z—a)" (10)

rozvoj f do Laurentovyfady naP(a). Koeficienta_; tétofady nazvemeeziduem funkce f v bodé a,
piSeme
Resq f(2). (11)
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Véta 20.15pravidla pro vyp@et rezidui) 1. Je-lia odstranitelnou singularitoyf, je‘ Res, f(2) = 0. ‘

2. Ma-li f va p6l ndsobnosti 1, g je holomorfni v, je’ Reso(f(2)g(z)) = g(a) Resaf(z).‘

3. Jsou-lif i g holomorfni va, g(a) = 0, ¢'(a) # 0, pak
ree TG _ Jla)

a

9(z)  g'(a)’

4. Ma&-li f va pol nasobnostk € N, je

Res o f(2) = (k—ll)' tim (7(2)(= - a)k>(k—1) |

Véta 20.16(reziduova @ta) Bud' ¢ jednoducha uzaviena kiivka@, ktera je orientovana kladné vici
svému vnittkdnt ¢. Bud' f € H(Q\ {z1,...,2,}), kdeQ C C je oblast obsahujicint ¢ U (¢). Necht
pfitom{z1,...,2,} N (p) = 0. Potom

/ f(z)dz = 2mi Z Res , f(2). (12)
%)

zr€Int

Pozn.Kfivka je orientovana kladnv(ti Int o, pokud i "pohybu po Kivce" leZi oblasiint ¢ "po levé
ruce". V gipac op&né orientované kvky je pfed sumou na pravé stradifl2) znaménko minus.

Reziduova &ta je jednim z velmi silnych prdgdkd pro vypéet mnoha typl realnych &itych inte-
grald. Viz bonusovy material "Pouziti reziduovéty k vypatiim®.

Pro vypdty pomoci reziduovééty se hodi nasledujici &demmata.

Lemma 20.17 (lemma o velkych obloucich, Jordanovo lemm&)echt 0 < o < § < 7, a necht
f € C(ARr), kde Ar := {z € C;argz € («a,0), |2| > R} pro néjaké R > 0. Necht dale plati
lima,5:—00 f(2) = 0. Je-lig,(t) := re', t € (o, B), oblouk kruznice o poloménu> 0, pak

lim [ f(z)e®dz=0. (13)
r—00 or

Lemma 20.18(lemma o malych obloucichNechta € C a necht f je holomorfni na néjakém prstencovém
okoli bodua, pficemz v bod& ma f nejvyse pdl nasobnosti 1. Necht ddle< o < 8 < 2w, a necht
©r(t) :=a+re', t € (a, 3), je oblouk kruznice o poloméru> 0. Pak

lim / f(2)dz =i(f—a)Resq f. (14)
or

r—0+

20.6 \eta o jednozn&nosti

Véta 20.19(o jednoznanosti) Bud' f,g € H(Q2), kdeQ2 C C je oblast. Bud'A := {z € Q; f(z) = g(2)}.
PokudA mé hromadny bod @, je f(z) = g(z) pro vS8echna € (.

Dusledek 20.20.Bud’ f,g € H(C\ {z1,...,2,}). Bud f = g na neprazdném intervali, b)) C R. Potom
f(z) =g(z) provSechna € C\ {z1,...,2,}.
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Priklad 2 (goniometrické funkce €). e Pro viechnay € R je cosy = 3(e™ + e~%). Z véty o jed-
noznatnosti plyne (zdlivodnéteys(iy) = (e ¥ + e¥) = coshy pro viechnay € R. Podobné
sin(iy) = ¢sinh y pro vSechnag € R.

e Pro vSechnar,y € R jesin(z + y) = sinzcosy + coszsiny. Z véty o jednoznacnosti plyne
(zdlvodnétepin(z + w) = sinxcosw + cosxsinw pro vSechnar € R, w € C. Prow = iy,

y € R, dostanemein z = sin(z + iy) = sinx cos(iy) + cos z sin(iy). S vyuZitim pfedchoziho bodu
dostaneme sin(x + iy) = sinx cosh y + i cos  sinh y,

apodobné cos(x + 1y) = cos z coshy — i sinx sinh y.

Priklad 3 (komplexni logaritmus)Pro z = |z|e! &% mameln z = In(|z|e!®8?) = In|z| + i arg 2. ProtoZe
argument §rg z) neni jednoznacna funkce, je i komplexni logaritmus viceznaCkéadun
Inz=1In|z| +i(p+ 2kn), (p+ 2km = argz).

Pfiklad 4 (obecna mocnina) e /=1 = exp(1 In(—1)) = exp(3 (In 1+ir+2kmi) = exp(iZ+kmi) =
i(—-1)F,  keZ.

e i = exp(iln(i)) = exp(i(lnl + 4% + 2kmi) = exp(—% — 2km), k€ Z.

o Vi=-exp(+n(i)) = exp(t(Inl+ 4% + 2kmi) = exp(3 + 2kn), k€ Z.

7
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Ortogonalni systémy polynomi

Polynomy Prostor ‘ Definice polynomu ‘ Norma

Generujici diferencialni rovnice
Rekurentni vztah

Legendreovy L3(-1,1) Po(z) = 5 (2% — 1)) 1Pall2 = :

2n+1

(1 —22)y) = -\y, A=nn+1),n=0,1,2,...

(n + 1)Pn+1 = (271 + 1).%'Pn - nPn_l

Ph=1P ==z
Laguerrovy! L2, _.(0,00) | Li(x) = Letgms Lo (gntse—7) L5 1I% = w
(z5Tle ) = —\xse 7y, A=0,1,2,...
(m+1)Ly  +(x—s—2n—1)L; +(s+n)L;, ;=0
Li=1L{=1+s—ux
Cebysevovy L%(—l, 1) T, (x) = cos(n arccos ) HTan =5 (n>0)

7
(\/1—x2y’) Se— A=n?, n=0,1,2,...

1—22

Tyt +Thoq = 22T,

To=1,T =z

Hermiteovy? | L% ,(—o0,00) | Hy(z) = (—1)”’6962%(6_35 ) HHnH% = 2"nl\/7

2

v ==Xy,  A=2n,n=0,12,...

Hypy1—2zH,+2nH,_1 =0

H0:1,H1:2.’13

Poznamky:

1.

Laguerrovy polynomy se definuji pro s > —1. Pokud neni specifikovano zadné s, mysli
se s = 0.

. Pro Hermiteovy polynomy plati jesté nasledujici zajimavy vztah:

H) (x) =2nH,_1(z).

. Proderivovanim a tipravou rovnice pro Hermiteovy polynomy lze dostat jeji jednodussi

tvar
y' —2zy + Ay =0.

Podobné lze nalozit s rovnici pro Cebyseovovy polynomy a obdrzet

(1—2%)y" —xy’ + Ay =0.



Pouziti reziduové véty k vypoctum

1. Integraly z racionalni funkce sinu a cosinu pres interval délky 2w

P(z,w), Q(z,w) jsou polynomy ve dvou proménnych takové, Ze Q(sinz,cosz) nemd Zadné kofeny pro
€ (0,27). Potom

1 1y 1 1
27 P(sinx,COSx P(Z(Z -1),5(z+ 2))
N T  de = 27 Z Res ., | — - ; 7
2

(1)

sin x, cos x)
0 Q( ) 2, €K1 (0)

kde K1 (0) je otevieny jednotkovy kruh. (Cesky: dosadte do P a @ za sinx resp. cosz vyrazy %(z — %)
resp. (z + )7 vydélte jesté jednim z, upravte a seCtéte rezidua ve vSech singularitach, které lezi uvnitt

Jednotkoveho kruhu v komplexni roviné. Tento soudet se vynésobi 27 a je zintegrovano.)

Pomoci (1) spoététe nasledujici ptiklady (goniometrické funkce s ndsobnymi uhly lze napiiklad vyjadfit
pomoci jednoduchych thlt, naptiklad cos 3z = 4 cos® z — 3 cos z):

/27T cos T w /27r cos 3x 0
——de=—- ———de=——
o O+4cosz 3 o OD+4cosz 12
27 2 2
(1+2cosx) 27 / 1 27
2P de =455 - dz=
/0 3+2cosz 5 (4v5-5) o 13+ 12sinx 7%
2m s 12
1 o sin“x
— —  _dz=2 22T dr=27(2-V3
/0 (5 —3sinx)? ) /_,r2—|—cosa: o m(2-V3)

(Diky 2m-periodicité sinti a kosinti je jedno pies jaky interval délky 27 se integruje, tedy [ = fo% atd.)

2. Integraly z funkci od —oo do +oo

Bud f € H(C\ A), A={z1,...,2n}. Necht f nemé zadné singularity na redlné ose, a necht dale plati

lim R-max|f(z)] =0, (2)

R—+o0 v

kde v/ := Re®, t € (0,7) (horni pilkruznice o poloméru R). Polozme AT := {z; € A, Im(z;) > 0}.
Potom

“+oo
/ f(z)dx = 2mi Z Res,, f(2) . (3)
> zREAT

Speciélné pro f raciondlni, tj. f(z) = P(z)/Q(z), kde P(z) a Q(z) jsou polynomy, jsou predpoklady véty
splnény, pokud @ nemé zadné kofeny na redlné ose, a stupeni (Q) > stupeni (P) + 1.

Vyzbrojeni touto znalosti spoctéte:

/OO x? d /°° d 3m
Y qr=r _ o
oo (@2 + 22+ 2)2 o (14 22)3 8
o0 1 o0
[ / et
oo (2?2 —42+45)2 2 oo (L+22)( x2+2x+2) 5
/°° L) /°° e _ 213
14283 Oox2+ac+1 3
/°° 1 de /°° > +x+3 dx—4“/§
oo (L+22)2 (22 +4) 9 wrt+a24+1 7 3
° 1 T © 22443 13m/3
nzdr =75 PRI
—eo (1 22) 2 oo (2t + 22 +1)° 18



3. Integraly z f(z)e'*® od —oo do +o0

Bud f € H(C\ A), A={z1,...,2,}. Necht f nemd zadné singularity na redlné ose, a necht dale plati

lim max|f(z)] =0, (4)

R— 400 ’YE

kde v} := Re', t € (0,7) (horni pilkruznice o poloméru R). Polozme AT := {z; € A, Im(z;) > 0}.
Potom pro a > 0 plati
+oo ) )
/ J@)e o dr=2mi Y Ress, (f(:)0). (5)
e zp€EAT

Speciélné pro f raciondlni, tj. f(z) = P(z)/Q(z), kde P(z) a Q(z) jsou polynomy, jsou predpoklady véty
splnény, pokud @ nemé zadné kofeny na redlné ose, a stupeii (Q) > stupeii (P).
Vsimnéte si rozdilu mezi (4) a (2): ono R chybéjici ve (4) zpusobi, Ze v piipadé raciondlni f staéi, kdyz je
stupen jmenovatele pouze vétsi nez stupen citatele.

Pomoci (5) nyni spoctéte (pro integraly se sinem a kosinem pouZijte sin ax = Im(e!%%), cos ax = Re(e'?)):

/oo cos 2mx q V3 2y, /00 sinz T 2 1

———dzx=—me — —dr=——e"5sin-
ool 4322 3 ool 224522 2 5
/°° coSTT T . /°° rsinz (3 cosl+sinl)
————dz=—-¢ x =
oot +4 4 o2+ 22+ 10 3e3
% 2mita Poznamka: pozdéji uvidime, ze integral vlevo je
/ 1.2 de=me 2™, £>0 zpétna Fourierova transformace funkce I%H, a ze
—oo LT tedy reziduova véta se u F.T. velmi hodi.
*“z sinax T oo oo
/ L Cde==e%,a4>0,b>0 Navod: sudost funkce implikuje / = 7/
2 12
o x*+0 2 0 2/

4. Dalsi integraly

Reziduovd véta umoziiuje spocist mnoho dalsich integréalii, nejen integraly vyse uvedenych (jednoduchgch)
typu. Jako priklad ukdzeme vypocet

+o0 ets T
/ dx s €(0,1). (6)

- = - )
— l+e sinms

Postupujte podle tohoto navodu:

o Integrujte funkei f(z) = 7$o= pies obvod obdélniku, jeho# zékladnou je interval (—R, R), a jehoz
vyska je 27i (horni dva vrcholy maji tedy soufadnice =R + 2mi).

e Uvniti obdélnika je jedind izolovana singularita funkce f: v bodé mi, ve kterém plati
Resqi f(z) = —e™.
e Ukazte (odhadem integralti v absolutni hodnoté), Ze integraly pfes obé boc¢ni stény obdélnika jdou
k nule, kdyZz R — +0co (zde bude hrat roli také hodnota parametru s).

e Po limitnim pfechodu R — +oo tedy zlustanou jen oba integraly pres nekone¢né natazené horni a
dolni strany obdélnika, a vysledek kfivkové integrace, zndmy z reziduové véty. Konkrétné vyjde:

+oo oS +oo eTs eQﬂ'is )
/ dz — / ———dz =27 (—e™).

O feo 1lH4e®

Z posledné uvedeného vztahu plyne (6). Zkuste provést cely vypocet peclivé, se vSemi podrobnostmi!

M.Rokyta
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