Frantisek JeZek — jezek@kma.zcu.cz

Katedra matematiky Zapado&eské univerzity v Plzni, 2008

19. dubna 2009

«O>» «Fr «=» <«

>

DA




© Trojihelnikové platy obecn&
@ Barycentrické soutadnice
© Zobecnéni Bernsteinovych polynomii

@ Trojihelnikovy Bézieriiv plat
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Z platu &tyFahelnikového Ize vytvorit plat trojihelnikovy témito
cestami:

@ redukci jedné strany hranice na bod — pro plochy uréené siti
napr. volbou Vg , = --- = Vp, ,
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Obsah Trojihelnikové plity obecn& Barycentrické soufadnice Zobecn&ni Bernsteinovych polynomi Trojihelnikovy Bézierav plat

Z platu ¢tytuhelnikového lze vytvofit plat trojihelnikovy témito
cestami:

o redukci jedné strany hranice na bod — pro plochy uréené siti
napr. volbou Vg, = --- =V, ,

@ tecnym napojenim dvou sousednich okrajovych kFivek — pro
Bézierovu plochu nap¥. pro n = m volbou

V10— Vo0 = Vo1~ Vopo



Barycentrické soufadnice (xo,x1) bodu X na dse¢ce s krajnimi
body PoP; definujeme pfedpisem

X = xoPo + x1P1
a podminkou xp + x3 =1 (x9 > 0,x3 > 0).
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Barycentrické soufadnice na p¥imce

Barycentrické soufadnice (xg,x1) bodu X na dsecce s krajnimi
body PoP; definujeme p¥edpisem

X = xoPo + x1P1

a podminkou xp + x3 =1 (x9 > 0,x; > 0).

Barycentrické soutradnice v roviné

Barycentrické souFadnice (xo, x1,x2) bodu X spliiuji vztahy:
X =xPo +x1P1+xP2, xo+x1 +x =1

Pokud x; > 0, i =0, 1,2, ndlezi bod X trojuhelniku PoP1P>.




Simplexem v E,, rozumime n + 1 linedrn& nezavislych bodi
Pi,i=0,...,n.
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Pii=0,...,n.

Simplexem v E,, rozumime n + 1 linedrn& nezavislych bodi

Barycentrické soufadnice (xg, X1, - - ., xn) bodu X vzhledem k
simplexu Py, ... P, definujeme pfedpisem

X = ix,-P,-
i=0

a podminkou >-7 o x; = 1,

(x; >0,i=0,.
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Geometricky vyznam barycentrickych sou¥adnic

Véta
Pro barycentrické soufadnice xg, x1,xo bodu P vzhledem k

trojuhelniku PoP1 P, plati
O(A PPy Py) . O(APyPPy) O(APyP1P)

0T O(APPIP)” LT O(APoPIP) "2 T O(APoPLP,)
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Geometricky vyznam barycentrickych sou¥adnic

Véta
Pro barycentrické soufadnice xg, x1,xo bodu P vzhledem k
trojuhelniku PoP1 P, plati

. _ O(APPIP)  _ O(APPPy)  _ O(APyPLP)
07 O(APPLPy) T O(APGPLP,) 2 O(APyPLP,)

Dukaz: Z definice barycentrickych sou¥adnic plyne:
P=xPog+xiP1+xP> a xg+x1+x =1,

coZ je soustava tFi rovnic pro nezndme xp, X1, X2 a jeji feSeni
(Cramerovym pravidlem) vede spolu s vypo¢tem obsahu
trojuihelnika pomoci velikosti vektorové soudinu vektorl dvou stran
k dokazovanym vztahlim.




Zobecnény Bernsteiniv polynom definujeme vztahem
B/’ k(x0, x1,%2) =

Ilk' Xxdxk, itjtk=n xo+xit+x=1
Nutno je doplnit, 22 0! =1 a (J) =1
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Pro xp + x1 + xo = 1 plati

Z B;:j’k(Xo,X]_,Xg) =1
i+j+k=n
Véta

Pro barycentrické soufadnice xo = 0,x1 +xp =1 a j + k = n plati

Bo,jk(0,x1,%2) = B (x1) = Bi(x2)
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Pro xp + x1 + xo = 1 plati

Z B;:j’k(Xo,X]_,Xg) =1
i+j+k=n

Pro barycentrické soufadnice xo = 0,x1 +x2 =1 a j + k = n plati

By (0, x1,x2) = B}'(x1) = B{(x2)
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Trojuhelnikova sit
Ridici polygon zde nahrazuje trojihelnikova Fidici sit bodi, jez
v pFipadé n = 4 ma podobu:

Voso

Vo31 V130
Vo22 V121 V220
Vo13 V112 V211 V310
Vooa V103 V202 V301 V400

Sit tvo¥{ v obecném ptipadg 3(n+ 1)(n+ 2) bodii. Jejich potet se
nazyva trojuhelnikové Cislo.
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Definice trojuhelnikového platu

Ozna&me Vj polohové vektory vrcholil trojihelnikové Fidici sité.
Indexy nabyvaji hodnot 0 az n a pro kazdy bod plati i +j + k = n.
Pak trojuhelnikovy Bézierliv plat pro tuto sit je dan rovnici

(1 + up + uz =1):

i+j+k=n
P(ui, up, u3) = Z Viik Bjj (u1, ua, u3).
I
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Vlastnosti trojihelnikového Bézierova platu
@ Algoritmus de Casteljau
o Ddna je Fidici trojuihelnikovd sit a trojice parametrii
(u1, U2, u3), Uy + ux + uz = 1. Ur€ujeme bod Bézierovy plochy,
ktery odpovidd danym parametrim.
e Pro trojdhelniky sit& uréujeme opakovang (rekurentng) body o
barycentrickych sou¥adnicich danych trojici (u1, ua, u3).

e Po zredukovani sité na bod dostavame bod plochy, ktery
odpovida zadanym parametrim.
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Vlastnosti trojihelnikového Bézierova platu

@ Algoritmus de Casteljau
e Dana je ¥idici trojuhelnikova sit a trojice parametri
(u1, U2, u3), Uy + ux + uz = 1. Ur€ujeme bod Bézierovy plochy,
ktery odpovidd danym parametrim.
e Pro trojdhelniky sit& uréujeme opakovan& (rekurentn&) body o
barycentrickych soufadnicich danych trojici (uy, uo, us).
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Vlastnosti trojuhelnikového Bézierova platu

@ Algoritmus de Casteljau

e Dana je ¥idici trojuhelnikova sit a trojice parametri
(u1, U2, u3), Uy + ux + uz = 1. Ur€ujeme bod Bézierovy plochy,
ktery odpovidd danym parametrim.

e Pro trojdhelniky sit& uréujeme opakovan& (rekurentn&) body o
barycentrickych soufadnicich danych trojici (uy, uo, us).

e Po zredukovani sité€ na bod dostavame bod plochy, ktery
odpovidd zadanym parametriim.
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@ Podminka konvexniho obalu — bod Bézierovy plochy lezi v

konvexnim obalu Fidici sité.

@ Afinni invariance — pouziti generdtoru plochy a transformace

je zaménitelné.

@ Okrajovymi k¥ivkami trojihelnikové Bézierovy plochy jsou
Bézierovy kFivky uréené okrajovymi lomenymi ¢arami

trojtihelnikové sité.

@ Napojeni plati ve tfid& spojitosti Ci: okrajové trojihelniky
jsou koplandrni (dvojice trojihelniki leZi v jedné roving) a

véechny si odpovidaji v jedné afinni transformaci.
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@ Podminka konvexniho obalu — bod Bézierovy plochy lezi v

konvexnim obalu Fidici sité&.

@ Afinni invariance — pouZiti generatoru plochy a transformace

je zaménitelné.

@ Okrajovymi k¥ivkami trojihelnikové Bézierovy plochy jsou
Bézierovy kFivky uréené okrajovymi lomenymi ¢arami

trojtihelnikové sité.

@ Napojeni plath ve tfid&€ spojitosti C;: okrajové trojiihelniky
jsou koplandrni (dvojice trojihelniki leZi v jedné roving) a

véechny si odpovidaji v jedné afinni transformaci.
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Vlastnosti trojihelnikového Bézierova platu

@ Podminka konvexniho obalu — bod Bézierovy plochy lezi v
konvexnim obalu ¥idici sité.

@ Afinni invariance — pouZiti generatoru plochy a transformace
je zaménitelné.

@ Okrajovymi k¥ivkami trojihelnikové Bézierovy plochy jsou
Bézierovy kFivky uréené okrajovymi lomenymi ¢arami
trojuhelnikové sité.
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Vlastnosti trojihelnikového Bézierova platu

@ Podminka konvexniho obalu — bod Bézierovy plochy lezi v
konvexnim obalu ¥idici sité.

@ Afinni invariance — pouZiti generatoru plochy a transformace
je zaménitelné.

@ Okrajovymi k¥ivkami trojihelnikové Bézierovy plochy jsou
Bézierovy kFivky uréené okrajovymi lomenymi ¢arami
trojuhelnikové sité.

@ Napojeni plath ve tfidé spojitosti C;: okrajové trojdhelniky
jsou koplandrni (dvojice trojihelniki leZi v jedné roving) a
v8echny si odpovidaji v jedné afinni transformaci.
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