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Kapitola 1
Uvod

Nase prace se zabyva klasickou verzi Banach-Stoneovy véty a jejimi zobecnénimi. Ptipo-
meneme jeji znéni:

Véta 1.0.1. Necht K a Y jsou kompaktni prostory. Potom je C(K) isometricky isomorfni
s C(9), pravé kdyz jsou S a K homeomorfni. Oznacime-li isometricky isomorfismus jako
T, mizeme nalézt dokonce homeomorfismus ¢ : S % K a funkci h € C(S) takové, Ze
plati |h(y)| =1 a

Tf(y) = h(y)f(#(y)) pro vSechnay € S, f € C(K).

Véta byla v roce 1932 dokazana S. Banachem pro ptfipad kompaktnich metrickych
prostoru a jeho vysledek zobecnil v roce 1937 M. H. Stonem pro tifidu vSech kompaktnich
Hausdorffovych prostori.

Zobecnovani Banach-Stoneovy véty se ubiralo nékolika sméry — kompaktni prostory
byly nahrazovény obecnéjsimi topologickymi strukturami (naptiklad plné regularni spo-
¢etné kompaktni prostory spliujici prvni axiom spocetnosti jako v pripadé Eilenbergovy
véty), D. Amir a mnoho dalsich pracovalo se ,skoro isometri“ namisto isometrického iso-
morfismu. A. Lazar dokazal vétu Banach-Stoneova typu pro prostory afinnich funkci na
simplexech (poznamenejme, ze kazdy prostor spojitych funkei na kompaktni mnoziné je
isometricky isomorfni prostoru afinnich funkci na vhodném simplexu), ¢imz oteviel cestu
dalsimu zobectiovani. Pristup D. Amira a A. Lazara sjednotil H. B. Cohen. Takovy je
struény vycet zobecnéni, které si nase prace klade za cil zpracovat a nékteré z vysledkt
zobecnit.

Nase prace samoziejmé obsahuje pouze zlomek tématu ,Banach-Stoneova véta a jeji
zobecnéni“. Rada matematiki se ji zabyvala v mnoha dalsich podobéch, které nase prace
nezahrnuje: naptiklad jeji vektorovou verzi, analogii pro Banachovy algebry, zobecnéni
pro Bairovské funkce atd.

Budeme vyuzivat zakladnich pojmii z oblasti funkcionalni analyzy, teorie miry, Choque-
tovy teorie a poznatky o struktufe konvexnich mnozin.

Vsechny topologické prostory vyskytujici se v textu jsou Hausdorffovy. VSechny funkce
jsou uvazovany nad télesem realnych cisel.



1.1 Znadeni

A(K) prostor spojitych afinnich funkci na kompaktni konvexni mnoziné K
AY(K) ... prostor omezenych afinnich funkci na kompaktni konvexni mnoziné K
C(K) prostor spojitych funkci na kompaktni mnoziné K
Cb(K) ... prostor omezenych spojitych funkci na mnozing K
lin K ... linearni obal mnoziny K
coA ... konvexniobal mnoziny A
Bx ... uzaviena jednotkova koule v normovaném linedrnim prostoru X
Sx jednotkova sféra v normovaném linearnim prostoru X
P(K) ... prostor spojitych konvexnich funkeci na kompaktni konvexni mnoziné K
Q(K) prostor zdola polospojitych konvexnich funkci na kompaktni
konvexni mnoziné K
M(K) prostor znaménkovych Radonovych mér na kompaktni mnoziné K
MT(K) ... prostor nezdpornych Radonovych mér na kompaktni mnoziné K
MYK) ... prostor pravdépodobnostnich Radonovych mér na kompaktni mnoziné K
B(X) Borelovska o-algebra nad topologickym prostorem X
supp(p) nosi¢ miry p
[bs ... vnitfni mira indukovand mirou u
fee ... obraz miry miry p skrze méfitelné zobrazeni f
Id ... identické zobrazeni

1.2 Teorie miry

Véta 1.2.1 ([20], Theorem 6.7). Necht K je kompaktni prostor a p € M*(K). Potom
existuje tzv. Jordaniv rozklad miry p na p = p* — p=, kde ut,pm € MT(K). Pro néj
platd [|pl| = [[p*) + -

Pro kazdy jing rozklad p = 1y — va, kde v1,v5 € MT(K) plati
=]

vill = Il a flvell =

Lemma 1.2.2. Necht K je kompaktni mnoZina, r € K a p € M'(K) takovd, Ze u({z}) =
0. Potom pro kazdé ¢ > 0 ezistuje uzaviené okoli U bodu x takové, Ze u(U) < e.

Diikaz. Vnéjsi regularita nezapornych Radonovych mér na kompaktni mnoziné ndm dava
existenci otevieného okoli x s vlastnosti pu(U) < e. Protoze kompaktni prostor je normalni,
existuje oteviend mnozina G takova, ze v € G C G C U. Takze G je uzavienym okolim

bodu z a p(G) < e. O

1.3 Funkcionalni analyza

Znaceni 1.3.1. Necht je K kompaktni topologicky prostor. Potom pro kazdé = € K
oznacme jako ¢, : RE — R evaluacéni funkci, kterd kazdé f € RE piitadi e,(f) = f(x).

Lemma 1.3.2 ([12], s. 105, Ex. 5). Necht X,Y jsou normované linedrni prostory a zob-
razeni T : X — Y je isometricky isomorfismus X na Y. Potom je T* isometrickym
1somorfismem mezi prostory Y a X*.



Lemma 1.3.3. Necht X,Y jsou normovan€ linedrni prostory aT : X — 'Y je isometricksy
isomorfismus X na'Y . Potom T (ext Bx) = ext By.

Diikaz. Ziejmé plati, ze T'(ext Bx) C By. Vezméme si x € ext Bx. Nechf T'(z) = 432, kde
Y,z € Bx. Protoze je T' je surjektivni, existuji ¢/, 2 € By takové, ze y = T(y'),z = T(%).
7 linearity zobrazeni T plati

_yt+z TW)+T()

T(x) 5 = 5 = T(

y/ _l_ Z/)

5 )
Zobrazeni T je prosté, a proto x = % Protoze je x extremalnim bodem By, plati nutné
y' = 2" a z toho y = z. Takze T'(ext Bx) C ext By.

Stejnou tivahu miizeme provést také pro 7!, éimZ bychom ziskali opa¢nou inkluzi a
dikaz je hotov. O

1.4 Topologie
Topologické pojmy, které zde nedefinujeme, jsou pouzivany ve shodé s monografii [11].

Lemma 1.4.1 ([11], Theorem 3.1.1). Necht K je kompaktni prostor, I je libovolnd inde-
zovd mnozina a {F, : a € I} soubor jeho uzavienych podmnozin s konecnou pranikovou
vlastnosti. Potom

() Fu #0.

acl
Lemma 1.4.2 ([11], Theorem 3.10.3). Pro kazdy Hausdorffiv prostor K jsou ndsledujici
podminky ekvivalentni:
(i) Prostor K je spocetné kompaktni.

(i1) KaZdd spocetnd nekonecnd podmnozina K md hromadng bod.

Lemma 1.4.3 ([11], Theorem 3.10.6). KaZdd spojitd funkce definovand na spocetné kom-
paktnim prostoru je omezend a nabyvd svych extrémai.

Lemma 1.4.4 ([14], Tvrzeni *13.5(d)). Je-li X topologicky vektorovy prostor a B konecné
sjednocent jeho kompaktnich konvexnich podmmnozin, je mnoZina co B kompaktni.

Lemma 1.4.5 ([11], Theorem 3.1.13). Méjme spojité bijektivni zobrazeni o mezi topolo-
gickymi prostory X, Y, pricemZ Y je kompaktni. Potom je o homeomorfismem.

Lemma 1.4.6. Necht ¢ : X — Y je spojité zobrazeni kompaktniho prostoru X na topo-
logicky prostor Y a méjme zobrazeni f 1Y — Z, kde Z je topologicky prostor. Potom je
zobrazeni f o ¢ spojité na X, prdve kdyz je f spojité na Y .

Diikaz. Pokud je f : Y — Z spojité zobrazeni, potom je spojité také fo¢op : X — Z,
protoze jde o slozeni spojitych zobrazeni.

Dokazme opaé¢nou implikaci. Necht je spojité fo¢. Mé&me uzavienou mnozinu F' C Z.
Dokazeme, 7e f~(F) je uzaviena. K tomu vyuZijeme mnoZinovou identitu

(@ o fT)(F) = (fod) ' (F).



Potom totiz

JHE) = (b0 o fT)(EF) = (do(fod) ) (F) = o((f o) (F)).

Protoze je zobrazeni f o ¢ spojité, je H = (f o ¢)"!(F) uzaviend podmnozina kom-
paktniho prostoru X, tedy je sama kompaktni. Dale ze spojitosti ¢ dostavame, ze ¢(H)
je kompaktni podmnozinou Y. MnozZina f~!(F) je uzaviend a zobrazeni f je spojité. [J

Lemma 1.4.7 ([11], Problem 1.7.15.(c)). Necht f je shora polospojitd funkce na nor-
mdlnim topologickém prostoru X, pro niZ jsou f~[—oo,a) mnoZiny typu F, pro kaZdé
a € R. Potom je f bodovou limitou klesajici posloupnosti funkci z C'(X).

Lemma 1.4.8 ([11], Excercise 3.8.A.(b)). Lindeléfiv prostor X je dédicné Lindelifiv,
prave kdyz je X perfektné normdlnd.

Lemma 1.4.9 ([22], Example 3.4.3). Fundamentdlni grupa kruznice v R? je isomorfni s
grupou Z. celych cisel.

Lemma 1.4.10 ([22], Example 3.2.11). KaZdd konvexni podmnozina Euklidovského pro-
storu je kontraktibilni (contractible).

Lemma 1.4.11 ([22], Corollary 3.4.12). Fundamentalni grupa kazdého kontraktibilniho
prostoru je jednoprvkovd.

Lemma 1.4.12 ([22], Corollary 3.4.11). Pokud jsou obloukové souvislé prostory X, Y
homeomorfni, potom jsou jejich fundamentalni grupy isomorfni.

Lemma 1.4.13. KruZnice v R? neni homeomorfni s uzavienym intervalem I = [0,1].

Dukaz. Protoze je I konvexni podmnozinou Euklidovského prostoru, je podle Lemmatu
1.4.10 kontraktibilnim prostorem. Lemma 1.4.11 nam tika, ze fundamentalni grupa kon-
traktibilniho prostoru je trivialni.

Podle Lemmatu 1.4.9 je fundamentélni grupa kruznice v R? isomorfni grupé Z. Proto
z Lemmatu 1.4.12 plyne, Ze kruznice a interval I nejsou homeomorfni. O

1.5 Konvexni analyza

V nésledujicich definicich je K je kompaktni konvexni podmnozinou lokalné konvexniho
topologického prostoru.
Podmnozinu F' C K nazveme extremdlni, pokud pro kazdy bod x € F plati:

Pokud z = Ay + (1 — M)z, kde y,z € K a0 <\ <1, potom y,z € F.

Jednobodové extremalni mnoziny budeme nazyvat extremalnimi body a mnozinu vsech
takovych bodi oznac¢ime ext K.

Konvexni extremalni mnoziny nazyvame hranami.

Pro kazdou hranu F' C K miZeme definovat komplementdrni mnozinu F' C K jako
sjednoceni vSech hran, které jsou disjunktni s F'. Poznamename, Ze mnozina F' nemusi
byt konvexni. Konvexni komplementarni mnoziny jsou jiz hranami.



Hranu F' C K nazveme rozkladnou hranou (split face), pokud je jeji komplementarni
mnozina I’ hranou, K = F' U F’ a navic ke kazdému bodu x € K \ (F U F’) existuje
jediné konvexni kombinace takova, ze z = Ay + (1 — \)z, kde y,z € K a0 < A < 1.

Meéjme dvojici disjunktnich uzavienych hran Fj, F3 prostoru K s vlastnosti K = F} U
F5. Potom dvojici F}, F5 nazveme dvojict vzajemné komplementdrnich hran. Tato definice
je ve shodé s drivéjsi definici komplementarni mnoziny, protoze - jak ukazuje Lemma
1.5.6 — pokud jsou hrany F}, F» vzajemné komplementarni, potom je F} komplementarni
mnozinou F5 a F5 je komplementarni mnozinou Fj.

Uzavienou hranu F' nazveme paralelni hranou (parallel face), pokud K = co (F'U F")
a plati, ze v konvexni kombinaci x = Ay + (1 — ANz, kde z € K\ (FUF), 0 < A < 1,
y € F, z € F', je koeficient \ urcen jednozna¢né.

Definice 1.5.1 ([1]). Necht K je kompaktni konvexni mnozZina. Uvazujme funkci f : X —
R. Potom definujeme horni obalku funkce f jako

[*=1inf{a € A(K) : ajext x > [}
Ptimo z definice vyplyva, ze je f* shora polospojita konkavni funkce.

Definice 1.5.2 ([1]; [2]; [18], Veta 2.67). Kompaktni konvexni mnozinu K nazveme
Choquetovym simplexem (nebo jen simplexem), je-li splnéna jedna z néasledujicich ekvi-
valentnich podminek

(i) A(K)* je svaz ve svém piirozeném usporadéni,

(ii) K mé Rieszovu dekompozi¢ni vlastnost. To znamend, ze pro kazdé u, vy, ve € A(K),
které spliuji 0 < u < v1 + vg, 0 < vy, vy existuji funkce uj,uy € A(K) takové, zZe
0<u <vi, 0<up <vg aug +up = u.

(iii) A(K)maF.2.LP. (finite binary intersection property). To znamena, ze plati ()_, B; #
(0 pro kazdy koneény systém uzavienych kouli {B;}7?, v A(K) takovy, ze B; N B;
pro vSechny 1, J.

Definice 1.5.3. Necht K je kompaktni konvexni prostor a = € K. Potom mira u €
MI(K) reprezentuje bod z, pokud pro kazdé a € A(K) plati u(a) = a(x). Rikdme
také, Zze bod z je barycentrem miry p. Potom piSeme r(px) = z a mnozinu vSech mér
reprezentujicich bod x zna¢ime M, (K).

Definice 1.5.4. Na prostoru M(K) zavedeme usporadani. Mé&jme p,v € M(K). Rek-
neme, ze 1 < v, pokud pro kazdou funkci f € P(K) plati pu(f) < v(f).
Z definice ihned plyne, Ze pokud p < v, potom pro h € A(K) plati u(h) = v(h).

Definice 1.5.5. Nechf K je kompaktni konvexni mnozina. Rekneme, Ze funkce f na
K spliiuje barycentrickou formuli (nebo také je silné afinni), pokud je f unviverzalné
méfitelnd (tj. méfitelnd vzhledem ke kazdé mife M(K)) a pro kazdou p € M!(K) plati
p(f) = f(r(w)). Prostor funkei spliiujicich barycentrickou formuli znac¢ime A, (K).



Lemma 1.5.6. Necht K je kompaktni konvexni mnoZina a Fy, Fy jsou jeji disjunktni
uzavrené hrany s vlastnosti K = co (F1UFy). Potom jsou Fy, Fy vzdjemné komplementdrni
hrany.

Diikaz. Chceme ukazat, ze F] = Fy, tj. F» je komplementarni hranou Fi. Budeme postu-
povat sporem. Necht tomu tak neni. Potom existuje hrana F3 disjunktni s F; takova, ze
F3\ F3 # (. Vezméme tedy = € F3\ Fy. Podle pfedpokladu x ¢ F, a protoze F; N F3 = 0,
také x ¢ Fy. Proto existuji z; € Fy, 22 € Fy a0 < A < 1 takové, ze x = Az + (1 — ).
Mnozina F3 je hrana, proto nutné z;,z, € F3. To je spor s F1 N F3 = () a tvrzeni je
dokéazano.

Stejné tak by se ukazalo, ze Fj = Fj. O]

Lemma 1.5.7 ([2], Theorem 4.7). Necht K je kompaktni konvezni mnoZina. Potom
BA(K)* = CO (€(K) U —€(K)),
pricemZ mnoziny £(K), —e(K) jsou paralelnimi hranami Ba(g)«.

Diikaz. Dokazeme, ze e(K'), —e(K') jsou paralelnimi hranami B4 (x)«. Snadno se ovéfi, ze
jsou to uzaviené hrany. Podle Lemmatu 1.5.6 jsou tedy vzajemné komplementéarni.
Méjme a € By, a = Aez — (1 = N)gy, kde 2,y € K, 0 < A < 1. UkdZzeme, Ze je
v tomto rozkladu koeficient \ uréen jednozna¢né. Necht existuji z’,y' € K, 0 < X <1
takové, ze
Aeg — (L= Negy = New — (1= N)ey. (1.1)

Po dosazeni 1 € A(K) do obou stran rovnosti dostaneme, ze A = \'. O

Lemma 1.5.8 ([13],§14. Example 4). Necht je K kompaktni prostor. Potom ext Be k)« =
{£e, :z € K}.

Lemma 1.5.9. Necht je K kompaktni konvexni mnoZina. Potom ext Ba-(xy = {%e, :
r € ext K}.

Diikaz. Z Lemmatu 1.5.7 vime, Ze Bak)- = co (e(K) U —¢(K)). Protoze je Bu(x)- kom-
paktni konvexni mnozina, plati z Milmanovy véty, Ze ext Bk C e(K) U —e(K).

Vezméme x € K \ ext K. Potom existuje 0 < A < 1 a x1,z5 € K takové, Ze = =
Az1 4 (1 — N)xg. Potom €, = Aey, + (1 — A)ey,, protoze pro kazdé h € A(K) je

e2(h) = Aeg, (h)+(1=N)eg, (h) = A(z1)+(1=N)h(22) = h(Az1+(1=N)T2) = €0z +(1-Nas) (R)-

Proto e, ¢ ext Ba(k)-. Stejné tak bychom ukézali, Ze pro kazdé r € K \ ext K je
—&, ¢ ext Bak)-. Nutné tedy plati ext Byx)- C e(ext K) U —e(ext K). Dokazeme, Ze
plati také opac¢na inkluze.

Méjme ¢, kde x € ext K. Méjme aq,a9,b1,b0 € K a0 < «a, 3, < 1 takové, ze

€z = )\(chal o (1 - C“>5a2> + (1 - )\)(ﬁgbl - (1 o ﬁ)€b2)'
Do této rovnosti dosadime konstantni funkci 1 € A(K). Potom po tpravé dostaneme

1=Xa+(1-NE<1,

10



pri¢emz rovnost nastava, pravé kdyz o = § = 1. Plati tedy
€x = Aeqy + (1 — N)egy.
Pro kazdé h € A(K) proto
h(z) = Ah(ar) + (1 — N)h(az) = h(Aag + (1 — N)ag))

a protoze funkce A(K) oddéluji body, plati x = Aa; + (1 — A)as. Podle ptredpokladu
xr € ext K, tedy © = a1 = ag, a tudiz ¢, = ,, = €,,. Dokézali jsme, Ze ¢, € e(ext K) C
ext Ba(k)-. Stejné tak bychom dokazali, ze —e(ext K) C ext Ba(x)-.

]

Véta 1.5.10 ([1], Proposition 1.4.5 a Remark 1). Necht K je kompaktni konvexni mnoZina
a i € M*. Potom jsou ndsledujici podminky ekvivalentni

(i) w je mazimdlni prvek M™ vzhledem k uspofdaddni <.
(i) p(f*)
(iii) p(f")
(i) u(f*)

Lemma 1.5.11. Necht K je konvezni mnoZina a mnozina F je jeji hrana. Potom ext F' C
ext K.

wu(f) pro kazdou f € C(K).

w(f) pro vsechny f € P(K).

w(f) pro vsechny shora polospojité funkce f.

Diikaz. Predpokladejme pro spor, Ze existuje x € ext I\ ext K. To znamena, Ze existuji
a,b € K takové, ze v = “T“’
Potom z definice hrany plati a,b € F', ale to je spor s predpokladem, ze x € ext F'. [

Véta 1.5.12 ([1], Proposition I1.6.5). Necht F je uzaviend hrana kompaktni konvexni
mnoziny K. Potom pro kaZdé x € K existuje konvexrni kombinace

r= y+1—=XNz, kdeyeF,zeF', A= x5(z).
Z toho plyne, Ze
Xp () =F X3 '0)=F a K=co(FUF).

Lemma 1.5.13. Necht K, S jsou kompaktni konvexni mnoZiny a o : K — S je afinni
zobrazeni. Ddle necht existuji uzaviené konverni mnoziny Iy, Fy takové, Ze K = co (Fy U
Fy) a zobrazeni o je spojité na Fy U Fy. Potom je o spojité na celém K.

Diikaz. Polozme S = Fy x Fy x [0, 1]. Prostor S je kompaktni, protoze je souc¢inem kom-
paktnich prostort. Definujme zobrazeni ¢ : S — K néasledovné

Ok, ko, N) = ey + (1 — Ao

Protoze podle predpokladu je K = co (F; U Fy), je zobrazeni ¢ surjektivni a jako
slozeni spojitych zobrazeni je samo spojité.
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Definujme zobrazeni o’ : S — K jako
o' (x1,22,\) = Ao (z1) + (1 — N)o(x2).

Potom ¢’ = o0 o ¢, protoze ¢ je afinni zobrazeni. Protoze je o spojité na F; U F, je o’
spojité na S.
Mizeme tedy pouzit Lemmat 1.4.6 a zobrazeni o je tedy spojité na K.

]

Lemma 1.5.14. Necht K je kompaktni konvexni mnoZina a F je jeji paralelni hrana.
Potom x3 je shora polospojitd afinni funkce takovd, Ze x5(s) =1 pro s € F.

Diikaz. Podle Lemmatu 1.5.12 je x5 (1) = F a x5 *(0) = F’. Z definice horni obalky
piimo plyne, Ze je to funkce shora polospojita. Zbyva dokazat, ze jde o afinni funkci.
Méjme z,y € K. Z Lemmatu 1.5.12 existuji rozklady * = az’ + (1 — a)2”, y =
By +(1—=0)y" kde 0 < a,8< 1,2,y € Faz"y" € F' Protoze je hrana F paralelni
hranou, je konvexni koeficient v kombinaci jednozna¢né urcen a ze zminovaného lemmatu
plati X5 (z) = o, X5 (y) = 6.
Volme 0 < A < 1. Vypocétem muzeme ovérit, ze plati identita

A+ (1=Ny=~7A+(1—-7)B,

kde
v = da+ (1-)N)g,
A 1-—
— _Oél'/ + ﬂy:
Y Y
B — /\(1 B O‘)w// + (1 B >‘)(1 - B)y//’
1—v 1—v

pricemz z konvexnosti hran F, F’ plati A € F' a B € F’. ProtoZe je v tomto konvexnim
rozkladu koeficient opét jednoznac¢né urcen a informaci o jeho hodnoté nam dava Lemma
1.5.12, plati

Xr(AT + (1= ANy) =7 =Aa+ (1 =) = Axr(@) + (1 = A)xF(y).

Diikaz afinity je hotov.
O

Lemma 1.5.15. Necht K je Lindeldfiv topologicky prostor a f je bodovou limitou klesa-
jgict posloupnosti {h,} funkci z C(K). Necht F je doli usmérnény systém funkci z C(K)
a f=1inf{h € F : h > f}. Potom existuje klesajici posloupnost {f,} funkci z F, kterd
konverguje bodové k f.

Diikaz. Volme n € N. Pro kazdé © € K existuje funkce g, € F a oteviené okoli U(x)
bodu x takové, ze f < g, (diky tomu, Ze je f shora polospojita a g, spojitd) a g, < hy,
na U(z). Tim jsme ziskali oteviené pokryti K.

Diky Lindelsfové vlastnosti mizeme z pokryti {U,},cxvybrat spocetné podpokryti
{U(2nm)}oo—;. Piejmenujeme funkce posloupnosti {g,, .} na {gnm}o_;. Potom dosta-
vame inf{g, ,, : m € N} < h,,.
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Usporddédme spocetnou mnozinu {g,., : m,n € N} do posloupnosti {g,}. Potom

f = inf{g, : n € N}. Protoze je systém F dolti usmérnény, mizeme indukci sestrojit
posloupnost {f,} takto: fi = g1, fn < gn A fn_1. Potom ma {f,} pozadované vlastnosti.
O

Lemma 1.5.16 (viz dikaz [1] Corrollary 1.1.4). Necht K je kompaktni konvexni prostor
a f: K — R je shora polospojitda afinni funkce. Potom

f=inf{h>f:heAK)}
a systém funkci na pravé stran€ rovnosti je doli usmérnény.

Lemma 1.5.17. Necht K je metrizovatelny (perfektné normdlni) kompaktni konverni
prostor a h je afinni shora polospojitd funkce. Potom existuje klesajici posloupnost {a,}
funkei z A(K), kterd bodové konverguje k h.

Diikaz. ProtoZe je f shora polospojitd, je pro kazdé a € R mnozina f~!(—o0, a) oteviena.
V metrickém (perfektné normalnim) prostoru je kazda oteviena mnozina také mnozinou
typu I, a proto je podle Lemmatu 1.4.7 funkce f bodovou limitou klesajici posloupnosti
funkci z C'(K).

Podle Lemmatu 1.5.16 plati f = inf{h > f : h € A(K)}, kde systém funkci na pravé
strané rovnosti je dold usmérnény. Nyni mtzeme s pfihlédnutim k Lemmatu 1.5.15 najit
klesajici posloupnost {a,} funkeci z A(K) konvergujici bodové k h.

O

Véta 1.5.18 ([1], Theorem I1.6.22). Necht K je simplez, potom kaZdd uzaviend hrana F
simplexu K je rozkladnou hranou.

Lemma 1.5.19. Necht K je simplex a I je afinni homeomorfismus K na S, kde S je
podmnozina lokdlné konvexniho topologického prostoru. Potom I(K) je také simplex.

Nastin dikazu.. Tvrzeni mizeme dokazat pifimocarym vyuzitim charakteristiky simplexu

pomoci Rieszovy dekompozicni vlastnosti. VyuZije se poznatku, ze afinni homemorfismus

zachovava usporadani A(K), to znamend, Ze pro a,b € A(K), a < b, platiaol <bo .
m

Lemma 1.5.20. Necht K, S jsou kompaktni konvexni mnoZiny, F1, Fy je dvojice vzdjemné
komplementdrnich rozkladnych hran K a G, Gy je dvojice uzaviengych komplementdrnich
rozkladngjch hran S. Necht je ddle ¢ : Fy U Fy — S takové zobrazeni, Ze ¢\p, a ¢|p, jsou
prostd afinni spojitd zobrazeni a plati ¢(Fy) = Gy a ¢(Fy) = Gs.

Potom je zobrazeni ¢ : K — S, které kazdému a € K, kde a = Ax+(1—N)y, 0 < A < 1,
x € Fy, y € Fy pritadi &(a) = Xp(x) + (1 = N)o(y), afinnim homeomorfismem prostori K
als.

Diikaz. Krok 1. Zobrazeni ¢ je dobfe definovéno, protoze pro kazdé = € K je jeho rozklad
jako konvexni kombinace prvka rozkladnych hran Fi, F5 jednoznac¢né urcen.

Krok 2. DokéZeme afinitu ¢. M&jme body z,y € K a jejich vyjadieni 2 = az’ + (1 —a)z”
ay=0y+(1—-0)y" kde 0 <o, < 1,2,y € FLaxz"y" € F,. Volme 0 < A < 1.V
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nésledujicim vypoctu nalezneme vyjadieni prvku Az + (1 — \)y jako konvexni kombinaci
bodt komplementarnich rozkladnych hran Fi, F5.

A+ (1=Ny = Mar'+(1—a)2”)+ (1 =M@y +(1-p6)y") =

)
= (aa’ + (1= NBY) + (AL =)’ + (1= (1= B)y) =
— Qa+ (L= NBA+ A1 -a)+(1-N)(1-B)B.

kde
_ Aa / (1 — )‘)ﬁ /
A= wra—vgt Trara-ng
B = )‘(1 — Oé) " + (1 — )‘)(1 — ﬁ) "

M—a) +(1=N1=8)" "Mi-a+1-n1-7p)"

Ukéazeme, ze konecny vyraz je konvexni kombinaci prvki F; a Fy. Prvek A je ziejmé
konvexni kombinaci prvki F a tedy je sam prvkem F}. Z analogického divodu B € F5.
Nyni staci pouze ovérit, ze

A+ 1=+ AX1—-a)+(1-N)(1-p5)=1

Roznésobenim vyrazu na levé strané rovnosti nahlédneme, Ze tomu tak skutecné je.
Afinitu ¢ nyni ovéfime pfimym vypoctem.

oAz + (1= A)y) = (ha+(1=NB)d(A) + (A1 —a)+ (1 -N(1-5)e(B) =
= (Aag(e) + (1 = N)Be(y) + (A1 — a)(2") + (1 - N)(1
= Mag(@) + (1 = a)o(z")) + (1 = M) (Bo(y) + (1 = B)o(y
= () + (1= N)(y).

Krok 3. Zobrazeni qg je prosté.

Dokazujme sporem. Predpokladejme, Ze ¢ neni prosté. Potom existuji =,y € K, x #y
takové, ze ¢(x) = ¢(y).

Najdéme jejich vyjadieni z = az’+ (1 —a)z”" ay = Sy + (1 —PB)y", kde 0 < a, 3 < 1,
vy e Fraxy €F,.

Protoze jsou vyjadfeni jednozna¢na a = # y, nutné («, 2, 2") # (8, v/, y").

Podle definice zobrazeni ¢ plati

ag(z') + (1 — a)g(a") = ¢(z) = d(y) = Boy) + (1 = B)o(y").

Protoze jsou Gy, G rozkladnymi hranami, plati a = 3, ¢(2') = ¢(y') a ¢(2”) = ¢(y").

7 prostoty restrikce zobrazeni ¢ na F} a Fj, ktera je zarucena piedpoklady tvrzeni,
dostavame, ze 2/ = v/, 2’ = y". To je spor a zobrazeni ¢ je tedy prosté.
Krok 4. Zobrazeni ¢ je surjektivni.

Méjme y € S. Budeme hledat 2 € K takové, 7e ¢(z) =

Vzhledem k tomu, ze GG1, G5 jsou rozkladnymi hranami S, mtizeme nalézt jednoznacné
vyjadfeni y = Ay’ + (1 — \)y". Protoze podle predpokladu plati ¢(F;) = G; a ¢(Fy) = Ga,
muzeme najit ' € Fy a 2" € F, takové, ze ¢(2') =y a ¢(2") = y".

— B)o(y"))
") =
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Definujme bod z € K jako & = Az’ + (1 — \)z”. Potom z definice zobrazeni ¢ plati
d(x) = Ap(x') + (1= Ne(a") = Ay + (1= A" =,

coz jsme chtéli dokazat.
Krok 5. Zobrazeni ¢ je homeomorfismus K a S.

Vyuzitim Lemmatu 1.5.13 ukdZzeme, ze je ¢ spojité. Zobrazeni ¢ tedy bude spojita
bijekce kompaktnich mnozin, coz podle Lemmatu 1.4.5 znamen4, Ze ¢ je homeomorfismus.

Zbyvé tedy ovérit predpoklady Lemmatu 1.5.13. Podle pfedpokladi plati K = co (FyU
F), kde Fi, Fy jsou uzaviené konvexni mnoziny a $|F1 = ¢F, a q3|F2 = ¢|r, jsou afinni
spojita zobrazeni. Pfedpoklady Lemmatu 1.5.13 jsou tedy splnény.

O

k%

Poznamka 1.5.21. V dalsim textu vyuZijeme identifikace prostoru A(K)** s prostorem
AY(K) vybavenym supremovou normou a bodovym uspoidddnim. Tato identifikace je zpro-
stredkovdna isometrickym isomorfismem T

T:AK)"™ — AYK)
[ — fog,
L ANK) - AK)T

g — 9.

Diikaz. Dokéazeme, 7Ze toto zobrazeni je dobfe definovano a je isometrickym isomorfismem.
a) foe € A*(K). Dokazeme pouze afinitu. Omezenost vyplyne z bodu c).
Méjme 0 < A <1lauxz,ye K. Potom

Tfr+(1=Ay) = foe(hr+(1=XNy) = flereta-ry)
= fQe+ (1 =XNegy) =Af(e) + (1= A)f(e)
= Moe(@)+ (1 =AN)foe(y) =ATf(x)+ (1 - NTf(y).
b) Zobrazeni T je ziejmé linearni.
c) Dokazeme, ze T je isometrie.
K tomu vyuzijeme Lemmatu 1.5.7, které ik, Ze Bax)- = co (e(K) U —e(K)). Plati
tedy
[fllac)= = sup{[f(y)] : y € co(e(K) U —e(K))} = sup{|f(z)| : x € e(K)},
ITflle = |If el =sup{[foe(y)|:y € K} =sup{|f(z)] : & € e(K)}.
V prvni rovnosti jsme vyuzili nerovnosti |f(Ax + (1 — N)y)| < max{|f(z)|,|f(v)|}, ktera
plati pro vSechna f € A(X), z,y € X a 0 <A <1, kde X je vektorovy prostor.
d) Definujeme zobrazeni ,stiiska®, které f € AY(K) ptitadi f € A(K)**
Méjme f € A°(K). Definujme f € A(K)™ nésledovné. Pro a € A(K)* existuji z
Lemmatu 1.5.7 body z,y € K, 0 < X < 1 takové, ze a = ||al|(Ae; — (1 — N)gy). Protoze
jsou e(K), —e(K) paralelnimi hranami Ba(x)-, je A v tomto vyjadfeni dano jednoznacné.

PoloZzme A
fla) = llal[(Af(z) = (1 =X f())).

Dokazme nejprve, zZe je funkce f dobfte definovana. Mé&jme dvé vyjadieni bodu a.

a = [lall(Aea — (1 = Newr) = [lall(Aey — (1 = Ney),

15



kde0 < A <1laux2,y,y € K. Potom

M@) =1 =Xf@") = re(f) = (1= Aew(f)
= Agy(f) = (1= Ney (f) = AM(y) — A =N f(Y).
Dalsim postupnym krokem bude ovéfit afinitu f. M&jme a = ae, — (1 — a)ey, b =

Pey—(1—=P)ey,kde0 < a,f<lax, y,y € K. Volme 0 <\ < 1. Vypoétem mizeme
ovérit, ze plati identita

Aa+ (1 =XNb=ve4 — (1 —7)ep,

kde
7 = da+(1-XA)g,
e, (1=N8
Y Y
B = Mm’—i-(l_/\)(l_ﬁ) /’
1 -~ 1=~

Takze vyuzitim afinity f po tpravé dostavame

~

FOa+ (1= Mb) =y f(A) — (1 =) f(B) = Af(a) + (1 = N f (b).

Kone¢né pro a = ||a||(Ax — (1 — \)y) plati

(@)l = llall(Af (@) + @ = NIF@)) < llallllf1]

takze f € A(K)*.
d) Pro kazdou funkci f € A*(K) plati Tf = f a pro kazdé g € A(K)™ plati Tg = g.
Uk4Zzeme, Ze pro viechna f € A°(K) plati Tf = f. Pro kazdé x € K mame

Tf(z) = foelr) = f(ex) = f(2).

Dokazme druhou rovnost. Méjme a € A(K)*. Potom existuji body z,y € K,0 < A <1
takové, ze a = ||al|(Aex — (1 — A)g,) a mizeme pocitat

Tg(a) = |al(ATg(z) = (1 = NTg(®))) = al(Ag(e.) — (1 = Ng(e,))) = g(a).

e) Zobrazeni T je surjektivni.
Tvrzeni je pfimym dusledkem bodu d).
f) Zobrazeni T' zachovava usporadani.
Necht f,g € A(K)*™, f < g. Potom pro kazdé = € K mame

Tf(x) = f(ex) < glea) = Ty(x).
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Lemma 1.5.22. Necht K, S jsou kompaktni konvexni mnoziny a ¢ : A(K) — A(S) je
isomorfismus. Méjme fo, f € AY(K) takové, Ze f, — f bodové. Potom

¢**fa(€y) — qb**f(ey) pro kazdé y € S.

Diikaz. Vime, ze pro kazdé € K plati f,(z) — f(x). DokdZeme, Ze potom pro kazdé
z € A(K)* plati fo(2) — f(2).

Méjme z € A(K)* a a,b € K,0 <\ <1 takové, ze z = ||z[|(Aa — (1 — \)b). Potom z
definice zobrazeni ,stiiska v Poznamce 1.5.21 a z pfedpokladi tohoto tvrzeni plati

fa(2) = 21 (A fala) = (1= V) fa(0)) = [2Il(Af(a) = (L= N f (b)) = f(2).
S vyuzitim tohoto poznatku pro kazdé y € S dostavame
Qb**fa(gy) = fa(¢*5y) - f(¢*5y) = ¢**f(5y>a

coz bylo dokézat.
O

Lemma 1.5.23. Necht je K kompaktni konvezni mnozina, ¢ € A(K)*, u € M(K) a
plati u(h) = ¢(h) pro vsechna h € A(K). Potom pro shora polospojitou funkci f € A*(K)
plati p(f) = f(9).

Diikaz. 7 definice zobrazeni ,stfiska“ z Poznamky 1.5.21 vime, Zze mizeme kazdé ¢ €
A(K)* psat jako

¢ = 1€z, — Q2E4,, kde a1, a2 > 0 a 21,29 € K, 1 # Xo.

Takze pro kazdé hy € A(K) plati ¢(ho) = arho(x1) — agho(x).

~

Dale plati f(¢) = a1 f(21) — asf(w»). Dostévame tedy nerovnost
1F(6) = 6(h)] < ar] f(a1) — hlar)| + aslf(2s) — h(as)]. (1.2)

Z Lemmatu 1.5.16 plyne, 7e
f=inf{h > f:heAK)}=inf F, (1.3)

kde systém funkci na pravé strané je dold usmérnény.
Volme ¢ > 0. Diky (1.2) a (1.3) mtzeme najit funkci h; € F takovou, ze pro kazdou
ho € F, ho < hy plati R
£ (¢) = d(ho)| <.

Potom nam Lemma 1.5.39 fiké, Ze
u(f)=p(f) = (f) =inf{p"(h) : h € F} —inf{u~(h) : h € F}.
Pro kazdé hy € A(K) plati
[u(ho) = w(F)l = |1 (ho) = ™ (/)| + |1~ (ho) — 1= (f)]
< ' (ho) —inf{p"(h) : h € F} + | (ho) —inf{p(h) : h € F}I.
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Mizeme tedy najit he € F a hy € F takové, ze pro kazdou funkci hg € F, hg < ha Ahg
plati

1™ (ho) — ()l = |u(ho) — inf{pT(h): h € F}| <e,
1™ (ho) = (f)| = [u~(ho) —inf{n~(h) : h € F}| <e.

Protoze je F dolti usmérnény systém, existuje h € F takova, ze h < hy A hy A hs.
Takova funkce pak spliuje

1f(¢) = o) <e a |u(h)—p(f)] < 2.

Konecné tedy dostavame

(@) = (D] < 1 (@) = (W) + |6(h) = p(h)] + |u(h) = p(f)] < &+ 0+ 26 = 3.

A~

Protoze £ > 0 bylo voleno libovolné, plati f(¢) = u(f), coZ bylo dokazat.
[

Véta 1.5.24. Necht K je kompakini konvexni mnozina a F je jeho uzavrend rozkladnd
hrana. Oznacme F' jeji komplementdrni hranu. Potom plati

A(K)" = line(F) @, line(F).

Diikaz. Mé&me ¢ € A(K)*. Protoze plati K = co(F U F’) a podle Lemmatu 1.5.7 plati
Bary» = co (e(K) U —e(K), dostavame

A(K)* =lineg(K) =lin (e(F) Ue(F")).

Protoze zfejmé line(F)Nline(F') = 0, plati A(K)* = line(F)®line(F”). Tim je dokdzana
prvni ¢ast tvrzeni. Z ni plyne, Ze existence ¢; € line(F') a ¢o € line(F”) takovych, ze
¢ = ¢1+ Pa.

Ve zbyvajici ¢asti dokdzeme platnost [;-vztahu pro normy. To znamena, ze pro ¢ €
A(K)* navic plati

[l = [|oa]l + lI#2]l-

Zobrazeni ¢ € A(K)* z Hahn-Banachovy véty rozsifime se zachovanim normy na
p € C(K)* = M(K). Miru g miizeme rozlozit na pu = put — p=, kde u* € M (K),
p € MT(K).

K mirdm ™ a g~ najdeme maximélni miry v+, v~ € M™(K) pfi usporadani < a
definujeme miru v € M(K) jakov =v" —v~.

Protoze pu*, u~,vt,v™ € M*T(K), plati s pfihlédnuti k Definici 1.5.4

Il = p7 (1) = v (1) = [lv7]),

ol =p"(1)=v(1) =V |
7 Véty 1.2.1
il = N+ el = T+ el = (vl

Protoze podle poznamky v Definici 1.5.4 pro vSechna h € A(K) plati

v(h) =v"(h) — v (h) = " (h) = p~(h) = p(h) = 6(h),



takZe v|4(x) = ¢. Proto plati nerovnost

[Vl my = a0 llagy = 1@l ag)--

Protoze je F' uzavienou rozkladnou hranou, je podle Véty 1.5.25 funkce x7}. afinni
shora polospojita. Podle Mokobodského charakteristiky maximélnich mér (Véta 1.5.10)

je ut(x5) = ut(xr). Proto plati
pH(KN\ (FUF))=p({z e K : xp(z) > xr(x)}) = 0.
Stejné tak bychom dostali p= (K \ (FU F’)) = 0, a proto plati
u(K\ (FUF"))=0. (1.4)

Ozna¢me nyni p11 = pyp a po = pypr. Diky (1.4) plati g = pg + pg.

Dokézeme, 7e j11 = ¢ na A(K). Mé&jme h € A(K). Tvrzeni dokdzeme pro h s vlastnosti
0 < h < 1. Potom z linearity pus,¢; plati rovnost pro vsechny prvky A(K). PoloZzme
f=xr-hag= f*. Funkce g je podle Véty 1.5.33 shora polospojita afinni. Dale plati,
7e g = 0mna F" a g = h na F. Platnost uvedenych rovnosti snadno nahlédneme pifimo z
definice horni obalky. Pocitejme

pi(h) = pa(f) = pa(g) = pa(g) = palg) + pa(g) = p(g). (1.5)

Vyuzili jsme po fadé toho, Ze py je nesend F', potom Mokobodského charakteristiky
maximalnich mér. Dalsi rovnost plati diky faktu us(g) = 0. Ten plyne z toho, Ze ¢ = 0 na
F' a us je nesena F'.

Afinni funkce ¢ je shora polospojita na kompaktnim prostoru, proto je omezend shora
a z definice horni obdlky je také omezena zdola. Proto g € A’(K) a podle Lemmatu 1.5.23
plati

1(g) = 9(9). (1.6)

Konecné plati identity

9(0) = 9(¢1) + §(d2) = o1(h), (1.7)
které dokazeme piimym vypoctem. Prvni nerovnost plyne z faktu ¢ = ¢ + ¢o. V
dalsim kroku dokdzeme, Ze §(¢2) = 0 a g(¢1) = ¢1(h).
ProtozZe jsou ¢ € line(F) a ¢ € line(F’), existuji m,n € N a pro i = 1,...n dale
a; R, xz; € Faproj=1,...,mprvky b; € R, y; € F’ takové, ze

n

m
¢1 = Zaisxi a gbg = ij{fyj.
j=1

i=1

Pocitejme tedy

m m

9(62) = biae,,) =Y _bigly;) =0,
j=1 j=1
protoze g = 0 na F' a y; € I
Dale

g(¢1) = Z aig(ex;) = Z@ig(xi) = Z a;h(z;) = ¢1(h).



P1i druhé rovnosti jsme vyuzili definice zobrazeni ,stiiska“ z Poznamky 1.5.21 a ve tfeti
rovnosti faktu, ze g = h na F'a z; € F.

SloZzenim identit (1.5), (1.6) a (1.7) dostaneme, Ze u1(h) = ¢1(h) pro kazdé h € A(K).
Protoze ¢o = ¢ — ¢1 a z konstrukce fyax) = ¢, dostavame, ze také po(h) = ¢2(h) pro
vSechna h € A(K).

Proto muzeme provést zavéreény vypocet

lPllacy = lpllmey = Tl vy + el v
> lppace lag)s + l2pac0) lag = @l ag)- + @2l ag)-

Protoze opac¢na nerovnost je zfejma diky trojihelnikové nerovnosti, dostavame

9l axy = D1l axy + [ P2l ac)s
coz bylo dokazat. O

Véta 1.5.25 ([1], Proposition 11.6.9). Pokud je F' uzaviend rozkladnd hrana kompaktni
konvexni mnoZiny K, potom je x} afinni shora polospojita funkce.

Véta 1.5.26 ([1], Proposition 1.4.10). Necht K je kompakini konverni mnoZina a f =
limsup,, ... fn, kde {fn} je shora omezend posloupnost funkci z Q(K). Pokud plati f(x) <
a pro vechna x € ext K, potom f(x) < a pro vsechna x € K.

Lemma 1.5.27. Necht K je kompaktni konvexni mnoZina, v € ext K a U je oteviené
okoli bodu x. Potom x ¢ ¢o (K \ U).

Diikaz. Dikaz povedeme sporem. Predpokladejme, ze z € ©o (K \ U). Potom existuji
€ K\U,n, € Na A >0, Y " A\* =1 pro kazdé o takové, ze

Na
lim E ANxg = w.
«

i=1

Bez Gjmy na obecnosti mtzeme predpokladat, ze pro kazdé o a 1 <1 < 5 < n, plati
AF < AS

Protoze jsou K \ U, a interval [0, 1] kompaktni mnoziny, mizeme také bez tjmy na
obecnosti predpokladat, ze Ay a x{ jsou konvergentni nety a polozme lim, \{ = A; a
lim,z{ =2, € K\ U.

Potom mtizeme psat

v =Mz + (1— M) lim > ke, (1.8)
=2
kde k* = 0, pokud A\¢ =1 a k¥ = 2i_ pokud A% < 1.

SR
Limita v (1.8) zfejmé musi existovat a protoZe jde o net konvexnich kombinaci prvki
K\ U, bude konvergovat k prvku y € @6 (K \ U) C K. Ziskali jsme tedy vyjadfeni = jako
konvexni kombinace x = A\;x1 + (1 — A1)y, pfiCemz x1 # x, protoze x; € K \ U. To je spor
s definici extremalnich bodt. Tim je tvrzeni dokazano. ]

Lemma 1.5.28 ([1], Corollary 1.1.4). Necht K je kompaktni konvexni mnoZina a funkce
a: K — [—00,00) je shora polospojitd afinni. Potom existuje klesajici net z A(K), ktery
bodove konverguje k a.
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Lemma 1.5.29. Necht K je kompaktni konvexni prostor a F jeho uzaviend rozkladnd
hrana. Potom existuje net {an} funkci z A(K) takovy, Ze an \, X} bodové.

Diikaz. Podle Véty 1.5.25 je . afinni shora polospojita funkce. Nase véta je pak pfimym
disledkem Lemmatu 1.5.28. O

Lemma 1.5.30. Necht K,S jsou kompaktni konvexni mnoziny a T : A(K) — A(S)
je isometricky isomorfismus. Potom je zobrazeni T* afinnim homeomorfismem £(S) a

T*(=(S5)).

Diikaz. Afinita zobrazeni T je zfejma. ProtoZe je £(.S) kompaktni a T™ je spojité bijekce
£(S) na kompaktni mnozinu 7*(e(S)), plyne z Véty 1.4.5, ze T* je homeomorfismus. []

Lemma 1.5.31. Bud K kompaktni konvezni mnozina o f € A(K). Potom jsou mnoZiny
Fi={zeK: f(x)=|fll} e Fo={z € K: f(zx) = —|| f||} uzaviengmi hranami mnoZiny
K.

Diikaz. Uzavienost uvedenych mnozin plyne ze spojitosti funkce f.
Dokézeme, ze Fj je hrana. Necht x = Aa + (1 — \)b, kde = € F, a,b € K. Potom

I} = f(z) = Af(a) + (1 = A)f(b) < AIfII+ (1= NI f1 = [LF1-

Proto nutné f(a) = f(b) = ||f||, a tedy a,b € F;. Dokazali jsme, ze F} je hrana.
Pro dtikaz tvrzeni, ze F» je hrana, aplikujeme prvni ¢ast na funkci g = —f. ]

Véta 1.5.32 ([1], Proposition 1.3.1). Necht p, v jsou nezaporné miry na kompaktni kon-
vexni mnoziné K. Potom pu < v, prave kdyz

v(f) < p(f),

pro kaZdou shora polospojitou funkci f : K — R.

Véta 1.5.33 ([1], Theorem I1.6.18). Necht K je kompaktni konvexni mnoZina a F' je jeji
uzavrend hrana. Potom je F' rozkladnou hranou, prdave kdyz je b* afinni pro kaZdou funkci
b na K takovou, Ze bjp € A(F), byp >0 a bjx\p = 0.

Lemma 1.5.34 ([1], Proposition 1.4.6). Necht K je kompaktni konvexni mnoZina. Pokud
je p € MT(K) mazimdlni, potom supp(u) C ext K.

Véta 1.5.35 ([2], Theorem 6.8). Necht K je kompaktni konvexni mnoZina. Potom ke
kazdému bodu x € K existuje mazimdini mira p € MY(K), kterd bod x reprezentuge.

Véta 1.5.36 ([18], Veta 2.41). Necht je pn mazimdlni mira na kompaktni konvexni mnoziné
K, FCGcC(K\extK), pricemZ F je uzaviend a G je typu Gs. Potom pu(F) = 0.

Lemma 1.5.37. Necht K je kompaktni konvexni prostor, p € M*(K) a ext K je Lin-
deléfiv prostor. Potom pro mazimdlni miru p € M*(K) plati p. (K \ ext K) =0,

Diikaz. Chceme dokazat, ze pro kazdou F' € B, FF C K \ ext K plati p(F) = 0. Protoze
je mira p regularni, stac¢i rovnost dokazat pro kompaktni mnoziny F. Necht je tedy F
kompaktni. Pro kazdy bod = € ext K mizeme z normality prostoru K najit jeho uzaviené
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okoli U, takové, ze U, C K \ F. ProtoZe je mnoZina ext K Lindelsfova, mtZeme vybrat
spocetné mnoho bodi z,, € ext K takovych, ze ext K C |, U,,.
Potom je mnozina

n

disjunktni s ext K, je typu Gs a plati ' C A. Podle Véty 1.5.36 pro kazdou kompaktni
podmnozinu C' C A plati u(C) = 0. Proto z regularity miry p také u(A) = 0 a odtud
dostavame p(F') = 0. O

Lemma 1.5.38 ([15|, Lemma 2.4). Necht Fi, F5 jsou uzaviené konvexni podmnoZiny
kompaktniho konvexniho prostoru K takového, Ze co(Fy U Fy) = K. Necht [ je afinni
funkce na K.

(i) Funkce f je univerzdlné méritelnd (borelovskd, bairovské tridy ) na K, pravé kdyz
je f univerzalné mévitelnd (borelovskd, bairovské tridy o) na Fy U Fy.

(ZZ) f € Abf(K), p’/’(l/'l)é kdyzv f’F1 € Abf(Fl) a f’F2 S Abf(FQ).

Véta 1.5.39 ([17], dikaz Lemmatu 10.2). Necht K je kompaktni prostor, F je doli
usmérnény systém shora polospojitych funkci a p € M*(K). Pak plati

p(inf F) = inf{u(f) : f € F}.

Lemma 1.5.40. Necht K, S jsou kompaktni prostory a U : K — S je afinni spojité
zobrazeni. Méjme p € MY (K). Potom plati

r(Us(p)) = U(r(p)).
Diikaz. Pro kazdé h € A(S) plati

hr(Usn)) = Ugp(h) = p(h o U) = h(U(r(w)))-
Vyuzili jsme toho, ze hoU € A(K). Protoze prvky A(S) oddéluji body, plati r(Usp) =
U(r(p))-

Véta 1.5.41 ([16], Theorem 2.1). Necht K, S jsou kompaktni prostory a ¢ : K — S
je spojita surjekce. Méjme funkci g na S a poloZme f = go ¢. Potom je f univerzdlné
meritelna, prave kdyz je g univerzdalné méritelnd.

U

Lemma 1.5.42 ([16], Proposition 3.2). Necht ¢ : K — S je spojité afinni zobrazeni
kompaktni konverni mnoziny K na kompaktni mnozZinu S a f je omezend funkce na S.
Potom fo¢ € Ay (K), prave kdyz f € Ays(S).
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Kapitola 2

Variace na Banach-Stoneovu vétu
pro spojité funkce

2.1 Puvodni Banach-Stoneova véta

Véta 2.1.1 (Banach-Stoneova). Necht K a S jsou kompaktni prostory. Potom C(K) je
isometricky isomorfni s C(S), pravé kdyz S a K jsou homeomorfni. Oznacime-li isomet-
ricky isomorfismus jako T, miZeme nalézt dokonce homeomorfismus ¢ : S —— K a funkci
h € C(S) takovou, Ze plati |h(y)| =1 a

Tf(y) = n(y)f(¢(y)) pro viechnay € S, f € C(K). (2.1)
Dikaz lze najit napiiklad v [[3], Theorem V.8.7].

Diikaz. Nejprve dokazeme implikaci zprava doleva. Méjme ¢ homeomorfismus S na K
podle pfedpokladu. Definujme zobrazeni 7' : C(K) — C(S) jako T'f(s) = f(#(s)) pro
f € C(K), s € S. Nyni pfimocafe ovéfime, Ze je T poZzadovanou isometrii mezi C'(K) a
C(S). Linearita je ziejmé. Déale necht f € C(K). Pak

ITfIl = max T f(y)| = max|f(¢(y)] < |l

Pro diikaz opa¢né nerovnosti vyuZijeme toho, ze f € C'(K) nabyva svého maxima. Existuje
tedy xg € K, Ze |f(zo)| = ||f]|- Protoze podle pfedpokladu je ¢ surjektivni, existuje
Yo € S, ze ¢(yo) = xo. Proto plati || Tf|| > |f(d(vo))| = || f]| @ T je skutecné isometricky
isomorfismus na C(S). Navic zvolime-li h € C(K) jako h = 1, dostaneme pozadovanou
identitu (2.1).

Prejdéme k ditkazu implikace zleva doprava. Predpokladejme, ze T' je isometricky iso-
morfismus C(K') na C(S). Podle Lemmatu 1.3.2 je potom 7™ isometrickym isomorfismem
C(S)* na C(K)* a Lemma 1.3.3 iikd, Ze pro extremalni body uzaviené koule v C(S)*
plati ext Bo(sy- = {+e, 1y € S}.

Existuje tedy funkce h : § — {—=1,1} a ¢ : § — K tak, ze T"(ey) = h(y)eq(y), kde
yeSaoly eK.

Déle nahlédneme, ze h = T'1. Vezmeme-li si konstantni funkci 1 € C'(K), mizeme psat
pro kazdé y € S

h(y) = h(y)esn) (1) = (T7e,)(1) = ,(T1) = T1(y).
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Protoze T1 € C(S) je spojitou funkei, je h = T'1 spojité.

Nyni ve tfech krocich dokézeme, Ze zobrazeni ¢ je homeomorfismem S na K.
Krok 1. Zobrazeni ¢ je prosté.

Dtikaz prostory provedeme sporem. Necht tedy ¢ neni prosté, potom existuji y;,ys € S
takové, Ze y1 # ya a ¢(y1) = &(y2). Definice zobrazeni ¢ ¥ika, Ze plati rovnosti

I (5y1) = h<y1)€¢(y1)7 T*<€y2) = h(y2)5¢>(y2) = h(y2)€¢(yl)'

Protoze ¢(y1) = ¢(y2) a zobrazeni T* je prosté (viz naptiklad Lemma 1.3.2), plati
h(y1) = —h(y2). Takze T*(e,,) = —T*(gy,) = T*(—¢y,). Vyuzijeme-li jesté jednou pros-
totu T, dostaneme, Ze €, = —¢,,. To vSak neni mozné, jak miiZeme nahlédnout napiiklad
dosazenim konstantn{ funkce 1 € C'(.5):

51/1(1) =1#-1= _5y2(1)-

Tim jsme dostali spor a ¢ je tedy prosté zobrazeni.
Krok 2. Zobrazeni ¢ je surjektivni zobrazeni S na K.

Vezméme si libovolné x € K. Pak diky lemmatim 1.3.3 a 1.5.8 existuje prvek u €
{xe, : y € S} takovy, ze T*(u) = &,. Pokud existuje bod y € S takovy, ze u = ¢,
dostavame ¢(y) = x a jsme hotovi. Pokud existuje y € S takové, ze u = —¢,, pak také
o(y) = .

Krok 3. V zavérecném kroku dokazeme, Ze je ¢ homeomorfismem.

Nejprve ukézeme, Ze je zobrazeni ¢ spojité. Protoze h € C(K) a pro kazdé x € K je
h(z) # 0, je funkce 1/h spojita. Z definice ¢ plati, ze ¢(y) = e *(T*(g,)/h(y)), a zobrazeni
¢ je tedy spojité, protoze je slozenim spojitych zobrazeni. Z toho jiz podle Lemmatu 1.4.5
plyne, Ze je ¢ homeomorfismus, protoze je to spojita bijekce na kompaktni mnozinu K.

Pro dokonéeni dikazu sta¢i obhajit platnost identity (2.1). To provedeme pfimocarym
vypoctem. Pro vechna y € S a f € C(K) plati

Tf(y) =ey(Tf) =T"(e,)(f) = (My)eow))(f) = h(y)f(o(y)),
coz jsme chtéli dokéazat. O]

Ptvodni Stonetiv ditkaz nevyuzival toho, Ze isometrie zobrazuje extremalni body na
extremalni body, ale jistého chovani isometrie k bodtm, ve kterych spojita funkce nabyva
Své normy.

Diikaz. 'V prvni c¢asti dikkazu provedeme konstrukci zobrazeni ¢ : K — S. O ném v dalsi
¢asti dokazeme, ze je homeomorfismem prostori K a S. Pro jeho konstrukci vsak bude
potieba definovat nékolik pomocnych objektt a vS§imnout si jejich vlastnosti.

Krok 1. Definujme nejprve zobrazeni i, které kazdému x € K pfiradi podmnozinu mno-
ziny spojitych funkeci predpisem i(z) = {f € C(K) : |f(z)| = || f||}. Mnozina i(z) zfejmé
obsahuje konstantni funkce a ma tu vlastnost, ze pokud fi, fa, ..., f, € i(z), potom také
funkce g definovana jako

9= fsen(s;@))

nalezi do i(x), protoze ||g|| <> i, || f;ll a soucasné
l9(@)l = fil@)sen(fi(@)) = Y 1f5(@) = DIl
i=1 i=1 i=1
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Pfedchozi vypocet dava také identitu ||g|| = >, || /|-
Pro kazdé y € S ozna¢me analogicky jako v pfedchozim

iy) ={f € CS) - [fWl =71}

Fakt 1. Dokézeme, ze pokud pro 1, xs € K plati i(x1) C i(xs), potom 21 = xs.

Duikaz povedeme sporem. Necht je x1 # 5. V kompaktnim prostoru K muZeme pouzit
Urysohnovo lemma a zkonstruovat funkci f € C(K) s vlastnostmi: || f|| = 1, f(z1) = 1,
f(z2) = 0. Potom f € i(z1), ale f ¢ i(x2). Tim jsme dostali spor s i(x;) C i(z3), a tedy
1 = T9g.

Plati také analogické tvrzeni pro zobrazeni j. Pokud pro y1,y2 € S plati j(y1) C j(y2),
potom y; = ys.

Fakt 2. Dokdzeme, ze pro kazdé x € K existuje y € S takové, ze T(i(z)) C j(y) a ke
kazdému y € S existuje bod = € K takovy, ze j(y) C T'(i(x)).

Zvolme si libovolné g € K. K takto pevné zvolenému bodu x( definujeme zobrazeni
F, které kazdé funkci f € i(xg) ptifadi mnozinu F(f) ={y € S:|Tf(y)| = T[]}

Nyni si vezmeme fi, fo,..., fn € i(z) a definujeme g = Z?:1 fisgn(f;(x)). Funkce g
je spojita, a proto musi existovat ¢t € S takové, ze [T'g(y)| = ||Tg||. Déle pocitejme

ITgll = Ta(y)| < DT <D NTHI= DNl =llall = 11Tl
j=1 i=1 i=1

Ve vypoctu jsme pouzili po fadé trojihelnikovou nerovnost, definici maximové normy
a fakt, ze T' je isometrie. Z rovnosti vyraz na koncich nerovnosti nutné plyne, ze pro
j = L-...n plati [Tf(y)] = | Tf], neboli y € F(f;)

Soubor {F(f) : f € i(x)} uzavienych podmnozin S (uzavienost plyne ze spojitosti
funkce T'f) méa tedy konecnou prunikovou vlastnost, a protoze je S kompaktni mnozina,
plyne z Lemmatu 1.4.1, Ze ma uvedeny soubor mnozin neprazdny prinik. Vezméme libo-
volny prvek priiniku a ozna¢me ho jako yqg.

Dokézali jsme, Ze pro kazdé f € i(xg) plati T'f € j(yo), tedy T(i(z0)) C j(yo). Tim je
prvni ¢ast tvrzeni dokazana.

Vyse uvedenou tivahu bychom mohli analogicky provést se zobrazenim 7'~! namisto
zobrazeni T'. V tom priipadé bychom dostali, ze pro kazdy bod y € S existuje x € K
takovy, ze T~(j(y)) C i(z) (neboli j(y) C T(i(z))).

Fakt 3. Dokazeme, ze pro kazdé = € K existuje pravé jedno y € S takové, ze T'(i(x)) C
j(y) a pro kazdé y € S existuje pravé jedno = € K takové, ze T 1(j(y)) C i(x) (neboli
Jly) € T(i(x))).

Tvrzeni dokdZeme opét sporem. Necht existuje x € K a y1,y2 € S, y1 # yo takové, Ze
T(i(x)) C j(y1) N (ya)-

Podle Faktu 2 mizeme nalézt x; € K takové, ze j(y1) C T(i(x1)). Dostavame tedy,
ze T(i(x)) C T(i(x1)), coz je diky prostoté T ekvivalentni i(x) C i(z1). Fakt 1 fikd, ze
potom x = x;.

Slozenim inkluzi ziskanych v pfedchozich dvou odstavcich dostavame

T(i(x)) C j(yr) € T(i(x1)) = T(i(x)).

Tedy T'(i(x)) = j(y1). Analogicky bychom dokazali, ze T'(i(x)) = j(y2), a proto j(y1) =
j(y2). Protoze podle pfedpokladu je y; # y2, mizeme opét pouzit Urysohnovo lemma

25



k nalezeni funkce g € C(S) takové, ze g € j(y1), ale g ¢ j(y2). To je vSak ve sporu s
j(y1) = j(y2) a prvni ¢ast Faktu 3 je dokazana.

Druhou ¢ast bychom dokéazali analogickym postupem provedenym s 7'~! namisto zob-
razeni T'.

Krok 2. Nyni mtizeme konec¢né definovat zobrazeni v : K — S. Volme x € K, potom dle
Faktu 3 existuje pravé jedno y € S takové, ze T'(i(x)) C j(y). Takto nalezené y oznacime
jako ¥ (x).

Fakt 4. Dokazeme platnost identity 7'(i(x)) = j(¢(z)).

Volme z € K. Inkluze T'(i(z)) C j(¢(z)) plyne pfimo z definice zobrazeni 1.

Podle Faktu 2 existuje k ¢ (z) € S pravé jedno z; € K takové, ze j(1(x)) C T(i(x1)).
Slozenim inkluzi dosdvame T'(i(x)) C T'(i(x1)), coz je diky prostoté T ekvivalentni i(x) C
i(z1). Podle Faktu 1 je x = 7 a dostavame tedy i druhou pozadovanou inkluzi j(¢(x)) C
Krok 3. Zobrazeni v je prosté.

Dokazujme sporem. Necht existuji x1, 29 € K, 21 # x5 takové, ze 1(x1) = ¢ (x9).

Podle Faktu 4 to znamend, ze T(i(x1)) = T'(i(x2)), neboli i(x1) = i(x3). Z toho opét
jednoduchym pouzitim Urysohnova lemmatu plyne, ze x; = x2, coZ je spor s predpokla-
dem, a 1 je proto prosté zobrazeni.

Krok 4. Zobrazeni v je surjekce.

Méjme y € S. Podle Faktu 2 mtizeme nalézt © € K takové, ze j(y) C T'(i(x)). Navic
diky Faktu 4 vime, ze T(i(z)) = j(¢(z)), a tedy j(y) C j(v¥(z)). Z Faktu 1 plyne, zZe
y = ¢ (x). Zobrazeni 1 tedy zobrazuje K na S.

Krok 5. Nyni ovéfime, Ze 1 je homeomorfismus.

K tomu ukazeme, ze mnoziny Uy = {z € K : |f(x)| = || f||} skrze ¢ koresponduji
sVi={y € S:|Tfl)| = |Tf|l} (tzn. ¥(Us) = V;) a jejich komplementy jsou po
fadé bazemi prostortt K a S. Zobrazeni ¢ tedy bude zobrazovat bazi K na bazi S, coz je
ekvivalentni definice homeomorfismu.

Dtikaz korespondence je snadny, protoze plati

o( U )= U er= U er= U Ww=w

fei(=) fei(z) Tfej(y(x)) Tfej(y)

Dokéazeme, ze systém Q = {K \ Uy, f € C(K)} tvori bazi prostoru K. Prvky Q jsou
zfejmeé oteviené mnoziny v topologii K. Staci dokazat, ze tvoii bazi néjaké topologie. Z
toho jiz vyplyne, zZe jde o bazi nasi topologie uvazované na K.

Aby bylo Q bézi, musi pro kazdé fi, fo € C(K) ax € (K \Upy) N (K \ Uy,) existovat
ge CK),zex e K\U, C (K\Upy)N (K )\ Up). Bez 4jmy na obecnosti mizeme
predpokladat, ze || fi|| = ||f2]] = 1 a fi > 0, fo > 0 — jinak bychom piesli k |f1|/|| fi] a
ANl

Oznacme pro piehlednost f = f; V fo. Potom (K \ Uy, ) N (K \Uy,) = K\ Uy. . Zvolme
nyni z € K \ Uy a k nému ¢ € R takové, aby f(z) < ¢ <1 a definujme mnoziny

A={te K:c< f(t)}, B={te K: f(t) <c}.
Mnozina B je oteviené a x € B. Definujeme funkci g € C(K) jako g = f/c A 1.

Ziejmé plati g € C'(K). Déle g = 1 na A a |g| < 1 na mnoziné B. A protoze AUB = K,
mame K \ U, = B > z, coz jsme chtéli ukazat.
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Krok 6. Na zavér definujme zobrazeni ¢ = 1! a funkci h = T'1. DokiZeme, Ze spliiuji
identitu pozadovanou ve znéni véty.

Protoze 1 € i(x) pro kazdé = € K, plati podle Kroku 2, ze T'1 € j(¢(x)) pro kazdé
z € K. To znamend, ze h nabyva normy v kazdém bodé y € S a tedy |h| = 1.

Nasim dalsim cilem je dokazat platnost identity

Tf((x)) =T1((x))f(x) pro kazdé x € K, f € C(K), (2.2)

ktera je jen prepisem identity (2.1).

Pro dané = € K ji dokdzeme pro kazdou funkci z i(z). Protoze i(x) zfejmé obsahuje
konstanty, oddéluje body a je to algebra, jde podle Stone-Weierstrassovy véty o hustou
podmnozinu C(K). Ze spojitosti objekti vystupujicich v identité odvodime zavér, ze plati
pro vSechna f € C(K).

Mgjme tedy = € K. Potom pro kazdou funkci f € i(x) z definice zobrazeni v plati

T (@)] = |f(2)] = [h((x)) f ()] (2:3)

Staci tedy dokazat, ze vyrazy na obou stranach rovnosti maji korespondujici znaménka.
Konstanty nalezi do i(z) a snadno ovéfime, ze spliiuji dokazovanou identitu. Predpoklé-
dejme nyni, ze T'1(¢(z)) = 1. Chapejme || f|| jako konstantni funkci na S. Potom

0 <Tf(W(x)) + [ FI(L(x) = Tf (@) + (TN () =T +[1FD()
a protoze f + || f|| > 0, plati s pfihlédnutim k (2.3) rovnost

T(f + 1D (@) = TH () (f + £ ()

a diky platnosti identity pro konstanty proto mame 7'f(¢(x)) = T'1(¢p(x)) f(x).
Pokud je T'1(¢)(z)) = —1, potom

0> Tf(y()) = [flI((x) = Tf((x) + (T D) = T + 11D ().

Opét jsme vyuzili platnosti (2.2) pro konstanty. Protoze f+ || f|| > 0, plati s ptihlédnutim
k (2.3) rovnost

T(f + 11D ) = =(f + 1FID(x) = TUL@)(f + (11D ().

Diky platnosti (2.2) pro konstanty a z linearity 7" snadno vidime, Ze také f spliiuje
pozadovanou identitu. Tim je diikaz hotov.
O

2.2 Eilenbergova véta

Eilenbergova véta modifikuje pivodni Banach-Stoneovu vétu v tom smyslu, ze klade na
prostory, nad nimiz pracujeme, odliSnou podminku. Pozaduje se, aby byly spocetné kom-
paktni, aplné regularni a splnovaly prvni axiom spocetnosti. Pro nas bude mit vyznam
zejména zpusob, jakym se v dikazu véty konstruuje pozadovany homeomorfismus. Ten
vyuziva jiného postfehu, nez uvedené dva diikazy Banach-Stoneovy véty a v tom bude
spocivat jeji pfinos. Jeji myslenka je ve vlastnosti isometrie a exponujicich funkei. Nejprve
budeme potifebovat nékolik definic.
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Definice 2.2.1. Necht X je topologicky prostor. Funkci f € C®(X) nazveme exponujici
funkei s exponovanym bodem ty € K, pokud plati |f(t)| < |f(zo)| pro vSechna t € K,
t # ty. V dalsim textu budeme v tomto smyslu pouzivat také obratu ,funkce f exponuje
bod to“.

Definice 2.2.2. Nechf X je Banachtiv prostor a x € Bx. Pak definujeme
st(z) = {y € Bx : [ly < 1, ||z + y[| = 2}.
Pozorovani. Pokud st(x) # 0, potom ||z|| = 1.

Diikaz. Dikaz povedeme sporem. Necht existuje z € By, ||z]| < 1 a y € st(z). Potom z
definice 2 = ||z + y|| < [|z]] + |ly]| < 2. To je spor a pozorovani je tedy dokazano. O

Nez dokazeme Eilenbergovu vétu, uvedeme jesté dvé pomocna technicka lemmata a
uzitecnou charakteristiku exponujicich funkci.

Lemma 2.2.3. Mejme uplné regularni prostor X splnujict proni axiom spocetnosti. Po-
tom pro kazdy bod xog € X existuje nezapornd funkce f € So(x) exponugici bod xy.

Diikaz. Protoze X spliiuje prvni axiom spocetnosti, existuje spocetné baze {G,, : n € N}
filtru otevienych okoli bodu zy.

Jako disledek tplné regularity prostoru X, ze {xo} = (,cy Gn- Ziejmé ¢ € [,y Gan-
Pokud by existovalo y € (), oy Gn takové, Ze y # x, mohli bychom najit oteviené okoli
2o neobsahujici bod y. To by bylo ve sporu s vlastnostmi baze filtru.

Nyni piejdéme k vlastni konstrukci funkce f € S¢(x) exponujici bod xy. Diky tplné
regularité existuji funkce f,, € C(X) takové, Ze pro kazdé n € Nje 0 < f,, <1, fu(zo) =1
a pro kazdé = € X \ G, plati f,(x) = 0. Hledanou exponujici funkci potom definujeme
jako f=3" 2% fn- OvéTeni vsech vlastnosti je snadné. O

Lemma 2.2.4. Necht K je spocetné kompakini topologicky prostor. Méjme funkce f, g €
Be(ky. Potom g € st(f), pravé kdyZ existuje to € K, pro neZ plati f(to) = g(to) a
| f(to)] = lg(to)| = 1.

Dikaz. Dokazme nejprve prvni implikaci. Necht plati uvedend podminka. Potom

2> [+ gll = 1 (to) + g(to)| =21 (to)] = 2

a g € st(f) podle definice.

Pfejdéme k dikazu druhé implikace. Necht g € st(f). Mizeme najit body z, € K,

n € N, takové, ze || f+g| = lim, oo | f(2n) +9(z,)|. Protoze je K spocetné kompaktni, ma

podle Lemmatu 1.4.2 mnozina {x, : n € N} hromadny bod. Mizeme tedy nalézt t, € K,
pro néz plati

2=|If+gll = [f (o) + g(to)| < [f(to)] + [g(to| < 2. (2.4)

Z toho nutné plyne, Ze |f(to)| = |g(to)| = 1. Pokud by f(to) = —g(ty), dostali bychom
spor s (2.4). Proto plati f(to) = g(to) a dikaz je hotov.
[l
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Véta 2.2.5. Necht je K spocetné kompaktni uplné requldrni topologicky prostor. Potom
je funkce f € Soky exponugici funkci, prave kdyZ je st(f) konverni.

Diikaz. Dokazme nejprve snazsi implikaci. Méjme exponujici funkci f € S¢(k). Potom z
definice existuje to € K takové, Ze |f(to)| = 1 a |f(t)| < 1 pro t # to. Snadnym disledkem
Lemmatu 2.2.4 je fakt, Ze st(f) = {g € Bew) : g(to) = f(to)}. Piimocarym vipoctem
ovéfime, Ze je tato mnozina konvexni.

Nechf g1,92 € st(f) a0 < XA < 1. Potom g¢1,92 € Beky a ||[Agi + (1 — N)gof| < 1z
trojuhelnikové nerovnosti. Dale

Agi(to) + (1 = A)ga(to) = Af(to) + (1 = A) f(to) = f(to).
Takze Ag1 + (1 — X)go € st(f) a prvni ¢ast véty je dokazéana.

Dikaz opac¢né implikace provedeme tak, ze dokdzeme jeji obménu. Necht f € Sk
neni exponujici. Funkce |f| € S¢ (k) nabyva dle Lemmatu 1.4.3 svého maxima ||| f||| = 1.
Protoze f neni exponujici, neni ani | f| exponujici, a proto musi maxima nabyvat alespon
ve dvou riznych bodech tq,t € K.

Protoze je K 1uplné regularni, existuji disjunktni oteviené mnoziny G1, G takové, ze
t1 € Gy aty € Gy, aspojité funkee g1, g2 takové, ze pro i = 1,2 plati ||g;|| = 1, gi(t;) = f(t:)
a g;(t)=0prot e K\ G,. Proi=1,2 tedy dostavame

22 (| f I+ Mlgall = I1f + gl = 1) + gi(E)] = 2,

takze || f + gi|| = 2.
Z konstrukce vyplyva, ze ||g1 + ¢2|| = 1. Protoze ||¢1]] = ||g2f| = 1 a ||f + ¢1]| =
|/ + g2/l = 2, plati g1, g € st(f). PFitom vSak funkce (g1 + g2) € st(f), protoze

1 1 1
1501 +9) + [l < Sllor + gl + IS =5 +1 <2

Mnozina st(f) tedy neni konvexni a véta je dokdzana.
O

Dusledek 2.2.6. Méjme uplné requldrni spocetné kompaktni prostory S a K. Necht je
T isometricky isomorfismus mezi C(S) a C(K). Potom f € C(S) je exponugjici funkct,
prave kdyZ Tf € C(K) je exponujici funkci.

Diikaz. Vezméme si funkci f € C(S) exponujici bod sg € S.
Z charakteristiky dané Vétou 2.2.5 je st(f) konvexni mnozina. Protoze je T isometrie,
plati rovnost st(7T'f) = T'(st(f)). To nahlédneme pfimocarym vypoctem z definice

st(Tf) = {9 CE) gl <L llg+TFl =2} (2:5)
= {Tg' € C(9) :lgIl < L llg'+ fll = 2} = T(st(/))- (2.6)

Z linearity T plyne, ze také T'(st(f)) je konvexni mnozina. Diky identité (2.5) a pouzi-
tim Véty 2.2.5 dostavame, ze je T f exponovanou funkci. Existuje tedy bod tg € K, ktery
je exponovanym bodem funkce T'f.

Vyuzitim toho, ze T~! je také isometricky isomorfismus bychom mohli pfedchozi tivahu
aplikovat na funkci T'f € C(K) exponujici bod ¢y € K. Dostali bychom, Ze potom je také
funkce T-'Tf = f € C(S) exponujici. Tim je dtisledek dokéazéan. O
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Nyni pfejdéme k vlastnimu ditkazu Eilenbergovy véty.

Véta 2.2.7. Mejme uplné requldrni spocetné kompakini prostory S a K, které splnuji
proni aziom spocetnosti. Necht je T isometricky isomorfismus mezi C(S) a C(K). Potom
existuje homeomorfismus ¢ prostori K a S a funkce h € C(K) takovd, Ze plati |h(t)| =1
a navic

Tf(t)=nh(t)f(e(t)) pro vSechna t € K, f € C(95). (2.7)

Diikaz. Uvod. Vezméme si bod sy € S. Podle Lemmatu 2.2.3 existuje funkce f € Sc(s),
ktera jej exponuje. Potom podle Disledku 2.2.6 je také T'f € C(K) exponujici funkei.
Jeji exponovany bod oznacme ty € K.

Fakt 1. Necht f € C(S) exponuje bod sy a g € C(S) v so nabyva své normy, pak funkce
Tf € C(K) exponuje stejny bod, v jakém T'g € C'(K) nabyva normy.

Diikaz. Necht je tedy f € Scs) funkce exponujici so € S. Oznac¢me jako to € K bod,
ktery exponuje funkce 7'f. Nyni uvazujme libovolnou funkci g € S¢(g), kterad nabyva své
normy v bodé sg. UkéZeme, ze potom funkce T'g nabyva normy v bodé .

Funkce v = %g € st(f). To ovéfime z definice. Plati
f(50)

loll = ==l < llgll < 1,
9(s0)

takze ||v|| < 1. Déle

f(s0)
9(s0)

22 v+ fll = |l g+ fIl = 11f(s0) + f(so)ll = 2[f (s0)] = 2,

a tedy ||v+ f] = 2.

Protoze v € st(f), plati Tv € T'(st(f)) = st(T'f). Podle Lemmatu 2.2.4 musi existovat
ty € K, kde |Tv(t)| = |T'f(t1)| = 1. A protoze je T'f exponujici funkei s exponovanym
bodem tg, nutné ¢; = to. Plati, ze ||Tv|| = 1, a proto Tv v bodé t; nabyva normy.

Dale dostavame, ze

1= 7o) = I E; Ty(to)| = ITg(to)].

Protoze je T je isometrie a ||g|| = 1, nabyva T'g v bodé ty své normy. ]

Fakt 2. Necht funkce f, g exponuji bod sg, potom funkce T f, Tg € C(K) exponuji stejny
bod.

Diikaz. Tvrzeni je disledkem Faktu 1, protoze funkce f € S¢(s) exponujici bod x € S v
tomto bodé nabyjva své normy. O]

Krok 1. Definice zobrazeni ¢ : S — K.

Méjme bod s € S. K nému najdeme funkci f € Sc(g), kterd exponuje bod = € K.
Podle Uvodu je T'f exponujici funkce. Jeji exponovany bod oznacime jako t € K. Polozime
Y (s) = t. Diky Faktu 2 je ¢ dobfe definovéno.

Fakt 3. Pokud f € C(S) nabyvd normy v so € S, potom 7T'f € C'(K) nabyva normy v
bodé 9(sg) € K.
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Diikaz. K bodu sy nalezneme exponujici funkci g € C(S). Potom dle definice ¢ funkce
Tg exponuje bod ¥(sp) a z Faktu 2 v ném funkce 7 f nabyva své normy. O

Krok 2. Konstrukce zobrazeni ¢ : K — S.
Analogickym postupem, jakym jsme zkonstruovali zobrazeni v : S — K bychom mohli
zkonstruovat zobrazeni ¢ : K — S s vlastnostmi:

(i) Pokud f € C(K) exponuje bod ty a g € C(K) v ty nabyva své normy, pak funkce
T~'g nabyva své normy v bodé, ktery T—! f exponuje. Timto bodem je ¢(to).

(i) Pokud f € C(K) nabyva normy v ¢, € K, potom T-'f € C(S) nabyva normy v
bods () € S.

Fakt 5. Plati, Ze 1) o ¢ a ¢ o1 jsou identity.

Diikaz. Mé&jme s € S. Potom mizeme najit funkci f € C(S) exponujici bod s. Podle
definice ¢ exponuje Tf € C(S) bod 9 (s). Pritom vSak T-'Tf = f exponuje podle
definice ¢ bod ¢(1(s)). To znamend, Ze na s = ¢((s)).

Zcela analogicky bychom dostali, ze pro kazdé t € K plati ¢ (¢(t)) = t. O

Krok 3. Zobrazeni ¢ a ¢ jsou prosta a surjektivni.

Toto je primy dusledek Faktu 5.
Fakt 6. Funkce f € C(S) nabyva normy v s¢ € S, pravé kdyz T'f € C(K) nabyva normy
v bodé ¥ (sg) € K.

Diikaz. Implikace zleva doprava je obsahem Faktu 3.

Pfistupme k diitkazu druhé implikace. Necht T'f € C(K) nabyva normy v bodé ¢ (so) €
K. Potom podle vlastnosti (ii) zobrazeni ¢ nabyva funkce T-'Tf = f € C(K) normy v
®(1(s0)). Podle Faktu 5 potom plati ¢(¢(sg)) = so. Tvrzeni je dokdzano. O

Krok 4. Zobrazeni ¢ je homeomorfismus.

Nejprve dokazeme, ze je 1) spojité zobrazeni. Vezméme si otevienou mnozinu G C K.
Ukazeme, Ze 1~ (G) je také oteviend mnozina. Ditkaz provedeme standardnim zptisobem.
Pro libovolny bod sy € ¢~!(G) nalezneme okoli N takové, ze N C v (G).

ProtoZze je K je uplné regularni, mizeme najit ¢ € C(K) s |lg]| = 1 takovou, zZe
g(¥(sp)) = 0 a g(t) = 1 pro vSechna t € K \ G. Najdéme funkci f € C(S) takovou, zZe
Tf = g. Definuyjme mnozinu N = {s € S : |f(s)| < | f]}-

Ukazeme, ze je N otevienym okolim bodu sy. Mnozina N je oteviend diky spojitosti
f. Déle dokéazeme, ze |f(so)| < ||f||. Pokud by platilo |f(so)| = [|f]| (tj. f v bodé sg
nabyva své normy), podle Faktu 6 by funkce T'f = g nabyvala normy v ¢(sq). To vSak
neni pravda, protoze g(1(sg)) =0 a ||g|| = 1.

Pro dokonéeni diikazu otevienosti ¢~ (G) staci ovéfit, ze N C 1 ~1(G), neboli (N) C
G. Méme s € N, potom f v bodé s nenabyva své normy. To plyne pfimo z definice
mnoziny V.

Podle Faktu 6 tedy T f = ¢ nenabyva své normy ve ¥ (s). To znamend, ze ¥ (s) €
G, protoZze v kazdém bodé mnoziny K \ G funkce g své normy nabyva. Tim je dikaz
spojitosti zobrazeni ¢ hotov. Spojitost inverze se ukéze analogicky. Zobrazeni ¢ je tedy
homeomorfismus S a K.

Krok 5. Na zavér dokdZeme, %e pro ¢ = ¢~! a pro vhodnou volbu funkce h € C(K) je
splnén vztah (2.7).
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Diky Faktu 6 vime, Ze zobrazeni v zobrazuje body, v nichz né&jaka funkce f € C(5)
nabyva normy, na body, v nichz nabyva normy funkce 7'f. Proto plati pro kazdé ¢t € K
rovnost |T'1(¢)| = 1. Polozme h = T'1 a definujme linearni zobrazeni V' : C(S) — C(K),
které kazdému f € C(S) pfifadi V f = 4 - T'f. Dosazenim miizeme ovéfit, ze V1 = 1.

Pii dikazu (2.7) vyuzijeme nésledujiciho faktu.

Fakt 7. Pro jakoukoli funkci f € C(S), ktera spliiuje f(s) = 0, plati V f(¢(s)) = 0.

Diikaz. Necht sy € S. Mé&jme nezapornou funkci v € S¢(g), kterd navic spliiuje v(sg) = 0
a v(s) > 0 pro s # so.
Plati, ze 0 < 1 —v(s) <1 pro vSechna s € S, a tedy |1 —v| < 1. Déle

2>12—v]| >2—wv(s) =2.
Proto 1 — v € st(1). Takze
V(1 —v) e V(st(l)) =st(V1) =st(1).

Rovnost V((st(1)) = st(V/(1)) plati diky tomu, Ze V' je linedrni isometrie. Podle charak-
teristiky z Lemmatu 2.2.4 existuje bod ¢y € K, ve kterém V(1 — v)(ty) = 1.

Funkce 1 — v exponuje bod so a z Kroku 1 vime, ze potom 7'(1 — v) exponuje bod
¥(so). Protoze |h| = |T1| = 1, také + - T(1 —v) = V(1 — v) exponuje bod ¢(sp). Takze
plati |[V(1 —v)(¢(so))| = 1. Z toho jiz plyne, Ze ty = 1(s¢). Dostavame tedy

1=V(1=v)(¥(s0)) =1 = Vo(ih(so))

a snadnou tpravou Vu((sg)) = 0.

Tato rovnost plati pro vSechny funkce v € C(Q), pro nez v(sg) = 0 a v(s) > 0. Rovnost
totiz plati pro o, tedy 0 =V (5i5)(1(s0)) = H})—HVU(MSO)).

Mégjme nyni libovolnou nezapornou funkci f € C(S) s vlastnosti f(sg) = 0 a v jako v
predchozim odstavci. Uvédomme si, ze pro dané sy € S prislusnou funkci v s pozadovanymi
vlastnostmi vzdy najdeme — podle Lemmatu 2.2.3 totiz mizeme nalézt funkci v € C(S),
|v'|| = 1 exponujici bod sg. Funkce v = 1 — |v'| bude pravé ndmi hledanou funkci.

Potom v + f spliuje predpoklady, pro néz jsme dosud platnost pozorovani dokazali —
plati tedy V(v + f)(¢¥(s9)) = 0 a diky tomu V f(¢(so)) = 0.

V pfipadé obecné funkce f € C(S) s vlastnosti f(sg) = 0 dostaneme platnost pozoro-
vani rozkladem na kladnou a zapornou ¢ast a diky linearité V. [

Nyni se vratime k dikazu (2.7). Vezméme libovolné s € S a f € C(5). Potom funkce
v = f — f(s) spliiuje v(s) = 0 a podle pozorovani plati

0=Vo(¥(s)) =V f(¥(s)) = f(s).

Po pfejmenovani 1(s) =t a dosazeni za V = ; - T'f dostaneme Zédanou identitu. [
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Kapitola 3

Banach-Stoneova véta pro prostory
afinnich funkci

3.1 Lazarova véta pro simplexy

Zéakladnim tvrzenim této kapitoly bude Lazarova véta Banach-Stoneova typu. Byla doka-
zéna A. J. Lazarem v [4].

Nejprve vsak dokazeme podstatné jednodussi tvrzeni, které nam poslouzi pro ilustraci
dikazové techniky ve specidlnim ptipadé pozitivniho isometrického isomorfismu. Toto
tvrzeni uvadime samostatné také z toho divodu, zZe pracuje s obecnymi kompaktnimi
konvexnimi mnozinami, a proto neni Lazarova véta jeho pfimym zobecnénim.

Véta 3.1.1. Necht K, S jsou kompakini konvexni mnoZiny. Necht existuje isometricky
isomorfismus T : A(K) — A(S), ktery je navic pozitivnim operdtorem. Potom jsou K, S
afinneé homeomorfni.

Diikaz. Uvod. Podle Lemmatu 1.3.2 je T* isometricky isomorfismus A(S)* a A(K)* a
jako takovy zobrazuje zobrazuje ext Ba(s)- na ext Byx)- (Lemma 1.3.3). Lemma 1.5.9
nam déva informaci o tom, jak mnozina ext Bk vypada. Proto

T* : e(ext ) U —e(ext S) ™% e(ext K) U —e(ext K).

ProtoZe je T pozitivni operétor, je také T* pozitivni a plati T : e(ext §) % e(ext K) a
T* . —e(ext S) ™% —e(ext S).
Krok 1.Dokézeme, ze T*(£(S)) = ¢(K).

Pro dané y € S najdeme z Krejn-Milmanovy véty n, € N a pro kazdé 1 <1 < n,
objekty 0 < A < 1 a yf € extS takové, ze y = lim, Y ., Afy. Potom ze spojitosti a
afinity 7™ dostavame

T*(e,) = T*(lim D Neye) = lim D ONT (gy0). (3.1)
i=1 i=1

Z Uvodu vime, Ze pro kazdé v a 1 < i < n, je T*(gye) € e(ext K). Proto diky tomu, ze
mnozina €(K) je konvexni a uzaviena, plati 7*(e,) € e(K). Tedy T*(¢(S)) C e(K).
Analogickou tivahou pro isometricky isomorfismus 7! dostaneme

(T71)* s e(ext K) ™% e(ext S) a (T1)*(e(K)) C &(S).
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Tedy T*(e(S)) = e(K), coz jsme chtéli dokézat.
Krok 2. Mizeme tedy definovat zobrazeni ¢ : S — K jako ¢ = e 1oT*oe.

To je afinni, spojité a prosté, protoze je slozenim afinnich, spojitych a prostych zob-
razeni. Navic je také surjektivni, protoze podle Kroku 1 plati T*(£(S)) = e(K). Protoze

je ¢ spojita bijekce na kompaktni prostor, je to podle Lemmatu 1.4.5 homeomorfismus.
O

Véta 3.1.2. Méjme simplery K a S. Potom jsou A(K), A(S) isometricky isomorfni,
prave kdyz jsou K a S afinneé homeomorfni.

Diikaz. Implikace zprava doleva je snadni. Mé&jme afinni homeomorfismus ¢ : K =%
S. Hledanym isometrickym isomorfismem potom bude zobrazeni T : A(K) =% A(S)
definované jako T'(h) = h o ¢. PFimocarym ovéfenim bychom dostali, Ze jde o isometrii.

Nyni dokazme opac¢nou implikaci. Nez provedeme konstrukci pozadovaného afinniho
homeomorfismu, u¢inime nékolik tvodnich pozorovani.

Oznacime jako T isometricky isomorfismus A(K) na A(S). Potom je podle Lemmatu
1.3.2 dudlni operator T* isometricky isomorfismus A(S)* na A(K)*.

Podle Lemmatu 1.5.30 je restrikce 7 na £(S) afinni homeomorfismus £(5) a T*(e(5)).

Evalua¢ni zobrazeni ¢ : S — A(S)* je afinnim homeomorfismem S na ¢(.S). Slozené zob-
razeni T oe je také afinnim homeomorfismem. Protoze je S simplex, vime diky Lemmatu
1.5.19, ze je také T*(¢(.S)) simplex.
Krok 1. V prvni ¢asti definujeme podmnoziny Fj, F, mnoziny A(K)*. Poté dokdZzeme,
ze (F1, Fy) je dvojici komplementarnich rozkladnych hran simplexu £(K) a (Fi, —F3) je
dvojici komplementarnich rozkladnych hran simplexu 7%(g(5)).

Definujeme

Fr=c(K)NTe(S)) a Fy=c(K)NT*(—(S)).

Dokazeme, ze Fi je uzavienad hrana ¢(K) i T*(e(95)). Protoze zobrazeni T a ¢ jsou
homeomorfismy, je F; uzaviena mnozina. Zbyva dokéazat, ze Fi je hranou uvedenych dvou
simplexi.

Fy je hrana e(K): Nechf je Ae,+(1—M)ep, € Fi, kde a,b € K a0 < A < 1. Potfebujeme
dokézat, ze €4, e, € T*(e(5)). Protoze je uvedend konvexni kombinace prvkem F}, existuje
y € S takové, ze

T*(gy) = Aeq + (1 — Ne. (3.2)

Protoze je T™ isometricky isomorfismus, zobrazuje uzavienou kouli B(g)- na uzavie-
nou kouli Byxy-. Podle Lemmatu 1.5.7 je By(s)- = co (¢(S) U —&(S)). Protoze €4, €
By, existuji body ay, az, b1,b; € K a konstanty 0 < a, o’ < 1 takové, ze

go =T (ags, — (1 —a)eq,) a g, =T (d'ep, — (1 —a)eyp,).
Po dosazeni do (3.2) dostavame
T*(gy) = T* (Aagq, — A1 — @)eq, + (1 = N)a'ey, — (1 = A)(1 — a)ep,).
Zobrazeni T* je prosté, a proto
gy = Aagg, — A1 — a)eg, + (1 = N)a'ey, — (1= M) (1 — a')ep,.
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Na obou strandch rovnosti mame prvky A(S)* — dosadime konstantni funkci 1 € A(.S)
a upravime

I = da-AMl-a)+(1-=Xd —(1-=X)(1-4a)
I = M2a-1D)+(1-M2d-1) <A+ (1-)N)=1

V posledni nerovnosti musi nastat rovnost, proto nutné o = o/ = 1. Tedy ¢, = T*(g,,) a
ep = T*(ep,) a €q,6p € T*(e(5)), coz jsme chtéli dokazat.

Fy je hrana T*(e(S)): Necht opét A\T*(e,) + (1 — N\)T*(ep) € Fi, kde a,b € S a
0 < X < 1. Potiebujeme dokézat, ze T*(e,), T*(¢p) € €(K). Podobné jako v pfedchozim
existuji y € S a x € K takové, ze

€0 = AT*(20) + (1 = N)T*(gy) = T*(z,). (3.3)

Opét protoze T*(Basy) = Bak)- a Bak)« = co (e(K)U—e(K)), existuji ai, az, by, by € K
a konstanty 0 < a, o’ <1 takové, Ze

T*(ea) = e, — (1 —)ea, a T7(gp) = ey, — (1 — a)ey,.
Po dosazeni do rovnosti (3.3) dostavame
T*(gy) =T (Nagq, — M1 — @)eq, + (1 = N, — (1 = A)(1 — & )ep,).

Dosazenim konstantni funkce 1 € A(S)* stejné jako v predchozim piipadé dostaneme
po uprave
1=M2a—1)+(1—-\)(2a —1) < 1.

Proto nutné o = o/ =1 a T*(e,) = &4, a T*(ep) = €p,. Tedy T*(e,), T*(ep) € e(K), coz
jsme chtéli dokdzat. F je hranou 7%(S).
Analogicky by se ukazalo, ze Fy = K NT*(—¢(5)) je uzaviend hrana K a T*(—¢(5)).
Nyni si uvédomme fakt, ze ext e(K) C T*(e(S)) UT*(—e(S5)). To ospravedliiuje nasle-
dujici fada inkluzi

T*(e(S) UT*(—e(S)) = T(e(S)U—e(S)) D T (ext Bacsy-) =
= ext Byk)- = exte(K) U —exte(K).

Ptedposledni rovnost plati diky tomu, Ze isometrie zobrazuje extreméalni body na extre-
malni body (Lemma 1.3.3). Proto exte(K) C e(K) N (T*(e(S)) UT*(—¢e(S5))) = FL U F.
Protoze jsou F, F» uzaviené hrany simplexu £(K), jsou to podle Lemmatu 1.5.18 také
rozkladné hrany. ProtoZze je T™* prosté, plati navic, ze Fy N Fy = e(K) N T*(—e(S5)) N
T*(e(S)) = 0.
Pro konec¢na sjednoceni kompaktnich konvexnich mnozin F; plati podle Lemmatu 1.4.4
co JF; = co | F;. Takze z Krein-Milmanovy véty dostdvame

K :@(FI UFQ) = CO (Fl UFQ)

Z toho jiz podle Lemmatu 1.5.6 plyne, ze (F7, F3) je dvojici komplementéarnich rozkladnych
hran simplexu e(K).
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Podobné ukadzeme, ze (Fy, —F») je dvojice komplementarnich hran simplexu 7%(g(5)).
Plati ext T7*(e(5)) C e(K) U —e(K), protoze

ext T (e(S)) = T (exte(S)) C T"(exte(S) U —exte(S)) = T (ext Ba(g)«) =
= extBA(K)* C €(K) U —€(K).

Proto ext T*(=(S)) € T*(=(S)) N ((K) U —(K)) = F, U —F.

Hrany Fi, —F5 jsou rozkladnymi hranami simplexu 7%(g(S5)) s vlastnosti
FiNn—F=¢K)N——(K)NT*((S)) =0.

Proto opét z Krein-Milmanovy véty 7%(e(S)) = co(Fy U —Fy) a (Fy,—F») je podle
Lemmatu 1.5.6 dvojici komplementarnich rozkladnych hran.
Krok 2. Definujeme zobrazeni ¢ : ¢(K) — T*(e(9)).
Pro tento ucel definujme nejprve zobrazeni o : F1UF, C e(K) — T*(e(S)) nasledujicim
zplusobem
op=1d a op=-Id

Méjme nyni prvek ¢, € ¢(K). Protoze je (Fi, Fy) dvojice komplementarnich rozklad-
nych hran simplexu e(K'), mizeme ¢; jednoznacéné vyjadiit jako e, = Aepr + (1 — N)egr,
kde 0 < A <1, e € F} a g € Fy. Potom definujme

5’(8k) = )\O'(&kl) + (1 — )\)O’(Ek//).

Krok 3. Dokazeme, Ze zobrazeni & je afinnim homeomorfismem mnozin e(K) a T*(g(S5)).

K tomu stac¢i aplikovat Lemma 1.5.20 na zobrazeni ¢ : e(K) — T*(¢(S5)), 0 : F{UF, —
T*(£(S)) a dvojice uzavienych komplementarnich rozkladnych hran Fj, F» mnoziny e(K)
a Fy, —F, mnoziny T*(¢(95)).

Zbyva si pouze vSimnout, ze z definice zobrazeni o plati o(F}) = F} a o(F3) = —F> a
zobrazeni o|p, a o, jsou prosta.

Z Lemmatu 1.5.20 tedy vime, zZe o je skute¢né afinnim homeomorfismem mnozin e(K)
a T*((9)).
Krok 4. Na zavér definujeme zobrazeni ¢ : K — S pozadované ve znéni véty jako slozeni
e lo(T*) ' o5 oe. To je ziejmé afinnim homeomorfismem K a S.

]

3.2 Zobecnéni Lazarovy véty

T.S.S.R.K. Rao v ¢lanku [5] Lazarovu vétu upfesiiuje v tom smyslu, Ze pro kazdy za-
dany isometricky isomorfismus existuje afinni homeomorfismus, ktery je s touto isometrii
uréitym zptisobem spjat.

Véta 3.2.1. Necht K, S jsou simplezy o T : A(K) — A(S) je isometricky isomorfismus
téchto prostord. Potom |T'1(t)| = 1 pro vSechna t € ext S a existuje afinni homeomorfismus
¢ : S — K takovy, Ze plati

Tf(s)=T1(s)f(¢(s)) pro vSechna s € ext S, f € A(K). (3.4)
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Poznamka 3.2.2. Lazar i Rao ve svijch clancich poZaduji, aby byly obé mnoZiny ze zadani
simplexy. Jak vyplyne z nasledné uvedeného lemmatu, v obou tvrzenich staci predpoklddat
simplicialitu pouze jedné z mnozin.

Lemma 3.2.3. Necht K, S jsou kompakini konvexni mnoZiny a S je simplex. Predpokld-
dejme ddle, Ze A(K), A(S) jsou isometricky isomorfni. Potom také K je simplex.

Diikaz. Vyuzijeme charakteristiky simplexu pomoci F.2.1.S.P. (Definice 1.5.2, bod (iii)).
Pro dikaz naseho tvrzeni si staci uvédomit, ze isometricky isomorfismus zobrazuje uza-
viené koule na uzaviené koule. O]

Vyvstava otazka, zda lze Vétu 3.2.1 zobecnit i na jiné struktury, nez jsou simplexy.
Ukazeme, zZe pro pripad obecné kompaktni mnoziny to mozné neni. Uvedu piiklad kom-
paktni konvexni mnoziny a isometrického isomorfismu, ke které nemiize existovat home-
omorfismus, aby byl splnén vztah (3.4).

Tuto otazku castecné zodpovidaji dva nésledujici vysledky. Dalsim obsahem této ka-
pitoly bude jejich zobecnéni.

Véta 3.2.4 (Ellis a So, [7]). Necht K, S jsou kompaktni konvexni mnoZiny takové, Ze
kaZda dvojice jejich vzajemné komplementdrnich hran je jiZ dvojici rozkladnyjch hran (tuto
vlastnost pojmenujme ES). Potom A(K) je isometricky isomorfni A(S), prdve kdyZ je
K afinné homeomorfni s S. Pritom ke kaZdé linedrni isometrii existuje takovy afinni
homeomorfismus, Ze je splnéna (3.4).

Nez uvedeme druhou vétu, uvedme néasledujici definici.

Definice 3.2.5. K je jednoznacné rozlozitelnd (méa unique decomposition property), po-
kud pro kazdé ® € A(K)* existuje jednoznaéné uréeny rozklad & = ®; — Py, kde
Dy, @ > 0 a [|Pyr + (|2 = (|2

Véta 3.2.6 (Curnock, Howroyd, Wong, Ngai-Ching, [6]). Necht K, S jsou kompaktni
konverni mnoZiny, které jsou jednoznacné rozloZitelné. Potom A(K) je isometricky iso-
morfni A(S), prdvé kdyz je K afinné homeomorfni s S. Pritom ke kaZdé linedrni isometrii
existuje takovy afinni homeomorfismus, Ze je splnéna (3.4).

Curnock, Howroyd, Wong, Ngai-Ching na ptikladech ukazuji, ze podminka jedno-
znacné rozlozitelnosti a ES z ¢lanku [7] jsou rtizné geometrické podminky.

(i) Existuje mnozina, kterd je jednoznacné rozlozitelnd a ma vlastnost ES.
(ii) Existuje mnoZina, kterd je jednoznacéné rozlozitelnd, ale nemé vlastnost ES.

(iii) Existuje mnoZina, kterd neni jednoznacéné rozlozitelnd, ale ma vlastnost ES.
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V dalgich tivahach ndm pomtize nésledujici lemma. Dtikaz ¢asti (¢) se inspiruje ¢lankem
[6].

Lemma 3.2.7. Méyme kompaktni konvexni mnozZiny K, S a isometricky isomorfismus
T : A(K) — A(S). Definuyme S a Sz jako Sy = {x € S :Tl(x) =1} a S ={zr € S :
T1(x) = —1}. Potom plati, Ze

(i) ext S C S; U Sy a navic jsou Sy a Sy vzdjemné komplementdrni paralelni hrany.
(i) Pro vsechna s € ext S plati |T1(s)| = 1.

Ezistuji-li navic h € A(S) a afinni homeomorfismus ¢ : S — K prostord S a K takové,
ze plati
Tf(s)=h(s)f(é(s)) pro vsechna s € ext S, f € A(K), (3.5)

potom
(1)) h=T1 naext S, a tedy i na S,
(iv) €405y = T*(es) pro s € St a gy = —=T(es) pro s € Sy,

(v) Tf(s)= f(o(s)) pros€ Sy aTf(s)=—f(P(s)) pro s € S,

(vi) Pro kaZdé s € S existuje jednoznacny rozklad s = A\x + (1 — N)y, kde x € Sy, y € Sy
a0 < \XN<1. Tedy S a Sy jsou rozkladné hrany.

Diikaz (i). Podle Lemmatu 1.5.31 vime, Ze jsou mnoZiny S;, Sy hranami.

Protoze je T' isometricky isomorfismus A(K) na A(S), podle Lemmatu 1.3.2 je 7™ iso-
metrickym isomorfismem A(S)* na A(K)*. Z Lemmatu 1.3.3 vime, Ze potom T (ext (Ba(s)<)) =
ext (Ba(k)). Podle Lemmatu 1.5.9 plati ext (Bas)-) = e(extS) U —e(ext S), a proto
T*(e(ext S) U —e(ext S)) = e(ext K) U —e(ext K).

Pro kazdé s € ext S je tedy T™(g5) € e(ext K') nebo T*(g,) € —e(ext K). Z vypoétu

T1(s) = e,(T1) = (T*e,)(1)

muzeme usoudit, ze pokud T*(e5) € e(ext K), potom T1(s) = 1 a s € 5. V pfipadé
varianty T7(e,) € —e(ext K) plati T'1(s) = —1, a proto s € Ss.

Dostavame tedy ext S C S; U Sy a z Krein-Milmanovy véty S = ¢o(S; U Sy) =
co (S1 U Sy). Druhou rovnost dava Lemma 1.4.4, protoze mnoziny Si, Se jsou kompaktni
konvexni.

Hrany S, S; jsou zfejmé disjunktni a plati S = co (S; U S3), jde podle Lemmatu 1.5.6
o dvojici komplementarnich hran.

Nésledujici vypocet ukaze, ze jsou to dokonce hrany paralelni. Mé&jme s € S takové,
ze s= At + (1 =Ny, kde x € S; ay € Sy. Potom T, = A\T™e, + (1 — X\)T™¢, a plati

Ti(s) =T"s(1) = AT"z(1) + (L = N)T"y(1) =A—(1—-A) =21 — 1L
Z této rovnosti muzeme vyjadiit A = (T'1(s) + 1)/2 a vidime tedy, Ze je koeficient A

nezavisly na volbé rozkladu, a proto jsou Sy, Sy podle definice paralelni hrany.
[
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(i1). Tvrzeni je snadnym dusledkem (7). Podle néj plati, Ze ext S C Sy N Sy. Proto pro
kazdé s € ext S je |T'1(s)| = 1. O

(i11). Dosadime-li do (3.5) jednotkovou funkci 1 € A(K), ihned dostaneme 7'1(s) = h(s)
pro vSechna s € ext S. Diky Krein-Milmanové mizeme je spojitd funkce na mnoziné S
urcena hodnotami na ext S jednozna¢né. Proto plati T'1(s) = h(s) na S. O

(iv). Pro s €ext S a f € A(K) mizeme psat
T1(s)eg()(f) = T1(s)f(0(s)) = Tf(s) = eo(Tf) = T"es(f)-

Proto pro s € Sy NextS plati (T%e,)(f) = €45 (f). Tato rovnost plati pro vSechna
f € A(K), proto
Ep(s) = T*55~ (36)
V bodé (i) jsme dokazali, ze Sy, Sy jsou uzaviené paralelni hrany, proto podle Lemmatu
1.5.11 plati ext S; C ext S. Identita (3.6) tedy plati pro vSechna s € ext .S;.
Protoze e, T* a ¢ jsou afinni zobrazeni, mtizeme platnost (3.6) rozsifit na mnozinu
co (ext S1). Mé&jme konvexni kombinaci s = """ | A;s;, kde s; € ext S;. Potom totiz plati

T*E(E:}:l \isi) — Z /\iT*gsi = Z /\igqﬁ(si) = €¢(E:}=1 Aisi)
i=1 i=1

Z Krein-Milmanovy véty plati, ze S; = ¢o (ext S7). Proto diky spojitosti zobrazeni ¢,
T* a ¢ plati rovnost (3.6) pro vSechna s € Sj.
Analogicky bychom dostali, Ze pro s € Sy plati e45) = —T7(e5). O]

(v). Tvrzeni je uzitenou reformulaci predchoziho. Pro kazdé s € S; plati

F(9(5)) = o) (f) =T7(e:)(f) = es(T'f) = Tf(s).

Ptedchozi tvrzeni je vyuzito pii druhé rovnosti.
Analogicky bychom ukézali, Ze pro kazdé s € Sy plati f(p(s)) = =T f(s).

(vi). Tvrzeni budeme dokazovat sporem. Predpokladejme, Ze existuje s € co (S1US3) =
az,r’ € Syay,y € 5,0 <\ N <1takové, Ze (z, 2/, \) # (y, v/, N)as = z+(1-N)y
N’ + (1= N)y.

Z bodu (i) vime, ze Sy, S3 je dvojice paralelnich hran S, a proto A = X.

Podle bodu (1) plati Tf(x) = f(#(x)), TF&) = f(6) a TI@) = —F6)),
Tf(y) = f(e(y)). Vyuzitim afinity T'f € A(S) pocitejme

ATf(x) + (1 =NTf(y) =Af(e(x)) — (1 =A)f(o(y))
I
ATf(2) + (1 =NTf) =AM (o) — A=) f(e()-

I wn O

Po snadné tupravé dostaneme

Af(0(z) + (1 =2 f(e(y) = Af(6(z)) + (1 = X)f(o(y))-
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Déle vyuzitim afinity f € A(K) mame f(¢p(Ax + (1 — N)y')) = f(o(A\x' + (1 — N)y)).
Protoze rovnost plati pro vSechna f € A(K) a protoze A(K) oddéluji body a ¢ je prosté
zobrazeni, nutné A\x + (1 — )y’ = Az’ + (1 — A)y. Ziskali jsme rovnosti

Aeg + (1= Negy = ey + (1 — Mgy,
Aegz — (L= N)egy = Aeyr — (1 — N)ey.

Se¢tenim rovnosti zjistime, ze x = 2’ a y = . To je spor s ruznosti dvojic bod.

]

Priklad 3.2.8. UkdZeme, Ze existuje isometrie mezi afinné homeomorfnimi konvernimi
kompaktnimi mnoZinami, kterd neni tvaru (3.5).

Priklad je pfevzat z ¢lanku [5].

Diikaz. Uvazujme tverec v R? se stfedem v (0, 0).

K={(z,y): |z| = |y| = 1}

Vime, ze f € A(K), pravé kdyz existuji a, b, c € R takové, ze pro kazdé x,y € R plati
f(z,y) = ax + by + c.

Definujeme isometricky isomorfismus 7' : A(K) — A(K) tak, ze kazdému f € A(K),
f(z,y) = ax + by + ¢, ptifadime T'f € A(K)

T(f)(x,y) = cx + by + a, pro vSechna z,y € R.

Linearitu 7" mizeme snadno ovéfit z definice a surjektivita plyne z isomorfismu A(K)
a R3. Déle naptiklad z principu maxima (Véta 1.5.26) mizeme usoudit, Ze f nabyva
extrému na ext K = {(1,1),(—1,1),(—1,1), (-1, —1)}. Plati tedy || f|| = max{|a £ b+ |}
a ||Tf]] = max{|c £ b+ a|}. Vidime, ze ||f|| = ||Tf]|, a zobrazeni T je proto linedrni
isometrie.

Je patrné, ze mnoziny

Ki={(z,y) e K :Tl(z,y)=x=1} a Kb ={(z,y) € K : T1(z,y) =z = —1}

jsou neprazdné.

Piedpokladejme nyni, Ze je mozné zobrazeni T vyjadiit ve tvaru (3.5). Potom jsou
podle Lemmatu 3.2.7 (vi) mnoziny K;, K dvojici rozkladnych hran mnoziny K. Pro-
toze vSak c¢tverec zadné netrividlni rozkladné hrany nemé, dostavame spor. Isometricky
isomorfismus 7" neni vyjadfitelny ve tvaru (3.5).

O

Véta 3.2.9. Méjme kompaktni konvexni mnoZiny K, S s vlastnosti, Ze kazdd dvojice
uzavrenych komplementarnich paralelnich hran je 51z dvojici rozkladngch hran. Potom jsou
A(K) a A(S) isometricky isomorfni, pravé kdyz jsou K a S afinné homeomorfni. Navic
pro kaZdy isometricky isomorfismus existuje funkce h € A(S) a afinnd homeomorfismus ¢
mezi S a K, Ze plati

Tf(s)=h(s)f(o(s)) provsechny s € extS a f € A(K). (3.7)
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Dikaz. PFiprava. Pokud existuje afinni homeomorfismus ¢ mezi S a K, potom linearni
isometrie 7' : A(K) — A(S) definovana jako T'f(s) = f(¢(s)) zfejmé spliuje vSechny
pozadavky véty.

Zbyvéa dokézat druhou implikaci. Definujme nejprve mnoziny

—{s€S:Ti(s) =1}, 52_{365 T1(s) = —1},
Ky ={keK:T (k) =1}, —{ke K :T'1(k) = —1}.

Podle Lemmatu 3.2.7(i) jsou to dvé dvojice komplementarnich paralelnich hran po fadé
mnozin S a K.

Nez prejdeme k definici homeomorfismu ¢, uc¢inme nékolik uziteénych pozorovani.
Dokazeme, ze plati

T*(e(S1)) =e(Ky) a T*(e(S2)) = —e(Ks). (3.8)
Protoze je T isometricky isomorfismus, vime diky Lemmatu 1.5.7, Ze
T*(e(S) U —¢(S)) C co(e(K) U —¢e(K)).

Méjme s € Sy, potom existuji a,b € K a 0 <\ <1 takové, ze T e, = Ae, + (1 — Vg
a plati
1=T1(s) =T"(es)(1) = Aea(1) = (L = Nep(l) =20 — 1 < 1,
proto nutné A = 1, T*(g,s) € e(K) a existuje k € K takové, ze T*(g5) = ¢ (a tedy
(T*)"'e, = &;). Déle

(T 1)(k) = ex(T711) = (T71)"er)(1) = &s(1) = 1.

Proto T*(g5) € e(K1) a T*((S1)) C e(Kq).

Podobny postup miiZeme provést s isometrickym isomorfismem 7~!. Plati
(T~H)*(e(K)U —e(K)) C co(e(S) U —¢&(9)).

Mé&jme k € Ky, potom existuji a,b € S a0 < X < 1takové, ze (T~1)*(ex) = Aea+(1—N)ey
Plati tedy

1=T"(k) =ep(TH1) = (T (er)(1) = Aeo(1) — (1 = N)ep(1) =22 — 1 < 1,

proto nutné A = 1, (T71)*(g;) € (S) a existuje s € S takové, ze (T )%, = &, (neboli

= T*e,). Déle

T1(s) = e5(T1) = (T"e5)(1) = ex(1) = 1.

Plati tedy (T-1)*(ex) € e(S1) a (T71)*(e(K1)) C e(S).

Slozime-li oba vysledky, dostaneme rovnost 7%(£(51)) = e(/K;). Vyuzili jsme faktu, ze
(T*)~! = (T71)*. Analogicky bychom dokazali, ze T*((S2)) = —&(K3).
Krok 1. Pfistoupime k definici zobrazeni ¢ : S — K.

Protoze jsou hrany Si, S5 dvojici paralelnich hran, podle piredpokladu véty jsou to
také rozkladné hrany.

Definujme nejprve zobrazeni ¢ : S; U So — K néasledovné

ps, =c 'oT 0e a ¢ =c 'o-Troe.
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Prejdéme nyni k definici zobrazeni ¢ : S — K.
Méjme s € S. Pro né existuje jednoznacny rozklad s = Ax + (1 — Ay, kde 0 < A <1
ax €S,y €S, Polozime

¢(s) = Ap(x) + (1 = N)o(y).

Krok 2. Dokazeme, Ze ¢ je afinnim homeomorfismem mnozin S a K.

K tomu vyuzijeme Lemmatu 1.5.20. Aplikujeme jej na zobrazeni 6:8 > K, ¢:
S1 U Sy — K a dvojice vzajemné komplementarnich rozkladnych hran S, S5 a Ky, K.

Zobrazeni ¢, a ¢s, jsou ziejmé prosta spojita afinni a v piipravné ¢asti bylo doka-
zéno, ze plati ¢(S1) = K; a ¢(S2) = Ko, pfi¢emz Sy, S je dvojici uzavienych komplemen-
tarnich rozkladnych hran S a K, K3 je dvojici uzavienych komplementarnich rozkladnych
hran K.

Predpoklady Lemmatu 1.5.20 jsou tedy splnény a ¢ je skuteéné afinnim homeomorfis-
mem mnozin S a K.
Krok 3. Nakonec ovéfime platnost vztahu (3.7).

Z Lemmatu 3.2.7(iii) vime, ze pro s € S nutné plati h(s) = T1(s). Pokud je s €
ext SN S, potom T'1(s) =1 a g5, = T"(e;). Plati tedy

T1(s)f(0(5)) = g5 (f) = T™(e:)(f) = es(Tf) = Tf(s),

coZ jsme chtéli dokdzat. V piipadé, Ze s € ext SN.Sy, mame T'1(s) = —lacy,) = —T"(es).
Proto plati

T1(s)f(¢(s)) = —e4(5(f) = T*(e)(f) = &s(T'f) =T f(s).
A protoze ext S C 51 U Sy, je diikaz hotov. n

Predchozi véta je snadnym zobecnénim Véty 3.2.4. V ni se pfedpoklada, ze uzaviené
hrany uvazovanych kompaktnich konvexnich mnozin K, S musi jiz byt rozkladnymi hra-
nami.

Jak prostrednictvim nésledujiciho lemmatu lehce nahlédneme, je nase véta také zobec-
nénim Véty 3.2.6, protoze kompaktni konvexni mnozina, ktera je jednoznacné rozlozitelna,
ma jiz nutné vlastnost, ze kazda dvojice paralelnich hran je dvojici rozkladnych hran.

Lemma 3.2.10. Méyme kompaktni konvexni jednoznacné rozloZitelnou mnozinu K. Po-
tom je kazZda paralelni hrana 7z rozkladnou hranou mnozZiny K.

Diikaz. Tvrzeni dokéZeme sporem. Necht hrana F' neni rozkladnou hranou. Potom existuji
r, ' € Fyy,y € F/ a0 <\ <1takové, 7e Az + (1 — Ny = A’ + (1 — \)y/. Protoze je
evaluacni zobrazeni € : X — A(K)* afinni, dostavame rovnost
ey — (L= XNegy = Ay — (1 = Ve,
Definujeme ® € A(K)* jako
D =MXe, — (1= Ney = Aewr — (1 = Vg,
Dale dokazeme, 7Ze tato rovnost zaroven dava dva rtzné rozklady ® typu & = &; — P,

kde @1, @5 > 0 a || @] + [|®2f| = [|2].
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Ziejmé €,,€,7,€,, €, > 0 a norma téchto prvki je rovna 1. Abychom dokazali, Ze jsou
to skute¢éné pozadované rozklady @, staci ukazat, ze ||®|| = 1. Nerovnost ||®| < 1 plati z
trojuhelnikové nerovnosti. Dokazme nyni opa¢nou nerovnost.

Podle Lemmatu 1.5.14 plati, Ze horni obalka x73. je shora polospojita afinni funkce
takovd, ze x5.(s) = 1 pro s € F a xjv(s) =0 pro s € F".

Definujme funkci f = 2xr — 1. Potom f* = (2xr — 1)* = 2x} — 1 je shora polospojita
afinni funkce takova, ze f[} =1la fﬁw =—1.

Z Definice 1.5.1 vime, ze f* = inf{a € A(K) : a > f}. Vezméme si nyni pevné ¢ > 0.
Mutizeme najit b € A(K) takovou, ze b > f a b(y') < —1 + €. Protoze dle Lemmatu 1.5.16
je systém funkci {a € A(K) : a > f} dold usmérnény, existuje a € A(K) takové, ze
f<a<bA(l+e).

Diky tomu je

®(a) = Xa(x) — (1=Nay) > Af(x) —A1=XH) > A+ (1= N)(-1+¢e)=1+e(A—1),

a proto
1+e(A=1) < ®(a) < [®(a)] < [|2][lal] = [I[(1 +&).

Provedeme-li limitni pfechod pro ¢ — 0, dostaneme ||®|| > 1 a dikaz je hotov. O
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Kapitola 4

Banach-Stoneova véta pro skoro
isometrie

4.1 Amirova véta

Klasicka Banach-Stoneova véta iika, ze pokud jsou C(K), C(5), kde K, S jsou kompaktni
prostory, isometrické, potom jsou K, S homeomorfni. Pfi jejim zobecnovani se muzeme
vydat nékolika sméry. Jednim z nich je oslabovani predpokladti na zobrazeni mezi prostory
C(K) a C(S). Tomu se budeme vénovat v této kapitole. Misto isometrie budeme uvazovat
surjektivni linedrni isomorfismus prostort C(K), C(S), ktery je v néjakém smyslu blizky
isometrii.

Dilezitého vysledku v tomto sméru dosdhl A. Amir v ¢lanku [8].

Véta 4.1.1. Méjme kompaktni prostory K, S a ¢ linedrni isomorfismus C(K) na C(S)
s vlastnosti ||9||||¢7| < 2. Potom jsou K a S homeomorfni.

Nez prejdeme k ditkazu vlastni véty, dokazeme tii pomocné lemmata. Méjme ¢ isomor-
fismus prostorit C'(K) a C(S). Pro lepsi prehlednost ditkazu oznacme ||¢|| = «, [|¢7 ]| = 3
a predpokladejme af < 2. Déle ozna¢ime C (K) ={f € C(K); f >0,/ f|| = 1}. Tohoto
znaceni budeme uzivat v celém pribéhu Amirova dikazu.

Prvni z lemmat ndm umozni modifikovat zadany isomorfismus tak, aby ziskal nékteré
,prijemné” vlastnosti.

Lemma 4.1.2. Ezxistuje isomorfismus ¢ : C(K) — C(S) spliiujici podminky:
(a) [|19] = a,

(6) 67| = 5,

(¢) (1)(y) > (2 — afj) pro kazdé y € S,

(d) (¢~11)(x) > B(2 — ) pro vsechny = € K,

(¢) pro kazdou f € C(K) ezistuje y € S takové, 3e (f)(y) >

=L

(f) pro kazdou g € C(S) ezistuje x € K takové, ze (¢~ 'g)(z)

Vv
Q=
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Dikaz. PFiprava. V tvodni ¢asti dokdzeme, ze pro vSechna y € S plati

[(e1)(y)] = a(2 — ap).

Zvolme libovolné yy € S a oznacme t = (¢1)(yo). Protoze ||¢|| = a, nutné |t| < a.
Predpokladejme, ze plati |t| < «. Volme jakékoli ¢ takové, ze 0 < ¢ < a — |t| a k nému
naleznéme okoli N bodu y, takové, ze pro kazdé y € N plati |(¢1)(y) —t| < e. To lze diky
spojitosti ¢1.

Z Urysohnova lemmatu najdeme funkci g € C, () takovou, ze g(S\N) = 0. Definujme
funkce

Gi(y) = (01)(y) + (a =t —e)g(y), Ga2(y) = (¢1)(y) — (a+t —<)g(y).

Pro y € N plati
Giy) <t+e+(a—t—¢)-1=a,

protoze (¢1)(y) <t+eaa—t—e> 0. Dale plati
—Gi(y) <e—t—(a—t—¢)-0=c—t<a.

P¥i prvni nerovnosti jsme vyuzili odhadu —(¢1)(y) < e —t¢, pfidruhé e < o — [t| < a+ .
Pro y € S\ N plati

[Gi) = 1(¢1)(Y) + (e =t =) -0 < Ja+ (@ =t =€) - 0] = a.

Tedy ||G4]] < a.
Analogicky ukazeme, ze také |G| < a. Nechf y € N, potom

Go(y) <t+e—(a—t—¢)-0<a,
protoze o +t—e>0ac+t <a—|t|+t <. Dile
—Gy(y) <e—t+(a+t—¢e)- 1=a.

Pro y € S\ N méme ziejmé |Gy(x)| < a. Dohromady tedy dostéavame, ze také ||Gs|| < a.
Proto plati
lo™ Gill < l67HIIGill < B pro i = 1,2. (4.1)

Protoze

L= gl = lle(@ " g)ll < ol gll = alle~ gl

musi z definice normy a diky tomu, Ze spojitda funkce na kompaktni mnoziné nabyva
extrémil, existovat xg € K, Ze |(¢7'g)(z0)| > 1/cv.

Podle znaménka (¢'g)(zo) rozlisime dva piipady: Pokud je (¢~1g)(zo) > 1/a, potom
plati nerovnosti

aff > (¢7'Gh)(x0) = L(wo) + (=t —€)(¢7 ) (w0) > 1+ (1/a)(a —t —¢).

Prvni nerovnost plyne z (4.1), posledni je dana vlastnosti z¢. Z toho po upravé dostavame
nerovnost t > «(2 — aff) — e.
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Pokud je naopak (¢'g)(x¢) < —1/a, pak analogickym postupem jako v piedchozim
piipadé ziskdme nerovnost af > (¢7'Gq)(wg) > 1+ (1/a)(a + 1 — €). Z ni Gpravou
odvodime, ze t < —a(2 — aff) +«.

V obou piipadech tedy dostdvame |t| > (2 — aff) — €. Protoze je e libovolné malé,
plati |(¢1)(yo)| > (2 — af) pro vSechna yo spliujici predpoklad |(¢1)(yo)| < . Protoze
a3 > 1, plati nerovnost také pro yo spliujici |(¢1)(yo)| = a. Je tedy splnéna pro vSechna
yeSs.

Krok 1. Konstrukce zobrazeni é

Ozna¢me mnozinu A = {y € S : (¢1)(y) > a(2 — af)}. Protoze podle pfedchoziho
pro kazdé y € S plati (¢1)(y) > «(2 — aff) a podle predpokladu aff < 2, plati také
A={y e S:(o1)(y) > 0}. Ze spojitosti ¢1 € C(S) snadno nahlédneme, ze je A obojetna
mnozina.

7 toho dtvodu je charakteristickd funkce x4 spojita, protoze jako charakteristicka
funkce obojetné mnoziny je zdola i shora polospojita. Definujme konecné zobrazeni QAﬁ :
C(K) — C(S) jako )

bf = (2xa— 1)0f
Krok 2. Ovéifme, Ze ¢ mé pozadované vlastnosti.

Je to isomorfismus C'(K) na C(S), protoze jde o soucin nenulové spojité funkce a
isomorfismu ¢.

Podminky (a), (b): ProtoZe pro viechna y € S plati [(2xa — 1)(y)| = 1, zfejmé ||¢|| =

Il = caflo~t| = 671 =5
Podminka (c): Pro y € A plati

(@) (y) = (2xa — D) - (#1)(y) = 1+ ($1)(y) = |61(y)] > (2 — aB)
aproye S\ A

(S1)(y) = 2xa = D) - (#1)(y) = (1) - (#1)(y) = [$1(y)] = (2 — ap).

Podminka (e): Volme libovolné f € C, (K). Pak [|[1-2f[| = 1, a proto lo(1—2f)|| < o
Z toho plyne |¢p1 — 2¢f| = |p(1 — 2f)| < a. Upravou ziskdme
1

Sa(l—ap). (4.2)

8 > 361 -a) >

ProtoZe plati a5 > 1, méame ||gb fll = a > 1/3. Musi tedy existovat yo € S, pro které plati
1(Df) ()| > 1/5. Pokud by (6f)(yo) < —1/8, dostali bychom spor s (4.2), protoze diky
1 <af <2 plati (1 — af) > —1/6. Tim je bod (e) dokdzan.
Podminky (d), (f): Pokud bychom v P¥ipravé namisto ¢ pracovali s ¢!, ziskali bychom
symetrickym postupem misto nerovnosti [¢1| > (2 — a3) nerovnost |61 > 3(2 — af).
Mnozina definovana jako

B = {zeK: (&112(:5) <0}={zeK: (¢ 1) (z)>p2-af)} =
= K\{zeK:(¢7'1)(x) <B2—ap)}

je tedy obojetna v K a jeji charakteristicka funkce xp je spojita.
Definujme funkci H € C(K) jako

H(z) = (¢"'1)(z) + 53 — af)xs(x).
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Dokézeme, ze |H|| < . Pro x € B pocitejme |H(z)| < —3(2 — af) + B(3 —af) = 5.
Proz € K \ B méme [H(z)| = [p~1(z)] < 5. Proto |6H]| < 4| H|| < ab.

Predpokladejme, 7e ¢ nespliiuje bod (d). Potom je B # 0 a xp € C.(K). Diky
platnosti podminky (e) tedy miZeme najit takové yo € S, Ze dxs(yo) > 1/8. Z toho
dostavame

af > ¢H(yo) = 1+ B(3 — aB)(dxs)(yo) > 4 — af,

coz neni mozné, protoze o < 2. Tim je dokazan bod (d).
Analogickym postupem, jakym jsme pomoci bodu (c) dokazali (e) 1ze pomoci (d)
dokézat bod (f).
O

Pted tim, nez uvedeme nasledujici spise technické lemma, zavedeme dalsi oznaceni.
Méjme K, S, ¢ jako v Lemmatu 4.1.2. Pro f € C'\ (K) definujeme

P={yes:d(f-3)) 2 a2 - af)}

a pro g € C4(9)
- 1 1
Qp={rek:¢7(9—5)@) = —582—ab)}
Lemma 4.1.3. Necht fi1, fo € C.(K) a f1 < fo, potom

yes: (b)) > %} C int Pf.

Dikaz. Volme yy € S takové, ze

(0f1)(wo) > % (4.3)
Pokud ¢(1 — f5)(yo) < (q@)(%)(yo), potom tpravou nerovnosti ziskame
82 = 3)(w) = bl — (1= f2))(w) > 0.

Uvazujme naopak, ze (1 — fo)(yo) > (qg)(%)(yo) Definujeme funkci F' € C(K) jako
F =1-2(fy— f1). Protoze fo > f1, plati |F'|| < 1. Potom plati

> OF(yo) = o[fr — (fo— f1) + (1 = £2)](v0)
> (0f1) (o) + 6 fa — 1) (wo) — (1 — f2)(yo) >

V

«

3~ Fi)w) + (35)(w0),

|

neboli po upraveé

~

—(8=)(wo) + D fo — f1) (o) > —a + %

2
Tuto nerovnost vyuzijeme pii zavérecném vypoctu
Blh—)0) = By + (o= )+ Allw) = ~(B5)(00) + 32 — F)wo) + (B1) o)
> —a+ 5+ (A0 2 —at 3 >0,
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Vyuzili jsme (4.3) a fakt, ze o < 2.
V obou pfipadech dostavame ¢(fo — %)(yo) > 0. Protoze zfejmé plati

{yGS:é(ﬁ—%)(y)>O}CintPf2, (4.4)

dostavame pozadované tvrzeni.

]

Lemma 4.1.4. Necht g € C(S) a xy € int Qg. Potom existuje f € C(K) takovd, Ze

(a) f(K\Qg) = {0},

(b) f =1 na néjakém okoli xo,
(c) {yeS:g(y) =1} Cint P,
(d) Pf c{yeS:g(y) >0}

Diikaz. Protoze je K norméalni prostor, miizeme najit otevienou mnozinu U C K takovou,
7e xg € U a U C int Qg. Nyni aplikujeme Urysohnovo lemma na uzaviené mnoziny U a
K \ int Qg a nalezneme funkci f; € C(K) takovou, ze f1(K \intQg) =0 a f; = 1 na
mnoziné U.

Definujme funkei f = max{fi; (2/8)¢~ (g — 1)}.

Ta spliuje (a), protoze f1(K \ Qg) =0 a pro x € K \ Qg z definice mnoziny Qg plati

Mg - H(x) < —%5B2 - aB) <0.
Daéle ukdzeme, Ze f spliuje také (b). Protoze je g € C'(5), snadno si uvédomime, ze
lg — 3|| < L. Proto plati odhad

~

5% ‘(g )H <3
TakZze na mnoziné U plati f = 1 a podminka (b) je splnéna.
Protoze f; > 0, také f > 0. Dale plati || f1]] <1 a (4.5), a proto || f|| < 1. Vidime tedy,
ze f e Cy(K).
K dtkazu bodu (c¢) budeme potfebovat sadu nerovnosti.
Z definice f plyne, ze f > (2/&)&‘1(9 — %) Pro x € Qg tedy po tpravé dostavame

I 2 Bllg - —H < (4.5)

1 ~ 1 1 1
0< 55]”(@ - ¢_1(9 — 5)(37) < 55 + 55(2 —af). (4.6)
Necht = € K\ Qg. Potom podle (a) plati, ze f(x) = 0. Protoze ||g — 3|| < 3, miizeme
odhadovat
0= 357 ~ 67 (9 - )@ <1670~ DI < 167l - 31 < 5
=5 g 5 > g o/l = g ol =

Pro vSechna = € K tedy plati (4.6).
Po odecteni 13 od koncti nerovnosti (4.6) dostaneme

B2 —aB) < —38< B(F - 3) ~ 6o 3) < 3B+ B2~ ),
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a tedy

1 1 ~ 1 1 1
58(F=35) =679 —3)| £ 10+ 7562 - ap).

Aplikaci ¢ na funkei v absolutni hodnoté ziskdme odhad

506(7 —3) — (- 3)| < JaB+ 75082~ ap). (47)

)<
Vezméme nyni y € {y € S : g(y) = 1}. Pak po dosazeni do predchozi nerovnosti
dostaneme

$99(F = 5)) 2 5 — 4aB — (82— af) = (§ ~ 3092 - aB) >

Protoze ztejmé plati

es:o(f-5)) >0} Cint Pr.

dostévame platnost (c).

Podminku (d) dokdzeme ,,obménou“. DokéZeme tedy tvrzeni, ze pokud y ¢ {y € S :
g(y) > 0} (tj. g(y) = 0, protoze g > 0), potom y ¢ Pf.

Méjme y € S takové, ze g(y) = 0. Dosazenim do (4.7) dostaneme

S0/~ )W) < —3+ b+ 15aB(2 — ) < —1(2 - af) + B2~ af)
11 1
< _(Z - Eaﬁ) (2—af) < —ﬁﬁa(Z —af). (4.8)

V posledni nerovnosti jsme vyuzili predpokladu, ze 1 > 1/2a/3, a tedy

1 1 1 1 1
Z nerovnosti (4.8) pfimo plyne, ze y ¢ Pf, a tedy platnost (d). Tim je dikaz hotov.

O
Nyni mame vse pripraveno k vlastnimu dikazu.

Diikaz Vety 4.1.1. Krok 1. Popiseme postup, jakym pozadovany homeomorfismus zkon-
struovat.
Vezméme libovolné x € K a definujme

= ﬂ{Pf C S:feC(K),f=1nanéakém okoli bodu z}.

Krok 2. UkdZzeme, Ze o(x) je jednobodova mnozina a o : K — S je tedy dobfe definované
zobrazeni.

Dokazeme nejprve, ze systém mnozin na pravé stran€ rovnosti ma konec¢nou prinikovou
vlastnost. Pro i = 1,...,n mé&me funkce f; € C, (K) takové, ze f; = 1 na n&jakém okoli
bodu z (diky Urysohnové lemmatu). Ozna¢me jako min;_;
fi,i=1,...,n. Potom diky Lemmatu 4.1.3 plati inkluze

{y: (dminiy_, f)(y) =1/} C({Pfizi=1,...,n}.
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ProtoZe pro vechna i = 1,...,n plati fi(z) =1 a f; € C.(K) nutné min f; € C (K).
Podle bodu (e) Lemmatu 4.1.2 je mnozina na levé strané inkluze neprazdné. Systém
mnozin v definici zobrazeni ¢ ma kone¢nou priinikovou vlastnost. Protoze jsou mnoziny
P f uzaviené a prostor K je kompaktni, plyne z Lemmatu 1.4.1, Ze je o(z) neprazdna.

Déle dokaZzeme, Ze o(x) je jednobodova mnoZina. Ditkaz povedeme sporem. Predpoklé-
dejme, Ze existuji y;, y2 € o(x) takové,ze y; # yo. Pomoci Urysohnova lemmatu nalezneme
funkci g € C'(5) takovou, ze g(y1) = 1, g(y2) = 0. Pokud by platilo

~

1 1
-1
_ - _ - B3(9 —
57y~ D)) >~ B2~ af),
a tedy = € int g, potom bychom pouzitim Lemmatu 4.1.4 mohli najit funkei f € C (K),
ktera je 1 na okoli bodu z. ProtoZe navic g(y2) = 0, z bodu (d) Lemmatu 4.1.4 vyplyva,
ze yo ¢ Pf. To je vSak spor s definici zobrazeni o.
Predpokladejme naopak, ze plati

N 1 1
¢ (g — 5)(@ < —55(2 —af).
Upravou ziskame
1 —0)— 5)@) =675~ 0)@) = B2~ aB) > 0

a podle Lemmatu 4.1.4 aplikovaného na funkci 1 — g miZeme nalézt funkci f € C(K),
kterd je 1 v okoli bodu x a y; ¢ Pf. To je opét spor s definici zobrazeni o.

Vidime tedy, Ze mnoZina o(z) je pravé jednoprvkova.
Krok 3. Ukazali jsme, ze 0 : K — S je dobfe definované zobrazeni. Nyni o ném dokazeme,
ze je to bijekce.

Analogicky jako zobrazeni o miizeme zkonstruovat zobrazeni p : S — K. Necht

ply) = ﬂ{Qg :g € CL(9),9 =1 na néjakém okoli bodu y}.

Tvrzeni. Pokud funkce g € C'(S) nabyva na néjakém okoli bodu ¢(z) hodnoty 1, potom
x € int Qg.

Diikaz. Predpokladejme, Ze tomu tak neni a x ¢ int Qg. Potom jisté

57~ 3)(@) < ~ 582~ ap),
neboli po tpraveé
~ 1 | 1
G- =)@ =07~ 9w) > 52— af) > 0.

Proto ihned vidime, Ze = € int Q(1 — g).

Najdéme dale funkci f € C,(K) z Lemmatu 4.1.4. ProtoZe podle bodu (b) nabyva
funkce f hodnoty 1 na né&jakém okoli bodu z, plati o(x) € Pf. Podle bodu (d) proto
(1 —g)(o(x)) > 0. Protoze g byla volena tak, aby nabyvala na okoli bodu ¢(z) hodnoty
1, dostavame spor. Il
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Z definice zobrazeni p s pfedchoziho Tvrzeni tedy plati
plo(z)) = ﬂ{Qg :g € Ci(S5), 9 =1 na néjakém okoli bodu o(z)} > =,

a proto je x = po(x) pro kazdé x € K. Stejné tak bychom dokézali, ze y = op(y) pro
kazdé y € S. Proto je o bijekce prostort K a S
Krok 4. Dokazeme spojitost zobrazeni o.
Mé&jme otevienou mnozinu N C S. DokéZeme, Ze také o ~!(N) je oteviena mnozina.
Mé&jme bod xy € 07 *(N), takze o(zy) € N. Potom existuji funkce fi,..., f, € C;(K)

a okoli bodu xg mnoziny Uy, ..., U, takové, ze pro kazdé i = 1,...,n plati f; = 1 na okoli
U; bodu xy a (| Pf; C N.
Popiseme konstrukei funkei fi, ..., f, amnozin Uy, ..., U,. Vezméme y € S\ N. Potom

diky normalité prostoru S existuje funkce g € C'(S) takova, ze ¢ = 1 na néjakém okoli
bodu o(xp) a g(y) = 0. Podle pomocného Tvrzeni potom zy € int Qg.

Podle Lemmatu 4.1.4 mtzeme nalézt funkei f, € C(K), kterd je rovna 1 na okoli U,
bodu z a protoze g(y) = 0, podle bodu (d) tohoto lemmatu je y € S\ Pf,. Ziskali jsme
tedy pokryti mnoziny S\ N otevienymi mnozinami {S \ Pf, : y € S}. Protoze je S\ N
kompaktni mnozina, existuje kone¢né podpokryti {S\ Pf;:i=1,...,n} a k funkcim f;
prislusné oteviené mnoziny U; z konstrukce.

Zrejmé S\ N C | J{S\ Pfi:i=1,...,n},atedy {Pfi:i=1,...,n} C N, coz jsme
chtéli dokazat.

Pokud x € U := ([{U; : ¢ = 1,...,n}, potom z definice zobrazeni ¢ dostaneme, ze
o(z) e {Pfi:i=1,...,n} C N. Tedy o(U) C N. Tim je dokazano, ze vzor oteviené
mnoziny pri zobrazeni o je také oteviena mnozina, a o je proto spojité zobrazeni.

Krok 5. Zobrazeni o je tedy spojita bijekce prostori K a S, a podle Lemmatu 1.4.5 je
homeomorfismem téchto prostori. O

4.2 Cohenuv priklad

MuZeme si polozit otazku, zda je konstanta 2 optimélni, ¢i nikoliv. H. B. Cohen v [9]
zkonstruoval nehomeomorfni kompaktni prostory X, Y a isomorfismus ¢ : C(X) 2% C(Y)
takovy, ze ||6]|||¢7}|| = 2 a tim ukdzal, Ze konstanta 2 nelze vylepsit.

Priklad 4.2.1. Existuji nehomeomorfni kompaktni prostory X, Y a isomorfismus
¢: C(X) = C(Y) takovy, Ze ||¢|l[l¢7"]| = 2.

Diikaz. Nez definujeme prostory X,Y a isomorfismus ¢, zavedeme nékolik pomocnych
objektt: Ozna¢me I = [0, 1] a uvazujme osm homeomorfnich kopii I: a[I], a[l], b[I], b[I],

c[1], e[I], d[I], d[I]. Dale m&jme &tyii libovolné kompaktni prostory A, B,C, D a v nich
po fadé body Py, Pg, Po, Pp. Piedpokladejme, 7e jsou prostory a[l], a[l], b[I], b[I], c[I],
e[1], d[I], d[I] po dvou disjunktni.

Nyni jiz mame ke konstrukci piikladu pripraveno vsSe potiebné. Definujme prostor
X jako sjednoceni all],b[I], c[I],d[I], A, B,C, D, v némz ztotoznime a(0) = b(0),c(0) =
d(0), a(1) = P4,b(1) = Py, c(1) = P, d(1) = Pp.

Déle definujme prostor Y jako sjednoceni a[l], b[I], ¢[I], d[I], A, B, C, D, ve kterém

provedeme identifikace a(0) = ¢(0), 6(0) = d(0), a(l) = Pa, b(1) = Pp, ¢(1) = Fo

a d(1) = Pp. Okoli bodu, které jsme ztotoZnily, ve vysledném sjednoceném prostoru
definujeme jako sjednoceni okoli téchto bodi v prostorech ptivodnich.
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Je zfejmé, Ze pro vhodnou volbu mnozin A, B, C' a D budou prostory X a Y neho-
meomorfni. Stac¢i napiiklad volit A, C' jako kruznice a B, D jako jednobodové mnoziny.
Naznacime, pro¢ tomu tak je. Pfedpokladejme, ze existuje homeomorfismus ¢ : ¥ — X.
Tento predpoklad dovedeme ke sporu.

Mnozina Y ma dvé komponenty souvislosti Y; = d[I] Ub[I], Yo = C Uall]Ue[l] U A.

MnozZina X ma také dvé komponenty souvislosti X; = C'Uc[I]Ud[I] a Xy = AUall]U
b[I].

Protoze homeomorfismus zobrazuje souvislé mnoziny na souvislé mnoziny, zobrazi ¢
komponenty Y na komponenty X . Pfedpokladejme, ze p(Y;) = X;. V pfipadé (Y1) = Xo
by byl dalsi postup obdobny.

Protoze je kruznice C' souvisla mnozina, musi nutné existovat 0 < a < < 1 takové,
ze plati jedna z nasledujicich tii moznosti:

(1) C = p(b([er, 1)),
(i) € = p(d([, A1),

(iii) C' = (b([0,a]) Ud([0,8])).

Protoze jsme ztotoznili bod b[0] s bodem d(0), je ve viech tiech piipadech kruznice
C homeomorfni uzavienému intervalu. Lemma 1.4.13 nam vsak tiké, Ze to neni mozné.
Dostali jsme spor s predpokladem a prostory X, Y jsou tedy nehomeomorfni.

Zbyva definovat zobrazeni ¢ : C(Y) — C(X). Pro funkci f € C(Y) definujeme
Y(f) € C(X) nésledovné:

Q)

Y(f)alt) = Q+1)f@) - (1 -1)f(d1)),

Y(AA®) = (1 =0)f @)+ 1+ 1)fd()),

(AOE) = =1+ f(b) + (L —t)f((t),

(H)e®) = A-1)f0F)+1+1)f(c(t), pro0<t<la
v(f)(z) = 2f(z), pokud z € AUCUD

= —2f(z), pokud z € B.

V prvé fadé si uvédomime, zZe je zobrazeni dobfe definovano:
Zde je nutno ovérit, ze v bodech z riznych prostort, které jsme ztotoznili, bude vyse
uvedend definice davat stejné hodnoty. Pfimym vypoctem dostaneme:

¥(f)(a(0)) = (1+0)f(a(0)) — (1 -0)f(d(0)) = f(a(0)) — f(d(0))
= f(@(0)) = f(6(0)) = =(1 +0)f(6(0)) + (1 = 0).f(€(0)) = &(f)(b(0)).
Stejné tak dostaneme ¥(f)(c(0)) = ¢(f)(d(0)). Rovnosti
b()(a(1)) = 0(F)(Pa),  »(f)(b(1) = L(f)(PB),
b(f)(c(1) = (f)(Fe), & (f)(dA)) = ¢(f)(Pp)
se ovéfi obdobné: ¥(f)a(1) = 2f(a(1)) = 2f(Pa) = ¥(f)(2). Ostatni pfipady jsou analo-
gické.
Funkce 9 (f) je zfejmé spojita na kazdém z prostort a[l], b[I], c[I], d[I], A, B, C, D,
proto je spojita na celém Y.
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Linearita zobrazeni v je zfejma. Pro 0 <t < 1 plati odhad

() (a(t)] < 21f @)l + 21f(d(t)] < 2[Ifl

Stejny odhad mizeme provést na vSech osmi prostorech a[l], b[I],c[I],d[I], A, B,C, D, a
proto |[¢|| < 2. Protoze pro konstantni funkci f = 1, pro z € AU C U D dostavame
U(f)(2) = 24(2) = 2. Proto ] = 2.

Déle definujeme zobrazeni ¢ : C(X) — C(Y). Pro ptehlednost si nejprve oznacime
funkei D(t) = (1 +¢)* 4+ (1 — t)® = 2(1 + ¢?). Zobrazeni ¢ definujeme nésledovné

1+1¢ 1-t¢

o(g)(a(t)) = Wg(@(t)) + mg(d@)),
- 1—1 1+1¢
dt)) = — ——qg(d(t
o0 (A1) = prsolalt) + prald(n),
- 141 1—t
b(t = ———g(b(t — t
Aa)B0) = i 0b(e) + g aleld).
1—1 1+t
c(t = ——q(b(t — t <t<l1
oa)(Et) = P ah) + peya(et). pro0<i<ia
#(g)(v) = =g(v),pokudve AUCUD
= —%g(v) , pokud v € B.
Analogicky jako v pfipadé zobrazeni ¢ lze ukazat, ze i ¢ je dobre definované a linearni.
Vsimnéme si, Ze ¢ je prosté zobrazeni, protoze (b( B = —§g
Pfi vypoctu normy ||¢|| vyuzijeme odhadu W = HtQ < 1pro0 <t <1 Vypocet

provedeme pouze na prostoru a[l], ostatni odhady by se provedly obdobné. Pro 0 <t <1
plati:
1+1¢ 1

0) @) = gy (a(O)] + o] < 55 lal <

D(t)
Pokud volime konstantni g = 1, potom plati
_ 1 1
5(9)@(0)) = 50(a(0)) + 39(d(0)) = 1.
takze ||¢|| = 1.
Déle tvrdime, ze pro kazdé f € C(Y') plati ¢ o9)(f) = f. Z toho plyne, Ze ¢ je surjek-
tivni zobrazeni a protoZe je navic prosté, je ¢ isomorfismus C'(X) — C(Y) s [|9||||¢7]] = 2,

pricemz X a Y jsou nehomeomorfni.
Ukéazeme, ze pro kazdé f € C(Y) je ¢ o)(f) = f. Ovéfeni je piimocaré, ale ponékud
zdlouhavé. Méjme 0 < ¢ < 1. Pocitejme

SAN)ED) = Fg((al) + prr v (D)

1+t _ 1—t _ _
= D(t)((1+t)f( a(t)) — (1 =) f(d(t))) + D(t)((l t)f(a(t)) + (1 +1)f(d(t)))
)

= I at) « IO 00D ) = sato)
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dale
1-1¢ 1+1

SUNID) = =G (F)a(®) + (D)
1—-1¢ _ = 1+1¢ _ -
— (D a(B) = (= D) + 3505 (=D a(®) + 1L+ 0 D)
A=A+t + A=) +1) (L=t + A+, 5 =
_ 0] (a(t)) + 0 fd(t)) = f(d(t))
dale
_ 1+¢ 1—1
SN = = BO) + e Diel)
=~ L+ D) + (1= (1)) + 7 (1= D) + (1 + D)
[ e et (CORIU0)
dale pro z € AUC U D mame
H)(w) = 39(H)w) = 1)
a pro z € B je to )
SW)0) = —e(N) = £

4.3 Skoro isometrie mezi prostory afinnich funkci

Vysledky pojednané v této kapitole pochézi z prace [10] Cho-Ho Chu a Henryho B. Cohena
a zobecnuji Vétu 4.1.1 dokdzanou A. Amirem.

Pfipomenme, ze C(X) je isometricky isomorfni prostoru A(K) pro Bauertv simplex
K = ext M}(X).

Naopak pro kazdy prostor A(K), kde K je Bauertv simplex, existuje kompaktni kon-
vexni mnozina X (X = ext K') takova, ze C'(X) je isometricky isomorfni s A(K'). Amirovu
vétu proto mizeme preformulovat nasledovné.

Véta 4.3.1. Necht K, S jsou Bauerovymi simplexy a existuje isomorfismus
¢: A(K) ~ C(ext K) — A(S) ~ C(ext S)
s vlastnosti ||¢||||¢7| < 2. Potom jsou ext K a ext S homeomorfni.

Zobecnéni Chu a Cohena zeslabi podminky na mnoziny K, S. V metrizovatelném
pripadé se Baueriiv simplex nahradi podminkou, ze je kazdy extremalni bod K a S sla-
bym peak bodem. Pokud predpoklad metrizovatelnosti vypustime, pozaduji v ¢lanku [10]
uzavienost mnozin ext K, ext S.
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Definice 4.3.2. Necht K je kompaktni konvexni mnozina a = € ext K. Bod x nazveme
slabym peak bodem, pokud pro kazdé dané ¢, 0 < € < 1 a otevienou mnozinu U, x € U,
existuje h € Bak) takové, ze h(x) > 1 —c a|h| <enaext K \U.

Nasledujicich nékolik tvrzeni si klade za cil vyjasnit vztah mezi objekty s nasledujicimi
charakteristikami bodu z € ext K, kde K je kompaktni konvexni mnozina.

e Bod z je slabé exponovany bod.
e Podmnozina {z} je rozkladnou hranou K.
o v € ext i, kde K je simplex.

Véta 4.3.3 ([10], Proposition 1). Necht je x slabé exponovanym bodem kompaktni kon-
vexni mnoziny K. Potom je {x} rozkladnou hranou K. Za predpokladu, Ze je ext K uza-
vrend v K, plati také opacna implikace.

Dikaz. Krok 1. Predpokladejme, ze je © € ext K slabé exponovanym bodem. Horni
obdlka X7, je konkévni a shora polospojita (viz Definice 1.5.1). Pro x € ext K je zfejmé
{z} uzavienou hranou K. Proto podle Véty 1.5.12 plati, ze K = co ({z} UF), kde {z}' =
F = (X{,) '(0) aplati {z} = (xj,;) '(1). Déle pro kazdy bod » € K existuje rozklad

Abychom ukézali, Ze je {x} rozkladnou hranou, musi byt dle definice mnozina F
konvexni a uvedend reprezentace jako konvexni kombinace bodu x a prvku F musi byt
jednoznacna.

Tvrzeni: V prvni ¢asti dikazu ukaZzeme, Ze pro 0 < ¢ < 1 a y1,92,y3 € F existuje
h € A(K) takova, ze h(z) > 1 —¢c a pro j = 1,2,3 plati |h(y;)| < e.

Diky Choquetové vété o reprezentaci (Véta 1.5.35) miiZeme najit maximalni miry
p; reprezentujici body y;. Potom podle Véty 1.5.32 aplikované na miry ¢,, < p; plati
nerovnost

pi({r}) = 1y (Xey) < X7y (93) = 0.

Posledni rovnost plati diky tomu, Ze y; € F = (){Ex})_l(O). Mizeme proto pomoci
Lemmatu 1.2.2 najit uzaviena okoli U; bodu z takova, Ze j;(U;) < 5.

Polozme U = U; N U; N Us. Protoze je x z predpokladu slabé exponovanym bodem,
existuje h € A(K) s vlastnostmi [|h]| <1, h(z) > 1 —canaext K \U je |h| < 5.

Protoze je h spojita, plati také |h| < § na ext K\ U D ext K \ U. Uvedena inkluze
plati diky uzavienosti mnoziny U.

ProtoZe jsou p1; maximalni, jsou podle Lemmatu 1.5.34 neseny ext K. Proto

19
|h(y;)| = |/ hdp;| < / Al dp; +/ [Aldp; < 5 +
ext K ext KNU ext K\U

Krok 2. Ukazeme, ze F je konvexni. Necht y1,50 € Faz=Ay; + (1 — ANy, 0 < A < 1.
Chceme ukéazat, ze z € F', neboli X?x}(z) = 0. Budeme postupovat sporem. Necht tvrzeni

9

\V)

neplati. Protoze je x7,, = 0, musi byt Xffz}(z) > 0.
Podle Véty 1.5.12 existuje y3 € F' a rozklad

2= X[ (2)T + (1 = X[y (2))s-
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Polozme € = 3 X{s)(2). Potom mtiZeme diky Tvrzenf nalézt funkei h € A(K) takovou,
ze h(x) > 1 —¢ a|h(y;)| < e proj=1,2,3. Takze

h(2)] = [M(yr) + (1 = Mh(y2)] < Alh(yn)| + (1= A)|h(y2)] <.
Ale plati také nerovnost

W) = Xy (2)0(2) + (1 = XTay () P(ws)| = Xfay (2) ()| = (1 = Xay (2))|P(ys)]
> X(2) 1 —e) = (1= x{y(2))e =¢,

ktera je v rozporu s nerovnosti predchozi. Takze plati X?x}(z) =0, tedy 2 € F a F je
konvexni.
Krok 3. Dokézeme, ze rozklad je jednoznacny.

Necht z = fz + (1 — B)y', ¥ € F a0 < 3 < 1. ProtoZe je horni obélka x7,, konkavni
funkeci, plati

X} (2) = BXTay () + (1= B)X{ny (¥) = B-
Predpokladejme, Ze X’Ex}(z) > 3. Potom tpravou rovnosti

Xioy ()7 + (1 = X[y (2))y = 2 = Br + (1 = B)y
dostaneme
X - 1-xi ()
= 1— 3 T+ 1-3
Protoze v,y € F, je Xf{‘x}(y) = X[, (%) = 0. Pritom dalSim vyuZzitim konkdvnosti x7,,
dostaneme

(4.9)

Y

alz) — 1—x7 (2 alz) —

—X{T_)ﬁ ’ x;m}<x>+—1"_{fg( i) = —X{ﬁ(_) 3 )

coz neni mozné. Plati tedy X’{‘x}(z) = [ a po dosazeni do (4.9) je ¥ = y. Rozklad je proto
jednoznadny.

Krok 4. Za predpokladu uzavienosti mnoziny ext K dokazeme také opac¢nou implikaci.

Necht je {x} rozkladnd hrana. UkaZeme, Ze potom je x slabé exponovanym bodem.
Meéjme 0 < € < 1 a oteviené okoli U bodu =.

Protoze je # € ext K, plati podle Lemmatu 1.5.27 = ¢ ¢o (K \ U). Polozme G =
¢o (K \ U) a oznac¢me I’ komplementarni hranu rozkladné hrany {x}.

Protoze je {z} rozkladnd hrana, existuje podle Lemmatu 1.5.29 klesajici net {a,}
funkei z A(K) konvergujici bodové k X{z3- Z Lemmatu 1.5.25 vime, Ze je funkce xj,,
afinni, a proto podle Lemmatu 1.5.16 mizeme predpokladat, Zze x(;) < aoa <1+ 3.

Mnozina G N ext K je kompaktni podmnozinou F' a protoze X?x} = 0 na F, plati

0= Xin () 2

ao \, 0 bodové na G Next K. Z Diniho véty pro nety mizeme najit funkci a,, € A(K)
takovou, Ze |aq,| < 5 na mnoziné G Next K O ext K \ U. Z konstrukce netu {a,} plati
také x () < o, <1+ 5.

Polozime h = aq, — 5. Potom |[|h[| < 1. Protoze 1+ § > aa,(z) > xJ,,(2) = 1, plati

M@>1—%>1—a
Nakonec diky |aq,| < § na ext K \ U mame
€ e € €
|h|:|aao_§|§|aao|+§<§+§ IlantK\U.
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Véta 4.3.4. Necht K je simplex. Potom pro kaZdy x € ext K je {x} rozkladnou hranou.
Diikaz. Tvrzeni je snadnym disledkem Véty 1.5.18. [

Priklad 4.3.5 ([10], Example 3). Existuje simplex K takovy, Ze pro kaZdy bod x € K je
{z} rozkladnou hranou, ale x neni slabé exponovanym bodem.

Diikaz. Takovym simplexem je Poulseniv simplex K, ktery je popsan napiiklad v [[2],
Kapitola 7]. Jde o kompaktni konvexni podmnozinu /% a podle [[2], Theorem 7.1] pro néj
plati ext K = K.

Megjme libovolny x € ext K. Protoze je K simplex, je podle Véty 1.5.18 mnozina {z}
jeho rozkladnou hranou. Ukézeme, Ze x neni slabé exponovanym bodem. Volme z’ €
ext K \ {z} a poloZzme y = fx + 22’. ProtoZe je [ normovany linearni prostor, mizeme
najit uzaviené konvexni okoli U bodu z takové, ze y ¢ U. Potom také 2’ € ext K \ U.
Pokud by totiz 2’ € U, z konvexnosti U by platilo y € U.

Predpokladejme, ze x je slabé exponovanym bodem. Tento piredpoklad dovedeme ke
sporu. Z definice existuje h € By(k) takova, ze h(z) > 1 —c ana ext K \ U je |h| < 3.
Talkze 1 2 1, 1. 21 4

/
h(y)—gh(:v)+3h(x)>3(1 )+3-7—21.

Protoze ext K = K, existuje net {z3}, x5 € ext K takovy, ze y = limgxg. Protoze
y ¢ U, miZeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat, ze x5 € ext K \ U. Ze spojitosti
h € A(K) mame, Ze

1
h(y) =limh < -.
(4) = lim h{ay) < =

Protoze L < &

7 < 31, dostavame spor a x neni slabé exponovanym bodem. O

Priklad 4.3.6 ([2], Example 2.1). Existuje kompaktni konvexni mnozina K, kterd neni
simplexem, ale mnoZina jejich extremdlnich bodi ext K je uzaviend a pro kazdé x € ext K
je {x} jeho rozkladnou hranou.

Jednim ze zasadnich momenti diikazu Chu a Cohena bude pouziti nasledujiciho lem-
matu.

Lemma 4.3.7. Necht K, S jsou kompaktni konvexni prostory a prostor K je metrizova-
telny (perfektné normding). Ddle mdme isomorfismus ¢ : A(K) — A(S) a shora polo-
spojitou funkci f € A*(K). Pokud pro vechna y € ext S plati |¢** f(g,)| < ¢, potom pro
o f(gy) < c.

Diikaz. Podle Lemmatu 1.5.16 existuje dolti usmérnény systém F funkci z A(K) takovy,
ze f=inf F.

Funkce f spliiuje predpoklady Lemmatu 1.5.17, a proto existuje klesajici posloupnost
{a,}, a, € A(K), takova, ze pro kazdé x € K plati lim, a,(x) = f(z).

Podle Lemmatu 1.5.22 pro kazdé y € S plati lim, ¢**a,(c,) = ¢**f(€y). Protoze
a, € A(K), pfimym vypoctem se z definice zobrazeni ,st¥iska“ z Pozndmky 1.5.21 ovéfi,
ze pro kazdé v € A(K)* plati a,(v) = v(a,). MiZeme totiz najit a,b > 0 a z,y € K
takové, Ze v = ae, — be,. Potom

vSechna y € S plati

a(v) = aa,(z) — ba,(y) = agz(ay,) — bey(an) = v(ay).
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Proto plati identity

O an(ey) = an(9"ey) = (97ey)(an) = &y(dan) = (¢an)(y)-

Plati tedy )
lim ¢(a,)(y) = ¢** f(e,) pro vsechna y € S.

K dokonéeni ditkazu staci pouzit Vétu 1.5.26 na funkei ¢** o f o a posloupnost {¢(a,)}.
[l

Nasleduje hlavni véta této sekce a jeji ditkaz.

Véta 4.3.8. Necht K a S jsou metrizovatelné kompaktni konvexni mnoZiny, jejichz kazdy
extremdlni bod je slabé exponovanym bodem. Pokud ddle ezistuje isomorfismus ¢ : A(K) —
A(S) s vlastnosti ||9||||¢7Y| < 2, jsou ext K a ext S homeomorfni.

Poznamka 4.3.9. Pro obecnou kompaktni konvexni mnoZinu véta neplati. V roviné uva-
zZugme trojuhelnik K a ctyriuhelnik S, ktery venikne ,uriznutim® jednoho z rohi K. Potom
je zobrazeni ¢ : A(K) — A(S), které funkci h € A(K) pritazuje ¢(h) = hig, isomorfis-
mem a pokud ,urizneme® dostatecné maly roh K, plati ||¢]|||¢7!|| < 2. MnoZiny ext K a
ext S vsak zjevné nejsou homeomorfni.

Diikaz. Piiprava. Méjme podle predpokladii isomorfismus ¢ : A(K) — A(S) s vlastnosti
l6lll¢~ || < 2. Mtzeme predpokladat, Ze existuji konstanty 1 < ¢ < ¢ < 2 takové, ze
|#]] < 2 a pro vSechna nenulovd a € A(K) plati ||¢(a)|| > ||all.

Pokud by dané ¢ tuto podminku nespliiovalo, mohli bychom najit konstanty ¢, ¢,
1 <c¢<d <2 takové, ze [|¢|[[¢!]] < 2 < 2 a pracovat s isomorfismem ¢ = ¢/[|¢~{|¢.
Pro néj totiz plati

Il =<l ol < 2
a protoze [laf| = |67 (¢(a)[| < [lo~*[[Ié(a)]], také

li(a)ll = ¢ llo~ lle(a)ll = cllall > cllall.

Krok 1. Konstrukce zobrazeni p : Y C ext S — ext K.

Vezméme si y € ext S. Podle Lemmatu 1.5.7 plati, ze co (¢(K) U —e(K)) je uzavienou
jednotkovou kouli v A(K)*. Z toho plyne, Ze line(K) = A(K)*. Podle predpokladu je
kazdy bod x € ext K slabé exponovanym bodem a podle Véty 4.3.3 je tedy kazda mnozina
{e.} C e(ext K) rozkladnou hranou £(K) C A(K)*.

Pro dané y € ext S plati ¢*(¢,) € lin K. Existuji tedy o; e Raa; € K,i=1,...,n
takové, ze ¢*(g,) = D1 | au&,,. Protoze je {x} C K rozkladnou hranou, existuji 0 < \; <
1, p; € {x} takové, ze a; = \jx + (1 — \)pi, i =1,...,n.

Po dosazeni dostavame

¢*(Ey) = (Z ai/\i)ex + Z OzZ(1 — /\Z),uz = )\8:,; + M,
=1 =1

kde jsme oznacili A =>" o\ € Rapu=>"" (1 — X\ € line({z}').
Pro x € ext K je horni obalka Xj{‘x} charakteristické funkce bodu x shora polospojita
a diky Vété 1.5.25 je navic afinni na K.
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Polozme h, = xj,, € A’(K). S piihlédnutim k identifikaci A°(K) ~ A(K)** z Po-
znamky 1.5.21 znacme h, € A(K)*.

Dané y € extS tedy muizeme vyjadiit jako ¢*(¢,) = Aey, + p, kde A € R a p €
line({z}'). Podle Véty 1.5.12 je {x} = h;'(1) a {x}' = h;'(0). Proto z definice zobrazeni
wstiiska“ plati h,(e,) = hy(z) =1 a h,(u) = 0. Pocitejme

~

(6™ ha)(gy) = ha(@'ey) = Ma(2) + halp) = A, (4.10)

Polozme )
Y ={y €extS: 3z € ext K takové, ze |(¢*"hy)(g,)| > c}.

Nejprve ukazeme, ze pro kazdé y € Y existuje nejvyse jedno z € ext K s vlastnosti
|(¢**hs)(gy)| > c. Dikaz povedeme sporem. Pfedpokladejme, Ze existuji body z,z" € K,
x # x’ takové, ze

P (gy) = Aew + = Ney + 1/, kde [N, |N| > ¢, p€line({z}) ap €line({z'}).
Protoze ||e,|| = 1 pro g, € A(S)* a ||¢*]| = ||¢|| < 2, plati
2> [[¢*l[lleyll = llo™(en)ll = lAea + pll = (Al + [l > e+ llpell, (4.11)

pticemz druhd rovnost plati diky Vété 1.5.24, protoze {z} je uzaviend rozkladnd hrana
K.

Upravou dostavame 2 — ¢ > ||u||. Stejnou tvahou bychom obdrZeli nerovnost 2 — ¢ >
||i'||- Z toho plyne

2=+ 2= > llull+ 1Kl = llu = wll = New = Acall = [N| +[A] > 2¢,  (4.12)

coz je ovsem ve sporu s predpokladem ¢ > 1. Posledni rovnost plati diky Vété 1.5.24,
protoZe z definice komplementarni hrany plati 2’ € {z}'.
Definice zobrazeni p. Proto miizeme definovat zobrazeni p : Y — ext K jako p(y) = «z,
kdykoliv |(¢*hs)(g,)| > c.
Krok 2. Konstrukce zobrazeni 7 : X C ext K — ext S.

Polozme:

~ 1
X ={zeextK : 3y € ext S takové, ze [((¢~")*hy) (e2)| > 5}

Pro kazdé y € ext S je mnozina {y} podle pfedpokladu rozkladnou hranou, a proto
diky analogické argumentaci, kterou jsme pouzili v pfedchozich odstavcich, existuji A € R
av € line({y}) takové, ze

(@71 (ea) = Aey + 1.

Podle Véty 1.5.12 je {y} = h,'(1) a {y} = h,'(0). Takze hy(e,) = hy(y) = 1 a

hy(v) = 0. Pocitejme

A~ ~

((¢_1)**hy)(5a¢) = ﬁy((ﬁb_l)*gm) = )‘]Aly(gy) + hy(v) = A

Dokazeme, 7ze pro kazdé x € X existuje nejvyse jedno y € extS takové, ze plati

1((671)*hy) (e)| > 1.
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Predpokladejme pro spor, Ze existuji body v,y € S, y # 3 takové, ze
¢*(es) =Aey+v=Ney +1/, kde |A||N] > 1L peline({y}) ap €line({y'}).

Protoze ||¢(a)|| > ¢||a|| pro kazdé a € A(K), a ¢ je isomorfismus A(K) na A(S), plati
také [|¢~(b)|| < [|b]| pro kazdé b € A(S). Z toho dostavéime

ol

1™ I =l < (4.13)

a mizeme provést odhad
1 —1\* —1y* 1
- = @) llleall > o™ (e)ll = Aey + vl = Al + [l > 5 + ll]]. (4.14)
Druh4 rovnost je splnéna diky Véte 1.5.24.
Po tpravé tedy £ — 1 > [v||. Stejné bychom obdrZzeli nerovnost £ — 3 > ||/||. Z toho
plyne
1 1
73

1 1
== )+ =) > Il I 2 = o/ = Ve = eyl = X+ A > 1,

Posledni rovnost plati diky Vété 1.5.24, protoze z definice komplementarni hrany plati
z' e {z}.

Ziskali jsme nerovnost % — 1> 1, po uprave ¢ < 1, coz je ve sporu s pfedpokladem.
Definice zobrazeni 7. Proto mizeme definovat zobrazeni 7 : X — ext S jako 7(z) =y,
kdykoliv | ((¢~1)**hy ) (e.)| > 3.

Ve dvou lemmatech dokazeme, ze p je bijektivni zobrazeni mnoziny ext .S na ext K a
7 je bijekce ext K a ext S.

Lemma 1. Zobrazeni p: Y — ext K a 7: X — ext S jsou surjektivni.

Diikaz. Dtikaz provedeme nejprve pro zobrazeni p. Méjme = € ext K.
UkéZeme, Ze existuje y € ext S's vlastnosti |(¢**h,)(y)| > ¢. Ditkaz povedeme sporem,
predpokladejme, Ze |(¢**ﬁx)(5y)] < ¢ pro vSechna y € ext S, neboli |lim, ¢(a,)(y)| < c.
Funkce h, je afinni shora polospojita, a proto podle Lemmatu 1.5.16 existuje doli
usmérnény systém F funkci z A(K) takovy, Ze h, = inf F. ProtoZe je S metrizovatelny
prostor, jsou splnény podminky Lemmatu 4.3.7 a plati |(¢**h,)(g,)| < ¢ pro viechna
y € S. MiZzeme pocitat

¢ 2 supyes [(67ha)(e,)] = 67 hall > ellha]| = ¢, (4.15)

coz je spor, a proto je zobrazeni p surjektivni.
Zbyva zdivodnit predposledni nerovnost v (4.15). Pro kazdé a € A(K), a # 0 je
lp(a)|| > ||al| > c|lal|. Z toho plyne, Ze pro vSechny funkce b € A(S) plati

ol = ¢llo @) > clle™ ),

a proto 1 > c||¢7 Y| > c||¢7!|. Diky platnosti vztahu (¢~')* = (¢**)~! dostéavame
) =N )=l <57 <;a

7 *kok | — *% ] ok ) — *k T 1 *k ] 1 *k ]
ol = (&™) (8™ ha)ll < (@) M 6™ hall < [0 hall < [l Pa]l
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Odtud tupravou dostaneme pozadovanou nerovnost.

Dtikaz surjektivity zobrazeni 7 bude obdobny.

Méjme y € ext S. DokaZeme, 7e existuje € ext K takové, Ze |((¢~1)*h,)(4)| > 1

Pokud by pro vSechna x € ext K platilo |((¢’1)**ﬁy)(5x)| < %, dostali bychom z Lem-
matu 4.3.7, ze tato nerovnost plati pro vSechna x € K. Zde jsme vyuzili metrizovatelnost
prostoru K. Potom

) . 1, 1
> sup,eie |((67) ") ()] = 1(67) "y |l > Sl |l = 5

N | —

Posledni nerovnost odvodime podobnym postupem jako v prvnim ptipadé. Vyuzijeme
toho, Ze [|¢™|| = [|lo[| <2

Iyl = 1167 ((¢™) RNl < N (&™) Ryl < 201 (@71 -
O

Lemma 2. Dokazame, ze X = ext K, Y = extS a plati pro kazdé = € ext K, y € ext S
plati vztahy

p(r(x) =z, 7(p(y)) =y

a zobrazeni p : ext S — ext K a 7 : ext K — ext .S jsou bijekce.

Diikaz. Méjme tedy y € Y. Dokazeme, ze plati

~

(67 Ru)Ep)] > 5 (4.16)

Dtikaz povedeme sporem. Piredpokladejme, Ze plati

Oznacéme R
d = SUP, et i | ((0") 1) hy) (0]

Aplikujeme-li Lemma 4.3.7 na isomorfismus ¢! a funkci h,,, dostdvame

d = super [(671) " hy) (ea)| = (671 "Iy . (4.17)

kde druhd rovnost plati diky tomu, Ze ztotoznéni A°(K) a A(K)** z Poznamky 1.5.21 je
isometrie.

Dokazeme, ze musi byt d > % Predpokladejme, Ze tomu tak neni a d < % Protoze
y €Y C extS a podle predchoziho lemmatu je zobrazeni 7 : X — ext S surjektivni,
existuje x € X takové, ze

~

5 < (@) Ryl < d

Obdrzeli jsme spor, a proto d > %
Protoze je ¢ > 1, plati také d > ‘El. 7 definice suprema proto muzeme najit x’ € ext K
takové, ze

(67 hy)(e)] > max{ %, 5} (4.18)
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Podle predpokladu je y € Y, a tedy |((gb*1)**ﬁy)(6p(y))| < 1. Proto p(y) # 2'. Protoze je
p zobrazenim na ext K, existuje ¢y € Y, ze p(y') = «’. Tudiz také y # /.

Proto je podle definice komplementarni hrany y' € {y}'. Protoze podle Lemmatu
1.5.12 je h;*(0) = {y}', plati hy(e,) = hy(y') = 0.

S vyuzitim tohoto poznatku miizeme pocitat

0= hy(ey) = (") hy) (6" (ey) = (&) hy) New) + (67" hy) (1), (419)

kde ¢*(ey) = New + ', X € R, i/ € {2’} je rozklad pro pevné dané y/, 2/, jaky se
diskutoval na zacatku dikazu.

7 (4.10) vime, 7e X' = (¢**h,)(e,). Protoze p(y') = ', z definice zobrazeni p vidime,
ze |N'| > ¢. S prihlédnutim k (4.18) dostavame

[((6™) D hy)New)l = NI[((67) "y ) (ear)| > IXIC—Ci >d. (4.20)

P¥i nésledujicim odhadu vyuzijeme (4.19), (4.17) a nerovnosti ||¢/|| < 2 — ¢ < 1, ktera
vyplyva z (4.11).

(67" hy)Nea)l = 1@ ) )W) < 1@ Ryl < 2 —o)d <d. (4.21)

Nerovnosti (4.20) a (4.21) ndm davaji spor, a proto plati (4.16).

Vezméme si x € ext K, potom podle Lemmatu 1 existuje y € Y, ze p(y) = x. Diky
nerovnosti (4.16) pfimo z definice zobrazeni 7 plati © € X a 7(z) = y. Tim jsme dokazali,
ze ext K C X, a tedy ext K = X. Protoze 7 je podle Lemmatu 1 surjekci na mnozinu
ext S a x € ext K bylo voleno libovolné, plyne z 7(x) = vy, ze extS = Y. Proto je
T:ext K — ext S a pro kazdé = € ext K plati p(7(z)) = «.

Volme nyni y € ext S. Potom existuje x € ext K takové, ze 7(x) = y. Podle identity
dokazané v predchozim odstavci potom plati p(7(z)) = x. Po aplikovani zobrazeni p na
obé strany rovnosti (to je mozné, protoze jiz vime, ze X = ext K) dostavame

m(p(y) = 7(p(7(2))) = 7(x) = y.
Dokazali jsme, zZe zobrazeni p a 7 jsou bijekcemi. O]

Krok 3. Nakonec dokazeme, ze zobrazeni p je homeomorfismus.

Nejprve dokazeme, ze je p spojitym zobrazenim. Ukdzeme, Ze vzor uzaviené mnoziny
pri zobrazeni p je také uzavieny.

Méjme relativné uzavienou podmnozinu F' C ext K. Existuje tedy uzaviena podmno-
zina H C K takova, ze FF =ext K N H.

Vezméme si z € ext K \ F' a y, ze p(y) = z. Potom y ¢ p~'(F) a diky normalité
prostoru K existuje uzaviené okoli V bodu z takové, ze V N H = (. Vsimnéme si, Ze
F=extKNHCext KN(K\V)=extK\V.

Protoze p(y) = x, z definice zobrazeni p existuje p € line({z}') a |A\| > ¢ takové, ze
¢*(gy) = Xeg + p. Prvek p mizeme vyjadiit jako p =Y " riep,, kde r; e Ra k; € {z}.
Polozime r = >  |r;| a z Choquetovy véty o reprezentaci (Véta 1.5.35) naleznéme
maximalni miry p; na K reprezentujici body k;.

Protoze je {x} uzaviena mnozina, je charakteristicka funkce x,, shora polospojita a
podle Véty 1.5.32 plati

mi({z}) = pilx@y) < xjy (ki) = 0.
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Posledni rovnost plati diky Vété 1.5.12 a tomu, ze k; € {z}'.
IA|—c
r+[A]?
Lemmatu 1.2.2 najit uzaviena okoli U; bodu z takova, ze 1;(U;) < 5.

Polozme nyni U = U;N...NU,NV. Zfejmé F C ext K \V C ext K\ U. Diky tomu, ze

je z slabé exponovanym bodem a U je okoli x, miizeme najit funkei a, € A(K) takovou,

Vezmeme 1 > ¢ > 0 takové, Ze ¢ < min( ¢c—1). Proi =1,...,n miZeme diky

ze |lag|| <1, ax(x) > 1—35 ala,| < 5 naext K\U. Dokdzeme, Ze |a,(k;)| <e,i=1,...,n.
Plati
£
Ay \ Ry = |Hi\Gz)| > Qg | Al > Qg | ALty Qp| Al >~ 3 Qg | Afl
o) = Do) < [ fouldi < [ jaddpr [ Jaldm<ie [l
ext K U ext K\U ext K\U
< €8,
-2 2 7

V nerovnosti jsme po fadé vyuzili fakta, ze p; reprezentuje body k;, maximalni miry jsou
neseny ext K, pro uzavienou U plati ext K \ U C ext K \ U a protoze je a, spojitd a
laz| < 5 naext K\ U, také na mnoziné ext K \ U plati |a,| < §.

Proto a,(z) >1—ca |a,| <ena FU{ky,... k,}.

Ozna¢me mnozinu

M = ﬂ {s €extS:|o(ar)(s)| < c}.
keext K\F
Dokéazeme, Ze plati p~1(F) = M.
Méjme y ¢ p~1(F). Ozna¢me x = p(y). Potom ziejmé x € ext K \ F' a miiZeme podle
pfedchoziho névodu nalézt \,r;,e € R, k; € K, p € {2} a a, € A(K) s piislusnymi
vlastnostmi. Plati

[0(a2)(y)] = [(9"(ey))(ax)| = [Aax(2) + plaz)| = [Max(2)] — |p(az)| = [A(1 = &) —re > c.

(4.22)
Pii vypoétu jsme vyuzili vztahu |pu(a,)| = | D riax(k;)| < >, |rile = re. Posledni
nerovnost je platna z volby e, proto totiz € je € < % Takze y ¢ M, atedy M C p~'(F).

Dokézeme opac¢nou inkluzi. M&jme y' € p~(F) az definice p piislusny rozklad ¢*(e,/) =
Neg + !, kde | N| > ¢, 2" € Frap €line({2'}'). Potom pro kazdé x € ext K \ F plati

[0(az) () = (" (ey))(aa)| = [Nag(2') + 1/ (a0)| < [N|e + [I1]| <26+ (2 -¢) <e

Vyuzili jsme nerovnosti ||i/|] < 2 — ¢, kterd je dokdzana v (4.11) a nerovnosti [N'| < 2,
ktera plyne z (4.10), nebot

N = (@™ har)(e)] < [0 = N0l < 2.

Posledni nerovnost plyne z volby . Diky ni totiz ¢ < ¢ — 1. Tim jsme dokézali, ze
y € M, atedy p~'(F) C M.

Mnozina p~'(F) = M je uzaviena, protoZe je priinikem systému uzavienjch mnoZin.
To jsme chtéli dokazat a zobrazeni p je tedy spojité.

Abychom ukézali, Ze je p homeomorfismem, dokéZeme, %e také zobrazeni 7 = p~! je
spojité. Diikaz provedeme obdobné jako v prvnim pripadé.

Méjme relativné uzavienou podmnozinu F' C ext .S. Potom existuje uzaviend mnozina
G C K takova, ze F = ext K N G. Ukdzeme, ze 7~ !(F') uzaviena v ext K.
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Necht y € ext S\ F. Analogickym postupem jako pfi ditkazu spojitosti p k tomuto
bodu zkonstruujeme funkci b, € A(S) s vhodnymi vlastnostmi.

Nalezneme z € ext K, aby 7(x) = y. Protoze z ¢ 77 !(F), existuje uzaviené okoli V'
bodu y takové, ze VN G = (. Plati také F' C ext S\ V.

Protoze 7(y) = z, existuje z definice zobrazeni 7 rozklad (¢~1)*(,) = e, + v, kde
v € line({y}’) a |A] > . Prvek v mizeme vyjadfit jako v = > rie,,, kde r; € R a
s; € {y}. Oznac¢ime r = > | |r;|. Diky Choquetové véty o reprezentaci (Véta 1.5.35)
existuji maximalni miry v; na K, které reprezentuji body s;.

Protoze je {y} uzaviend mnozina, plati stejné jako v pfedchozim v;({y}) = 0.

Naleznéme 1 > ¢ > 0 takové, aby ¢ < min("‘\)l\wf,
pomoci Lemmatu 1.2.2 najit uzaviena okoli U; bodu y takova, ze 1;(U;) < 5.

Déle polozime U = Uy N...NU, NV. Ziejmé F C ext S \ U. Protoze je y slabé
exponovanym bodem a U je jeho okoli, existuje funkce b, € A(S) takova, ze ||b,| < 1,
by(y) >1—5 alb,| < 5 naext K\U. Stejné jako v (4.22) bychom dokazali, ze |b,(s;)| < €
prot=1,...,n.

Pro b, tedy plati, ze b,(y) > 1 —¢c a |b,| <ena FU{sy,...,s,}.

Polozme

c—1). Pro: =1,...,n miZeme s

N= (] {kecextS:|op7"(b)(k)| <
s€ext S\ F
Dokézeme, ze 771 (F) = N.
Necht nejprve x ¢ 771(F). Ozna¢me y = 7(z). Potom y € ext S\ F, a miiZzeme podle
predchoziho navodu nalézt piislusné A\, r;,e € R k; € K, u € {z} a a, € A(K) s vyse
uvedenymi vlastnostmi. Plati

}.

N

(@70, (@)| = [((&71) e ) (by) ] = |Aby () +2(by)] = [\][by ()= [v(by)| = [A[(1—e)—re > %

protoze [v(by)| = | > 1 miby(s;)] < Y1 |rile = re. Posledni nerovnost je ddna volbou e.
Protox ¢ N a N C 77 }(F).
Dokazeme opacnou inkluzi. M&jme 2’ € 771(F) a z definice 7 rozklad (¢~1)*(e) =
Ney + 1/, kde [N| > 1 ¢/ € Far €lin({y'}). Potom pro kazdé y € ext S\ F plati
1 1

67 b)) = 167 €)= INB, ) + V)] < NI+ W] < S+ (B = ) <

N —

Vyuzili jsme nerovnosti |[¢/|| < 1 — 3, ktera je odvozena v (4.14) a nerovnosti [X| < ¢,
ktera plyne z (4.12), nebot

—1\%* 7 —1\*k*7 — 1\ %% — 1
X =167 hy)(ea)] < 17 hyll < 67 < M6 < -,
kde posledni nerovnost je dokazana v (4.13).
Tim jsme dokézali, ze ' € N, a tedy 7~!(F) C N. Mnozina 7 !(F) = N je uzavtena,
protoze je prinikem systému uzavienych mnozin. Zobrazeni 7 je tedy spojité, a p je
homeomorfismus.

]

V ¢lanku [10] se objevuje také varianta Véty 4.3.8 pro nemetrizovatelné kompaktni
prostory. Predpoklad metrizovatelnosti je nahrazen pozadavkem uzavienosti mnozin ex-
tremalnich bodt.
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Véta 4.3.10 ([10], Theorem 12). Necht K a S jsou kompaktni konverni mnoZiny, jejichz
kaZdy extremdlni bod je slabé exponovanym bodem. Necht jsou ddle ext K a ext S uzaviené.
Pokud ezistuje isomorfismus ¢ : A(K) — A(S) s ||9||||l¢7Y| < 2, potom jsou ext K a ext S
homeomorfni.

Poznamka 4.3.11. Uvédomme si, Ze v dukazu Vety 4.3.8 se metrizovatelnost prostori K,
S objevila pouze jako predpoklad moznosti vyuziti Lemmatu 4.3.7. Proni zobecnént plyne
z toho, Ze Lemma 4.3.7 plati také pro perfekiné normalni prostory. Tudiz takeé ve veté Chu
a Cohena je mozné predpoklad méritelnosti nahradit predpokladem perfekini normality.

Nent jisté, zda je turzeni s predpokladem perfektni normality skutecnym zobecnénim
Vety 4.3.7, protoZe zustdvad otevienym problémem, zda perfektné normdilni kompakitni kon-
vezni prostory nejsou jiz metrizovatelné (viz c¢ldnek [21] od B. MacGibbon).

Nase dalsi zobecnéni této véty bude spocivat v tom, Ze podminku metrizovatelnosti
nahradime predpokladem, Ze ext K, ext S jsou Lindeldfovy prostory.

Lemma 4.3.12. Necht je K kompaktni konvexni mnoZina, ext K je Lindeldfovym pro-
storem a f € Ayp(K), f < c naext K. Potom f <c na K.

Diikaz. Volme z € K. Podle Choquetovy véty (Véta 1.5.35) najdeme maximalni miru
reprezentujici bod x. Podle Véty 1.5.37 plati, Ze potom p, (K \ ext K) = 0. Podle definice
vnitini miry mame
0= (K \ext K)=sup{u(F): FeB(K),FC(K\extK)}.
Podle predpokladi plati, ze ext K C {y € K : f(y) < ¢}, tedy
K\{ye K: f(y) <c} C K\extK.

Protoze je f univerzalné méritelna, je mnozina na levé strané inkluze méritelna a plati

WEN\{ye K: f(y) <c})=0.
Podle predpokladu spliuje funkce f barycentrickou formuli, proto plati

f(fﬂ):u(f)Z/fduz/ fdu—i-/ fdu<e
K K\{yeK:f(y)<c} {yeK:f(y)<c}

]

Véta 4.3.13. Necht K je kompaktni konvezni mnoZina a f € A°(K) je shora polospojitd
funkce. Potom f € Aps(K).

Diikaz. Funkce f je shora polospojita, takze je univerzalné mértitelna. Zbyva ovérit, ze
spliiuje barycentrickou formuli. Z Lemmatu 1.5.16 plati, Ze existuje dolti usmérnény systém
F funkci z A(K) takovy, ze f = inf F. Volme z € K a y € M, (K). Potom z Véty 1.5.39
dostavame

p(f) = p(inf F) = inf{u(h) : h € F} = inf{h(z) : h € F} = f(x),
coz bylo dokazat. O

Lemma 4.3.14. Necht K je kompakini konvezni mnoZina, f € Ayr(K)NA(K) a k > 0.
Potom je f € App(kBary)-
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Diikaz. Protoze je podle predpokladu f € Ayr(K) a zobrazeni e~ o % je afinnim homeo-

morfismem mnoziny ke(K) na K, plati diky Lemmatu 1.5.42

N 1 o 1
Fleey =k - foe™to z € App(ke(K)),  flogetry = —k - foeto % © App(—ke(K)).

Podle Lemmatu 1.5.7 je Buxy» = co(e(K) U —e(K)), pficemz e(K), —<(K) jsou
uzaviené konvexni mnoziny. Proto plati kBak)- = co (ke(K) U —ke(K)), kde ke(K),
—ke(K) jsou uzaviené konvexni mnoziny.

Potom podle Lemmatu 1.5.38 plati f € Aps(kBaky~)- O

Lemma 4.3.15. Necht K, S jsou kompaktni konvexni mnoZiny, f € App(K) aU : S — K
je afinni spojité zobrazeni. Potom foU € Aps(S).

Diikaz. Funkce f je univerzalné méritelnd na K, proto je také univerzalné méfitelna na
kompaktni mnoziné K N U(S). Funkce f o U je slozenim univerzalné méfitelné fly(s) a
afinniho spojitého zobrazeni U : S *% U(S). Proto je podle Lemmatu 1.5.41 funkce f o U
univerzalné métitelnd na S.

Nyni ovéiime platnost barycentrické formule. Mé&jme p € M*(9).

Protoze je U spojité, je Uyu mirou na K. Z definice obrazu miry pro kazdou méfitelnou
mnozinu F plati Uyu(F) = p(U~!(F)), proto mizZeme snadno ovétit, ze Uy € MY(K).
Protoze je U afinni spojité zobrazeni, podle Lemmatu 1.5.40 plati U(r(u)) = r(Usp).

Vyuzijeme-li pfedpokladu f € A,f(K), mizeme pocitat

p(f o U) = Ugp(f) = f(r(Us(p))) = (f o U)(r(p)).
Takze foU € Abf<S) [

Nyni méme pripraveno vSechno k tomu, abychom dokéazali ,lepsi“ verzi Lemmatu
4.3.7.

Lemma 4.3.16. Necht K, S jsou kompaktni konverni mnoZiny a mnoZina ext S je Lin-
deldfova. Ddle mdme isomorfismus ¢ : A(K) — A(S) a funkei f € A*(K), kterd je shora
polospogitd. Pokud pro vSechna y € ext S plati |¢** f(e,)| < ¢, potom pro vSechna y € S

A

plati |6 f(=,)] < c.

Dikaz. Funkce f spliuje pfedpoklady Véty 4.3.13, a proto plati f € Ay(K). Polozme
k = ||¢||. Protoze f € Ays(K) N AY(K), je podle Lemmatu 4.3.14 také f € Ay (kBas(k))-

Nyni polozme U = ¢* o €. Zobrazeni U je afinni a spojité. Protoze ¢ : S — Byk)- a
|\U|| = k, plati U : S — kBa(k)-. Mnozina kB4~ je kompaktni konvexni.

Podle Lemmatu 4.3.15 plati fo¢* oec = folU € Ay(S5).
Pro y € S tedy

(¢ Ney = (fo g™ 0e)(y).
Podle predpokladu vime, ze pro y € ext S plati
6" f(ey)l =1(fo ¢ 0e)(y) < c. (4.23)

A

Pouzijeme-li Lemmatu 4.3.12 na funkci fo¢*oe € A,f(S), dostaneme platnost nerovnosti
(4.23) pro vSechna y € S. O
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Vysledky naseho zobecniovani shrneme do zaveéreéného tvrzeni.

Véta 4.3.17. Necht K a S jsou kompakini konvexni mnoZiny, jejichZ kaZdy extremdlni
bod je slabé exponovanym bodem a ext K, extS jsou Lindeldfovy topologickée prostory.
Necht ddle ezistuje isomorfismus ¢ : A(K) — A(S) s vlastnosti ||¢||||¢~|| < 2. Potom
jsou ext K a ext.S homeomorfni.

Poznamka 4.3.18. Turzeni je zobecnénim Vety 4.3.8. Metrizovatelny kompaktni pro-
stor K je totiz perfekine normdlni Lindeléfuv a podle Lemmatu 1.4.8 je proto dédicné
Lindeldfiv. Proto je ext K Linddlefova.

Tvrzeni také primo zobecnugje také Vetu 4.5.10, protoZe uzavrend mnozina extremdlnich
bodi je v kompaktnim prostoru kompaktni, a proto také Lindeldfova.

Jinou metodou v ¢lanku [10] dokazali Chu a Cohen dalsi zajimavou obménu Banach-
Stoneovy véty. Predpoklad metrizovatelnosti kompaktnich konvexnich mnozin nebo uza-
vienosti jejich mnozin extremalnich bodi nahradili pozadavkem simpliciality.

Véta 4.3.19. Necht K a S jsou simplexy, v nichZ je kazdy extremdlni bod slabé exponova-
nym bodem. Dale méjme zobrazeni ¢ : A(K) — A(S), které je surjektivnim isomorfismem
s vlastnosti ||9||||¢ || < 2. Potom jsou ext K a ext S homeomorfni.

Stoji za poznamku, Ze pro obecné simplexy tvrzeni neplati. Pfiklad vynasel H. U. Hess
v [19].

Véta 4.3.20. Pro kazdé a € (0,1) exsistuji simplexy K, S takové, Ze ext K a extS
nejsou homeomorfni a existuje linearni isomorfismus ¢ mezi A(K) a A(S) takovy, Ze
1ol lo™ ] <1+ o
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