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Konecné retézové zlomky

Definice. Pro nezaporna realna ¢isla ao, . . . , an, kde a,, # 0, ozna¢me [ag, a1, ..., a,] = ao+ -
Takovymto vyrazim fikime konecné Tetézové zlomky. Vétsinou pozadujeme a; € N.
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Uréete hodnotu Fetézového zlomku [6, 9, 2]. Spoctéte fetézovy zlomek pro &islo %.

Vyjadiete nasledujici kone¢né fetézové zlomky jako racionalni ¢isla:

(a) [3,5,8];
(b) [1,2,3,4];
(c) [2,5,1,7].

Spoctéte fetézové zlomky pro nasledujici racionélni ¢isla: (a) %; (b) 2, (c) %.

n

V zavislosti na n uréete, jakému racionalnimu ¢islu se rovné zlomek [0, 1,1, ..., 1].

Rozmyslete si nasledujici rekurentni vztahy pro koneéné retézové zlomky:

(a) [ao, a1, ..., an] = ao + [a1, ..., an] 71

(b> [ao’ah ”"a’n] - |:CL0’ vy Qp—1 + i:|7

(c) [ap,ai,....,an] = [ao, vy A1, [, ...,an]] pro kazdé 0 < k < n.

Uvédomte si, ze kazdé kladné racionalni ¢islo se da zapsat jako fetézovy zlomek pravé dvéma zptisoby.

Fareyho zlomky

Definice. Necht n € N. UvaZzujme vSechny zlomky % € [0, 1] takove, ze NSD(p,q) =1 a ¢ < n. Jako F,
ozna¢me kone¢nou posloupnost tvorenou témito zlomky usporadanymi podle velikosti (takze jeji prvni
¢len je 0 = % a posledni 1 = %) Tyto zlomky budeme nazyvat Fareyho zlomky 7dadu n.

Véta (Cauchy). Nechl § < § jsou sousedni polozky seznamu F,. Pak bc —ad = 1.
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Najdéte posloupnost Fareyho zlomku fadu 6. Jaké vlastnosti ma posloupnost jejich jmenovatel?
Uréete pocet Fareyho zlomkt fadu n.

Dokazte, Ze pro libovolné dva zlomky ¢ < g je ¢ —¢ > %. Ukazte, Ze pro sousedn{ Fareyho zlomky
nastava rovnost. * Plati opacna implikace, tedy pokud nastava rovnost, tak jsou to sousedni zlomky
v F, pro né&jaké n?

. Ukazte, Ze posloupnost jmenovatelt prvka F), tvofi palindrom.

Pomoci Fareyho zlomku dokazte Dirichletovu vétu: Necht o € R\ Q. Pak existuje nekone¢né
mnoho zlomki £ takovych, ze |a — 2| < q%.

q

Predpokladejte, ze znate fetézovy zlomek pro prvek % Fareyho posloupnosti F,. Vyjadrete pomoci
néj fetézové zlomky sousednich prvki.

Podle Wikipedie délka posloupnosti F}, spliiuje

Bl = (30 S u@)|2]) = Sor e 3m D0 1F
d=1 d=2

kde p : N — {—1,0,1} je Mobiova funkce. Ta je definované nasledovné: p(n) = 0, pokud n neni
bezétvercové, a p(n) = (—1)F pro bezétvercové n, piicemz k je pocet prvociselnych délitela n.
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Ulohy s ! je doporuceno Fesit piednostné.

Ulohy s * jsou ndrocn
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https://en.wikipedia.org/wiki/Farey_sequence#Sequence_length_and_index_of_a_fraction

