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Ejemplo
Sea Gri(C") :={{0} c V C C":dim V = k} la Grassmanniana con su
encaje de Pliicker

Gre(C") = P v s [py (M),

donde My es una k x n matriz cuyas columnas forman una base de V' y
las coordenadas de Pliicker {p; : J € ([Z])} actdan tomando determinates
de submatrices cuadradas.

Satisfaces las relaciones de Pliicker, por ejemplo para | € (k[f]2) y

i,j, k,1 &I tenemos

PlijPiki — PiikPtji + Plil Pljk-

P

Sea Gry(C") el cono afin de Gri(C") menos el origen y Ay el anillo de

coordenadas homogéneas = el anillo de funciones en Gr,(C").
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Ejemplo

Definimos el carcaj, donde i x j corresponde a pjy x—jjulk—j+i+1,k+i] = zfixi

N
2J/1‘\:2J/2\---\2 k
B N S N

Mutacién en vertices 4-valentes <> relaciones de Pliicker, e.g.

Mx2,0x1 . fo x2
Sfix1
P[1,k—2]Ulk,k+1]P[1,k—2]U[k+1,k+2] TP[1, k—1JU{k+1}P[L,k] _
Pl1,k—1Ju{k+1} N

f
“i{xl(z 1><1)

P[1,k—2]u{k,k+2}

Sean Iy , los datos fijos asociados y Ax » = Ar, -
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Ejemplo

Teorema (Scott, 2006)

El dlgebra de conglomerado (ordinario) asociado a Iy , coincide con Ay p.
Por lo tanto, (salvo algo en codimension 2) tenemos

Ajon = Grg(C)\ (DL U -+ U Dy)

donde D; = {pjit1,i+x) =0} C Gr/kZ@) es el divisor obtenido de dejar que
la coordenada congelada pjj 1,1 Sea cero.

v
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Objetivo

Muchas veces, como en el ejemplo, la variedad que nos interesa es una
compactificacién parcial de una variedad de conglomerado.

Pregunta: Sea R el anillo de funciones en una compactificacién parcial de

una variedad de conglomerado. j Tiene R una base de funciones theta?

@ El caso térico
@ La reciprocidad de las funciones theta

© El superpotencial de una compactificacién
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Variedades tédricas

Ty = N ®y C tiene base de funciones indexadas por M.

Podemos compactificar Ty = (C*)"” a A" dejando que las coordenadas
X1,...,Xpn Sean cero, lo cual corresponde a la variedad téricas asociada al

cono
o= ZRZOe;, {ej : i €1} base de N.
i

Es decir, agregamos divisores D; := {x; = zfi = 0} a Ty. Las funciones en
A" son las funciones de Ty cuyo orden de anularse en D; es > 0:

(C[An] = {f € (C[TN] : ordDi(f) > OVi}
= {f=) cmz" €C[M]: (m, &) > OVi} = Clo¥ N M]

son las funciones regulares en Ty que siguen regular en A".
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Notacidén

Consideramos
@ una variedad de conglomerado V (de tipo A o X),

@ una compactificacién parcial V C Y con frontera Dy, ..., Ds

@ los conjunto (V) c VW(ZT)y ©(VY) c V(ZT)

o el mapeo i : V(Zt) — V(ZT) que cambia el signo

o recuerda V(Z') coincide con el conjunto de valuaciones de forma

ordp : k(V) — Z.
@ dada una semilla s escribimos VS(ZT) = L para la identificacién de
V(ZT) con L determinada por s

Pregunta: jCudles funciones regulares (theta) en V siguen regular en Y?

Lara Bossinger 7/ 14



La reciprocidad de theta

Tenemos dos emparejamientos tropicales:

(YW )YxOW)—=Z vy ()Y :0WVW)x0(NV)—=1Z

definidos por

(a.b) =i @WY) y (ab)" =i (B)WY),
donde los elementos de i~1(©(V")) C V(Z!) se consideran como
valuaciones.
Definicién
Decimos que V satisface la reciprocidad de theta si ©(VV) = V(Z") y
(a, b) = (a, b) para todos (a, b) € V(ZT) x O(V).
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i Porqué es 0til?
Sea ordp, la valuacién en C(V) \ {0} asociada a D; = ordp, € V(ZF).

Sio(VY) = V(ZT) entonces i(ordp;) € ©(V") da una funcién theta
polinomial ﬂ/(ord ) € mid(VY) cuya tropicalizacién es

(19,(0rdD ) VY(ZE) — Z donde v v(ﬁ}f;,dDj)) = (i(ordp,), i(v)).
Si (a,b) = (a, b)" para todas a'y b eso implica

(93, (ordp,) = ordp,(9},y) = (i(ordp,), i(v))"
= (i(ordp)), i(v)) = v(V{qrag)) = (Moran) (¥)

Entonces, 191? ) € mid(V) es regular en Dj si y solo si 0 < (19V0rdD )E(v)

que determina un conjunto poliedral en VY (R?) y en VY(RT).
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El superpotencial

Supongamos V satisface la reciprocidad de theta y definimos el
superpotential asociado a V C Y

- 1%
Wy = Z ﬁi(ordgj)'

Jj=1

Supongamos que W\Z—(v) > 0 implica ordDj(ﬁ})(v)) > 0 para todas j.

En este caso las funciones theta de V que son funciones regulares en Y
corresponden a los puntos enteros de

=y :={qg € V'(RT)| W/ (q) > 0}.

Definicién
Decimos que V C Y tiene suficientes funciones theta si ©(V) = VY (ZT) y

las funciones theta de V parametrizado por =y (Z) son una base de
HO(Y,Oy).
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Una condiciéon combinatoria

Definicién
La semilla s = (e; : i € I) es optimizada para n € A(Z") si
n € As(Z') = N° satisface {ex,n} > 0 para todas k € lyt.

Lema

o [GHKK, Lema 9.3(i)] Si s es optimizada para n € XV (ZT) 2d.N
entonces

X _ _i(n
19!7 ‘TM;SCX - Z( )

@ Supongamos que A satisface la conjetura Fock—Goncharov full y sea
A C Y una compactificacion parcial con D, ..., D, los divisores
irreducibles divisores de la frontera. Si py|no @ N° — N, es
sobreyectiva y cada ordp, € AY(Z") tiene una semilla optimizada
entonces, A C Y tiene suficientes funciones theta.
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Ejemplo
Recuerda Ak, C Grg(Cn) con los divisores {zfixk = 0} y {zfn-0xi = 0}

paral <i<n—kyl<j<k. Nota la semilla inicial s es optimizada
para €jx Si

{epxq-€ixk} >0 Vp,q < Aflechas epxqg — €ixk

En particular, la semilla inicial es optimizada para @y (n— k) x k

N
Qll\:2l2\---\2xk
T o

= 79®|TM;5 = Z_eg y 19®|TM;S = Z_e(n_k)Xk

Lara Bossinger 12/ 14



Ejemplo

Para los demas vértices congelados existen secuencias de mutaciones asi a
un carcaj donde el vértice es una fuente. Usando los pull-backs calculamos

Dick| Ty = 2 k(1 + 27901+ .. 292(1 4 2541) ..))
Onatxj| T = 2 G055 (1 4 2~ —kxi (1 4. 2249 (1 4 2849) ....))

El superpotencial es W = Zf’:—lk Disk + Zf:l Vn—k)xj + Vo

Teorema

La tropicalizacion del superpotencial W con respecto a la semilla s define
el cono=s ={me Mg : WT|TM;5(m) > 0} que coincide con el cono de
Gelfan—Tsetlin (bajo isomorfismo de latices).
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