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Potenzreihen, Elementare Funktionen
Die ins Netz gestellten Kopien der Folien sollen nur die Mitarbeit während der Veranstaltung erleichtern. Ohne die in der Veranstaltung

gegebenen zusätzlichen Erläuterungen sind diese Unterlagen unvollständig. Tipp– oder Schreibfehler, die rechtzeitig auffallen, werden
mündlich während der Veranstaltung angesagt.

Eine Veröffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!



Letzte Vorlesung: Funktionenfolgen

Potenzreihen
∞
∑

k=0

ak(x− x0)
k x0, ak ∈ R fest vorgegeben.

Untersuchung für festes x lieferte mit

r = lim
k→∞

∣
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∣

bzw. r =

(

lim sup
k→∞

k
√

|ak|

)−1

(Konvergenzradius)











Konvergenz für |x− x0| < r

Divergenz für |x− x0| > r

keine Aussage für |x− x0| = r

Sofern die oben angegebenen Grenzwerte existieren, gibt es also eine Zahl r, so
dass die Potenzreihe für alle |x − x0| < r punktweise konvergiert und für alle
|x− x0| > r divergiert.

Bemerkung :
r = 0 =⇒ Potenzreihe konvergiert nur für x = x0.
r = ∞ =⇒ Potenzreihe konvergiert für alle x ∈ R.
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SATZ 3.23: CAUCHY, HADAMARD

Zu jeder Potenzreihe
∞
∑

k=0

ak(x−x0)
k gibt es einen Konvergenzradius r ≥ 0 mit

folgenden Eigenschaften:

• Die Potenzreihe konvergiert punktweise im offenen Intervall (x0− r, x0+ r).

• Die Konvergenz ist in jedem kompakten Teilintervall von (x0 − r, x0 + r)
gleichmäßig.

• Die Potenzreihe divergiert außerhalb von (x0 − r, x0 + r).

• In den Randpunkten x0− r und x0+ r ist keine allgemeine Aussage möglich.
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Beweis zum Selbststudium: Zu zeigen ist nur noch die gleichmäßige Konvergenz. Sei

r :=
1

lim sup
k→∞

k
√

|ak|

Sei r > 0, und o.B.d.A. x0 = 0, sowie I = [−z, z] ⊂ (−r, r).

Zur gleichmäßigen Konvergenz in I = [−z, z] ⊂ (−r, r):

Es gibt M ∈ R mit z < M < r, so dass z
r
< M

r
=: q < 1. Also ist

lim sup
k→∞

k
√

|ak| z =
z

r
<

M

r
= q < 1.

Damit gilt für alle hinreichend großen k

k
√

|ak| z < q < 1 =⇒ |ak| z
k
< q

k
< 1

=⇒ |ak x
k
| < q

k
∀x ∈ [−z, z], k ≥ k0

Aus dem Majorantenkriterim und der Konvergenz der geometrischen Reihen für |q| < 1 folgt

die gleichmäßige Konvergenz der Potenzreihe in jedem kompakten Teilintervall von (−r, r).
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Im Fall r = 0 gilt lim sup
k→∞

k
√

|ak| = ∞. Damit ist für jedes feste x 6= x0 auch die Folge

k
√

|ak|(x − x0)
k unbeschränkt. Die Potenzreihe divergiert ∀x 6= x0 .✷

Bemerkung:

• Für eine Potenzreihe
∞
∑

k=0

ak (x− x0)
k mit ak 6= 0 , ∀k ≥ k0 gilt

r := lim
k→∞,k≥k0

∣

∣

∣

∣

ak

ak+1

∣

∣

∣

∣

BEWEIS: Folgt unmittelbar aus dem Quotientenkriterium für Zahlenreihen.

• Nach den Ergebnissen des letzten Abschnitts kann man eine Potenzreihen
innerhalb ihres Konvergenzintervalls gliedweise integrieren und differenzieren.
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Beispiel:

Letzte Vorlesung Folie 8: Tn(x) =
n
∑

k=1

(−1)k−1

k
(x− 1)k

Konvergenzradius: r =

fk(x) = f ′
k(x) =

Dn(x) := T ′
n(x) =

Konvergenzradius: r =

Andererseits für |x− 1| < 1

1
x
= 1

1−(1−x) =

Für die Reihe der Ableitungen f ′
k gilt Dn → 1

x
.

Anwendung von SATZ 3.20:
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Die Glieder fk sind differenzierbar auf I := [0, 2]

der Grenzwert
∞
∑

k=0

fk(x
∗) existiert für wenigstens ein x∗ ∈ I :

Die Ableitungsreihe
∞
∑

k=0

f ′
k ist gleichmäßig konvergent gegen 1

x
= (ln(x))′ auf

jedem I := [1− z, 1 + z] ⊂ (0, 2)

Satz 3.20: Die Reihe
∞
∑

k=0

fk
glm.
−→ f auf I

Und f ′ =

(

∞
∑

k=0

fk

)′

=
∞
∑

k=0

f ′
k = .
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Also lim
n→∞

n
∑

k=1

(−1)k−1

k
(x− 1)k =

f(1) =

Was passiert am Rand?

Schon gesehen:
n
∑

k=1

(−1)k−1

k
(0− 1)k =

n
∑

k=1

−1

k

Und

n
∑

k=1

(−1)k−1

k
(2− 1)k =

n
∑

k=1

(−1)k−1

k

Gilt dann auch lim
n→∞

n
∑

k=1

(−1)k−1

k
(2− 1)k = ln(2) ?
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Abelscher Grenzwertsatz:

f(x) :=
∞
∑

k=0

ak (x− x0)
k konvergent in (x0 − r, x0 + r)

und
∞
∑

k=0

ak (x0 + r − x0)
k Konvergent,

so glit
∞
∑

k=0

ak r
k = f(x0 + r) .

Analog für x0 − r.

Beobachtung: In unserem Beispiel haben die Potenzreihen Tn und T ′
n mit

x0 = 1 den gleichen Konvergenzradius.

Zufall?
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SATZ 3.26: Konvergenz der abgeleiteten bzw. integrierten Potenzreihe

f(x) :=
∞
∑

k=0

ak (x− x0)
k habe Konvergenzradius r = lim

k→∞

∣

∣

∣

∣

ak

ak+1

∣

∣

∣

∣

.

Die abgeleitete Reihe

(

∞
∑

k=0

ak (x− x0)
k

)′

hat den Konvergenzradius :

Satz 3.20: Es darf im Konvergenzintervall gliedweise differenziert werden:

f ′(x) :=

(

∞
∑

k=0

ak (x− x0)
k

)′
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Analog git für die integrierte Reihe
∫

f(x) dx =

∫ ∞
∑

k=0

ak (x− x0)
k =
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Beispiel: gesucht Potenzreihe zu f(x) = arctan(x), x0 = 0

f ′(x) =
1

1 + x2
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Exponentialfunktion:

Motivation: Wachstumsprozess

y(t) = Masse einer Population zum Zeitpunkt t

Annahme: Zuwachs y(t+∆t)− y(t) = α · y(t) ·∆t

Liefert y′(t) = α · y(t)

Mit α = 1 und y(0) = 1 liefert Potenzreihenansatz (oder Taylorentwicklung von y):

y(t) :=
∞
∑

k=0

ak · x
k = a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3 + · · ·

y′(t) =
∞
∑

k=1

k · ak · x
k+1 = a1 + 2a2x+ 3a3x

2 + 4a4x
3 · · ·

Definiere exp(x) :=
∞
∑

k=0

1

k!
· xk Konvergenzradius:
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