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Aufgabe 21

a) Es seienX und Y normierte Räume, einer von beiden vollständig, undB : X×Y → C eine
Bilinearform.B seigetrennt stetig,das heißt, für allex∈X seien die Funktioneny 7→B(x,y) und
für alley∈Y die Funktionenx 7→ B(x,y) stetig.

Zeige: Dann istB stetig. (Zeige zunächst die Stetigkeit im Punkt(0,0).)

b) Dies gilt nicht mehr, falls wederX nochY vollständig ist. Betrachte dazuX =Y =(C([0,1]),‖ ‖1)
undB( f ,g) =

∫ 1
0 f (t)g(t)dt.

Zeige:B ist getrennt stetig, aber nicht stetig.

Hinweis: Passende Ausnahmefunktionen lassen sich in den Polynomen finden.

Aufgabe 22 Es seiE ein Banachraum,X undY ⊆ E abgeschlossene Unterräume undE = X⊕Y
als (algebraische) direkte Summe. Zeige: Dann ist die Projektion aufX parallel zuY stetig.

Aufgabe 23 Es sei(X,‖ ‖) ein normierter Raum undp : X→ R eine Halbnorm.p heißtkoordiniert,
falls für jede Folge(xn)n in X, für die‖xn‖→ 0 undp(xn−xm)→ 0, auchp(xn)→ 0 konvergiert.
Zeige: IstX ein Banachraum undp eine koordinierte Halbnorm, so istp stetig. (Der Beweis wurde in
der Vorlesung skizziert.)

Aufgabe 24 Aus Aufgabe 23 lassen sich das Prinzip der gleichmäßigen Beschränktheit, der Satz
von abgeschlossenen Graphen und der Satz von der offenen Abbildung gewinnen. (Welcher der drei
Sätze wird in Aufgabe 23 benutzt?)

a) Zeige: IstT : X →Y ein Operator zwischen normierten Räumen, so ist der Graph vonT abge-
schlossen, wenn die Halbnormp(x) = ‖Tx‖ koordiniert ist. Die Umkehrung gilt, fallsY voll-
ständig ist. Leite daraus den Satz vom abgeschlossenen Graphen her.

b) Zeige: Jede unterhalbstetige Halbnorm auf einem normierten Raum ist koordiniert. Leite dar-
aus das Prinzip der gleichmäßigen Beschränktheit her unter Benutzung der Halbnormp(x) =
sup

i
‖Tix‖.

c) Leite den Satz von der stetigen Inversen her unter Benutzung der Halbnormp(y) = ‖T−1(y)‖ auf
Y für einen stetigen, bijektiven OperatorT : X →Y. (Diese ist koordiniert, wennX vollständig
ist.)

Wie gewinnt man daraus den Satz von der offenen Abbildung?

Abgabe: Montag, 8. 12. 2003, vor der Vorlesung.




