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Introduccion

Esta tesis es una primera introduccién bésica al tema de los procesos de difusién. El
objetivo es el de poner en manos de los participantes en la redacciéon de la misma,
algunas de las herramientas sobre procesos de difusion que les permitan abordar
problemas practicos tanto en problemas de explotacion 6ptima de recursos naturales
asi como en problemas que se presentan en los mercados financieros. Después de
hacer una descripcion del contenido de la tesis, indicaremos la conexién entre los
procesos de difusion con algunos problemas de explotacion de recursos naturales y

con los problemas financieros.

En el primer capitulo de la tesis se estudia el teorema de DeMoivre-Laplace,
primero desde un punto de vista intuitivo y después mediante una prueba rigurosa
del mismo. La deduccion intuitiva del teorema de DeMoivre-Laplace que se presenta
en este trabajo, y que se debe a M.A. Proschan [7], se puede presentar en los
cursos introductorios de estadistica mas basicos. Sin embargo, debe notarse que
Proschan no nos ofrece una demostracién matematicamente correcta del teorema
de DeMoivre-Laplace. Para una demostracién rigurosa del teorema de DeMoivre-
Laplace se consulté el texto de E. Lesigne [5]. En este trabajo, presentamos el
teorema de DeMoivre-Laplace con una estimacion de la rapidez de convergencia
hacia la distribuciéon normal. Puesto que Lesigne no obtiene esta estimacién de la
rapidez de convergencia, entonces los calculos reportados en este trabajo sirven para

complementar el trabajo de Lesigne [5].

En el segundo capitulo se aplica el teorema de DeMoivre-Laplace para obtener

la ecuacion de difusién mas simple. Se trata de la ecuacién de conduccién de



calor. También se obtiene a partir del teorema de DeMoivre-Laplace la ecuacion
de difusién con coeficiente de arrastre. Cuando el coeficiente de arrastre es igual
a cero, la ecuacion de difusion con coeficiente de arrastre se reduce a la ecuacién
de calor. La deduccién de ambas ecuaciones se logra al considerar las caminatas
aleatorias de particulas suspendidas en un medio liquido. En el capitulo XIV del
libro de W. Feller [3] se puede encontrar una deduccién de la ecuacién de difusién
con coeficiente de arrastre similar a la deduccién que se presenta en esta tesis.
Sin embargo Feller da pocos detalles de los calculos que llevan a la ecuacion de
difusién con coeficiente de arrastre y en esta tesis se trata de ser mas explicitos
en la deduccién de esta ecuacion. Como segundo objetivo del segundo capitulo
se deducen las dos ecuaciones de Kolmogorov que todo proceso de difusién debe
satisfacer. La ecuacién de calor y la ecuacion de difusién con coeficiente de arrastre

son dos casos particulares de las ecuaciones de Kolmogorov.

El objeto del tercer capitulo es dar dos ejemplos concretos de procesos de
difusiéon. En el primer ejemplo se estudia la difusiéon de un contaminante en un
medio liquido, para lo cual, la ecuacion de calor resulta apropiada. En el segundo
ejemplo se considera el proceso de Ornstein-Uhlenbeck. Para estudiar el proceso de
Ornstein-Uhlenbeck se utiliza la segunda de las ecuaciones de Kolmogorov. Para
los ejemplos de este capitulo se resuelven las ecuaciones de Kolmogorov; por el
método de separacién de variables en el primer caso (ver [2]) y por el método de las

caracteristicas en el segundo caso (ver [4]).

Se puede modelar la difusién de algunas poblaciones de animales mediante las
ecuaciones de difusion. Al incorporar los fenémenos difusivos en los modelos de

explotacion éptima de algunos recursos naturales (como las pesquerias) se podrian
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obtener politicas de explotacién mejoradas de los recursos naturales. Ver la obra de

C. Clark [1] para un tratamiento de este tema.

Finalmente, el proceso de Ornstein-Uhlenbeck se ha usado para modelar, por
ejemplo, la variacion de las tasas de interés en los mercados financieros. De mayor
importancia que el haber obtenido en esta tesis la funciéon de densidad condicional
del proceso de Ornstein-Uhlenbeck, es el haber hecho conciencia en los participantes
de esta tesis que un proceso de difusion estd sujeto a ser modelado de tal forma que se
ajuste al fenémeno considerado en la investigacién en turno. Para una introduccién

al tema de los procesos de difusion en los modelos financieros se puede consultar la

obra de S.E. Shreve [9].



Capitulo 1

El Teorema de DeMoivre-Laplace

§1. Introduccion.

Este capitulo esta dedicado al teorema de DeMoivre-Laplace el cual aparecié por
primera vez en la segunda edicién del libro “The doctrine of chances” escrito por
el matematico francés Abraham DeMoivre y publicado en 1718. El teorema de
DeMoivre-Laplace es quiza la versién mas simple del Teorema Central del Limite y se
puede considerar como el segundo teorema limite basico en teoria de probabilidades,
solo después de la ley de los grandes nimeros de Bernoulli. En 1810 Pierre-Simon
Laplace extendio el teorema de DeMoivre a valores arbitrarios de p distintos de 0 y
1, ya que DeMoivre sélo probé el caso especial p = % Esta generalizacion representa

el trabajo méas importante en teoria de probabilidades de Laplace.

El Teorema de DeMoivre-Laplace proporciona una buena aproximacién a la
distribucién binomial mediante la distribucién normal. Esta aproximacion normal
a la distribucion binomial tiene un gran valor tedrico y préactico ya que desempend
un papel importante en el desarrollo de la teoria de probabilidad, al conducir al
primer Teorema Central del Limite. El Teorema Central del Limite no es un tnico
teorema, sino que consiste en un conjunto de resultados acerca del comportamiento
de la suma de variables aleatorias. El término “central” debido a Polya (1920),
significa fundamental o de importancia central. Esto describe el rol que cumple
este teorema tanto en la teoria como en la practica. Su importancia radica en que

el Teorema Central del Limite devela las razones por la cuales en muchos campos de
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aplicacion se encuentran distribuciones normales. Dentro de la historia del Teorema
Central del Limite, el trabajo de Laplace ocupa un lugar fundamental. A pesar
de que él nunca enuncié formalmente este resultado ni procedié con rigor en sus

demostraciones, su trabajo en la teoria de la probabilidad es fundamental.

§2. Deduccion Heuristica.

Tanto DeMoivre como Laplace probaron que la distribucién binomial con un niimero
muy grande de ensayos se acerca a la distribucién de probabilidad normal. En
lo siguiente procederemos de manera heuristica para obtener dicha aproximacién.
Este proceder de manera heuristica constituye una introduccion al teorema que
nos compete y en el apartado §3 damos una demostracion rigurosa del Teorema de
DeMoivre-Laplace. El término “heuristica” se debe a que estamos aproximando la
distribucion de una variable aleatoria discreta con la de una variable continua, pero
en esta aproximacion algunos pasos necesitan una justificacion mas adecuada de la

que nosotros presentamos.

Consideremos el experimento aleatorio que consiste de n ensayos de Bernoulli
repetidos, donde p es la probabilidad de éxito y ¢ = 1 — p la probabilidad de
fracaso en cada ensayo individual. El término “repetido” se usa para indicar que la
probabilidad de éxito es la misma ensayo tras ensayo. Sea X,, la variable aleatoria
que representa el nimero de éxitos en los n ensayos. Notemos que dicha variable
también se puede considerar como la suma de n variables aleatorias independientes

con distribucién Bernoulli.

Se plantea la siguiente pregunta, ;qué podemos decir del comportamiento de

dicha variable X,, cuando n tiende a infinito? La respuesta es sencilla, ya que cada
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uno de los ensayos tiene probabilidad p de éxito y ¢ de fracaso, y ademas existen
(’;) experimentos en donde se registran n éxitos y n — x fracasos, entonces tenemos
que

P{X, =z} = P{x éitos y n — z fracasos} = (Z)pxq”_x. (1)

Encontramos que la variable aleatoria X,, tiene distribucién binomial. Mediante
fn(z) denotamos la funcién de masa de probabilidad de la variable X,, de modo
que f(z) = P{X, = x}. Asf entonces f,(x) es la distribucién binomial descrita
por la ecuacién (1). Ahora bien, para cada z =1,---,n — 1, tenemos que

fulz) _  (pT¢""  gl@+ 1)
fn(m + 1) (mil)pm—l—lqn—m—l p(n — {IJ) .

De aqui tenemos que

fn(z+1) (n—x)p L _F—nptg
fn() (z+1)q q(z +1)

Lo que queremos saber ahora es cudndo f,(z) crece monétonamente y cuéando f,(z)

decrece mondtonamente. Para ésto notese que

%>1 si T <np—q
y
%<1 si T >np—q

mientras que la igualdad se da cuando x = np — q. De este andlisis podemos inferir
que fn(x) tiene un maximo en el punto x = np — ¢, ya que para valores menores
que éste la funcién crece y lo opuesto para valores mayores. De esta manera se
puede conjeturar que la distribucién binomial tiene cierta forma de “campana”’. Lo

interesante a saber es cudl de todas las densidades continuas en forma de campana
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corresponde a la distribucion binomial. Para ésto, sea z tal que x = np + z,/npq es

un entero. Entonces

fo(lz+1) n—x(p> _ n—np—z\/n—pq<p) _ 1—p—z\/m <p>

folz)  — 2+1\q np + z/npg + 1 \q p+2/pa/n+1/n\q

Puesto que 1 = p + ¢ entonces

fale+1)  a-2y/pa/n (2) - L—zVp/an

q

falz) p+ zv/pg/n+1/n 1+ 2z q/pn—f—l/pn.
Tomando A = \/i_pq vemos que
fa(lz+1) 1 —zpA
= 5 (2)
fn(z) 14 2qA +qA
X, —np

Escribiendo ahora Z,, = se obtiene que

V1pq
falx+1) = P{X, =241} = P{X, =np+2y/npg+1} = P{Z, =2+ A},

De manera similar vemos que f,(z) = P{Zn = z} Todo lo anterior nos lleva a

falz+1)  P{Z,=z+A} 1 — zpA
falz) P{Zn:z} 14 zgA 4 gA?’

Nuestro siguiente paso es aproximar la distribucion de Z,, usando una funcién

de densidad continua g(z). Para esto queremos escoger g(z) de tal forma que la

razon
g(z+ A)
9(z)
sea muy cercana a
P{Z,=z+A}
P{Z,=z}

Dicho de otra manera, queremos que

g(z+4A) 1 — 2zpA
g(z) 14 2qA +qA%
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Tomando logaritmo y dividiendo entre A tenemos

log (9(=+4)) —log (9(2)) _ 1
A A

log(1 — zpA) — % log(1 + zqA + qA?).

Ahora tomamos el limite cuando A — 0 y obtenemos

d

Elog (g(z)) = —zp—2zq = —2z.

Por el teorema fundamental del calculo sabemos que existe una constante c tal que

2

log (9(2)) = —% + loge.

Aplicando la funciéon exponencial, obtenemos

Ya que g(z) es una funcién de densidad, entonces [~ g(z)dz = 1. Por lo tanto

CcC =

5
3

63. El Teorema de DeMoivre-Laplace con Término de Error.

El objetivo de este apartado es demostrar el siguiente teorema. Se trata de una
version del teorema de DeMoivre-Laplace en términos de la esperanza matematica
de una funcién f. El caso cldsico se obtiene cuando f es la funcion indicadora de

un intervalo [a, b], es decir, cuando f es de la forma

1, siz € la,b,

fla) = {O, six & a,b.

También se ha estimado la razon de convergencia hacia la distribucién normal.
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Teorema. (DeMoivre-Laplace). Sea 0 < p < 1. Sea ¢ =1 — p. Sea {Xj};il
una sucesion de variables aleatorias independientes e idénticamentes distribuidas

tales que

P{Xl = 1} =D y ademas P{Xl = 0} =q.

Sea &, = X1+ ---+ X,,. Sea f:R — R una funcién acotada, Lipschitz continua y

que se anula fuera de un intervalo cerrado. Entonces

NG

ol (S5 = i o o o28].

Como predmbulo a la demostracion del teorema se probaran 5 lemas. FEl
primero de ellos se conoce como la formula de Stirling y nos permite aproximar
factoriales de niimeros naturales grandes. Antes de abordar la demostraciéon del
primer lema, veremos, mediante un calculo informal, su importancia e interés. Se
observard que la férmula de Stirling involucra la expresién V27 que aparece en la

distribucién normal.

Si n es un entero muy grande, tenemos que

n

logn! = Zlogk ~ /logtdt = nlogn —n.
k=1 )

™. Una comparacién con el Lema 1 hara evidente que

Esto sugiere que n! ~ n"e™
esta aproximacion no es del todo correcta. La version correcta de esta aproximaciéon
es conocida como la formula de Stirling, en honor al mateméatico escocés del mismo

apellido. Es interesante hacer notar que algunas referencias citan que DeMoivre fue

quien la publicé por primera vez en 1730 en su libro Miscellanea Analytica.
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Lema 1 (Stirling). Para n — oo, se cumple que

w = vam(2) {1+ o(2))

Demostracion. Sea

S, = log(n!) — n(log(n) Zlog — n(log(n) — 1).

Cuando n > 2 tenemos que
Sp—Sp—1 = log(n)—n(log(n)—1)+(n—1)(log(n—1)—1) = (n—1)log (1—%)—1—1.

Utilizando la serie de Taylor para log(1 — z) con |z| < 1 encontramos que

So-Sin = 1= 5(0) = X s

Noétese que

Z j+1

:2

Por lo tanto tenemos que

1 1
Sn — Sp-1 = o + E,, en donde FE, = O(—)
n

Dado este resultado para el S,, encontramos que

n

Sn =Y (8= 8-+ 5 = 3 Z ZE

=2

en donde hemos puesto F4 = S1. Por lo tanto
1 1 1
Sp = 3 log(n) + 37 + O(E) + ZEj
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en donde v es la constante de Euler. Ahora escribimos

oo

1
w =57 + Z E;
j=1
En vista de que

0o o0

dt 1
S EB< (G-,

j=n-+1 n

entonces podemos concluir que

Sp = %log(n)—kw—i—O( )

1
n
Del analisis precedente se deduce que
1 1
log(n!) = n(log(n) —1) + 3 log(n) + w + O(—).
n
Al aplicar la funcién exponencial, y en vista de que PG =1+ O(%), obtenemos

v = () vaeiro(2))

Para encontrar el valor de e“ consideremos la siguiente integral

I, = /{sen(aj)}k dx = (k:—1)/{Sen(a:)}k_2{cos(a:)}2 dx.

Al simplificar encontramos que [ = %I k—2. Asi obtenemos las expresiones

" [li=1 2k 2 [Tr=a 2k +1)

Haciendo el cociente de Is, con Is,_1 y de este ultimo con Iy,41 llegamos a los

y I2n—|—1 =

siguientes resultados

Fans (G20 2

L, (TIr_, 2k =1))@2n+1) 7 Ly _ 2n+1 (3)

Ion41 2n
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Nétese que para cada x € (0, 5) se cumple que sen(z) < 1. Por lo tanto, para

cada n natural se cumple que

2n—1 2n 2n—+1

(sen x) > (senz)“" > (senz)

Integrando de 0 a 5 las desigualdades anteriores vemos que Iz, 1 > T2y > I2n41.

Por lo tanto

Is, I,
ol 22 s, (4)
I2n—|—1 I2n—|—1

Por la segunda identidad en (3) tenemos que 22— — 1 cuando n — oo. Las

Iop41
desigualdades (4) ahora implican que
I
lim —" = 1.
n—oo Ioptq

Esto es lo mismo que

n 2
_1 2k
— = lim n(Hk_l ) 5
moee ([Thzi(2k = 1) 20
Para obtener un resultado més compacto se multiplicara la expresion por el niimero
(HZ:I 2k)2 tanto en el numerador como en el denominador. Obtenemos

n 4
T = lim (Hk:l 2k> _ 24”(7”)4.
n—00 (HZ:I ]{7)271 (2”')271

La expresién obtenida es conocida como la férmula del producto de Wallis para w
en honor al matematico inglés de mismo apellido. Ya que tenemos una expresion
para el factorial la sustituimos en la relacion anterior y obtenemos

24nn4n—|—264w—4n e2w

T = lim = —.
60 24n+1n4n+262w—4n 2

Se obteniene e* = /2w, con lo que queda demostrado el lema. |

12



Lema 2. Seaa > 1. Sea 0 < p < 1 yseaq = 1—p. Para cada k tal que

|k — np| < a\/n, se cumple que

(W)™ = e {0 (GR)]

Demostracion. Por el lema anterior

n!pkqn—kz 1

n n \"k /pn\k €n)
Kin—k)! ~ Var\ k(n—k) <nq—k) <%> (1+e(:)zr1+en_k)

donde €, = O(1), €, = O(3) v €n—i = O(=17). Puesto que |k — np| < ay/n y

n—

p+ q =1 entonces

1 < 1 < 1 1 < 1 1
a\/n + np k np — a\/n Y ng + a\/n n—k

Multiplicando ambas ecuaciones

1 1 1
(ng+ V) mp+ V)~ kn—k) ~ (ng— vn)(np—vn)’

De lo anterior se deduce

1 1 1 1
k(n —k) < ”q(l—ﬁﬁ)np(l—L) < nzpq{l—f—O(%)}.

De forma similar se obtiene que

k(nl— B = n21pq{1 +o(

Bl
N—
——

Resumiendo lo anterior obtenemos

n

k(n — k) - n;q{l +O<%)}

En vista de la serie de Taylor de la funcién raiz cuadrada, también se cumple que

/ﬁ _ ﬁipq{wo(%)}. (5)
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Por otro lado, se tiene que

log [(”—kp)k <n”_qk)n_k] — klog (1 - k_k"p) +(n—k)log <1 + ];__’Zp) .

Usando la serie de Taylor de log (1 — z) donde |z| < 1,

x? =k - 3
log (1 — =) < ko=
og(l—x)+z+ 5 Z x T
=3 k=3
Ahora bien, si || < 1, entonces
x? x?
log(l—x)-l—x-l-? < 223 y log(l—az):—x—?-i-O(x?’).
Anélogamente tenemos que log(1l + ) =z — % + O(a3).
Ya que np — ay/n < k < np + a/n entonces
’k—np’g np — k < a\/n <<i.
k np — ay/n np — ay/n Vn

Puesto que ng — ay/n < n —k < ng + ay/n entonces

‘k—np < a\/n <« 2
n—k ng — ay/n vn

Resulta entonces que

kE—np (k — np)? a’

klog(l— )—l—(k:—n)-i— 7 <<%7
k—np (k — np)? a’
(n—k)log(l-l— n_k)—(k—np)-i-m«%.

Sumando ambas ecuaciones

klog(%)—l—(n—k)log( na ) = _(k:—np)2 [k( n }—l—O(a_).

n—=k
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En vista de la relacién (5) tenemos

nq
n_

klog (%) + (n—k) log(

Tomando exponencial

(D) (2

k):

=

e

—(k—np)?
2npgq

1eo(2)]

B

Por otro lado existen constantes ci, ¢, c3 tales que

C1
€n < —,
n

€ <

C2

?;7

También existen constantes c4, c5 tales que

C4
< =
n

> =

Se obtiene entonces que

w=ofl)

Con los cédlculos anteriores vemos que

1+e¢,

(1+ex)(1+

En—k)

C3

n—=k

Cn—k <

Cs

<
n—k n

o= 0(2).

:ib+0(%)

Sustituyendo (5), (6) y (7) en nuestra ecuacién inicial

1
v 2mnpgq

7(k7np)2

e 2npq

N\ k n—k
(k)p g

1 —(k—np)?

ﬁ+0(

ﬁ+0(

— ¢ 2npq
v 2mnpgq

15

)

1+o(“)] [+ o




con lo que queda terminada la demostraciéon. Notemos que la constante implicada

en el simbolo O no depende de k pero si de p. |

Lema 3. Sea f: R — R una funcién continua en el intervalo [a,b] y que se anula
fuera de [a,b]. Suponga que existe una constante A > 0 tal que |f(z) — f(y)| <
A|x — y| para cada x,y tales que [z,y] C [a,b]. Sea M = sup{|f(z)| : a <z < b}.

Para cada t € R se cumple que
b

RS F(t+ k) = /f(as)—l—O(h(M-i—b—a)).

kEZ 2

Demostracién. Puesto que

k+1
h> " f(t+kh) — /ft—i—a:h ydz < hZ/|ft+kh f(t+ zh)| dz
keZ keZk

< h(4M + hCard{k : a <t+ kh <b})

entonces

R ft+kh) — /ft+a:h)da:<4Mh+h(b—a) (8)
keZ

Como la funcién se anula fuera del intervalo [a, b] y haciendo el cambio de variable

u =1+ zh en la integral en (8) obtenemos el resultado. i

Para la prueba del dltimo lema, conocido como la Estimacion para las Grandes
Desviaciones se hara uso de un lema conocido como la Desigualdad de Markov el

cual se probara a continuacion.

Lema 4 (A. Markov). Sea X : Q — Ny una variable aleatoria con valores en el

conjunto de enteros no negativos Ny. Sea a un nimero real positivo. Entonces
1
P{X >a} < “E(X).
a
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Demostracion. Sip; = P{X = j}, entonces
j 1
P{X>a} =) p; <> =p; < -E(X).
a< a<i “
Lema 5. SeaO0<p<lyseagq=1—p. Sea0 < e <q. Sea

p+e q—¢

+ (q — €) log .
(g —¢) p

hi(e) = (p+€)log

o0

Sea h_(e) = hy(—¢€). Sea {X;}._, una sucesién de variables aleatorias de tipo
Bernoulli, independientes e idénticamente distribuidas, con p como probabilidad de

éxito. Sea &, = X1 + ---+ X,,. Entonces
(a) P{%é*n > p+e} < enh+(o),

(b) P{L&, < p—e}

(c) P{

< e nh- (e) .

%Sn_p’ > 6} < e_”th(E)_i_e—nh,(e)'

Demostracion. Ya que &, es la suma de n variables de tipo Bernoulli, entonces

&, tiene distribucién binomial. Para demostrar (a) sea ¢t > 0. Entonces
En > np+ ne si y sélo si ptEn—np—ne) - |

Utilizando el lema anterior vemos que
1
P{—fn > p+ e} — P{et(ﬁn—np—ne) > 1} < E[et(ﬁn—np—m)}
n
Puesto que &, tiene una distribucién binomial, entonces

e—nt(p—l—e)E [etﬁn} _ e—nt(p—l—e) Z etk (Z)pkqn—k
k=0

_ e—nt(p+e)(q+pet>n

= exp{ —ng(t)}
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en donde g(t) = t(p + €) — log (¢ + pe'). Por lo tanto
1 —ng(t)
P{ g, > pte) < e
n

se cumple para cada t > 0 y en particular se cumple para t = «, en donde

q(p+6>}

a = log [p(q—e) .

La condicién € > 0 implica que o > 0. Ahora sélo basta observar que g(a) = h4(€).
Es interesante hacer notar que g(t) < g(a) se cumple para cada t > 0 y por lo tanto

la desigualdad (a) del lema es 6ptima.

Para demostrar (b) definamos la variable aleatoria £n = n — &,. Definimos

también p = ¢ y ¢ = p. Entonces
n n
en donde - ~
~ _ p+e . qg—e
hi(e) = (P+e€)log=—— + (7 — €)log —
p q
—€
= (g+)log T 4 (p— ) log?

Para probar (c) ndtese que por los incisos anteriores se cumple

(O R (R L)

n n

_ P{(e+p§%>}+P{(% <p—c)}

< e—nh_;,_(e)_'_e—nh_(e). B
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Para demostrar el Teorema de DeMoivre-Laplace sea K > 0 y consideremos

o1+ oy = Zf( np)P{fn—k}

donde o7 es la suma sobre aquellos indices k tales que cumple |k —np| < Ky/n y la

suma o9 es sobre los k tales que |k — np| > K+/n. Como € — 0 entonces
1 2
log (1:|: E) F ‘ + —<E> < é.
p/ p 2\p

Por lo tanto

2
(p—l—e)log(l—l—f)—(p+€)€+(p+§)€ <<€3,
p p 2p
(@—ee , (- _ 4
q—e€)lo (1——)—1— + < €.
Sumando ambas ecuaciones vemos que
© = = +0),
hi(e) = +
" 2pq
Con el mismo procedimiento se puede ver que h_(€) = ﬂ + O(€?). Por el Lema 5
con € = K 2pq se obtiene que hy(€) = O(KTZ) Por lo tanto
K 2
Ples=#) = P{|Leo| 2 K <o
Oy K Z {f } n <L e

|[k—np|>K+\/n

Ya que o7 es una suma sobre los k tales que |k — np| < K./n, entonces es

posible aplicar el Lema 2 y asi obtener

_ (k—np)?

3 —np\ e 2wnpd
o1 = [1+O<§ﬁ)]zk:f(k¢mf> Nzl



. 1 _ np . .
Conh—\/n_pq yt=—4/% el lema 3 implica

_ (k—np)?

k—mnp\ e w1 k ~[np
zk:f(m—m) N _wz—pqu(m—q g

k

_ (t+kh)?

= hY f(t+kh)e 2
k

.
= / f(x)e = d:z:—i—O(
K
VP

v/ 1Pq npq
K3 1 v K
_K
1 ' K
- - 5 K _
o l f(x)e = dx+ O(e >+O(\/ﬁ>
T Vpa
Tomando K? = logn obtenemos
/ f(x)e_% dr < /1’6_% dr = e_KTZ
K K
Ve
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Ahora podemos concluir que

oo

/ fl@)eF do+ o(%) + O<<10§%) )

lw

5l
=)

sls (2] -

— 0

(IO

- %_/ e o+ o(LED)

con lo que queda demostrado el teorema.
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Capitulo 2

Ecuaciones de Kolmogorov

§1. Introduccién.

Muchos fenémenos que ocurren en algunas ramas de la ciencia, como por ejemplo la
fisica, la biologia y las ciencias sociales, se estudian no solamente como fenémenos
aleatorios sino también como variables aleatorias que dependen del tiempo. El estu-
dio de este tipo de variables aleatorias que dependen del tiempo ha ido en aumento
dando lugar a una parte importante de la teoria de probabilidades conocida como
procesos estocdsticos. El primer paso para incorporar lo estocastico a un modelo
matematico de un fenémeno dindmico es determinar qué tipo de variable aleatoria
se puede observar. En el siguiente paso se busca determinar céomo evoluciona la

distribucion de esta variable aleatoria a través del tiempo.

Como primer ejemplo consideremos un experimento tan simple como lanzar una
moneda. Para cada nimero natural n, hacemos que X,, represente al enésimo lan-
zamiento. Entonces X, es una variable aleatoria de tipo Bernoulli y X,, = 0 denota
que en el enésimo lanzamiento se observé un “aguila”. Si X,, = 1 entonces sabemos

4ot : 2o~ e
que en el enésimo lanzamiento se observé “sol”. En nuestro modelo matematico el
enésimo lanzamiento ocurre en la enésima unidad de tiempo. La ley de evolucion
en este proceso estocastico es la mas simple, ya que la distribucion de las variables

X,, no depende de n. En particular las variables X,, son independientes.

El conjunto de valores de una variable aleatoria X,, en un proceso estocéstico se

conoce como espacio estado. El espacio de estado es discreto si contiene un ntimero
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de puntos a lo mas numerable, de otra forma es continuo.

Volviendo al ejemplo anterior sobre la sucesién de lanzamientos de una moneda,
el espacio de estados es el conjunto {O, 1}. Por lo tanto, se trata de un espacio de

estado discreto.

El matematico ruso A. A. Markov estudid ciertos procesos estocasticos en los
cuales la evolucion en el tiempo tiene la caracteristica de que el futuro depende
solamente del estado presente del sistema, pero no de toda la historia previa al
estado presente del sistema en cuestion. Este tipo de procesos reciben el nombre
de procesos de Markov. Cuando el espacio de estado de un proceso de Markov
es discreto, entonces se le conoce como cadena de Markov. Dadas sus multiples
aplicaciones, las cadenas de Markov son los ejemplos mas conocidos de procesos

estocasticos.

En este capitulo son de nuestro interés ciertos procesos estocasticos conocidos
como procesos de difusion. Hay muchos ejemplos de procesos de difusiéon. En el
capitulo 3 damos dos ejemplos interesantes de procesos de difusién con espacio de
estado continuo. Los ejemplos del capitulo 3 se obtienen a partir de las ecuaciones
de Kolmogorov que se van a deducir en el apartado §4 de este capitulo. En el
apartado §2 de este capitulo se aplica el teorema de DeMoivre-Laplace para obtener
los casos mas sencillos de las ecuaciones de Kolmogorov. Si bien el apartado §2 no
es necesario para la deduccion de las ecuaciones de Kolmogorov, la discusién del
apartado §2 ayuda bastante a formarse una intuicién sobre los procesos de difusion

y sobre las ecuaciones de Kolmogorov.
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§2. Movimiento Browniano.

En 1828 el botanico inglés Robert Brown observé el movimiento de una particula
de polen suspendida en agua llamando su atencién el movimiento irregular que se
podia observar. Fue en 1905 cuando Albert Einstein explicé que dicha particula
se ve bombardeada en todas direcciones por moléculas de agua y estos impulsos
la hacen moverse aleatoriamente. La explicacion matematica para este fenémeno,
como un proceso estocastico, fue dada por N. Wiener en 1931. En este apartado
se presenta un modelo muy simple para el movimiento del polen observado por
Brown. Este es un ejemplo de proceso estocastico de Markov con un espacio de

estados continuo que se conoce como proceso de Wiener o Movimiento Browniano.

Una caminata aleatoria es un proceso estocéstico discreto que es analogo al
movimiento browniano. Se puede pensar que el movimiento browniano se obtiene
al tomar el limite de una caminata aleatoria, cuando el tamano de los pasos de la
caminata se hacen cada vez mas pequenos. Se utilizara el teorema de DeMoivre-
Laplace para tomar el limite anterior y asi poder pasar de un estado discreto a uno
continuo. Después utilizaremos este modelo para obtener la ecuacién diferencial

parcial que rige a un proceso de difusion.

Consideremos una particula que realiza una caminata aleatoria simétrica uni-
dimensional en el intervalo [0,7] y con magnitud de los pasos A. La particula se
puede mover hacia la derecha o izquierda. Sea n un entero positivo. En cada uno
de los n instantes de tiempo jd, con § = % y 0 < j < n se observa el valor de

una variable aleatoria §;. Dicha variable determina en qué direccién (derecha o

izquierda) se mueve la particula en la unidad de tiempo j. Puesto que se trata de
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una caminata aleatoria simétrica, entonces
1
P{G =4} = 5 = P{{=-A}

La posicion en que se encuentra la particula al tiempo k esta dada por la expresion

Para poder aplicar el teorema de DeMoivre-Laplace escribimos

k
& +A

Tomando p =q = % tenemos

Se by 2 (g By i{iig} _ w
Vipg  VEVT 2/ T VRL2A S T AVE
Dado un valor fijo de ¢ que satisface 0 < ¢ < T seleccionamos un entero k tal que

k ~ tT” Se obteniene entonces que

kézk—th.
n

Esta aproximacion justifica que de aqui en adelante escribamos w; en lugar de
wg. Como queremos hacer que n — oo para que las observaciones de las variables
aleatorias §; sean cada vez mds frecuentes, entonces debemos eliminar el pardmetro
n. Hacemos que A = ¢v/§, donde o > 0 es un pardmetro que nos permite controlar
la longitud de los pasos. Un valor grande de o nos dice que la particula se desplaza
con grandes pasos y lo contrario cuando es pequeno. Por esto ¢ es nombrado

coeficiente de difusion. Asi entonces

Wi Wy

AVE oVt
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Ahora ya podemos aplicar el teorema de DeMoivre-Laplace para ver que

P{w, <z} = P{U\[ af/{&} _ P{Sf/__kp < gff} L[y,

Haciendo el cambio de variable u = 0v/ty y escribiendo = en lugar de ~ tenemos

Piw, <z} = 2tcr2 d
{ L= } oV2nt . v
22
Hemos obtenido la funcién de densidad f(z,t) = U\/gﬁe_m. Tomando la

derivada parcial de f con respecto a t y la segunda parcial de f con respecto a

x vemos que dicha funcion f satisface la ecuacién diferencial parcial

of _ a*9%f
ot 2 ox?’

Esta se conoce como ecuacién de difusién o también como ecuacién de calor.
§3. Movimiento Browniano con Arrastre.
Consideremos ahora una caminata aleatoria no simétrica. En este caso tenemos
Pl{¢=A}=p y P{=-A}=¢q con 0<p<l y p+gqg=1
Se cumple entonces que
1< 1
S —kp = — k(= — = — 4+ k(= —
) — kp QA;SJ (5-p) = 55 +h(3 - )

Calculemos el valor esperado de §;

E(&) = AP{ =A} —AP{¢=-A} = A(p—q).
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Ahora calculemos la varianza de &;

V(&) = pA (1= (p—9) +¢A(1+(p—q)°
= pA%(29)% + A2 (2p)°
= 4A%pq(q+p)
= 4A%pq.
Como en el caso simétrico, consideramos un valor ¢ tal que 0 < ¢t < T. Sea k tal

que k ~ & Entonces

kézgzt.
n

También como antes, escribimos w; en lugar de wy. Se cumple que

Ya que las variables §; son independientes, entonces

V(w) = kV(E) = 4§qu2.

Ahora vamos a suponer que existen dos nimeros i y o2 tales que

.. P—q 2 _ 1 é 2
H= ilino 5 A Y c = ilino 6qu '
Esto se satisface tomando
1 1) 1 )
2 20 2 20

El pardametro p es conocido como el coeficiente de arrastre y nos indica la posicion

2

promedio de la particula en cada instante de tiempo. El parametro ¢© es conocido

como el coeficiente de difusion y describe qué tanto varia dicho movimiento.
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Con los valores anteriores y escribiendo w; en lugar de wy,

wy M\/g W tp

Wk | k(l —p) = _ _ _
2A 2 208 20 20V0 206
Por otro lado,
1 )
— = 24/ =+ O()).
kpq \/;—i_ (9)

Por lo tanto
Sk—kp_wt—tu aws — bt

lim = =
§—0 +/kpq o/t Vit

donde a = % y b= £. Aplicando el teorema de DeMoivre-Laplace,

aw; — bt < a:z:—bt} 1 3 gy

P{wtgx} :P{ NI = NGT:

Al estudiar la difusiéon de un contaminante en algin liquido, la expresion anterior

nos indica el pocentaje de moléculas del contaminante cuya posicion w; al tiempo
t es menor o igual a un ntimero x.
. . . ty-+-bt . 1. .,
Haciendo el cambio de variable u = \[yTJF la integral en la 1ltima expresiéon
nos queda es igual a

(aufbt 2
Ve du

[N

P{wtga:} = \/;_Wt/e_

siendo el integrando la funcién de densidad f(x,t) requerida. Ahora calculamos la

derivada de f con respecto a t,

—aa:—t2
Of _ —ae=t (1 a%? | B
ot 2t 2t 2t2 2 )
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Tomando la primera y segunda derivada parcial con respecto a x, se obtiene

Oz V2t

—(ax— 2
0%f e 1 a?z?  2axb 9
= + —-b" ).
0x? \/ 21t t t2 t
Al multiplicar la parcial con respecto a = por —% y la segunda parcial por % y
sumando, se obtiene que

1 9°f baf  of

202922 adx Ot

b o2

_ 1 _ . ., . .
Como ; = p y 55 = % entonces vemos que f satisface la ecuacién diferencial

parcial
of oo of
ot~ 2022 Moz

conocida como ecuacion de difusiéon con coeficiente de arrastre p.

§4. Ecuaciones de Kolmogorov.

En este apartado vamos a obtener las ecuaciones de Kolmogorov. Sera conveniente

dar una definicién precisa de un proceso estocastico de tipo Markov.

Un proceso estocéstico £(t), con ¢ > 0, se llama un proceso de Markov con
espacio de estado R, si se cumple que para para cada colecciéon de tiempos 0 < £y <

ty <---<t, <ooycada x € R, se tiene

P{(tn) <z |&(to), +, &(tn—1)} = P{&(tn) <2 | &(tn-1)}

Es decir, la distribucién de £(t,,) depende del valor de £(t,,—1) pero no de los valores
de §(t0)7 T g(tn—2>
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Sea s < t. La funcién

F(s,z|t,y) = P{&®) <y |&(s) = x}

se llama funcion de distribucion condicional del proceso £(t). La funcién

0
p(8,$|t,y) = a_yF<57$‘t7y)

se llama funcién de densidad condicional de £(t). En particular se cumple que

b
Plo<€t) <b|€) =} = [ps.alty)dy

para cualesquiera nimeros reales a < b.

Por ejemplo, para el movimiento Browniano la funcién de densidad condicional
esta dada por

(y —x)?

1
p(s,z|t,y) = —F————— exp{ — 7}
(5,2 ]ty) o/ 2m(t —s) 20%(t — s)
Notese que en este caso la funciéon de densidad condicional depende sélo de la

diferencia t — s. Por esta razén podemos escribir la funcién de densidad condicional

del movimiento Browniano como p(x |t — s,y) en donde

p(x|ty) = U\/Z—M exp{ N %}

Supongamos que en un proceso de tipo Markov tenemos tres eventos A, Bj, C
que ocurren en los tiempos s < u < t respectivamente. La propiedad de Markov
implica que

P{C|B;A} = P{C|B;}.
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Por lo tanto

PiB;}  P{B;A}
Se cumple entonces que
P{CB;
P{AC} =) P{{Bj]}}P{BjA}

en donde {Bj} es una particién del espacio muestral. Al dividir entre P{A} se

obtiene la siguiente férmula de probabilidad total
P{C|A} = ZP{O | B }P{B; | A}.
j
Si ahora ponemos (identificando j con z)
A={¢s)=a}, By ={z2<&uw<z+dz}, C = {y<&t)<y+dy}

entonces
P{O ‘ A} = p(S,.’E ‘ t7y) dy,

P{C|B;} = plu,z|t,y)dy,
P{B;| A} = p(s,z|u,z2)dz.
Por la féormula de probabilidad total, tenemos que

o0

p(s,z|t,y) = / p(s, 2| u, 2) plu, 2|8, ) d.

— 00

Esta tdltima expresién se conoce como la férmula de Chapman-Kolmogorov.

Se dice que un proceso de tipo Markov £(s) con funcién de densidad condicional

p(s,z|t,y) es un proceso de difusidon si, dado € > 0 y dado un intervalo de longitud
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finita I = [a, b], las tres propiedades

/ p(s, |5+ h,y) dy = o(h), (1)
ly—z|>e€
/ (y—x)p(s,x|s+ h,y)dy = a(s,x)h+ o(h), (2)
ly—z]<e
[ = 0Ppssnls +hog) dy = Bs.a)h+ o) (3)
ly—z|<e

se satisfacen de manera uniforme para cada s € I.

Queremos ahora entender mejor el significado de las funciones a(s, z) y b2(s, x).

Para esto, supongamos que en lugar de (1) se cumple que

1

lim — = 0. 4

Jim - /p(s,xISJrh,y)dy 0 (4)
ly—z|>e€

Es claro que (4) implica (1). Ahora bien, si se cumple (4) entonces (2) y (3) se

pueden escribir como

oo

. 1
lim /<y—x>p<s,x|s+h,y> dy = a(s,x),
1 o
lim © /<y—x>2p<s,x|s+h,y> dy = B(s,2).
h—)Oh

Por otro lado tenemos que

oo

/<y—x>p<s,w|s+h,y>dy — E[e(s + h) — £(s) | £(s) = 4],

— 0o

oo

/(y—fﬁ)zp(s,ﬂs-i-h,y)dy = V[&(s+h) —&(s) |£(s) = 2].

— 0
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Por lo tanto

a(s, ) = lim B[E(s +h) — £(s) | &(s) = ],

h—0

b2(s,2) = lim %V[ﬁ(s L h) —€(s) | €(s) = a].

h—0

A continuaciéon vamos a deducir la primera de las ecuaciones de Kolmogorov.

Teorema 1. Suponga que la funcién p(s, x| t,y) satisface las propiedades (1), (2),
(3). Suponga ademds que las derivadas

dp op 9%p

0s’ oz’ 0x2
son uniformemente continuas con respecto a x para y € [yo, yl]. Se cumple entonces
que
Op

_ Lo
- = a(s,x)ax + 2b (s, )

9?%p
ox?’
Demostracién. Sea ¢(z) una funcién que se anula fuera de un intervalo de longitud

finita. Sea
oo

B(s,x) = / o) p(s, | 1, y) dy.

— o0
Suponga que tg < s < u < t. Por la formula de Chapman-Kolmogorov

oo oo

es.0) = [ o) [ ps.lu2)p(u =] ty) dedy
= [ ps.zlue) [ ety dyd:
= /@(u,z)p(s,xm,z)dz.
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Es claro que la funcién ® tiene derivadas continuas ®,, ¢, y ®,,. Para un nimero

fijo u tenemos que
D(u,2) — P(u,z) = Pp(u,x)(z—x) + %@mm(u, z)(z — x)* + O(z — )3,

La propiedad (1) implica que

o0

O(s,z) — P(u,x) = / {q)(u, z) — @(u,x)}p(s,x |u, z) dz

= / {(I)(u, z) —(I)(u,x)}p(s,x|u,z) dz +o(h)
|21l <e

en donde hemos escrito h = u — s. Escribimos ademas
b, =, (u,z), b, = Pup(u, ), a=a(s,x) y b2 =b2(s, ).
La propiedad (3) implica que
/ (z—x)3p(s,x|u,2)dz < he.

|z—z[<e

Por lo tanto

O(s,z) — P(u,x) = @, / (z—x)p(s,x|u,z)dz

|z—z[<e

¢$$

M

/ (z — )% p(s, 2 |u, 2) dz + o(h) + O(eh).

|z—x|<e
Las propiedades (2) y (3) implican que

2
O(s,x) — P(u,z) = a®,h+ %(I)mh +o(h) + O(eh).
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Al dividir entre h = s — © tenemos

B 2
_q’(&wi _ f(uv x) = ad, + %(bm +0o(1) + O(e).

Haciendo que s — u obtenemos

2
—Py(u,z) = a®,(u,z)+ %@xm(u,x) + O(e).

Ya que € es positivo pero arbitrario, entonce el término O(e) se puede omitir. Asi

se obtiene que

[e%e] b2

Puesto que la funcién ¢(z) es arbitraria, entonces

b2

—ps(u,x) = apx(u,a:) + 51%30(“737)

Esto termina la prueba. |
A continuaciéon vamos a deducir la segunda de las ecuaciones de Kolmogorov.

Teorema 2. Suponga que la funcién p(s, z |t,y) satisface las propiedades (1), (2),
(3). Suponga ademds que las derivadas

0 0 0?

ap(S,fE‘t,y), a_y[a@?y)p(‘g?th?y)}? a—yz[bQ(t,y)p(S,xH,y)}
son uniformemente continuas. Se cumple entonces que

2

Gyp(ealt) = = latt)plsa | 6)] + 5 5 s,y

2 0y?
Demostracién. Sea p(z) una funcién con dos derivadas continuas y que se anula

fuera de un intervalo finito, de modo que



Se cumple entonces que

oo

tim = / p)p(t, x|t +hy)dy—p(s)} = alt, )@ (@) + 5021, 2) " (2). ()

— 00

Para ver que esta férmula se cumple nétese que las propiedades (1) y (2) implican

/(y—a:)p(t,:c|t—l—h,y)dy = / (y—x)p(t,z|t+h,y)dy+o(h) = a(t,z)h+o(h)
—oco ly—z|<e

para cada € > 0. Las propiedades (1) y (3) implican que

oo

/(y—x)zp(t,xﬁ—i—h,y) dy = a(t,z)h+ o(h).

Suponga que ¢(x) se anula fuera del intervalo [a,b]. Las propiedades (1) y (3)

implican que
b
/(y —x)3p(t,x|t+h,y)dy < eh+o(h).

Ahora es claro que (5) se verifica.

Sea A = % ofo o(y)p(s,z|t,y)dy. Entonces

. 1 oo o0
A= i o{ [ elwpsaltrhady— [ opsolt ) dz)

En vista de las ecuaciones de Chapman-Kolmogorov

1 o0 o0 o
A= lim{ [ o) [ saltopt ey dsay— [ o@p.e]n2)dz)
h—0 h

Al intercambiar el orden de las integrales

oo o0

A= /p(s,wlt,Z)}LLr%%{/w(y)p(t72|t+h,y)dy—so(2>}dZ-

— 0o — 0
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Ya que (5) se cumple, entonces

[ e gatseltndy = [ ps.elta{ow e+ 5206} =

Integrando por partes vemos que

[ stsszltwatt e s = - [ o) a6 do

Se cumple también que

[ s attnpe s wi = [ o) 2[00 0100

Resumimos lo anterior escribiendo

oo

0= [ ew)[5+ 5t) 5500 v

— 0

El teorema se cumple ya que () es una funcién arbitraria. [

37



Capitulo 3

Ejemplos de Procesos de Difusion

§1. Difusion de un Contaminante.

Consideremos la difusion de un contaminante en un medio ambiente como el agua.
Supongamos que tenemos un recipiente de longitud igual a L. Supongamos también
que la altura y anchura del recipiente son muy pequenos en comparacion con la
longitud. Entonces nuestro problema se reduce a un problema difusién en una

dimensién espacial.

Pensemos en una molécula de contaminante. Esta molécula es bombardeada
por las moléculas del medio haciendo que en cada instante se mueva en una direccién
aleatoria emulando un movimiento browniano. Si u = u(z,t) es la densidad del
contaminante en el punto x al tiempo ¢ entonces u satisface la ecuacion de difusion
que consideramos en el capitulo anterior. Ademads, en el problema que nos ocupa
tenemos un recipiente con una capacidad finita de contener agua. En particular, no
hay flujos de agua ni de contaminate desde ni hacia el recipiente. Por lo tanto en

nuestro problema se tienen las siguientes cuatro condiciones

up(x,t) = kfee(x,t), (1)
u(z,0) = g(z), (2)
u.(0,t) = 0, (3)
ug(L,t) = 0. (4)

Las condiciones (3) y (4) expresan el hecho de que no hay flujo en las fronteras

del recipiente, mientras la condicién (2) nos dice que la densidad del contaminante

38



en el punto x al tiempo t = 0 es igual a g(x). Notemos que la cantidad total de

contaminante en el recipiente estd dada por fOL g(z)dx.

Ahora vamos a emplear el método de separacién de variables para obtener una
solucién que satisfaga (3) y (4). Para esto proponemos una funcién de la forma
u(z,t) = X(x)T(t), donde X y T deben ser no triviales. Si u = X (x)T'(t) satisface

(1) entonces tenemos

X(2)T'(t) = kX" (2)T(%).

Por la condicién de no trivialidad podemos dividir entre kX (z)7T'(t) y asi vemos

que
T'(t) _ X"(x)
KTt~ X(z)

De aqui se obteniene que las dos funciones T'(t) y X (z) tienen una valor constante
—X en comun. El pardmetro A\ se conoce como constante de separacién. Si u =
X (x)T(t) satisface las condiciones de frontera (3) y (4), entonces tenemos que para
todo t > 0 se cumple que X'(0)T(t) = 0. Ya que T no es identicamente igual a
cero entonces se sigue que X’(0) = 0. De igual manera vemos que X'(L) = 0. Por

lo tanto entonces X y T satisfacen los siguientes problemas homogéneos

di;ig@ +AX(z) = 0, X'(0)=0, X' (L)=0, (5)
dT'(t) _
AT = 0. (6)

Puesto que el problema (6) no tiene condiciones de frontera entonces tiene soluciones
no triviales para cualquier valor de . Por otro lado, el problema de Sturm-Louville

(5) tiene soluciones no triviales solamente cuando A toma ciertos valores.
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Si A = 0 entonces la ecuacién (6) toma la forma X”(z) = 0, cuya solucién

general es

X(z) = Az + B (7)

donde Ay B son constantes. Tomando derivadas en (7) y aplicando las condiciones

de frontera obtenemos que Xo(x) = % resuelve el problema (5).

2

Sea A > 0. Entonces podemos escribir A = a® con a > 0. La solucién general

de (5) esta dada por
X(z) = c1 cos(ax) + cosen(ax). (8)

Tomando derivada en (8) y como « es positivo y ademas X'(0) = 0, entonces se
obtiene que ¢ = 0. La otra condicién implica c;asinaL = 0. Al ser X (x) no trivial
« debe ser una raiz de la ecuacién sen(aL) = 0. Por lo tanto

o = % donde n > 1.

En resumen, cuando A > 0 entonces

nmx

Xn(x) = cqcos (T)

es solucién de (5) para cualquier constante c;.

Sea A < 0. Entonces A = —a? con o > 0. La solucién de la ecuacién en (5)

esta dada por

X(z) = c1e* — cge™ . (9)

Derivando (9) y aplicando la condicién X’(0) = 0 se obtiene co = ¢;. Aplicando la

otra condicién de frontera

X(L) = cra(e®t + e = 2¢c;acosh(al).
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Como a y cosh aL son distintos de cero, entonces ¢c; = 0. En éste caso sélo se tiene

la solucién trivial.

Consideremos ahora la ecuacién (6). Cuando A = 0, tenemos a Ty(t) = 1 como

., 2
solucién. Cuando \ = ("L—”) entonces

_ (n7r)2k

T.(t)=e 27 '
es solucién de (6).
Cada uno de los productos (n > 1)

Uo(x,t) = Xo(l‘)To(t) = ) (10)

N =

un(,1) = X (@) To(t) = cos (1) . (11)

satisfacen las condiciones (3) y (4) y son solucién a nuestro problema de difusion.

Aplicando el principio de superposicion, obtenemos que la serie

oo
(n7r)2k
u(z,t) = %—I—che_ 17 ' cos (”Lﬁ> (12)
n=1

también es solucién de dicho problema. Ya que la condicién inicial (2) tiene lugar,

entonces
Co > nmwx
g(x) = 5 + nz_:lcn cos (T)

De aqui se obtiene el valor de los coeficientes ¢,,. En efecto, ¢, estd dado por

L
Cn = %/g(w) cos (?) dz. (13)
0

La solucién de nuestro problema de difusion estd dado por la serie (12) junto con

la féormula (13) para los coeficientes ¢, .
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§2. Proceso de Ornstein-Uhlenbeck.

En este apartado vamos a aplicar las ecuaciones de Kolmogorov para obtener la
funcién de densidad condicional de un proceso de difusién sujeto a una fuerza que
lo hace moverse hacia el origen como estado de equilibrio. Asi entonces vamos a
pedir que

lim ZB[E(t+h) ~ £(0)] £() =y] = ~ay

en donde « es una constante. Esta relaciéon nos dice que si al tiempo ¢ el valor del
proceso es £(t) = y, entonces hay una tendencia a moverse hacia el origen, es decir
hacia el estado & = 0. Por lo tanto podemos aplicar la segunda de las ecuaciones

de Kolmogorov con
alt,y) = —ay y b*(t,y) = 26
en donde [ es una constante.

Consideremos entonces la ecuacién

op 0 9%p

& _ - = 14
T aay(yp)+ﬁay2 (14)
con las tres condiciones
) ) 0 .
ly|—o00 lyl =00 Oy t—=0

en donde 0(x) es la delta de Dirac. Para resolver (14) sea

oo

o(6) = / (g | t, ) dy.

— 00
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Noétese primero que

/ 629ya—y(yp) dy = e”yyp' — i / eyp dy
_ 0 [ 10y
= 9%/6 pdy
0¢
0%

Por otro lado tenemos que

/ewyg_z dy = ep|  —if / epdy = —ifp(0).

De forma similar se obtiene
T oy 0% 0y 0P|~ [ oy 0D
Wy~ =2 gy = Wy 2L —'9/ Wy 2L dy = —024(6).
/e oy W = ¢ 33/‘_00 i e, W »(0)

De la ecuacién (14) ahora tenemos

A% + B% = C endonde A=1, B=af, C=—-p36%. (15)

Esta tltima es una ecuacion diferencial parcial cuasilineal. Supongamos ahora que

la ecuacion

F(t,0,6) = ¢ (16)

define una solucién de (15) en el sentido de que (16) determina a ¢ como funcién

de t y 0 de tal manera que (15) se satisface. Se cumple entonces que

oF  0F0¢ _ oF  OF9¢ _
ot | 9o ot Y 86 9606
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Por lo tanto
00 _ P 00 _ B
ot~ F, Y 0 Fy’

Al sustituir estas expresiones en (15) vemos que
AF, + BFy+CF; = 0. (17)
Esta ultima ecuacion se puede escribir como
(Ai+ Bj+ Ck)-VF = 0.

Puesto que VF es un vector normal a la superficie F' = ¢, entonces la ecuacién (17)
afirma que el vector Ai + Bj + Ck es perpendicular a la normal de la superficie
F = c y por lo tanto Ai + Bj + Ck yace en el plano tangente. Por lo tanto, en
cualquier punto de la superficie F' = ¢, el vector Ai + Bj + Ck es tangente a una

curva contenida en F' = c.

Se desprende de nuestra discusién que la ecuacién (15) determina un campo
vectorial V = Ai + Bj + Ck en alguna regién de R3. Si una particula se mueve a
partir de un punto inicial de tal manera que su direccién siempre coincide con V,
entonces se genera una curva. La curva asi generada se llama curva caracteristica

de la ecuacién (15).

Es facil ver que cualquier superficie construida “pegando” un conjunto de curvas
caracteristicas tendra la propiedad de que cada plano tangente contiene al vector

Ai+ Bj+ Ck.

Sea r el vector posicién de un punto en una curva caracteristica y sea s la

longitud de arco de la curva. Entonces el vector tangente unitario esta dado por

de  dt. do. do
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La condicién de que este vector tenga la misma direccién que Ai+ Bj+ Ck implica

que existe un niamero p tal que

dt 46 dé

Se obtiene entonces que

do B do C I6;
—_— = — = 9 —_— = — = ——6 .
a A Y 0 ~ B a?
Por lo tanto
fe " = ¢ y ¢e%92 = Co.

Estas dos ecuaciones representan dos familias de superficies, tales que la interseccion
de una superficie en una familia con una superficie en la otra familia resulta en una
curva caracteristica. Si consideramos ahora una familia uniparamétrica de tales
curvas caracteristicas, entonces vemos que entre ¢y y ¢y existe una relacién funcional.

Por lo tanto, existe una funcion v tal que
gbe%e2 = (e ).
Ya que p(x|t,y) — d(y — =) cuando t — 0, entonces

e = lim ¢(0) = Y(0)e 2=

t—0

Se deduce entonces que

B

20

?(0) = exp {i@xe_o‘t 6%(1 — e_QQt)}.

Se reconoce esta como la transformada de Fourier de la densidad

1 1 2
plelt) = o= ew{ = g 0= m)’)
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en donde
m(t) = ze y o?(t) =

La funcién obtenida p(x |t,y) caracteriza completamente al proceso de Ornstein-

Uhlenbeck.
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Glosario

Lipschitz. Una funcién f : [a,b] — R es de tipo Lipschitz, si existen dos constantes

positivas M y « tales que

[f (@) = f(y)] < Mlz—yl*

se cumple siempre que a <z <y < b.

Notacién O. Sea a € RU { £ o0o}. La notacién f(z) = O(g(z)) cuando z — a

significa lo siguiente.

(a) Que g(x) > 0.
(b) Que existen dos constantes A >0 y B > 0 tales que |f(x)| < Ag(x) se cumple

para todo x tal que |z —a| < B.

Por lo general se omite escribir “z — a” ya que del contexto es claro hacia donde
tiende x. Se dice que O es el simbolo de Landau (Edmundo). La constante A se

conoce como la constante implicada en la notacion de Landau.

Notacién o. Escribimos f(z) = o(g(z)) cuando z — a siempre que f(z)/g(z) — 0
cuando x — a. Se dice que f es o chica de g. Esta Notacion también se debe a

Edmundo Landau.

Notacién <. Escribimos f < g en lugar de escribir f = O(g). Esta notacién se
debe a I.M. Vinogradov.

Debe notarse que algunos autores escriben f < g en lugar de escribir f = o(g).
Sin embargo este no es el sentido de la notacion de Vinogradov. Los simbolos “0”

y “<” no son sinénimos. Los simbolos “O” y “<” si son sinénimos.
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Conclusiones

Gracias al trabajo de redaccion de esta tesis, los participantes en la redaccién de
la misma aprendieron sobre los procesos de difusién. Este conocimiento adquirido
sobre procesos de difusién les permitird abordar en el futuro distintos problemas
sobre la explotacion 6ptima de recursos naturales asi como también problemas de
tipo financiero. En particular, se aprendié el significado de las dos ecuaciones de

Kolmogorov.

Como tema de trabajo posterior queda el abordar los procesos de difusién desde

el punto de vista de la teoria de integracién de K. Ito. Ver [9].
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