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Resumen

Estearticulo presentalagenia génesisdel tratamiento delas ecuacionesintegrales
estrechamente vinculadas a algebralineal en espacios de dimension finita. En 8 1 se
sittalaimportanciade lateoriade Fredholm en laingenieria, en § 2 seladestacacomo
fuente generadoradelos principal estopicos del andlisisfuncional, en § 3 se establecen
lasrestriccionesdel tratamiento, en § 4 se presentael lenguaje en el queresidelateoria
expuestaen 8 5 que incluye una prueba de la alter nativa de Fredholm para el caso de
nucleos separables en § 6, las nociones de bifurcacion y espectro se tratan en § 7-8.
Finalmente, § 9 sefialaladireccion hacialaque se orientan las extensiones aclases més
inclusivas de espacios funcionales, y en § 10 algunas referencias hibliogréficas con
material desarrollado en un amplio rango de niveles.

§ 1. Introduccion

En un listado de tépicos que no pudiesen estar ausentes de
cualquier especialidad delaingenieria, seguramente hallariamos
el de las ecuaciones diferenciales ¢estaria también €l de las
ecuaciones integrales? Si juzgamos por su presencia en el
curriculum de las carreras de ingenieria en nuestro medio, la
respuesta es negativa. Aunque pasaramos por ato la estrecha
relacién entre ecuaciones diferencialesy ecuacionesintegralest,
convendria tener presente que la teoria surge a principios del
siglo XX parasatisfacer necesidades de laingenieria, como surge del titulo del articulo
de Erik Ivar Fredholm (1866-1927): Sur une nouvelle méthode pour la résolution du
problémede Dirichlet. Lasiguientelistade mateméti cosimpresiona: Volterra, Neumann,
Schwarz, Riemann, Hadamard, Picard, Poincare; pues todos ellos habian obtenido
resultados que ahora resultaban ser solamente especies del género méas amplio que
exponia el matematico sueco: las ecuaciones integral es de Fredholm, que hicieron un
lugar aSueciaen el carécter de absoluto dominio franco-germano deladiscipling.

Un breve y aproximado recorrido cronolégico puede ayudar a situarnos en la
magnitudy alcancedd articulo de Fredholm. Si dgjamos apartelas siempre omnipresentes
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y universales contribuciones de Euler que hacia 1737° yautilizaba en laresolucion de
ecuaciones diferenciales | as transformaci ones integral es que hoy conocemos como de
Laplace con sus transformadas de la forma [1], posiblemente podamos decir que las
primeras ecuacionesintegralessurgen en Franciahacia 1811, como esel caso deexpresion
[2], que fuera resuelta por Fourier mediante la expresion [3], hacia 1823 tenemos la
ecuacion integral de Abel dadapor [4] y del quediolasolucion[5], y queforman parte
de un tipo més amplio de ecuacionesintegral es conocidas como de Volterra, delaque se
tienen las variantes de primeraespecie [6] y de segunda especie[7].
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Que las cuatro Ultimas integrales a su vez quedaran incluidas en una clase mayor
gue las unificaba con una teoria comln a todas €llas, no podia sino causar un alto
impacto. Un habitanteilustre de Konisberg*, David Hilbert, presencié en el Seminario
deHilbert, en Gétingen (invierno de 1901) laponenciade un estudiante escandinavo (E.
Holmgrem), que resumia los trabajos de su profesor en Estocolmo: Fredholm. Pues a
Hilbert no sele paso por alto laimportancia de lateoria de Fredholm (los Espacios de
Hilbert® fueron € lugar natural haciael quefluyé lateoria, y entre 1904 y 1910 Hilbert

3. Cf. REY PASTOR, J. Pl CALLEJA, P. y TREJO, C. (1965): XXXIX, Nota VIII, p. 487.

4. Konisberg, en la Prusia oriental, ha sido una cuna de asombrosa fecundidad: alli nacieron
Immanuel Kant, Karl Neumann, Otto Hesse, Gustav Kirchhoff, Lipschitz... Cf. [http://www-
history.mcs.st-andrews.ac.uk/BirthplaceM aps/Places/K onigsberg.htmi]; BOYER, C., MERZSBACH,
U. (1989): p. 688; pp. 679-680.

5. Cf. MASLOV, V. P. (1982): Cap. 2, § 3, pp. 137-144; SOBOLIEV, V. y LUSTERNIK, L. (1999):
Chapitre. 11, 83, pp. 84-93.
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publicd cuatro articulos sobre las ecuaciones integrales en el Gotingen Nachrichten,
gueyasientan de modo irreversible las visiones propias del andlisisfuncional), dando
impulso alo que se convirtio en el mayor objeto deinvestigacion durantetodo el primer
cuarto del siglo®, desarrollandose por decenios, siendo considerada una herramienta
universal para la resolucién de los problemas de la ingenieria con condiciones de
frontera’ ¢Estaal acance de un estudiante de ingenieriaque no haseguido un curso de
andlisis funcional? ¢Le es de alguna utilidad? Este trabajo constituye una respuesta
implicitaaambas preguntas.

§ 2. El objeto

Un vistazo alas fechas anotadas consignadas en § 1 basta para comprender que ha
pasado ya mucho tiempo de tales desarrollos, y no creo imposible que alguien se
preguntara si merecen la atencion del que se esta formando en laingenieria, como lo
hicieraaguel estudiante de epistemol ogia que consideraba poco menosqueinditil intentar
sacar algo de un tipo que vivio hace ya mas de dos mil afios y no conoci6 la ciencia
moderna®. El objeto de este trabajo es defender laafirmacion de que no es despreciable
lo que un estudiante de ingeni eria puede obtener de untal Fredholm; aunqueladefensa
podriasostenerse desde diversas aproximaciones, noslimitaremosaenfocar lafertilidad
quesurge delaasociacion delateoriade Fredholm con el dgebralinedl, llavedirectaa
calculo numérico potenciado por latecnologiaactual . En unapalabra, si aunaecuacion
integral, por lo general deextremacomplejidad, puede corresponderleun sencillo sistema
de ecuacioneslineales, lacomplegjidad se habradiluido. En ese paso delo infinito alo
finito también fue Hilbert el legislador por excelencia®. Asi, el foco estamenosen las
ecuacionesintegraleslinealesde Fredholmy €l dlgebralineal en espaciosvectoriaesde
dimension finita, que en laintuicion de laanalogial® que se ha explotado entre ellas;
una extensién muy breve permite presentar lanocién bifurcacion.

§ 3. Las limitaciones

Hemos sido deliberadamente vagos al momento de precisar |os términos; ¢en qué
sentido se‘ asemeja’ unaecuacionintegral aun sistemalineal ? (Qué quieredecir quela
solucién del problema lineal es una aproximacion de la correspondiente ecuacion
integral? No es dificil contestarlo conceptual mente, todo depende de lamedida que se
utilice para definir el tamafio de unafuncién y la distancia entre dos funciones esto es
delo quellamamos unanorma.

6. Cf. BOYER, C., MERZSBACH, U. (1989): p. 688; O' CONNOR, R y ROBERTSON E. (2002):
p. 2; RIBNIKOV, K. (1991): p. 383; BOMBAL, F. (2003): p. 3; BOURBAKI, N. (1972): pp. 3-28.

7. Cf. GARDING L. (1998): p. 7.

8. Aunque d tipo fuese d mismo Platon, Cf. FEYERABEND, P. (1991): Primer Dialogo, Jack, p. 11.

9. DIEUDONNE, J. (1976): p. 313.

10. Cf. LOPEZ, C. (2007): p. 35.
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Ahorabien, unanorma asegura axiométicamente un conjunto de transformaciones
legitimas sin especificar qué tipo especifico de norma se estd empleando, y €l punto
clave es que a momento de decidir una, quedan limitadas |as funciones que resultan
admisibles como solucién de unaecuacién integral. Se comprende deinmediato que el
punto no es menor, como tampoco lo esen laaritméticaelemental, dondelasolucién de
la ecuacion cuadratica 2 x? + 3 x — 2 = 0 depende del conjunto del que consideremos
admisible extraer las soluciones: ninguna solucién en el conjunto de los nimeros
naturales, una (el valor —2) en el conjunto de los enteros, dos (losvalores—2y ¥2) en el
conjunto delos nimerosracionales, y yanada se afiade aungque ampliemos €l conjunto
alos nimerosreales.

Laanalogiaanterior acanzaparaver que, por logeneral, ampliar € conjunto admisible
de soluciones carga un precio implicito en la refinacion de la estructura conceptual
necesaria para definirla. En un nivel muy amplio de generalidad tendriamos espacios
topologicost (donde hastalamismanormahasido eliminada), otrosintermediosutilizan
unamedidade L ebesgue® resultando asi |as ecuacionesintegrales de Fredholmen LY,
L2, LP, o bienlimitarnosalanormadel supremo, que posiblemente no seatan exigente
con laintuicion en unaprimeralectura®®.

Aqui preferimos recordar la observacion que, del abate Terrasson, nos recuerda
Kant: si se mide la magnitud de un libro no por €l niimero de sus paginas sino por €l
tiempo que se necesita para comprenderlo... mas de un libro resultaria mucho mas
corto si no fuera tan corto'; pues nuestro articulo no sera tan breve, intentando
generar unacomprension intuitivadelaideatal como fue explotadapor sus creadores,
omitiendo casi todas las pruebas, las que pueden encontrarse sin dificultad en la
bibliografiaalaque remitimos. También, y conformeanuestro objetivo, €l articulono se
construye sobrelossillaresdel andlisisfuncional, aunque selo sefialacomo €l lenguaje
en el que los hechos adquieren su pleno sentido.

§ 4. Definiciones, notacion y un ejemplo

Representaremos con una letra mindscula en negrita un elemento del espacio
vectorial R", de modo que u es una matriz columna cuyas componentes designamos
conu;, siendo i lavariableindicial quetomavaloresi =1, 2, ..., n; lasmayusculas en
negritalasreservamos paradesignar unamatriz del espacio R™", demodo queK esuna
matriz cuadradaen cuyafilai, columnaj sehallael elemento Kj;; con K* designamosla
matriz transpuestadelamatriz K, esto es (K');; = Kj;. Conlaexpresion K; designamosla

11. ARMSTRONG, M. A. (1991): Caps. 2-3, pp. 27-65.

12. SOBOLIEV, V. y LUSTERNIK, L. (1999): Chapitre. I, §, pp. 12-20.

13. PIPKIN, A. C. (1991): I, pp. 1-42; REY PASTOR, J. et al (1965): Ap. I, §§1-6, pp. 549-
586; PRZEWORSKA-ROLEWICZ, D. y ROLEWICZ, S. (1998): Part D, Chapter |, §§1-5, pp. 319-
330; KOLMOGOROV, A. y FOMIN, S. (1975): Cap. X, § 3, pp. 507-527.

14. KANT, I. (2004): Critica de la razon pura. Prélogo de la primera edicion. Buenos Aires:
Libertador.
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columnai-ésmadelamatriz K . Finalmente, en R" definimosel producto interno canénico
comolafuncion(,): R"xR" > R:

[ (u,v)=u'v Producto interno en R"

Con estanotacion, resultainmediato que se verifica, paratodamatrizK y cualquier
par devectoresu, v laidentidad [2]

[2 (u,Kv)=(K'u,v) (Prueba: (u,K v)=u'K v=u'(K")t'v=(K'u)' v=(K'u,v) O

Llamando V a espacio de las funciones continuas'® en un intervalo [a, b], y
representaremos con unaletraminisculaun el emento cualquierade V, de maneraque u
es el nombre de unafuncion continua u: [a, b] —> R; definimos el producto interno en
el espacioV comolafuncién(,): VxV— R:

[ (u,v)= I bu(x) v(x)dx Producto interno

Sean dadoslosintervalos 2, =[a,b],{2,=[a, b], el rectangulo €2 = 2, x Q€
campo escalar K definido en el rectangulo 2, estoesK: {2 — R que consideraremos
de cuadrado integrable en (2. Sean ademés f una dada funcién escalar continuaen [a,
b]. Llamamos a[4] ecuacionintegral de Fredholm de primeraespecie, y a[5] ecuacion
integral de Fredholm de segunda especie; en ambos casos, resolver laecuacion integral
consisteen hallar unafuncién escalar u definidaen € intervalo[a, b] tal quelaigualdad
severifique paratodo x en eseinterval o; como en laanal ogiaaritméticaque propusimos
en § 3, el conjunto en el que consideremos admisible buscar tal es sol uciones puede ser
muy diverso: lollamaremosW. El campo escalar K esel niicleo o kernel delaecuacion
de Fredholm.

[4 2 Kexy)uly)dy =fx) Fredholm primeraespecie
[5] u(x) =f{X)+f§ K(x, y)u(y)dy Fredholm segunda especie

Si en beneficio delaana ogiagque nos ocupanos permitimoscierto abuso delanotacion,
utilizamos e mismo simbolo K paradesignar el operador que nosconviertetodafunciénu
ensutransformadaintegral connlicleoK (dejamosquesead contexto @ quelasdiferencie
refiriéndonosal operador K o al kernel K), podemosdefinir el operador K: W— W tal
gue paratodafuncién u en W setiene[6], cualquieraseax en [a, b]

15. Este conjunto es mucho mas restrictivo que lo necesario para la teoria
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[6] (Ku)(x) =] K(x,y)u(y)dy OperadorK

Conladefinicién anterior las ecuacionesintegralesde Fredholm [4] y [5] sereescriben
como[7], [8] respectivamente.

[7] Ku=f Fredholm primeraespecie
[8 u=f+Ku  Fredholm segunda especie

Estamos en un punto en el que podemos establecer un primer paralelo entre el
algebralineal de dimensién finitay € andlisis funcional; antes observamos que dada
unamatriz K, su traspuestaK® verificalaexpresion [2] y trasponer unamatriz consiste
en permutar filas por columnas ¢cémo podriadefinirse algunatrasposicién en el andlogo
continuo K deunamatriz K ? Larespuesta esingeniosay en algun sentido muy natural:
jutilizar el correspondiente a[2] pero ahora como definicion de K!'! Decimos asi que,
dado K, &l campo K es por definicion el que verificalaexpresion [9], paratodo par de
funcionesu, venV.

[9 (uKv)=(K'u,v) DefiniciondeK:

Podriamos querer unacaracterizacion masdirectade K queno nosobligaraaextraerla
delaexpresion anterior; eso esrealmente sencillo, bastadesarrollar € primer miembro
de[9] teniendo en cuentalas definiciones[3] y [6] resultando asi que esvalido [10]

[10)

@ Kv)=Pue0 (7 Kx vy dyydxe=[2 [P Ky x)u@ dx viy)dy = K'u,v)

Asi, hemos probado [11], que muestra el analogo continuo de la trasposicion de
matrices. en lugar de permutar filas por columnas, se permutan lasvariables.

[1] K'(x,Yy)=K(x,y)Propiedad de K"
El kerndl K asemejaaunamatriz K en otras muchas direcciones; sefidl emosuna. La
potenciade unamatriz K " se define recursivamente poniendo que K1 =K, K"= K"K,

y podemos hacer algo similar con €l kernel, escribiendo K =K y lasrestantes potencias
dadas por laexpresion [12]

[17 K"y =0 Kx&) K™E, y)dg
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Ahora consideremos los sistemas lineales de ecuaciones en la incognita u dados
por lasexpresiones[13] y [14].

Ku.=f coni=l2,..,n
[13] ; 57

n
(14 u, =j;+2K,.juj. con i=12,...,n
J=1

L asanteriores pueden escribirse enlamés compactanotacion matricial como[15] y [16]
[19 Ku=f
[16] u=f+Ku

Conlasnotacionesasi establecidas, s observamosjuntas|asecuaciones[7: K u=f] y
[15:K u=f] d igua qued par deecuaciones[8: u=f+K u] y [16: u=f + K u] nosresulta
evidente la semejanza ya que sdlo difiere en el caracter negrita, pero sabemos que en
tanto las primeras son ecuacionesintegrales en laincégnitau, |as segundas son sistemas
linealesenlaincAgnitau. Podriamosdecir ahoraquelateoriade Fredholm trasladaesta
similitud del fenotipo al terreno conceptual, y que esaintuicion estabayaen lostrabajos
de Volterra, cuyas ecuaciones integrales resultan un caso de las de Fredholm?6.

Laintuicién mateméticanos ayuda adiferenciar conceptual mente lasintegrales de
primera especie K u = f de las de segunda especie u = f + K u, en un aspecto muy
esencial; el operador K actla suavizando los argumentos funcionales que recibe, de
modo que laecuacién K u =f tendra solucion sdlo si f misma es lo suficientemente
suave; en otro lengugje, podemos decir que el efecto de suavizado que introduce €l
operador K constituye una pérdida de la informacion solo recuperable si la salida
contempla tal desaparicion'’. Sirva de ilustracion la concreta ecuacion integral dada
por [17], conkernel K: [0, 1] X [0, 1] — Rtal queK(X,y) = &Y.

[17] ('} g u(y)dy =senx
Esclaro quecuaquierasealafuncion u quesequieraconsiderar, € miembroizquierdo

esun mltiplo delaexponencial, esto esque parael operador K setienequecualquiera
sealafuncion u, es(Ku) (x) = c €, siendo c €l valor dado por [18].

16. El que resulta cuando es K(x, y) = 0 paray > x; Cf. PIPKIN, A. C. (1991): V, § 5.1, p. 92.
17. Cf. TOLEDO, C. (2000): p. 2.
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[} e u(y)dy

[18] ¢

Por tal motivo, noexistefuncionuta queK u=f, paralafunciénf: [0, 1] — Rta que
f(x) = sen x. También podemos apreciar en este e emplo el fuerte efecto de suavizado del
operador K: por retorcidaque resultaralafuncion de entrada u, lafuncion de salidaes
unaexponencial, y por lo tanto de clase C *° ; paraponer un caso extremo, si a ingreso
tenemoslafunciénimpulsivadeltade Dirac dadapor & (y —Y4), entonces esclaro que
de[18] setiene[19], por lamismadefinicién deladistribucién deDirac.

199 ¢= {'] e s (y—=1/2)dy e !

Asi resultaque latransformadadel impulso es (K &) (x) = €2, lo que muestra
gue el efecto de suavizado ha sido tal que pudo transformar una distribucion en una
funcién analitica. Ahora en cambio consideramos la ecuacién integral de segunda
especie con el mismo kernel anterior, esto es[20], observamos que lasoluci6n debe ser
u(X) =senx + c €, con ¢ dado por [18], que ahora puede determinarse reemplazando u
en [18] paraobtener [21] de donde resultael valor dec.

[20] u(x)=senx + _[('] FY u(y)dy

R e L T K 3 e —(sen 1+cos 1)
[2] e=], e “[seny+ce ]Jdy =c= 5
e

Podemos obtener todavia una intuicién del motivo por e que las integrales de
Fredholm de primeraespecie K u =f son tan exigentescon lafunciénf, si presentamos
una aplicacion directa que podemos tomar del area de laingenieriacivil, paralo que
consideramos ladeformaci 6n de un cable delongitud unitariapreviamente tensado con
solicitacion axial unitaria, que se halla en su posicién de equilibrio coincidente con €
segmento horizontal sujeto en los extremos x = 0, X = 1, mientras que sea u (y) la
distribucién de cargas sobre el mismo (la admitiremos peguefia frente a la tensién
unitariainicial), con0<y < 1. Definimosel kernel K segiin[22]

x(l-y)si0<x<y

K -
2 Kxy) {(l-x)y siy<x<l

En tales condiciones lateoria de la elasticidad nos permite obtener la deformacion
f(x) en cada punto de abscisa x debida a la distribucién de cargas dada por u (y),
mediante laexpresién [23], queno esotraque laexpresion [4] paraa=0, b=1.

100



[23  J, K(x,y)u(y)dy =f(x)

Sin embargo, es de importancia préactica en d disefio la
La carga u provoca la

deformacion f respuestaunapreguntadistinta; yano ¢cud esladeformacion
que genera esta determinada carga?, sino ¢cud distribucion

I\/M de carga podemos admitir para una dada deformacion
[ ul) 4 aceptable? Se comprende deinmediato lo anterior si sesabe

que las normas constructivas no solo fijan solicitaciones

o -;Ex-} """ admisibles, sino también deformaciones admisibles.
Para contestar una pregunta como esa, naturalmente

debemos poder resolver la ecuacion [23], esto es una
ecuacion de Fredholm de primera especie, y no es dificil
imaginar, ahora desde la mera sensatez antes que de los desarrollos tedricos, que no
podemos aceptar que para cual quier deformacion imaginadadel cablevayaaexistir un
estado de cargas que lo provoque; no muchos creeran, por eiemplo, que haya un
estado de cargas para el que € cable adopte laformade laletrapsi (V). También €
gjemplo permite concebir €l efecto suavizante del operador K, aqui materializado por €
elemento estructural, que no selimitaacopiar lainformaciéntal comolarecibe, sinoque
latransforma en una deformacién consistente con su propia naturaleza.

§ 5. La teoria de Fredholm

Ahoratenemosel lenguaje apropiado pararesumir € modo seguin el cual lateoriade
Fredholm se liga a los resultados mucho mas sencillos y conocidos de los sistemas
lineal es; una de las mayores originalidades consiste en el fecundo empleo de un cierto
atajo para sustituir €l arduo problema de la existencia por €l mucho més accesible
problema de la unicidad, hasta el punto que algin autor llama a los resultados de
Fredholm como curiosos teoremas oblicuos'®, para destacar este rodeo ala existencia
a través del terreno de la unicidad. Nuevamente, volvamos sobre las ecuaciones
integrales de Fredholm de segunda especie dadas por las expresiones[5] y su version
en lanotacion compactade [8] del § 4, y que aqui repetimos en [1]

[ u=f+K uFredholm segunda especie

Bajo ciertas adecuadas hipotesis acerca de los conjuntos admisibles alos que
pertenecen las funciones K, f, (0, tiene lugar la siguiente afirmacion: si la tnica
solucion de la ecuacion K (@ = (0 es la trivial, entonces para una cualquier f
dada existe una Unica solucién de la ecuacién u = f + K u, esto es que jbasta
probar unaunicidad paraprobar unaexistencial si yaeso solo no fuerasuficiente,

18. PIPKIN, A. C. (1991): § 1. 2. p. 3.
101



C&T - Universidad de Palermo

la teoriatodaviaafiade |o que sucede cuando laecuacion K (0 = (p tiene soluciones no
nulas: en tal caso laecuacion dadapor K' y =y también tiene solucionesno nulas, y
entonces laecuacion u =f + K u tiene solucién sii paratoda solucion de laecuacion
K"y = y lafunciénf verifica[2], llamada condicion de Fredholm: (y, f) =0,y de
hecho para cadauna detalesf, tieneinfinitas soluciones [3] y son todas de laforma
u=u,+ (, siendo u, una solucion cualquieray (p unasolucion de K @ = (0. De un
modo muy sucinto estos resultados conforman el nlcleo de lateoria, y ali reside
el sentido de laexpresion utilizada con cierta solturade que launicidad implicala
existencia.

[2 (g, f)=0  Condicién de Fredholm, con K"y =y

[3 u=u,+¢@ Soluciondeu=f+Ku,conK Q=0

L as afirmaciones anteriores son en todo andlogas a las que tienen lugar en €l area
del dlgebralineal en espacios de dimension finita, y queremos ponerlo en evidencia
trayendo a primer plano lo esencial delasrelaciones entrelos espacios fundamental es
de unamatriz*®, limitandonos aunametriz cuadrada. SeaK € R™", (p € R™ sabemos
queM @ esunacombinacion lineal delascolumnasdelamatrizM 2y que por definicion
M (@ = 0 tiene por Unica solucion (p = 0 sii las columnas de M son linealmente
independientes, y entonces forman una base de R", esto es que para todo vector h de
R" existe una tnica solucion de M u = h. Puede verse que es esencialmente el mismo
resultado aplicado alas matrices: si la tnica solucion de la ecuacion M @ =0 esla
trivial, entonces para una cualquier h dada existe una Unica solucién de la ecuacién
M u = h. También podemos decir ciertamentelo que sucede cuando € conjunto solucion
de® M (p = O tiene soluciones distintas de latrivial: en tal caso se tiene que Nul
(M) estara generado por q vectores linealmente independientes, Nul (M) = gen
{®1, Oy, ...,(4}, siendo entonces el espacio columna de M de dimension n — g,
resultando su complemento ortogonal de dimension g no otracosaque el conjunto de
los vectores ortogonales a las columnas de M, que son las filas de M?, esto es €
conjunto de los vectores y de R" tales que M*' @ = 0y que abreviadamente indicamos
como Nul (M), y como €l rangode M y M esel mismo, entoncesladimension de Nul
(M?) estambién g, y podremosescribir Nul (M?) = gen{\p,, p, ..., \p,} . Hemosprobado
entoncesqueM (p = Otienesolucién notrivia sii M' y = Otienesolucién notrivial, y
gue ambos espaci os tienen lamismadimensi én, que hemos|lamado g ¢qué sucede con

19. Cf. STRANG. G (1986): Cap. 2, pp. 55-115; HOFFMAN, K y KUNZE, R. (1973): pp. 3-66.
20. El subespacio de todas €llas es columna de la matriz y se designa con col (M).
21. El subespacio nulo de M, designado por Nul (M).
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el sistema M u = h en este caso? Pues que si suponemos que tiene una solucién,
entonces es, para cualquier p tal que My = O:

[4 (p.h)=(g.Mu)= M'y,u)=(0,u)=0

Asi vemos que paraque el sistemaM u = h tenga solucidn es necesario que h sea
ortogonal ay, esto es que verifique la[5] condicion de Fredholm (g, h) = 0; en caso
contrario, h no pertenecea col (M) y por lo tanto el sistemano tiene solucién. Quela
condicion de Fredholm es también suficiente puede verse deinmediato: si (g, h) =0, es
queh esortogonal a Nul (M?), esto es, perteneced col (M), y por lotantoM u =htiene
solucion. En ese caso, cuanto al caracter de la solucion, sabemos que viene dado por
[6], conu, unasoluciondeM u =h,y ( unasolucion cualquieradel sistemahomogéneo
M @=0.

[5] (¢,h)=0  Condicion deFredholm,conM'y =0
[6] u=u,+ @ SolucibndeM u=h,conM @ =0

Lapruebade[6]: si uyestal queM uy=h, entoncesM (Ug+ P )= M ug+M Q=
h+0=h,luegou=u,+ ( estambién soluciéndeM u = h; por otrapartesi u; esuna
cualquier otra solucién de M u = h, entonces u; — U, €s una solucién del sistema
homogéneo, puesM (u; —upg) =M u; —M U, =h-h =0, estoes(p = u, —u, satisface
M ¢ =00

Lasexpresiones[5] y [6] tienen unasimilitud con[3] y [4]; pueden todavia hacerse
idénticas salvo por lanegritas enlugar de denominar, como lo hemosvenido haciendo,
M alamatriz de nuestrosdesarrollos, escribimosM =1 —K, siendo | lamatriz identidad
de R™", de modo queresultan asi [7] y [8], en correspondencia perfectacon [3] y [4].

[7] (¢,h)=0  Condicion deFredholm, con K"y =y
[8l u=u,+@ Solucibndeu=h+Ku,conK @ =

Llegamos asi a ver que lateoriade Fredholm tiene como resultado fundamental la
[lamada alter nativa de Fredholm que afirmaque o bien u=f + K u tiene una solucién
(y solo una) para cualquier f en W, o bien la ecuacion K (p = (p tiene solucion no nula,
y que este resultado reproduce en el espacio de las funciones lo que ya podemos
afirmar en | os espacios vectorial es de dimension finita Como dijimos, también la
teoriadicelo que sucede cuando se da el segundo caso delaalternativa: la ecuacion
u=f + K u tiene solucién para aquellas funciones f (y sblo para ellas) que son
ortogonales a toda solucién de K' @y =, esto es que satisfacen la condicion de
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Fredholm (v, f) = 0. Con admirable sencillez, Fredholm nos presentatodo |o que puede
suceder desde el principio (o0 bien...) y ademas nos dice |o que podemos esperar en €l
segundo caso de la aternativa; esta también aqui la cuestion de la unicidad como
suficiente para la existencia, tal como implicitamente lo sefidla el primer caso de la
alternativa, esto es que basta probar launicidad de lasolucion trivial deK (0 = ( para
asegurar laexistencia(y también unicidad, paracualquier f) deu=f +K u.

§ 6. Integrales ‘disueltas’ en sistemas

¢Laanalogiaentrelossistemasy las ecuacioneslineales puedeir todaviamas|lejos?
Lasrespuestas aunapreguntatan general son en verdad muy diversas; en este apartado
damos la respuesta que habria dado Fredholm, siempre que le hubiésemos asegurado
gue el kernel K de sus ecuaciones integrales fuese de una clase particular, que
denominamos separable. Decimos que un kernel K es separable de rango n si existen
dos conjuntos de n funciones f,, g, linealmente independientes tales que para todo
punto (x, y) de€2 severificalaexpresion [9], como podriaser, por eiemplo el kernd K (x,
y) =&Y que utilizamosen & jemplo queseiniciaenlaexpresion [17] del § 4, yaque
efectivamenteesK(x, y) =€ eV,

M Koy =6 g(y)  Kemel separable
i=1

Si recordamoslaexpresion 84. [6], tenemoslaexpresion[10]

[0 (Ku) =] Kcyuydy =]2 Y fix) g0)um)dy

i=1
Ahorabien, si definimoslosnimerosincognitau; como u; = (g; , u), con el producto
interno como en § 4. [3], tenemos[11]

1w, = (g, 0= g )u)dy

Entonces podemos escribir [10] de un modo méassimple como[12]

[12 (Ku)) =D uf(x)

Tomamos ahora la ecuacion de Fredholm [13], y hacemos su producto interno por
0;, paraobtener [14]

[13] u(x)=hx)+ (Ku)(x) =h(x) + > K(x,y)u(y)dy
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(14 (g, W=(g, M+ (g Ku

Ahorabien, si definimoslosnumerosh, comoh;, =(g; , h), y los nimerosK;; como
Kj; = (g, f;) con el producto interno como en § 4. [3], tenemos [ 15]

g h=(g.h=g0hdx , K =(g.f)=] &ef) dx

Reemplazando en [14] y teniendo en cuenta[12] nos queda[16]

[16) uw,=h+> Ku, (i=1,2,..n)
j=1
Pero es que [16], jno es mas que € sistemau = h + K u! Entonces, la ecuacion
integral original tiene solucion sii latiene dl sistema[17], siendo esto unaprueba dela
alternativa de Fredholm, para €l particular caso de kernel separable. Es todavia algo
maés. un método pararesolver laecuacion integral, puesto que unavez obtenidos los u,
del sistema[17], por [12] y [13], tenemos|asolucion dadapor laexpresion [ 18]

[171 u=h+Ku,conK;=(g,f),h=(g,h) Sstemalined

18 u=h+> u,fx) Solucién de[13]
i=1

Es entonces que en lateoria de Fredholm no solamente se explotalarelacién entre
las ecuaciones integrales y los sistemas lineales, sino que en el caso de nicleos
separables, se puede explicitar un sistema cuya resol ucion nos permite obtener ladela
ecuacion integral misma ¢un ejemplo? Pues bastaregresar a ejemplo de § 4, donde €
nlcleo K (x, y) = 2Y esciertamente separable, y de hecho seguimos el procedimiento
tal como aqui se detalla; €l sistema, por cierto, fue muy sencillo pues se redujo auna
solaecuacion, yaque el rango del kernel resulta alli de valor 1. Puede observarse que
también es separable € kernel que constituye el modelo de lainfluencia de la carga
sobre |a deformaci dn dado por laexpresion § 4. [22], sdlo que setrata de una ecuacion
deprimeraespecie, y queespreciso considerar € sistemadesdoblado segln lasregiones
donde se define.

§ 7. Ecuaciones ) - Fredholm y espectros

Introducimos aqui unanocion esencial de lateoriade las ecuacionesintegrales: la
de bifurcacion. Consideremos|aecuacion de Fredholm de segunda especie, pero ahora

con un parametro real quellamaremos A tal comoen[1] y quecon lanotacion establecida
en § 4 escribimos de modo compacto mediante laexpresion [2]
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[1 u(x) =fx)+2 7 K(x,y)u(y)dy Fredholm segunda especie
[ u=f+ A Ku Fredholm segunda especie

Alcanza con flexibilizar lo ya dicho para comprender que el segundo caso de la
alternativa de Fredholm se obtiene si la ecuacion [3] tiene soluciones no triviales, esto
es que existe un nimero real A y una funcion (p tales que el producto el operador K
aplicado a(p produce un multiplo de(p, esto esque (P es, por definicion, unaautofuncion
deK, con autovalor ¢ = A* (esinmediato que no sedaque A = 0, pues en tal caso [3]
indica que toda solucion es trivial, contralo supuesto).

B @=AK@,con@ =0 Autofunciones

Un valor de A, para el que [3] tiene soluciones no triviales se denomina raiz
caracteristicadelaecuacion A—-Fredholm, y también se dice que esun val or de bifurcacion,
pues la ecuacion [3] es tal que en un entorno reducido de A, tiene solo la solucion
trivial, en tanto que en A, tieneinfinitas? soluciones no triviales, de modo que se dice
quelasoluciontrivial bifurcaen A,. Podriamos precisar algo méasel concepto de punto
de bifurcaci 6n medi ante unadefini cién expresadaen términos de unanorma, que permita
medir el tamafio delasfunciones, simbolizadacomo || @ ||: sedice que A, esun punto de
bifurcacion de [3] sii paratodo € >0y paratodo A tal que 0 <|A —A, | < € existe una
solucionnotrivia (p de[3] queverifica|| P || < €, lo queinformamentedichoinformade
laramificacion de la solucién trivial en soluciones ‘ pequefias’ emanando del valor de
ramificacion. Actualizando lo dicho en § 6 para el caso de kernel separable, podremos
determinar |os val ores de bifurcacion, en tanto existan, como aquellos valores A para
losqued sistemalineal [4] tiene soluciones no triviales

[4 u=)\K u,conK;=(g,f)

Si laecuacionintegral [3] tiene solo soluciontrivial paratodo valor real deA, sedice
que es A—-independiente como seria e caso de la ecuacion integral [5], que tiene e
kernd K(x,y) = (3x—-2) y, esto escon lanomenclatura establecidaen § 6, tenemos aqui
queel kernel esK =f, g, conf (x) =3x-2,g,(y) =Y.

[5 u(x) =4 [y (3x—2) yu(y)dy

22. Si ( es autofuncion, también lo es k@, para cualquier Kk real.
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En efecto, puesto que en este caso lamatriz K esescalar y su Unico elemento es
K, =(f.,0):
11 1’ 91

!
6 K, =(g1=f])=jﬂ(3y_2) ydy =0

De modo que e sistema[4] es para este caso sencillamente laecuacionu = A Ou,
estoesu = 0 eslatnicasolucion, sinimportar € valor deL. Si en cambio consideramos
la ecuacién integral [7] encontramos sin mayor dificultad que sus raices
caracteristicas son los niimeros A, = — 2/1 , con autofuncion cualquier mdltiplo (no
nulo) de @, (x) =senx, A, =2/, con cualquier multiplo (no nulo) de, (x) = cosx
como autofuncion.

[7 u(x) =24y cos(x+y)u(y)dy

El conjunto de las raices caracteristicas de una ecuaci on A—Fredholm se denomina
A—espectro de Fredholm y lo designamos con A, mientras que e conjunto de sus
autovalores G se denomina G—espectro y |o designamos con 2, en tanto que se llama
autoespacio (o también subespacio propio) asociado alaraiz caracteristicaa conjunto
S ={@EW: @=AK @, con raiz caracteristica} y esinmediato que setratade un
subespacio vectorial de W.

Prueba Vo eRV Qe S, VQ,eS 0P+ P,=aAKP,+AK @, =LK (0, + )

Ladimensiondel autoespacio S, eslamultiplicidad geométricadelaraiz caracteristica,
y es un resultado de la teoria que la continuidad del kernel K en €2 es suficiente para
asegurar qued espectro esdiscreto, y las multiplicidades geométricas asociadas también,
esto es que hay un nimero finito de raices caracteristicas, y cada una de ellas tiene
asociadas un namero finito de autofunciones linealmente independientes. En este
lenguaje, podriamos anotar que para la ecuacion integral [5] el A—espectro esta dado
por [8] y sus correspondientes autoespacios por [9].

18 A={\,=-2/m\,=2/m}

[9 Siu=gen{@,(x) =senx}, S, =gen{ P, (x) = cosx}

§ 8. No lineal

En este apartado sdlo mencionamos que no pocos problemas de laingenieria dan
origen aecuacionesintegrales no lineales, entre las que se encuentran lasintegralesde
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Hammerstein, que surgen basicamente en el area de redes

i neuronales®, 0 muchas otras que residen en el andlisis delateoria
N de segundo orden en estructuras, como es €l caso de la ecuacion
integral [1] enlaqueN eslafuerzade compresién alaque sehalla
sometidaunabarradelongitud unitariaconrigidez p (x) variable,

u (x) . . . . ey .
einteresadeterminar las configuracionesde equilibric®; e fendémeno
N se conoce con el nombre de pandeo de barras. El fendmeno de

pandeo queda interpretado asi como un problema de bifurcacion
del equilibrio, y lacarga N actia como parametro, de tal modo que
paravaloresinferioresaunvalor critico N, (lacargacriticade Euler),
la Unica solucién es latrivial, y €l estado de tensiones es de solicitacion axial pura,
mientras que para los valores de bifurcacion se producen configuraciones que dan
lugar alos estados de flexion compuesta; € disefio de estructuras se encarga que para
las diversas solicitaciones externas la estructura se mantenga suficiente lejos de tales
valores. Lo que subyace en laaparicion del fendmeno se comprende deinmediato si se
consideraque normalmente no es necesario plantear las condiciones de equilibrio sobre
la estructura deformada, dado que tales deformaciones se mantienen mucho menores
guelasdelaestructuramisma; sin embargo si las cargas actuantes (N en este caso) son
considerables, se vuelve imprescindible considerar el equilibrio sobre la estructura
deformada, y esalli de donderesultalano linealidad®.

[ u=NpE Jo Kxy) {1- (K, (%, y)u(y)dy)? u(y)dy

En general, unaecuaciénintegral no lineal podemos escribirlacomo en[2], mientras
que[3] esd tipo de ecuacion nolineal particular conocido como de Hammerstein.

[ u®) =fx)+A[) KX,y u(y)dy Nolineal general
@ ue =+ [0 Kxy)ewuy)dy  Hammerstein

Seapor g.emplolaecuacion [4], queesdel tipo de Hammerstein

4 ux) =2 (u(y)+u’(y))dy

23. BORDONS ALBA, C. (2007): pp. 1-32.

24. Cf. KRASNOV, M. et al. (1982): II, p. 108, (1'); GERE-TIMOSHENKO (1986): pp. 591-641;
HIBBELER, R. (1997): pp. 654-680.

25. Cf. TIMOSHENKO, S. y WOINOWSKY, S. (1982): IV; POPOV, E. (1995): C. II.
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Un cél culoinmediato nos permite concluir que paratodo A tal que0< A < 1, setiene
ademas de lasolucidn trivial |as soluciones dadas por [5], mientras que para cualquier
otro valor de A solo setienelasolucion trivial; el espectro es aqui continuo, siendo el
valor debifurcacion esA, = 1.

-2
(5] tP(X)—iq/T

§ 9. Consideraciones finales

Las ecuaciones integrales de Fredholm surgen desde diversas disciplinas. La
alternativa de Fredholm presenta de un modo completo las condiciones necesarias y
suficientes que caracterizan los tipos de soluciones de una ecuacion integral lineal de
Fredholm, y deja como casos particulares a ecuaciones integrales como las de Abdl y
Volterra. En €l caso de kernel separable, la solucién se reduce a la resolucién de un
sistema de ecuaciones lineales, y hemos dado aqui una prueba de tal equivalencia. La
teoriade Fredholm extiende lavalidez de su alter nativa a una clase mucho masamplia
de operadores, que se denominan compactos pero su presentacion ya exige acudir a
nociones propias del andlisisfuncional, basadas en unaidea sencilla: si el operador no
separable K se descompone en otros dos de modo que K = K; + K, , siendo K,
separabley K, suficientemente ‘ pequefio’ entonces la solucién obtenidaparaK, podra
ser considerada una aproximaci én tanto mejor cuanto menor sealaperturbacion de K.,
Esjustamenteal tratar de definir algiin sentido parael término ‘ pequefio’ dondeinterviene
la definicién de alguna norma apropiada a los operadores; en la misma ampliacion,
puede yaacogerse sin inconvenientes las llamadasintegrales singulares, con interval o
no acotado o kernel singular frente ala norma seleccionada.

En el 8 1 dgjamos a Fredholm tras presentar su articulo hacia 1900 ;qué fue de é?
Tres afios después present6 unaversion mas completa de su teoriacon €l titulo Sur une
classed’ équationsfonctionnelles, su reputaci 6n fue muy pronto inmensa; sus sucesivos
articul os estaban todos alaalturade su reputaci 6n, con €l aboraciones que le demandaba
un gran esfuerzo escribir (yapodemosimaginar € que exige su lectura); su concision es
proverbial: sus obras completas cubren 160 péaginas, basicamente sobre ecuaciones
integrales y la teoria espectral, con alguna contribucion a érea actuarial. Era buen
violinista(preferiaaBach) y ademas habilidoso como paraconstruirse su propioviolin,
mientras que disefiabay construiaunamaquinapararesolver ecuacionesdiferenciales.
El afio de su muerte trabajaba sobre un articulo con un tratamiento matemético de la
acustica del violin, que dej6 inconcluso, jy que haresistido € esfuerzo hecho por los
matemaéti cos paracomprenderlo!
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