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Kapitola 2

Metrické prostory aneb jak meérime
vzdalenost

S pojmem vzdalenosti se v zivoté potykame doslova na kazdém kroku. Vime, Ze vzdalenost
odkudkoli kamkoli nebude nikdy zaporna. Cesta tam byva stejné dlouha jako cesta zpatky. A
vezmeme-li to oklikou pres oblibenou hosptidku, mtizeme si byt jisti, Ze nase cesta nebude kratsi
nezli cesta piima. Na téchto tfech pfirozenych vlastnostech vzdalenosti je zaloZena i matema-
tickd definice metriky. V této kapitole se s ni seznamime a propojime ji s topologickymi pojmy,
se kterymi jsme pracovali v kapitole 9 druhého dilu. Odkryjeme také dalsi zajimavé souvis-
losti nového pojmu metriky s pojmy jiz zndmymi (skaldrni soucin ve vektorovych prostorech,
konvergence posloupnosti a fad, diferencialni rovnice, vlastnosti ¢isel).

2.1 Co je to metrika?

Budeme-li se pidit po vyznamech slova metrika, narazime naptiklad na pojmy indikator, uka-
zatel, zptsob ¢i nastroj méreni. Metriku pouzivaji dokonce i basnici — je to kvantitativni popis
rytmu basné, jeho techniky a struktury... V kazdém pripadé méa metrika vzdy co do ¢inéni s
mérenim.

2.1.1 Vzdalenost v R" aneb Euklides nejezdil taxikem

V nasledujicich prikladech nas bude zajimat predevsim méreni vzdalenosti. Uvidime vsak, ze
zpusob méfeni (metrika) se bude ménit podle toho, za jakym ucelem chceme vzdalenost zjisto-
vat.

Priklad 2.1: Vzdusnou ¢arou

Kdybychom dostali za tkol ur¢it vzdalenost dvou bodt (napiiklad A a B) v roving, nejpfirozenéji bychom
postupovali takto: Spojime body tseckou a zméfime jeji délku. Oznacdime-li kartézské soufadnice bodu podle
obrazku 2.1, ziskdme tak (z Pythagorovy véty) pro jejich vzdélenost nasledujici vyraz:

o(A,B) = /(x5 —4)%+ (yp — ya)2.
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Obr. 2.1 Vzdalenost bodu v roviné.

Situaci mtizeme zobecnit na trojrozmérny ¢i vicerozmérny prostor. Vzdalenost bodit A = (z,...2%) a
B = (z4...2%) v prostoru R" je uréena vztahem

o(A,B) =

Priklad 2.2: Co na to taxikar?

Co by si v8ak s nasim pfedchozim méfenim pocal taxikai v Manhattanu, ktery je se svym vozem véazan na
sit kolmych ulic (obr. 2.2)? Nejspis by nas vyraz pro vzdalenost poopravil takto:

Y

YB

Ya

Obr. 2.2 Taxikartv problém.

01(A,B) = |z —xal + |yp — yal.

Opét muZeme situaci zobecnit i na n-rozmérny prostor, piestoze jiz nebude odpovidat puvodnimu praktic-
kému vyznamu. Vzdalenost bodtt A = (z),...2%) a B = (z}...2%) je pak
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01(A,B) =) | — oy (2.2)
=1

Priklad 2.3: Konkuren¢ni taxikar
Ve mésté je velkd konkurence taxikait, proto nabizeji rizné slevy. Jeden z nich napiiklad fekl zdkazniktim:
,2Budu méfit vzdalenost tak, Ze zapocitam jenom delsi z kolmych primétt usecky AB, krat$i z nich pojedete
zdarma.“ Dostal tak pro (placenou) vzdalenost vzorec
0s0(A, B) = max{|zp — zal, lys — yal},
kde symbol , max“ oznacuje vybér nejvétsiho ¢isla dané mnoziny. Zobecnénim na n-rozmérny prostor tak zavadi

vzdalenost bodlt A = (z},...2%) a B = (2 ...2%) jako

00o(A,B) = max{|x§3 — xi,\}:;l. (2.3)

Co maji vSechna popsand méfeni vzdalenosti spole¢ného? Jiz v tvodu kapitoly jsme se
zminili o tfech vlastnostech. Zkuste se sami zamyslet nad tim, zda jsou pro meéfeni nasich
taxikaid splnény a teprve poté prejdéte k nasledujici definici.

Metrikou na mnoziné M rozumime zobrazeni
o:MxM>3[A B]— oA, B)eR (2.4)
spliiujici pro v8echna A, B,C' € M vztahy
(i) o(A,B) >0, 0(A,B)=0 <= A=DB  porzitivni definitnost,

(i) o(A, B) = o(B,A) symetrie,

(iii) (A, B)+ o(B,C) > o(A,C) trojihelnikova nerovnost.
Mnozinu, na které je zavedena metrika, nazyvame metricky prostor a oznacujeme
(M, o).

Metriky z pfedchozich prikladi se v matematice opravdu pouzivaji. Metriku na mnoziné
R" zavedenou vztahem (2.1) nazyvame euklidovskou nebo také prirozenou. Tuto metriku by
jisté pouzival i taxikaf, ktery by mél helikoptéru. Metrika z druhého piikladu (vztah 2.2) je
metrikou tazikdrskou neboli souctovou ¢ manhattanskou. TTeti metrika, ze vztahu (2.3), se
jmenuje mazrimalni ¢i maximova. Prestoze jsou vSechny tii metriky zavedené na téze mnoziné
(prostoru R"), jedna se o rtizné metrické prostory.
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Splnéni prvnich dvou pravidel (pozitivni definitnosti a symetrie) je u v8ech tii metrik zfejmé.
Ukéazeme si splnéni tfetiho pravidla (trojihelnikové nerovnosti) napiiklad u souc¢tové metriky:

o(A,B) +0(B,C) =Y | —all + ) lwt —apl) =
i=1 i=1

n n n
=D (o —aly| + log —apl) 2 Yl —ah +ap — 2l =) |ve — 2| = o(4,0).
i=1 i=1 i=1

V tpraveé jsme vyuzili znadmé vlastnosti absolutni hodnoty:
2] + Jy| > |z +yl.

Podobné bychom ovérili platnost tretiho pravidla u ostatnich metrik. Tento tkol pfenechame
¢tenari jako cviceni.

2.1.2 Podmnoziny metrickych prostort

Budeme-li uvazovat libovolnou podmnozinu P metrického prostoru (M, p), miZzeme na ni zavést
metriku o;,q vztahem

omd(A, B) = 0o(A,B) pro vSechna A, B € P.

Také zobrazeni g;,q bude spliiovat pravidla (2.4). Metrika gj,q se nazyva indukovand metrikou o
amnozina (P, g;nq) metrickym podprostorem prostoru (M, o). Obvykle pak indukovanou metriku
ani nerozliSujeme od metriky ptivodni a znac¢ime ji stejnym symbolem p.
P¥iklad 2.4: Ridi¢ tramvaje
Predstavme si, fidi¢e tramvaje, jenz se muze se svym strojem pohybovat pouze po kolejich. Jeho metrickym
prostorem se tak stdva mnozina M C R? vSech bodi, do kterych vedou koleje. Vzdalenost dvou bodtt A a B
patiicich do mnoziny M chépe Fidi¢ tramvaje jako délku (nejkratsiho) tseku koleji spojujiciho body A a B.
Soucasné se mezi body mnoziny M mohou pohybovat také vSichni taxikari z priklada 2.1, 2.2 a 2.3. Kazdy
vSak pouzivd k méfeni vzdalenosti v mnoziné M metriku indukovanou ze svého prostoru! Mnozina M se tak
stava pro kazdého z nich metrickym podprostorem. Podprostory nasich taxikait jsou obecné riazné a lisi se
také od metrického prostoru fidice tramvaje (jehoz metrika neni indukovana z zadného ,vétsiho“ metrického

prostoru).

Pro nasledujici dva piiklady si pfipomenme definici suprema a infima podmnoziny realnych
¢isel. Cislo S se nazyva supremum mnoziny A, jestlize plati:

(i) S > a pro v8echna a € A (tj. S je horni zavora mnoziny A),
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(ii) je-li n&jaké ¢islo S horni zavorou mnoziny A, pak S < S (tj. S je ze vSech hornich zavor
,nejmensi®).

Analogicky definujeme infimum jako nejvétsi dolni zavoru mnoziny. Pojmy supremum a in-
fimum pouzivame namisto pojmi maxima a minima v situaci, kdy zkoumana mnozina zadné
maximum ¢i minimum viibec mit nemusi. Naproti tomu kazda neprazdna ohrani¢ena podmno-
zina realnych ¢isel ma v R své supremum a infimum vzdy.

Priklad 2.5: Vzdalenost mnozin

Romeo bydli ve mésté X a Julie ve mésté Y. Oba se mohou dopravit v rdmci svého mésta hromadnou
dopravou kamkoli. Mezi mésty vSak zZadné spoje nejezdi. Jakou vzalenost musi (minimélné) urazit pésky, aby
se mohli setkat? Situaci znazornuje obrazek 2.3.

_axy) | Y

Obr. 2.3 Vzdalenost mnozin.

Uvazujme mnoZiny X C M a Y C M v metrickém prostoru (M, g). Pro kazdé dva body z € X ay € Y
muzeme uréit jejich vzdalenost. Vzdalenost mnozin samotnych pak definujeme

o(X,Y) =inf{o(z,y) | r€ X,y Y}

Muzeme ji chapat jako ,nejmensi“ vzdalenost, kterou je nutné urazit, abychom se dostali z jedné mnoziny
do druhé. Infimum v definici vzdalenosti mnozin vSak nemiizeme zaménit slovem minimum, nebot mnozina
{o(z,y) | = € X,y € Y} nemusi vZdy mit nejmensi prvek.

Zvolime-li naptiklad X = (0,1) a Y = (2, 3) v euklidovském prostoru (R, ), je

o(X,Y)=infD = inf{o(z,y) | re X,ye Y} =inf{ly—z| | z € (0,1),y € (2,3)} = 1.

Mnozina D vzdélenosti vSech moznych dvojic x € X, y € Y je neprazdnd a zdola ohranic¢end (kazdy prvek
mnoziny D je jisté vétsi nez jedna). Cislo jedna je dolni zadvorou mnoziny D a ukiZeme, 7e je jeji nejvétsi dolni
zavorou, infimem: Pfedpokladejme, ze existuje néjaka veétsi dolni zavora a oznacme ji k = 1 4+ ¢, kde € > 0 je
vzalenost o(1, k). Zvolme body y =2+ § €Y axz =1- 5 € X. Jejich vzdélenost

15 5 2
o(z,y) = ly — z| ‘ +3 3 +3e<l+e

Dostdvame spor — ¢islo &k = 1 + € nemtZe byt dolni zdvorou, nebof jsme nasli v mnoziné D mensi prvek.
Piestoze je vzdalenost mnozin X a Y rovna jedné, pro zaddné dva body z € X, y € Y vSak o(x,y) hodnoty
jedna nenabyvé (mnozina vzdalenosti D nemd nejmensi prvek).
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Priklad 2.6: Primér mnoziny

Pomoci metriky miizeme charakterizovat ,velikost“ mnoziny v metrickém prostoru. Mtizeme si ji pfedstavit
jako vzdalenost ,nejvzdalenéjsich® boda v této mnoziné. Z matematického hlediska by to vsak nebyl korektné
definovany pojem — ,nejvzdalendjsi“ body v dané mnoziné viibec nemusi existovat (podobné jako neexistovaly
,nejblizsi* body v mnozinidch X a Y z piikladu 2.5).

Necht X C M je podmnozina metrického prostoru (M, o). Primérem mnoziny X je ¢&islo

d(X) = sup{o(z1,22) | x1,22 € X}.

Je-li mnozina {o(x1,z2) | x1,22 € X} neprdzdné a shora ohrani¢end, jeji supremum uréité existuje. V
piipadé, kdy ohrani¢end neni, klademe d(X) = cc.
Uré¢ime primér mnoziny X = {(z,y) € R? | 2? +y? < 1} v euklidovské i v souctové metrice. Nez se

pustime do vypoctl, nakreslete si obrazek a odhadnéte vysledek!

Mnozina X je (uzavienym) jednotkovym kruhem. V euklidovské metrice je primér mnoziny X roven dvéma
a jisté pro vas nebude tézké to ukazat. Vypocteme primeér v souctové metrice. Dva body X muzeme vyjadrit v
polarnich soutadnicich r € [0,1] a ¢ € [0,27) (pozor — v sou¢tové metrice nebude mit r = /22 + y? vyznam
vzdélenosti bodu (z,y) od pocétku). Zvolme body A; = [r1cos¢y,r1sing], Ay = [rscos g, o sin o). Jejich
vzdalenost v souctové metrice je

01(A1, A2) = |r1 cos 1 — ra cos@a| + |r1sin w1 — rasin @s|.

Na zékladé vlastnosti goniometrickych funkci vidime, ze obé zavorky mizeme na zadané mnoziné ,maximali-
zovat“, zvolime-li 71 = 19 = 1 (tj. co nejvétsi) a thly ;1 a po v protilehljch kvadrantech. Zvolime-li napfiklad
1 € [0,7/2] a g € [m,37/2], chceme maximalizovat soucet f(p1) = cos 1 +sing; a soudet g(p2) = — cos pa —
— sin ¢y. Absolutni maximum funkce f(¢;) mize nastat v krajnim bodé intervalu (tj. ¢1 = 0 nebo ¢1 = 7/2)
nebo ve stacionarnim bodé, ktery uréime derivaci f'(¢1) = cos 1 —sing; = 0 a odtud ¢; = 7. Po dosazeni
f(0) =1= f(r/2) a f(r/4) = V2 vidime, Ze maximumu odpovidd thel ¢; = T. Podobné zjistime s = 2.
Vzdalenost téchto ,nejvzdalendjsich® bodit jiz uréime snadno o1(A;, Ay) = 2v/2. Cislo d(X) = 2v/2 je pramé-
rem mnoziny X v sou¢tové metrice. Odpovidajici body Bj, By ve druhém resp. ¢tvrtém kvadrantu maji také
vzdalenosti o(By, By) = 2v/2 (obrazek 2.4). Primér mnoziny Y = {(z,y) € R?> | 2% +y? < 1} (kde jsme

Obr. 2.4 Pramér mnoziny.
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neostrou nerovnost zaménili za ostrou) je stejny, &islo d(Y) = 2v/2 nyni nebude maximem nybrz supremem
vzdéalenosti dvojic bodil (nejvétsi prvek uvazovanid mnozina vzdalenosti nem4).

Diky tivahdm o symetrii a vlastnostech goniometrickych funkei jsme si vystacili s hledanim extrému funkce
jedné proménné. Z druhého dilu jsme jiz vybaveni aparatem pro nalezeni extrému funkce vice proménnych
— miizeme tak podobné tlohy fesit obecné. Pokud se vam tvaha zdala pfili§ komplikovana, lze pouzit také

geometrickou predstavu pomoci otevienych kouli v souc¢tové metrice.

2.1.3 Metrika a topologie aneb koule mohou byt i hranaté

V tvodu kapitoly jsme slibili, ze propojime metriku s topologii. Okoli bodu, které jsme pouzivali
jiz v prvnim dilu, souvisi s intuitivnim chapanim ,blizkosti“ resp. ,pfiblizovani“. Ukazeme si,
jak je definovat pomoci vzdalenosti.

Necht (M, o) je metricky prostor, S € M a ¢ > 0. Mnozinu
B(S,e) = {A € M| oS, 4) < }

nazyvame otevrenou kouli se stredem S a polomérem e. Libovolnou mnozinu, ktera
je sjednocenim (konecného poctu ¢ nekoneéné mnoha) otevienych kouli, budeme
nazyvat otevienou. Za otevienou povazujeme také prazdnou mnozinu. Okolim bodu
A € M rozumime jakoukoli otevienou mnozinu obsahujici bod A.

S pomoci predchozi definice je tak kazdou metrikou na mnoziné M zavedena topologie (sou-
bor podmnozin — nazyvanych otevienymi — s vlastnostmi uvedenymi na strané 438 druhého
dilu. Topologie zavedena timto zpisobem se nazyva metrickd topologie (topologie asociovand s
metrikou ) a budeme ji znacit 7,. Vlastnosti topologie si pfipomeneme v nésledujicim piikladu.
Priklad 2.7: Vlastnosti topologie

Topologii na libovolné mnoziné M rozumime systém podmnozin 7 s vlastnostmi

e er,Mer,

e libovolné sjednoceni mnozin systému 7 je prvkem systému 7,

e prinik dvou libovolnych mnozin ze systému 7 je prvkem systému 7.

Mnozinu opatienou topologii nazyvame topologickym prostorem a zna¢ime (M, 7).

Ukazme si nyni, ze kazda metrickd topologie skute¢né pozadavky definice spliiuje. Prazdnou mnozinu jsme
otevienou nazvali jiz v definici. Mnozinu M samotnou ziskdme jako sjednoceni otevienych kouli U, pr B(z,e5) s
libovolnymi poloméry e,. Splnéni druhé podminky je vidét okamzité — kazda z mnozin systému 7, vznikla jako
sjednoceni otevienych kouli, proto libovolné sjednoceni takovych mnozin je opét sjednocenim otevienych kouli
a tedy prvkem 7,. Zastavme se u tfeti vlastnosti. Uvazujme dvé oteviené mnoziny U a V. Je-li jejich priinik

prazdny, pak je otevienou mnozinou. Predpoklddejme, Ze prunik je neprazdny, a uvazujme bod x € U NV.
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Oznacme r1 = o({z}, U\ V), roa = o({z}, V \ U) a zvolme r, = min{ry,r2}. Pro otevienou kouli se stfedem x
a polomérem r,, pak plati B(z,r,) C V NU. Takovu konstrukci miizeme provést pro kazdy bod z € UNV a
dostaneme UNV = U,ecynv B(z, 7). Prinik dvou libovolnych otevienych mnozin jsme tak dokédzali napsat jako
sjednoceni otevienych kouli — je proto mnoZinou otevienou. Kazdy metricky prostor (M, o) je diky metrické

topologii zaroven prostorem topologickym (M, 7,).

Podivejme se, jak vypadaji topologie nasich taxikari z odstavce 2.1.

Priklad 2.8: Jednorozmérné koule

Jaké jsou oteviené koule odpovidajici metrikam z priklada 2.1, 2.2 a 2.3 pro specialni pfipad n = 17 Budou-li

se taxikari pohybovat v jednorozmérném prostoru (po realné ose), naméii ve vSech pfipadech stejnou vzdalenost
bodu A, B € R:

Q(A’ B) = (JTB - JTA)2 = |SUB - SUA\,
Ql(A7 B)

000(A,B) = max{|xp — x|} = |zp — 24l

lzp — x4l

Oteviené koule jsou intervaly B(S,e) = (S —¢,S + ¢) a oteviené mnoziny jejich sjednoceni.

Priklad 2.9: Vicerozmérné koule

Jesté nez se podivate na obrazek 2.5 zamyslete se sami nad tim, jak dopadne feSeni pfedchoziho pfikladu
pro n = 2, pfipadné n = 3, nebo obecnou hodnotu n. Polozte si napfiklad jako taxikaitav zakaznik otazku:, Jak
vypada mnozina bodu, kam se mohu z bodu O s timto taxikdfem dostat za méné nez jeden dolar?* Odpovida
vaSe FeSeni obrazku? Co muzeme nyni Fici o topologiich? Vratite-li se k prikladu 9.2 druhého dilu, uvidite, ze

oteviend koule B(O, 1)

euklidovska souctova maximova,
0] 1 (0] 1 O 1
o 01 O

Obr. 2.5 Oteviené koule (kruhy) piirozené, souctové a maximalni metriky v R?.

kazdou otevienou kouli ve smyslu euklidovské metriky lze napsat jako sjednoceni otevienych kouli ve smyslu

maximalni metriky (v druhém dilu jsme je nazyvali kvadry) a naopak. Pokuste se udélat podobny dikaz jako
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je v prikladu 9.2 také pro souctovou metriku. Vidime, ze topologie asociovana s metrikami g, 01 a 0~ je tatdz

— je to topologie pfirozena. O metrikach, které generuji stejnou topologii fikdme, Ze jsou ekvivalentni.

Na zavér odstavce si osvézme pojmy z topologie, které zndme z kapitoly 9 druhého dilu.
Necht (M, T) je topologicky prostor (bez ohledu na to, je-li topologie asociovana s néjakou
metrikou, ¢i nikoli). Mnozinu A C M nazveme uzavienou, je-li jeji doplnék mnozinou otevienou,
tj. M\ A € 7. Vime, 7e kazdy bod = € A spliuje pravé jednu ze tii podminek:

e Existuje okoli U bodu z tak, ze U C A (bod x je vnitfnim bodem mnoziny A).
e Existuje okoli U bodu z tak, ze U C M \ A (bod z je vnéjsim bodem mnoziny A).

e Kazdé okoli U bodu x ma neprazdny prinik jak s mnozinou A, tak s jejim doplikem
M\ A (bod z je hrani¢nim bodem mnoZiny A).

Situaci znazornuje obrarek 2.6.

// \\ // \\ // Uv.m
/ \ /7 N /7
/ Uz | / \ /
/ \ / \ / \
/ \ / \ / \
! I ! I ! |
\ / \ / \ /
\ / \ / \ /
\ / \ / \ /
\ A / \ A 7 N\ A 7/
N - N 2 N e
~ P ~ e N -
-~ ~_ U x o
T € intA T € extA z € hA

Obr. 2.6 Vnitiek, vnéjsek a hranice mnoziny.

Vnitini body mnoziny tvori jeji vnitiek intA, vnéjsi body vnéjsek extA a hraniéni body
hranici hA. Sjednoceni vnittku a hranice se nazyva uzdvérem mnoziny A a znacime jej clA nebo
A. Bod z € A, ktery ma né&jaké ryzi okoli U \ {z} disjuntni s mnoZinou A, je izolovangm bodem
mnoziny A, naopak, bod x € M, jehoz kazdé ryzi okoli U \ {x} ma s mnoZinou A neprézdny
prunik, se nazyva hromadnym bodem mnoziny A. Mnozina hromadnych bodd mnoziny A se
nazyva jeji derivaci a mnozina izolovanych bodt adherenci.. DalSimi zajimavymi souvislostmi
topologickych pojmt se budeme zabyvat ve cvideni. Nyni se vratme zpét k metrice.

2.1.4 I funkce si mohou byt vice ¢i méné blizké

Definice metriky zavadi vzdalenost jako funkci prifazujici dvéma bodim mnoziny M realné
nezaporné cislo. Vétsinou si predstavime nosnou mnozinu M jako néjaky prostor, ve kterém
se pohybujeme od mista k mistu a mizeme mérit vzdalenost riiznych bodi. Mnozina M vsak
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miize byt zcela libovolna a obsahovat i podivné objekty — jak uvidime v odstavci 2.1.6. V
tomto odstavci se zaméfime na situaci, kdy je nosnou mnozinou mnozina funkei.

Priklad 2.10: Metrika stejnomérné konvergence

Pro nazornou predstavu muzeme uvazovat naptiklad o situaci, ve kterém vytahy obsluhuji navstévniky
mrakodrapu. V ¢asovém rozmezi otviraci doby zavedeme vzdéalenost dvou vytahi jako nejvétsi rozdil vysek,
kterého mezi sebou dosahly oba vytahy v pribéhu této doby. Vyska, ve které se nachézi vytah v daném okamziku
x je tak (spojitou) funkci f(z) proménné z na uzavieném intervalu [a,b]. Vime, Ze kazda takova funkce je na
[a, b] ohraniGend a nabyva zde svého maxima a minima (Weierstrassova véta). Rozdil f(z) — g(z) dvou spojitych
funkci bude opét spojitou funkci. MiZzeme proto na mnoziné vSech funkei spojitych na uzavieném intervalu [a, b]
(tuto mnozinu znacime C|a, b]) zavést zobrazeni:

Cla,b] x Cla,b] > (f,g) — 0.(f,9) = wrg[%]{lf(w) —g(@)[}.

Sami ovéite, Ze takto definovana vzdalenost méa vSechny t¥i vlastnosti (2.4). A pro¢ ndzev metrika stejnomérné

konvergence? Tohle prekvapeni odhalite v ramci cviceni 2.2.5.

Priiklad 2.11: Integralni metrika

Jinou moznosti, jak mizeme zavést vzdalenost na mnoziné spojitych funkei Cla, b], je tzv. integralni metrika.
Polozime

b
Cla,b] x Cla,b] 3 (£,9) — 01(fog) = / (@) - g()|dz.

Geometrickou predstavu znazornuje obrazek 2.7. Vzdélenost je urcena plochou vymezenou mezi grafy obou

funkei. Vlastnosti (2.4) si opét ukazete jako cviceni (jsou vSak zfejmé uz ze samotné geometrické predstavy).
Y
b
f@) or(f,9) = [ 11(@) - g(a)ldz
a

: g9(z)

Obr. 2.7 Integralni metrika.

Také posloupnosti jsou funkcemi — jsou to realné funkce, jejichz definiénim oborem je
mnozina vsech prirozenych c¢isel. Nasledujici dva priklady ukazuji dveé rizné moznosti zavedeni
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metriky na mnoziné posloupnosti.
Priklad 2.12: Metrika na mnoziné ohrani¢enych posloupnosti

Na mnoziné ., vSech ohrani¢enych posloupnosti redlnych ¢isel zavedeme vzdalenost bodt a = {ay, }nen,
b = {b, }nen vztahem

Ooo (@, b) = sup{la, — by|}.
neN
Symbolem ,sup* zna¢ime supremum (tj. nejmensi horni zdvoru) mnoziny. Dilezitost pouZiti suprema v pfedchozi

definici metriky si ukdZzeme na konkrétni situaci:
Vzdélenost d(a,b) posloupnosti a = {2},ex a b= {2},cn je rovna jedné, tj. maximélnimu &lenu posloup-

nOSli
} e { }’ne

Vzdalenost posloupnosti v = {1 — 2},cn a v ={2— 2}, cN je také rovna jedné. Posloupnost

w = {wn}nen = {|un — vnltnen = {‘1 - % - (2 - i) ’}HGN N {1 - ;}nGN

nema zadny maximalni ¢len, supremum mnoziny jejich ¢lent vSak existuje. Je jim ¢islo jedna — posloupnost se

1 2

n n

¢ = {eatnent = {lan — bulbnen = {

blizi k jednic¢ce pro n jdouci k nekoneénu. Metrika zavedena v tomto piikladu je analogii metriky stejnomérné
konvergence u funkci. (U spojitych funkci bylo mozné pouzit v definici pojmu maxima — jeho existence je

zaruc¢ena Weierstrassovou vétou.)

Priklad 2.13: Metricky prostor pana Baireho

Na mnoziné posloupnosti miizeme zavést metriku také jingm zptsobem. Pro dvé posloupnosti a = {a, }nen
a b= {b,}nen definujeme vzdélenost

pro a=b,

op(a,b) = {

= O

pro a#b, k jenejmensitakovy index, ze ay # by.

Vzdalenost posloupnosti je ¢islo v intervalu [0, 1] nepfimo Gmérné indexu, poéinaje kterym se obé posloupnosti
od sebe odlisuji. Tak napiiklad vzdalenost posloupnosti {1,1,1,1,1,2,3,4,...} a {1,1,1,1,1,1,1,...} je rovna
jedné Sestiné.

Priklad 2.14: Metrika na mnoziné polynomt

Polynom je spojita funkce. Jako metrika na mnoziné polynomid ndm proto klidné mutze poslouzit metrika
stejnomérné konvergence nebo metrika integralni. Zaroveti lze na polynom n-tého stupné a,z" + a,_ 12" ! +
+ ...+ a1z + ag pohlizet jako na posloupnost koeficienttt doplnénou nulami: {ag, a1,...,a,,0,...,0,...}. Pro
zavedeni vzdalenosti dvou polynomu tak muZeme pouzit i pfiklady 2.12 nebo 2.13. S dalS$imi metrikami na

mnoziné polynomt se setkame ve cviceni.
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2.1.5 Skalarni soudin a méreni vzdalenosti

V tomto odstavci stru¢né uvedeme do souvislosti novy pojem metriky se strukturami zavede-
nymi na vektorovych prostorech ve druhém dilu. Mnozinu, se kterou nyni budeme pracovat jiz
nebude zcela libovolna — bude ji vektorovy prostor. V ném umime scitat vektory a nasobit je
skalarem.

Pripomenme, ze euklidovskym prostorem nazyvame vektorovy prostor nad polem R, ktery
je (kromé | obycejnych“ operaci sou¢tu a ndsobku) opatien skaldrnim soucinem, tj. zobrazenim

V,xV,>lab — (a,b) e R
s vlastnostmi
e symetrie (a,b) = (b,a),
e linearita (a; + ag,b) = (a1, b) + (az,b),
e linearita (aa,b) = a(a,b),
e pozitivni definitnost (a,a) > 0, rovnost nastane <= a = Oy,

pro libovoné vektory a;, aqs,b € V,, a libovolny skalar a € R.
Ke kazdému vektoru jsme mohli pomoci skalarniho soucinu spocitat jeho délku, neboli

| lall = V(@ a). (2.5)

Ve Cviceni 6.1.4 druhého dilu jste v tloze 3 ukazali, Ze tato norma méa nasledujici vlastnosti
(pro libovolné vektory a,b € V,, a libovolny skalar k € R):

o |lkall = [Kl[]all,
o |la+b| <l|la|]| +]]b]| trojihelnikova nerovnost, (2.6)

e |la|]| >0, rovnost nastane <= a =0y, pozitivni definitnost.

Normovanym linearnim prostorem rozumime vektorovy prostor V nad polem R
spolec¢né se zobrazenim
Vsa—|la|]| e R

s vlastnostmi (2.6), nazyvanym normou.

V kazdém normovaném linedrnim prostoru lze definovat metriku pomoci normy vztahem

o(a,b) = [|b — al|. (2.7)
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Pozitivni definitnost takto zavedené metriky je vyplyva z pozitivni definitnosti normy sa-
motné. Symetrie pak plyne z prvni vlastnosti normy:

o(a,b) = |[b—al| = |[=1(a = b)[[ = | = 1] |la = b[| = |la — b[| = o(b, a).
Zbyva ukazat splnéni trojihelnikové nerovnosti:
oa,¢) = |l —al| = |[(c = b) + (b — a)[[ < |lc = bl| + [[b— al| = o(b, ¢) + o(a, b).

Zavedeme-li na vektorovém prostoru topologii asociovanou s touto metrikou (pfi¢emz na
mnoziné R budeme vzdy uvazovat topologii ptirozenou) budou operace sou¢tu a ndsobku ska-
larem dokonce spojitymi zobrazenimi topologickych prostort:

1:VxV-—5V, . RxV-—V.

Mnozina V spolu s topologii, ve které jsou operace souctu a nasobku spojité se nazyva topolo-
gickym vektorovym prostorem.

Pozn.: Obecnou definici spojitosti zobrazeni topologickych prostort uvedeme v odstavci 2.3.1,
pojem spojitosti vSak jiz zndme z kapitol o redlnych funkcich (odstavec 2.1.5 v prvnim dilu,
odstavec 9.2.1 v druhém dilu).

Co jsme tedy zjistili? Ze i matematické struktury maji svoji hierarchii. Kazdy euklidov-
sky prostor je soucasné normovanym linedrnim prostorem s normou indukovanou skalarnim
soufinem (vztahem (2.5)). Kazdy normovany linedrni prostor je také prostorem metrickym s
metrikou indukovanou pomoci normy (vztahem (2.7)). A kazdy metricky prostor je prostorem
topologickym, s topologii asociovanou s touto metrikou. Opa¢né to vsak neplati! Ne kazda
topologie je asociovana s néjakou metrikou. Ne kazda metrika na vektorovém prostoru je indu-
kovana néjakou normou. A ne kazda norma je indukovana néjakym skalarnim soucinem! Prvni
dvé tvrzeni si ukazete sami v ramci cvicCeni, tfeti z nich ilustruji nasledujici priklady.

Priklad 2.15: Skalarni soucin indukujici zvolenou normu?

Ve cviCeni 6.1.4 jste v tloze 3 ukazovali platnost tzv. rovnobéznikové rovnosti:
lla+bl[* +[la — bl* = 2(|[al[* + [6]), (2.8)

kterou pro libovolné vektory a, b spliiuje kazda norma asociovana se skalarnim souc¢inem. Nyni ukazeme obracené
tvrzeni: Spliuje-li néjakd norma definovana na vektorovém prostoru rovnobéznikovou rovnost, pak existuje

skalarni soucin tak, ze
llall = v/(a, a).
Definujme:

(a,b) = ~([la+b[[* = [la — b][*). (2.9)

1
4
Plati (a,a) = 1(|[2a||>+0) = ||a]|?. UkéZeme, Ze takto definovana operace splituje vlastnosti skalarniho sou¢inu.
Pozitivni definitnost operace (2.9) plyne z pozitivni definitnosti normy samotné a symetrie je vidét ze vzorce.
Staci ukazat linearitu. Plati

b+c+b—c)+(a b—i—cib—c
2 2 ) 2

(a,b) + (a,¢) = (a, ).
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Oznacime-li nyni
b+c b—c

xTr = =
2 )

jeb=xz+yac=x—y aze vztahu (2.9) dostdvame

(a,0) + (a,¢) = (a,z +y) + (e, —y) =

[lla + (@ +)* = lla — (@ + )] +% [lla+ (@ =I* = lla — (@ = »)II*] =

> =

= % [lI(a+2) +yl* +|l(a+2) —ylI* = [I(a — 2) =yl = [|(a — z) +yII*] .

Nyni vyuzijeme platnost rovnobéznikového pravidla a dokonc¢ime prvni ¢ast vypoctu:

1
(@z+y)+(az-y) =, [2lla + 2|* + 21lyl|* - 2lla - |* - 2|lyl|*] =

1 b
= Lo ol o olP] = 2000 =2 (0, 2.

Dosazenim do pravé odvozeného vztahu

(a,b) + (a, ) = 2 (a, l“;)

za ¢ = Oy a b = 2u mame
(a,2u) + (a,0v) = (a,2u) = 2(a,u).

Prvni vlastnost linearity je jiz zfejma:

((a,2b) + (a,2¢)] = % [2 <a, ng%)] — (a,b+ o).

1
(a‘ab) + (Cl,C) = 5
Indukci mizeme dokazat druhou vlastnost linearity pro libovolnou racionalni konstantu o = %:

(a,ab) = a(a,b).

Obecny dtukaz pro redlné « jiz vyzaduje vyuziti dalsich struktur. Konkrétné topologie, kterou zvolend norma
indukuje. V této topologii jsou operace souctu a nasobku vektoru spojitymi zobrazenimi stejné jako zobrazeni

[| || : V= R realizujici normu samotnou (R uvazujeme s pfirozenou topologif).

Zavéry prikladu shrneme do jednoduchého tvrzeni:

Véta 2.1: Norma ve vektorovem prostoru je indukovand skaldrnim soucinem prdvé
tehdy, splriuje-li rovnobéznikovou rovnost ||a + bl||* + |la — b|]> = 2(||a||* + ||b]|?).
Skaldrni soucin je pak ddn vztahem

1
(a,) = Z(|la + bI[* = [la — bI*).
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Priklad 2.16: A norma, kterou nelze indukovat skaldrnim soucinem?

Najdeme nyni normu, kterou skaldrnim soucinem indukovat nelze. Sami se pfesvédéte, ze zobrazeni
C0,1] 3 f(z) — [|f(2)|] = max{[f(z)| | = €[0,1]}

je normou ve vektorovém prostoru C10,1] vSech funkci spojitych na intervalu [0,1] (tj. spliiuje pozadavky
(2.6)). Tato norma navic indukuje metriku stejnomérné konvergence z piikladu 2.10. Ze neplati rovnobéznikové

pravidlo? O tom se pfesvédéite snadno — staéi zvolit vhodné konkrétni vektory, napt. f =1, g = x).

Vratme se jesté k vektorovym prostoriim, se kterymi pracujeme nejéastéji — doposud to byly
realné vektorové prostory kone¢éné dimenze (izomorfni s R™). V budoucnu se ndm budou hodit
i nékteré prostory dimenze nekonecné — piijde o prostory nekonec¢nych posloupnosti a prostory
funkci. Jiz jsme se o nich zminili v pfikladu 4.22 druhého dilu. V dalsich dvou ptikladech
uvedeme do souvislosti skalarni soucin, normu a metriku pravé v téchto typech prostort.
Priklad 2.17: Vektorovy prostor R”

V prikladech 2.1, 2.2 a 2.3 jsme zavedli tfi rtizné metriky na mnoziné R". Hned vidime, Ze standardni
skaldrni souc¢in (ktery zndme uz z prvniho dilu a pouzivali jsme jej v dilu druhém)

(a,b) =o't +a?B2 + ... +a"p"
indukuje normu

llal[ = v/(a,a) =

n
z 4k
i=1

a tato norma indukuje pfirozenou metriku z prikladu 2.1:

o(a,b) = [[b—al| =

S5 - aye

i=1

Kartézské soufadnice z%, 23 bod A, B jsme v zapisu nahradili slozkami o', 8 vektort a, b. V piikladu 2.1

jsme vyjma metriky neuvazovali o z4dné dalsi struktuie na mnoziné R?, nyni novym zapisem dévame najevo,

ze s R? pracujeme jako s vektorovym prostorem — jeho prvky (vektory) umime séitat a nasobit skalarem.
Také souctova i maximalni metrika maji kazda svoji normu:

lall = ot +a?[ + ... +]a"], oi(a,b)=[b—alls = |5 —all.
=1

llalloe = max{lo’[}iLy,  eo(a,b) = |Ib — alloc = max{|5" — o[}

Takovych norem miZzeme na R™ zavést nekoneéné mnoho. Pro kazdé k € [1, 00) definujme

1
n &

lla||x = §/|a1|k +la2lF + .. 4 |an|k = (ka) . (2.10)
i=1
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Prislusnd metrika pak bude dana vztahem

1

or(a,b) = [|b —allx = (Zlﬁi —Oéilk> :

=1

Vsimnéme si, Ze pro hodnotu k = 2 se jedné o euklidovskou normu a metriku (indukovanou skaldrnim souc¢inem).
Ta také jedina splituje rovnobé&znikové pravidlo (2.8). Ze ostatni metriky toto pravidlo nespliuji? To si jisté sami
snadno ovéfite na jednoduchém konkrétnim ptikladé (volte napf. ¢ = (1,1,0,...,0) a b = (1,-1,0,...,0) a
dosadte do levé i pravé strany vztahu (2.8). Splnéni pravidel normy (2.6) si ukédZeme jako cviceni. Ve cviceni si
také zodpovime otazku: Pro¢ nemtize byt k mensi nez jedna? Nebo dokonce zaporné? Které z pravidel (2.6) by
napiiklad nespliovala zobrazeni

GH@

i=1

1

%

-1 n 2
> , nebo a— (Z v/ ai|> ?
i=1

Priklad 2.18: Prostory nekonecné dimenze

Budeme pracovat s vektorovym prostorem V nekoneénych posloupnosti (zavedli jsme jej v piikladu 4.22
druhého dilu). Pro k € [1,00) uvazujme o jeho podmnoziné Ij, posloupnosti a = {a, }nen, pro které fada

oo

2 laul*

n=1

konverguje (v kapitole 8 druhého dilu jsme se s takovymi fadami naucili pracovat). Mnozina [;, je uzaviena na
operace souctu a nasobku skaldrem, je tedy podprostorem vektorového prostoru V' (ukdzeme si to ve cviéeni).
Analogicky jako v pfikladu 2.17 muZzeme na mnoziné [; zavést normu vztahem

llalle = [{an}nen|lx = (Z Iai|k> : (2.11)

i=1

Metrika indukovana normou || || je

el

or(a,0) = ek({an}nen; {bnfnen) = [|b - al| = (Z |bi — ailk>

i=1

Pro mnozinu I, v8ech ohranicengch posloupnosti (ukazte sami, ze je podprostorem ve V') definujeme normu
takto:

llalloe = [{an}nenlloo = sup{|ai| [ 7 € N}.
Tato norma indukuje metriku z pfikladu 2.12.

V matematickych textech se oznacenim [j resp. o, automaticky rozumi mnoziny se strukturou vektorového
prostoru, opatfené normou || || resp. || ||oo & metrikou g resp. 9. AvSak podobné jako v ptikladu 2.17 pouze
pro k = 2 splinuje metrika g; rovnobéznikové pravidlo a je indukovana skalarnim soucinem. Jakym? Muzete si
jej odvodit ze vztahu (2.9), nebo jen ovéfit, Ze je to tento:

(a’ b) = ({a’n}TLENa {bn}neN> = Z G by, .
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V tomto odstavci jsme pro jednoduchost uvazovali o euklidovskych, tj. redlnych vektoro-
vych prostorech. Normu miizeme pomoci skalarniho soucinu zavést i v prostorech unitarnich
(komplexnich). Z vlastnosti kososymetrie (a,b) = (b,a)* skalarniho sou¢inu v prostorech nad
C totiz ihned plyne, ze ¢islo (a,a) musi byt realné a vztah (2.5) dava smysl také zde. Trosku

vvvvvv

skalarniho sou¢inu a normy analogicky vztahu (2.9) pak plati

1 : : : :
(2. y) = 7 (llx + 9l = llz = yIP* +il]o + iy[]* = il|o —iy|]*) .
metricky prostor Hilbertav prostor
Banachtuv prostor unitarni prostor

normovany vektorovy prostor

topologicky prostor ﬂ ﬂ

A%

metricky vektorovy prostor

mnozina

%
topologicky vektorovy prostor

A%

vektorovy prostor

Obr. 2.8 Hierarchie matematickych struktur.

V kapitole 2.2 si rozsifime nas ,,zvérinec” struktur o dalsi dva pojmy: Banachtv prostor a
Hilbertiv prostor. Prozatim nam pro orientaci postaci obrazek 2.8.

2.1.6 Neobvyklé i obvyklejsi metriky

Formou prikladt se zminime o dal$ich moznych i zdanlivé nemoznych metrikach. Ve zbyvajici
¢asti knihy vSak vétSinu z nich nebudeme pouZivat. Nemate-li chut v tuto chvili sviij mozek
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zajimavym zplsobem procvicit, miizete cely odstavec 2.1.6 preskocit bez ztraty navaznosti.
Piiklad 2.19: Sileny taxikar

Zoufalého taxikare donutila konkurence uéinit tuto nabidku: ,,Svezu vas kamkoli za jeden dolar.“ Matema-
ticky lze situaci popsat takto:

0 pro A=B

:MxM>I[A B A, B) =
& X [ I = ea ) {1 pro A#B

Tuto metriku mtzeme zavést na libovolné nosné mnoziné M a nazyvame ji diskrétni.

Priklad 2.20: Pampeliskova metrika

V této metrice bude mérit vzdalenost napiiklad mravenec, pohybujici se po tenkych okvétnich listcich, které
paprskovité vychéazeji z jednoho mista. Koknkrétné: Budou-li se dva body nachéazet na témze ,paprsku® procha-
zejicim pocatkem, odpovidé jejich vzdalenost euklidovské vzdélenosti. Pro body A, B na rtznych ,paprscich®
je nutné secist vzdalenost, kterou musi mravenec urazit z bodu A k pocatku a vzdélenost od poc¢atku k bodu
B. Situaci znézoriiuje obrazek 2.9. Vypocet odpovida vzorci g, : R? x R? 3 [A, B] —

V(@5 —24)2+ (yg —ya)? pro A, B lezici na stejné polopiimce prochazejici po¢atkem,
\/xi + 3 + \/1:23 +y% pro A, B nelezici na stejné polopfimce prochéazejici pocatkem.

QP(A’B> = {

o(A, B)
0(A,C) = 0(A,0) +0(0,0)

Obr. 2.9 Pampeliskova metrika.

Priklad 2.21: Normy a metriky na mnoziné matic

Ve druhém dilu (ptiklad 4.21) jsme pracovali s vektorovym prostorem realnych obdélnikovych matic typu
m/n. Nalezli jsme v ném bézi a urcili dimenzi dim M(m/n) = m-n. Prostor matic je koneénérozmérny, mizeme
jej ztotoznit vektorovym prostorem R™™ prostfednictvim izomorfismu, ktery vektory standardni baze zobrazuje
opét na vektory standardni baze.

Kazdou metriku resp. normu zavedenou pomoci soufadnic v euklidovském prostoru R™" lze pak chapat
také jako metriku resp. normu na vektorovém prostoru matic. Vratme se k ptikladu 2.17. V analogii mizeme
pro libovolné éislo k € [1,00) na mnoziné M(m/n) definovat normu matice A = (a;;) vztahem:

m n k

Al = | D>l

i=1 j=1
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Pro k = 2 spliiuje norma rovnobéznikové pravidlo a snadno ovéfite, Ze je indukovana skalarnim soucinem
(A,B) =tr (AB"),

s nim?Z jsme ve druhém dilu knihy (Cviceni 6.1.4) rovnéZ pracovali. Vzpominate? A neni to naposled, co se s
nim v této knize setkavame.

Jinym piikladem normy, tentokrat v prostoru ,komplexnich® matic M(m/n) nad C, je zobrazeni dané
vztahem

1Al = {sup [|Az||, = € V, nad C, [a]| <1}, [l = /]a 2 + - + [a"[2. (2.12)

Priklad 2.22: Metriky na kruhové draze

Zavedme né&kolik metrik na jednotkové kruznici se stfedem v pocatku. Bod na kruznici mtizeme popsat
ihlem ¢, méfenym od kladné poloosy z proti sméru hodinovych ruci¢ek, nebo kartézskymi soufadnicemi v R2.

N

A N A /‘N A
\ f(4) f(B)

P2 P2

Obr. 2.10 Metriky na kruznici.

e Vzdilenost dvou bodf na kruznici bude indukovana z prostoru R? euklidovskou metrikou (obrazek 2.10
vlevo), tj.

0(A,B) = /(x5 —x4)2 + (yp — ya)? = /(cos g — cos ¢1)2 + (sin py — sin ;)2

e Vzdélenost dvou bodl na kruznici je ddna délkou kratsiho z obloukt, ktery spojuje body A, B (obrazek

2.10 uprostied):

Y1 — 2| pro |1 — o <,
o(apy = Al pro -
o1 = @2| = 27| pro |o1 — @of > m.

e Vzdalenost indukujeme metrikou z pampeliskového prostoru (tj. pro A # B je souc¢tem délek tisecek AS

a BS, kde S je pocatek) — ziskdvame diskrétni metriku:
0 pro A=B

Q(A’B):{ 2 pro A#B

e Vyjmeme-li z kruznice bod N = (0, 1), mizeme vSechny body na kruZznici zobrazit na redlnou osu takto:
Spojime bod N s bodem A pfimkou, obraz f(A) bude prisecik této pfimky s osou z. Vzdélenost bodii
A, B definujeme jako euklidovskou vzdalenost jejich obrazi (obrazek 2.10 vpravo):

CoS 1 COS (P2

o(A; B) = [f(A) - [(B)| =

1—sing; 1—sing,|’
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Ukazte, 7ze vSechny ¢ty¥i metriky spliiuji pravidla (2.4). Jakou kazdd z nich indukuje topologii? Zakreslete
oteviené koule. Jsou nékteré metriky ekvivalentni? (Pfi porovnévani se ¢tvrtou metrikou musime z kruznice
vzdy vyjmout bod N, aby nosné mnoziny byly stejné — pijde o jiny metricky prostor nez v pripadé celé
kruZnice.)

Piiklad 2.23: Metrika na mnoziné slov

Uvazujme o mnoziné vSech koneénych slov, ktera utvofime z uréité abecedy (tj. souboru znaki). Se slovy
muzeme provadét nasledujici operace:

e vymeéna kteréhokoli znaku za jiny znak abecedy,

e vlozeni znaku kamkoli do slova,

e odebrani znaku z kteréhokoli mista ve slové.

Vzdalenost dvou slov A a B pak definujeme jako nejmensi pocet operaci, které musime provést, aby ze slova A

vzniklo slovo B.

Priklad 2.24: Metrika na grafu

Na obrazku 2.11 vlevo je zndzornén (jednoduchy souvisly konecény) graf. Pfesné definice pojmi z teorie
grafii nyni pomineme. Velkymi pismeny jsou oznaceny vrcholy grafu, feckymi pismeny jeho hrany. Na mnoziné
viech vrcholll miZeme zavést metriku. Rekneme, Ze vzdalenost vrchol@t X, Y je rovna nejkratsi cesté z X do
Y (tj. nejmensi pocet hran, které musime projit, abychom se pfemistili mezi témito vrcholy). Takto naptiklad
vzdélenost F' a A je rovna ¢tyfem.

Situaci lze zkomplikovat tim, ze hrany budou tzv. ,ohodnocené“ — je dana funkce, kterd kazdé z hran
prifadi kladné reélné ¢islo. Takové ohodnoceni mtzeme chapat napf. jako ,finan¢ni naklady* na provedeni cesty
po dané hrané. Tentokrat definujeme vzdalenost dvou vrcholi jako hodnotu odpovidajici minimalnim nédkladtm
na premisténi mezi nimi. Situaci odpovida graf vpravo. V této situaci se ,nejlevnéjsi cesta® z F' do A realizuje
po jinych hrandch nez v pfechozim pfipadé (po jakych?) a vzdalenost je rovna péti.

D 0 E D 0=1 E
v ~ v=1L7_ < _
w n ¢ € w=1 n=4 e=1e=1
C 12 H ) F V=2 F
B
B « ,LI a=1 /1

Obr. 2.11 Neohodnoceny a ohodnoceny graf.

Priiklad 2.25: Rozsifeni euklidovského prostoru

V prvnim dilu jsme pracovali s roz$ifenou mnoZinou realnych ¢isel (redlnou osu jsme doplnili o body plus
nekoneéno a minus nekonecno, zavedli jsme algebraické operace s novymi body a uspofddani). Ve druhém dilu
jsme podobnou konstrukci pouzili pro mnozinu R2. Jiny zptisob rozsifeni nés éeks v kapitole ?? p¥i zavadéni
bodu nekoneéno v Gaussové roviné. Ukazeme si nyni, jakym zpiisobem rozsitit metriku (a topologii).
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Uvazme nejprve mnozinu R s pfirozenou metrikou a topologii. Mnozinu doplnime body oo a —oo jako jsme
to udélali v prvnim dilu. Na mnoziné R* = R U {co, —oo} pak definujeme funkci @ : R* — [—1, 1] takto:
x
B(r) = ——,
() 1+ |z
Pomoci této funkce, kterd je bijekci mnoziny R* na mnoZinu [—1, 1] (ukaZete to ve cviceni), definujeme metriku
o* : R* x R* - R vztahem
0"(4, B) = [®(A) — (B)|.

Zbyvé ukazat, ze zobrazeni o* spliuje axiomy metriky a Ze je na mnoziné R nova metrika ekvivalentni s
metrikami g, 01 1 0oo. Tento ditkaz opét pfenechame do cvifeni. Mnozinu R* opatfenou metrikou o* (a také
indukovanou topologi{) budeme oznacovat symbolem E*.

Nyni jiz bude snadné rozsitit o nevlastni body také vicerozmérny euklidovsky prostor. Na mnoziné R*"
definujeme metriku o*" vztahem

0" (A, B) = max{o"(A1, B1), ..., 0" (An, Bn)},

kde A = (A4,...,A,),B = (By,...,B,) € R*. Pfislusny metricky (i topologicky) prostor ozna¢ime E*". Co
je opét potieba ovérit?

Pozn.: Jak jsme jiz uvedli, existuje i jiny zpusob rozsifeni euklidovského prostoru. V ném se k mnoziné R" doplni
pouze jediny bod ,nekoneéno®, ozna¢ime *R™ = R"U{oo}. V piikladu ?? kapitoly ?? zkonstruujeme konkrétné
pro n = 2 (Gaussovu rovinu) bijektivni zobrazeni takto rozsifené mnoziny na jednotkovou sféru. S pomoci
bijekce a vhodné metriky na sféfe (naptiklad indukované z R?) mtizeme zavést metriku (a topologii) také na
mnoziné *R? ~ C*. Nové vznikly topologicky prostor bude kompaktni (definici kompaktnosti najdete napiiklad
v dodatku F prvniho dilu nebo v néasledujicim odstavci). Jednd se o tzv. bodovou kompaktifikaci euklidovského
prostoru R2. Takovou konstrukci miZeme udélat pro libovolné n, topologické vlastnosti kompaktifikaci vsak

presahuji ramec naseho textu.

Aplikace pojmu metriky sahaji i mimo obor matematiky. Jisté byste s vyctem priklada
mohli dal pokracovat sami. Kolikrat za den ,fesite podobné tulohy“? Jaké ,metriky* pritom
pouzivate? S dalsimi se setkdme jesté ve cviceni.

2.1.7 Cviceni

1. Ukazte, Ze metriky zavedené v piikladech 2.1, 2.2 a 2.3 spliiuji axiomy (i), (ii) a (iii) v definici metriky (2.4).
2. Ukazte, Ze metriku lze definovat pouze pomoci dvou axiomii:
(I o(A,B)=0 < A=B
(II) o(B,A) +o(B,C) = o(A,C)
Tj. ukazte, ze pravidla (i), (ii) a (iil) vyplyvaji z pravidel (I) a (II).
Navod: Postupné dosadte do pravidla (II) vzdy dva stejné body (A= B, A=C, B=C).
3. Uvazujme o systému ¢ podmnozin mnoziny M, ktery spliiuje

e )M € o,

e Priinik libovolného poctu libovolnych mnozin ze o je opét prvkem systému o.
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10.

11.

12

e Sjednoceni libovolnych dvou mnozin ze o je opét prvkem systému o.

Ukazte, ze pomoci takového systému lze zavést topologii na M takto: Kazdou mnozinu patfici do o nazveme
uzavienou. Mnozinu A C M nazveme otevienou, jestlize jeji doplnék M \ A je mnoZina uzaviend (tj.
M\ A€ o).

Navod: Ukazte, Ze soubor T v8ech otevienych mnozin spliiuje pravidla z piikladu 2.7.

. Naleznéte vSechny topologie na dvouprvkové mnoziné. Kolik existuje riiznych topologii na t¥iprvkové mno-

ziné? Rozhodnéte, které z nich jsou asociovany s néjakou metrikou.

Vysledek: Na dvouprvkové mnoziné A = {a,b}: 79 = {0, A}, i = {0, A, {a}}, o = {0,A,{b}}, 73 =
= {0, A, {a},{b}}. Na t¥iprvkové mnoziné je celkem 29 rtznych topologii. Na koneéné mnoziné je pouze
diskrétni topologie asociované s metrikou (konkrétné s diskrétni metrikou).

. Uzavér 1ze chapat jako zobrazeni pfifazujici mnoziné A mnozinu A. UkaZte, Ze pro toto zobrazeni plati:

(1) 0=0,

(2) A C A pro libovolnou mnozinu A,

(3) A=A pro libovolnou mnoZinu A,
(4) (AUB) = AU B pro libovolné mnoziny A a B.

. Pravidla (1) az (4) z pfedchoziho cvifeni se nazyvaji Kuratowského aziomy uzdvéru. Ukazte, Ze je lze pouzit

k zavedeni topologie na libovolné mnoziné M takto: Necht f : 2M — 2M gpliuje pravidla (1) — (4)
(symbolem 2™ oznac¢ujeme mnozinu véech podmnozin mnoziny M). Mnozinu A C M nazveme uzavienou,
jestlize f(A) = A. D4l vychézejte z cviceni 3.

. Vymyslete systém (nekoneéné mnoha) otevienych mnozin, jejichz prinikem neni oteviend mnozina. Vymys-

lete systém (nekoneéné mnoha) uzavienych mnozin, jejichz sjednocenim neni uzaviend mnozina.

. Topologicky prostor (M, 7) se nazyva Hausdorffiv neboli oddélitelny, jestlize ke kazdym dvéma riznym

bodtim z, y existuji okoli U a V tak, ze z € U, y € V a UNV = (. Uvedte priklad topologického
prostoru, ktery neni Hausdorffiv. Dale ukazte, Ze mnozina s libovolnou metrickou topologii je Hausdorffovym
prostorem.

Navod: Vzdalenost dvou riznych bodi je vzdy kladna. Zvolte okoli bodt z a y jako oteviené koule vhodného
poloméru.

. Existuje metrika, ktera by indukovala trividlni topologii (pfiklad 9.5 druhého dilu)? K odpovédi vyuzijte

vysledku piedchozi tlohy.

Ukazte, ze diskrétni metrika zavedend v ptikladu 2.19 spliiuje vlastnosti (2.4). Dale ukazte, ze tato metrika
indukuje diskrétni topologii (pfiklad 9.5 druhého dilu). Jak vypadaji oteviené koule pro naseho $ileného
taxikare? Ukazte, Ze diskrétni metrika je prikladem metriky, ktera neni indukované zadnou normou. Jak by
takova ,diskrétni“ norma musela byt zadana? Kterou z vlastnosti (2.6) by vSak nespliiovala?

Ukazte, ze pampeliskovd metrika zavedend v piikladu 2.20 spliiuje vlastnosti (2.4). Nakreslete oteviené
koule v pampeliskové metrice. Je topologie indukované touto metrikou ekvivalentni s pfirozenou topologii?
Zdtvodnéte. Existuje norma na R2, ktera indukuje pampeliskovou metriku?

Navod: Pro dikaz trojihelnikové nerovnosti si rozdélte situaci na t¥i piipady. (1. Body A, B a C lezi na
stejné polopfimce prochézejici pocatkem. 2. Dva body lezi na stejné polopfimce, tieti na jiné. 3. Kazdy
z bodi lezi na jiné polopfimce prochédzejici po¢atkem.) Také konstrukci otevienych kouli je tfeba rozdélit
na t¥i rtizné ptipady (stfed je pocétek, stfed je vzdaleny od pocétku méné nez je polomér koule a stied je
vzdaleny od pocatku vice nez je polomér koule.) Norma, indukujici metriku ¢ musi spliiovat ||d|| = o(d@ — 7).
Zadate-1i takto normu, jakou metriku bude indukovat?

. UkaZte, Ze metriky zavedené v piikladech 2.12, 2.13, 2.23, 2.24 splituji vlastnosti (2.4).
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13. Rozhodnéte, zda néasledujici funkce jsou metrikami na R. Pro kazdou z funkci, kterd splituje vlastnosti (2.4),
urcete vzdélenosti di = 9(3,6), d2 = o(5,—12,5).

a) o(z,y) = |z[ + |y| pro x # y, o(x,x) =0,

b) o(z,y) =logy(|ly — x| + 1),

o) olz,y) = 574,

d) o(z,y) = |[z] — [y]|, kde [z], znac¢i dolni celou East z z,
e) o(z,y) =2vl -1

£) o(z,y) =[1-207¥)],

g) o) = o5

ly—=z|+5°

Vysledky: a) ANO, d; = 9,ds = 15, b) ANO d; = 1,dy = 2, ¢) NE (trojthelnikova nerovnost), d) NE,
(napt. o(1;1,5) = 0), e) NE, ) NE, g) ANO, d; = %,dg = %.

14. Rozhodnéte, zda nésledujici funkce jsou metrikami na mnoziné pfirozenych ¢isel N. Pro kazdou z funkei,
kterd spliiuje vlastnosti (2.4), urcete vzdélenosti di = 9(3,5), da = 0(35,27).

a) o(n,m) = |y — |,
b) o(n,m) = 27% kde 2* je nejvyssi mocnina &isla 2, kterou je délitelné ¢islo [n — m| beze zbytku,
o(n,n) =0,
¢) o(n,m) = -, kde r je zbytek po déleni ¢isla |m — n| ¢islem 7,
d) o(n,m)=1-— m
Vysledky: a) d; = 2/15,dy = 8/945, b) di = 1/2,d2 = 1/8, ¢) neni metrika, d) d; =2/3, do = 8/9.
15. Urcete vzdalenost d = p(A, B) bodt A = [12, 2] a B = [4,5] v metrice
a) prirozené z piikladu 2.1,
b) souétové z piikladu 2.2,
¢) maximdlni z piikladu 2.3,
d) diskrétni z piikladu 2.19,
e) pampeliskové z ptikladu 2.20.
Vysledky: a) d = v/113,b) d =15, c) d =8,d) d = 1, ) d = /148 + V/41.
16. Urcete nésledujici vzdalenosti v prislusnych metrikéch:
a) d= o.(f,g) funkel f =22, g = \/x, x € [0,1] v metrice stejnomérné konvergence z piikladu 2.10,
b) d = o07(f,g) funkei f = 2%, g = /z, x € [0,1] v integrdlni metrice z pitkladu 2.11,
¢) d= g(a,b) posloupnosti a = {27"},,en, b = {(—2) " }nen Vv metrice z piikladu 2.13,
)

d) d = op(a,b) posloupnosti a = {[%} }HGN, b= {[%} }HGN, kde symbol [z] znac¢i dolni celou ¢ast z x,
v metrice z pfikladu 2.12,

e) d = o(G, B) vrcholtt neohodnoceného grafu na obrézku 2.11 vlevo,
f) d = o(G, B) vrcholii grafu s ohodnocenymi hranami na obrazku 2.11 vpravo,

g) vzdalenost slov ,matematik“ a ,pomatenec* v metrice zavedené v p¥ikladu 2.23.
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17.

18.

19.

20.

21.

Vysledky: a) d =165 — 1675, b) d=1,c)d=1,d)d=%,e)d=3f) d=5,g) d =5.
Na podmnozing M C C[a, b] polynomi stupné nejvyse dva (tj. M = {Az? + Bx + C|A, B,C € R}) odvodte
vzorec pro vypocet vzdalenosti v integralni metrice (pfiklad 2.11) pomoci koeficienttt A, B, C.
Vysledek: o;(Py, Py) = $(A1 — A2)(b® — a®) + L(By — B2)(b* — a?) + (C1 — C2) (b — a).
Cestovatel na povrchu Zemé (sféra) pouziva tii rtizné metriky:
a) Vzdalenost dvou bodi A, B na povrchu koule je ddna délkou kratsiho z obloukt hlavni kruZnice (tj.
kruZnice se stfedem ve stfedu koule) spojujici body A, B.

b) Vzdélenost dvou bodi A, B na povrchu koule je dédna euklidovskou vzdalenosti obrazt téchto bodt
pii stereografické projekci ze severniho pélu do R2. Tj. cestovatel méii vzdalenost v mapé, pricemz
obraz bodu A na mapé je prisecikem roviny rovniku s polopfimkou N A spojujici severni pél N s
bodem A (pro tento pfipad musime severni pél N vyjmout z uvazovaného metrického prostoru).

c¢) Euklidovskou metriku indukovanou z trojrozmérného prostoru R3.

Ukazte, Ze vSechny t¥i metriky spliiuji vlastnosti (2.4). Pro jednoduchost uvazujte, Ze sféra je jednotkova a
vyjadiete u kazdé z metrik vzorec pro vzdalenost bodi A a B v zavislosti na jejich kartézskych soufadnicich.
Jak budou vypadat tyto vzorce vyjadiené v zavislosti na zemépisné délce a Sifce?

Vysledky: Ozna¢me (&, 7, () kartézské souradnice bodi, €2 +72+ (2 = 1, (,y) kartézské souradnice bod
v roviné ¢ = 0, souradnicové osy z =&, y = 7.

&4 +nans + Calp
VG M+ GVEE s+ (G

( € &a >2+< N 1A >2 :
1-¢s 1-¢a 1-¢ 1-¢a ’
¢) 0c(A,B)=[(¢s =€)+ (nB —na)” + (B —Ca)?] 7,

kde (4 = /1—-¢&4 —n%.¢s = /1 — &% —n%. Vyjadieni pomoci zemépisné délky ¢ a zemépisné sirky o
dostaneme dosazenim £ = cos ¥ cos p, n = cos ¥ sin p, = sin .

a) 0q(4, B) = arccos = arccos (§a€B +nanB + CaCB) ,

b) Qb(Av B) =

W=

V pfirozené topologii na R jsou pravé dvé mnoZiny, () a R, které jsou oteviené i uzaviené soucasné. Naopak,
v diskrétni topologii jsou oteviené a soucasné uzaviené vSechny podmnoziny R. Uvazujme o mnoziné Q
v8ech raciondlnich ¢isel s metrikou o(z,y) = |z — y|, metrickd topologie na Q bude totoZzna s topologii
indukovanou prirozenou topologii. Popiste, jak vypadaji v tomto prostoru podmnoziny, které jsou soucasné
oteviené i uzaviené.

Vysledek: Jsou to mnoziny tvaru Q N (a, b), kde ¢isla a, b jsou iracionélni (a jejich sjednoceni).

Rozhodnéte, zda norma na C|a, b] indukujici integralni metriku (ptiklad 2.11), tj. norma || f|| = f; |f(z)|dx
splituje rovnobéznikové pravidlo. V kladném ptipadé zadejte skalarni sou¢in na Cla,b], ktery tuto normu
indukuje (viz piiklad 2.15).

b
Vysledek: Spliuje, (f,g) = [ f(z)g(z)dz.

Na mnoziné polynomi stupné nejvyse 2 je zadan skalarni soucin
1

a) (p,q) = ({ p(x)q(z)de,

b) (p,q) = p(=1)g(=1) + p(0)q(0) + p(1)g(1).
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Jakou normu a metriku v kazdém z pfipadﬁ skalarni sou¢in indukuje?

1
Vysledky: a) |]p|| = [fo dx] , op.a) = llp—all, b) llpll = [p*(=1) +p*(0) + p*(1)]?, o(p,q) =
= lp — qll-
Lidé casto mluvi o ¢lenech své rodiny jako o ,blizkych“ nebo ,vzdalenych® pribuznych. Definujte metriku
na mnoziné ¢lent rodiny tak, aby spliiovala vlastnosti (2.4) a vystihovala vasi pfedstavu o ,vzdalenosti“.
Ukazte, ze vSechny metriky, které je mozné zadat na kone¢né mnoziné, jsou navzajem ekvivalentni.
Navod: Ukazte, Ze jedind Hausdorflova topologie (tiloha 8) na koneéné mnoziné je topologie diskrétni.
Na tiiprvkové mnoziné M = {A, B, C} zavedte tii riizné metriky. Déle uvedte piiklad ti{ zobrazeni, ktera
spliiuji pravé dvé z pravidel (2.4), zatimco tfeti pravidlo nespliiuji, tedy metrikami nejsou.
Ukazte, ze vSechny normy zavedené vztahem (2.10) spliiuji pravidla (2.6) pro k& > 1 a nespliiuji trojihelni-
kovou nerovnost pro k < 1.

Ukazte, Ze pro k € [1,00) je mnoZina I vSech posloupnosti {a, }nen, pro které fada Z lan|* konverguje,

vektorovym podprostorem ve vektorovém prostoru V' vsech posloupnosti. Zméni se s1tuace bude-li £ < 17

Ukazte, Ze pro kazdou mnozinu U otevienou v metrické topologii 7, a kazdy bod x € U existuje oteviend
koule B(z,e) C U (tj. kazdé okoli obsahuje s kazdym svym bodem né&jaké symetrické okoli tohoto bodu).

V metrikéch gj, z piikladu 2.18 uréete vzdalenost bodu (jako jednoprvkové mnoziny) A = {},en od
mnoziny X = {{an}nen | a1 = a2} pro k =1,2,00.

Vysledek: 01(A, X) =3, 02(A, X) = 22 0. (4, X) = 3.

Uréete pramér mnoziny X; = {f € C[0,1] | f = K, |K| < 2} a mnoziny X, = {g € C[0,1] | g =
=azx+b, |a] <1, |b] <1} v metrickém prostoru (C[0, 1], oy) — integralni metrika i v metrickém prostoru
(C[0,1], 0.) — metrika stejnomérné konvergence.

Vysledek: V integrilni metrice: d(X1) = 4, d(X2) = 3, v metrice stejnomérné konvergence: d(X;) = 4,
d(Xs) = 4.

Uréete vzdalenost mnoziny X = {[z,y] € R? | |z| <1, |y| < 1} od mnoziny Y = {[z,y] € R? | z+y =2}
a primér mnoziny X v euklidovské, souctové i maximéalni metrice.

Vysledek: Vzdalenost je ve vSech pfipadech nulova, obé mnoziny obsahuji bod (x,y) = (1,1). Primér v
euklidovské d(X) = 2v/2, v souétové d(X) = 4, v maximalni d(X) = 2.

Ukazte, ze zobrazeni p* z pfikladu 2.25 spliiuje axiomy metriky a Ze na mnoziné R je tato metrika ekviva-
lentni euklidovské metrice g.

Dokazte: Metriky o1 a g2 jsou ekvivalentni pravé tehdy, kdyz ke kazdé oteviené kouli By = B, (x,¢) v
metrice g1 existuje oteviend koule By = B,,(x,d) v metrice g2 tak, Ze Bo C By, a ke kazdé oteviené kouli
B = 02(x,d") v metrice g, existuje oteviena koule B} = B, (z,¢’) v metrice g, tak, ze Bf C Bj.
Urcete vnitfek, vnéjsek a hranici mnoziny A C R™ (s pfirozenou topologii) v nésledujicich pfipadech:

a) A={zeR"||lz]] <1},

b) A={xeR"|||z|| =1}.
Vysledky: a) intA = {x € R™ | ||z|| < 1}, extA = {& € R™ | ||z|| > 1}, hA = {& € R™ | ||z|| = 1}, b)
intA =10, extA={x e R" | ||z|]| # 1}, hA = A.
Ukazte, ze

BCA—=— intB CintA, a B C A—=— extB D extA.

Ukazte, 7e uzavér A je nejmensi uzaviena mnozina obsahujici A v nasledujicim smyslu: Je-li B uzaviena
mnozina, pro kterou A C B, pak A C B.
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36. Charakterizujte mnoZiny, pro které hA = (.
Vysledek: Mnoziny, které jsou zaroven oteviené i uzaviené.

37. Rozhodnéte, zda plati
hAUhB =h(AUB)Uh(ANB).
Pokud ano, dokazte, v opacném piipadé uvedte protipiiklad.
Vysledek: Neplati, napf. A = Q, B =R\ Q v prostoru R s pfirozenou topologii.
38. Ukaite, ze pro normu na vektorovém prostoru ¢tvercovych matic fadu n zavedenou v piikladu 2.21: ||A|| =
= /tr(AAT) plati:
a) ||AB]| < ||4]]-||B|| (normy na vektorovém prostoru matic splitujici tuto vlastnost nazyviame maticové),
b) |[|[M||<¢<1 — (FE — M) je reguldrni,
c¢) konverguje-li posloupnost U A; k matici F, pak posloupnost A; konverguje k matici U~1.
Ulohu c) feste az po precteni definice konvergence v nasledujicim odstavci.

39. Ukaite, Ze pro normu (2.12) plati

IABI| < [IA[l-[|Bl,  [|A*]] < [|All*.

2.2 Konvergence aneb priblizovani

Jiz v prvnim dilu jsme se naucili pocitat limity funkci a posloupnosti. V dalsim dilu jsme pojem
limity funkce zobecnili pro funkce vice proménnych a pojem limity posloupnosti (¢astecnych
souctli) ndm umoznil definovat konvergenci fady a jeji soucet. Vzpominéate si, Ze u posloupnosti
a fad tvorenych funkcemi jsme rozlisovali dva typy konvergence — bodovou a stejnomérnou?
Zopakujte si nejprve definice pojmi, abychom je v této kapitole mohli uvést do souvislosti s
metrikou, normou a topologii. Limitu posloupnosti prvki libovolného metrického prostoru nyni
definujeme ,,univerzalné“ pomoci vzdalenosti. Budeme se snazit, aby nase znalosti konvergovaly
alespon k zakladim funkcionalni analyzy, tolik uzitecné ve fyzice i aplikovanych védach.

2.2.1 Konvergentni a Cauchyovska posloupnost

Zaklad prirozenych logaritmt jako ,,mezera“ v mnoziné racionalnich cisel:
V nékolika prikladech prvniho i druhého dilu jsme se zabyvali posloupnosti

{20

Vsimnéte si, ze je to posloupnost tvofena pouze raciondlnimi ¢isly. Jeji limitou je
vSak iracionalni ¢islo e. Na prvni pohled se muze zdat tato skutecnost nezajimava.
Ukazuje vSak na velmi zdsadni rozdil mezi vlastnostmi racionalnich a realnych ¢isel.
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1n
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Obr. 2.12 Chybéjici limita?

Cleny posloupnosti se navzajem k sobé , ptiblizuji“ pro rostouci n (obrazek 2.12). I
pres toto pfiblizovani nemaé posloupnost limitu v mnoziné Q, do niz patii vsechny jeji
¢leny. Budeme-li tutéz posloupnost chapat jako posloupnost realnych cisel, mezera
se ,zaceli“, na misto chybé&jici limity se usadi ¢islo e. Metricky prostor (Q, ¢) neni
,aplny“, zatimco (R, o) ano. Uplnost prostorti souvisi s existenci limit posloupnosti
a souctu fad — hraje tedy roli opravdu dulezitou.

Pojmy naznacené v predchozim piikladu nyni precizujeme definici. Posloupnosti bod me-
trického prostoru (M, o) budeme rozumét zobrazeni N > n — a,, € M. Takovou posloupnost
oznac¢ujeme podle zvyku {a,},en (pfipadné jen {a,}).

Posloupnost {a,},en prvki metrického prostoru (M, g) se nazyvéa cauchyovskd,
jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje index ny € N tak, ze pro vSsechna m,n > ng
plati o(an,, a,) < €.

Posloupnost {a,}nen prvkd metrického prostoru (M, o) se nazyva konvergentni,
jestlize ma limitu, tj. existuje prvek L € M, pro ktery plati: ke kazdému ¢ > 0
existuje index ng € N tak, ze pro vSechna n > ng je o(a,, L) < €. PiSeme pak

Ty =g I

Zda je néjaka posloupnost cauchyovska ¢i konvergentni neni dano pouze jejimi cleny, ale
také tim, v jakém metrickém prostoru (M, o) s ni pracujeme (piiklady 2.26 a 2.27). Sami si
jisté snadno rozmyslite, Zze posloupnost konvergentni v néjakém metrickém prostoru je v ném
cauchyovska. Naopak to neplati, jak ukazuje motivacni priklad v tivodu odstavce. To nam
umorznuje definovat pojem uplnosti metrického prostoru.
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Metricky prostor (M, o) nazyvame uplny, jestlize kazd4 posloupnost, v tomto pro-
storu cauchyovska, je v ném také konvergentni. Uplny normovany linearni prostor
se nazyva Banachiv, tplny unitarni prostor Hilbertiv (metriku uvazujeme induko-
vanou normou resp. skaldrnim sou¢inem).

Priklad 2.26: Na metrice zalezi
Uvazujme mnozinu R? jednak jako metricky prostor (R?, o) s euklidovskou metrikou z ptikladu 2.1 a také
jako metricky prostor (R?, g,) s pampeliskovou metrikou z piikladu 2.20. Zvolme posloupnost bodt {4, }nen

leZicich na jednotkové kruZnici se stifedem v pocatku tak, ze thel, ktery svird priuvodi¢ bodu A, s osou z je

On = % Bod A, méa v polarnich resp. kartézskych soufadnicich vyjadieni

1 1 1
A, = (rna Son) = (17 > , Tesp. Ay = (xnvyn) = (COS —,sin ) .
n n n

Situaci znazoriiuje obrazek 2.13. V euklidovské metrice konverguje tato posloupnost bodi k bodu A =

on | 57,3]28,7]19,2 14,3 11,5 9,55

Obr. 2.13 K prikladu 2.26.

= (cos0,sin0) = (1, 0). Ukdzeme to. Vzdalenost ¢lenu A,, od predpokladané limity A je

2 2
1 1 1 1 1
Q(An,A):\/(cos—1> —|—<Sin—0> :\/cos2—2(:os+1+sin2=
n n n n n
1 1 1
=4/2 <1 cos) =/4sin® — = |2sin —|.
n 2n 2n
Zvolme ¢ libovolné. Polozime-li ny > 4—18, pak pro kazdé n > ng plati
(An, A) = 25in - < 2sin —— < 2sin & < 2°
ny, A) = 2sin — sin — < 2sin — — =ec.
° m 20 2~ 7°¢

Bod A je tak limitou uvazované posloupnosti (posloupnost konverguje) v euklidovském prostoru.
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V pampeliskové metrice je
0(An, A) =2 pro kazdé n#m e N.

Posloupnost neni v pampeliskovém prostoru ani cauchyovské, nemtize mit limitu.

Priklad 2.27: Na mnoziné zalezi

Uvazujme metrické prostory (Q, ¢) a (R, 0) s euklidovskou metrikou a posloupnost uvedenou v motivaénim

prikladu na zacatku odstavce
1 n
{an}nGN = { <1 + ) } .
n neN

Prestoze je metrika u obou prostort zadana stejnym predpisem
o(a,b) = |b—al,

konverguje posloupnost v metrickém prostoru (R, g) k limité e, zatimco v metrickém prostoru (Q, ¢) limitu

nemé. V obou prostorech je cauchyovska (dokazte).

Priklad 2.28: Kazda posloupnost mé nejvyse jednu limitu

Jako piiklad ukazeme, Ze posloupnost miiZze mit jen jedinou limitu. (Takovy dikaz jsme jiz délali pro funkeci
jedné proménné v prvnim dilu. Vzpominéte?) Ptipustme, Ze by posloupnost {a, } nen konvergovala soucasné ke

dvéma riznym limitdm, feknéme A # B v metrickém prostoru (M, p). Ozna¢me vzdélenost (A, B) =a >0 a

zvolme ¢ = 7. Podle definice existuji indexy ni,ns € N tak, ze

o(an,A) <e provechna n>mni, o(an,B)<e provsechna n > ns.
Pro kazdy prvek a,,, kde m > max{ni, na}, plati
@ a
o(am,A) + o(am,B) <e+e=—+— == <a=p(4,B).

To je vSak spor s trojuhelnikovou nerovnosti. Na§ predpoklad byl tedy nespravny — posloupnost nemiize mit

dvé rizné limity.

Priklad 2.29: Konvergence jako topologicky pojem

Podivejme se nyni na definici konvergence oc¢ima topologie. Souvislost definice limity v metrickém prostoru

v

a v topologickém prostoru se ndm bude hodit v pfistim odstavci.

Bod L topologického prostoru (M, 7) je limitou posloupnosti {ay }nen, jestlize ke kazdému okoli
O(L) € 7 bodu L existuje index ng € N tak, 7e pro véechna n > ng plati a,, € O(L). Rikéme, ze
{an }nen konverguje k L v topologii 7 a piSeme

{an} —+ L.

Je-1i topologicky prostor soucasné metrickym a jeho topologie je asociovand s metrikou, definice splyvaji (po-
drobnéji to rozebereme v nésledujicim piikladu).
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V topologickych prostorech, jejichZ topologie nepochéazi z metriky, vSak nemusi tato definice vzdy davat
smysl: Uvazme jakoukoli posloupnost bodu trividlniho metrického prostoru (M, 1), 7 = {#), M}. Pro libovolny
bod L € M je jeho jedinym okolim cely prostor M. Proto je pro kazdé L splnéna definice limity trivialné,
vSechny posloupnosti konverguji a to dokonce ke vS§em bodim mnoziny M soucasné. NaSe tvrzeni z predchoziho
prikladu, Ze posloupnost mé nejvyse jednu limitu, by neplatilo a samotny pojem konvergence by ztracel sviij
ptvodni vyznam.

Definice limity z tohoto prikladu bude fungovat v topologickych prostorech, spliujicich axiom oddélitelnosti
(Gloha 8 Cviceni 2.1.7):

Topologicky prostor (M, 7) se nazyva Hausdorffiv (neboli oddélitelny), jestlize pro kazdé dva body
A # B existuji oteviené mnoziny U, V takové, ze Ac U, BeV aUNV = 0.

Ukazte, ze v Hausdorffové prostoru ma kazda posloupnost nejvyse jednu limitu.

Priklad 2.30: Ekvivalentni metriky z hlediska konvergence posloupnosti

Piedpoklddejme nyni, Ze posloupnost {a, }»ecn konverguje v metrickém prostoru (M, g) k limité L. Zvolme
libovolné okoli U bodu L v topologii asociované s metrikou. Kazdé takové okoli musi obsahovat néjakou otevienou
kouli tvaru B(L,e) C U (Cvieni, 2.1.7 tloha 27). K tomuto ¢ pak najdeme index ng € N tak, ze o(L,a,) < &
pro vSechna n > ng, nebot {a,} —, L. Plati a,, € U pro v8echna n > ng a posloupnost {a, }»en konverguje
k limité L také v metrické topologii 7, (podle definice v prikladu 2.29).

Naopak, necht {a, }nen konverguje k L v metrické topologii 7,. Zvolme & > 0 libovolné a sestrojme okoli
bodu L takto: U = B(L,e) = {x € M |o(z,L) < €}. K okoli U nalezneme index ng € N tak, ze a, € U pro
vSechna n > ng, nebot {a,} — -, L. Je tedy o(L,a,) < € pro vSechna n > ng a posloupnost konverguje k L v
metrice o.

Celkem dostavame: Posloupnost konverguje k bodu L v metrice p pravé tehdy, kdyz konverguje k bodu L

v topologii 7, s touto metrikou asociované.

V predchozim prikladu jsme ukazali dilezité tvrzeni:

Véta 2.2: Metriky 01 a 0o na mnoziné M jsou ekvivalentni (indukuji stejnou topo-

logii) prave tehdy, kdyz pro libovolnou posloupnost {a,}nen plati

{an}neN —>91 L <:> {an}neN —>.Q2 L

Vsichni taxikari z odstavce 2.1.1 posuzuji konvergenci svych posloupnosti stejné — jejich met-
riky totiz indukuji tutéz (pfirozenou) topologii.

Pozn.: Poznamenejme, ze vSechny metriky ve vektorovém prostoru konecné dimenze induko-
vané néjakou normou, jsou navzajem ekvivalentni. Diikaz této skutecnosti sahé nad ramec nasi
ucebnice.

Priklad 2.31: Cauchyovské a konvergentni posloupnosti v diskrétnim prostoru

Diskrétni metrika Sileného taxikare z prikladu 2.19 neni ekvivalentni metrikdm nasich ,,normélnich“ taxikari
— indukuje totiz diskrétni topologii. Neni to snad nesoulad s pfedchozi pozndmkou? Nikoli — v tloze 10 Cviceni
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2.1.7 jste ukazali, Ze diskrétni metrika nemé zadnou normu. Podivejme se na konvergenci posloupnosti v této
metrice.

Predpoklddejme, ze posloupnost {a, }nen konverguje k bodu L v diskrétnim metrickém prostoru (M, o4),
kde
0 pro A=B0B,

Qd(A’B){ 1 pro A#B.

Maé-li byt L limitou posloupnosti, musi pro kazdé e, napfiklad i pro e = %, existovat ng € N tak, Ze 94(L,a,) < €
pro vSechna n > ng. Z toho ovSem vyplyva, %e a,, = L pro vSechna n > ng, nebot vSechny body s vyjimkou
L maji od L vzdalenost rovnou jedné. K ¢islu L konverguji vSechny takové posloupnosti, které maji nejvyse
konecny pocet ¢lenti riiznych od L. Rikdme jim skorostaciondrni. Zadné jiné posloupnosti v diskrétnim prostoru

limitu nemaji. Provedte podobnou tivahu pro vlastnost posloupnosti ,byt cauchyovska“.

Priklad 2.32: Konvergence v prostorech funkci

Vratme se k metrikdm zavedenym v piikladech 2.10 a 2.11. Pfipomelime, %e metrika stejnomérné konvergence
na mnoziné funkeci spojitych na intervalu [0, 1] je dana vztahem

C[0,1] x C[0,1] 3 (f,9) — ee(f, 9) = max{[f(z) — g(z)| |  €[0,1]}
a integralni metrika vztahem

1

C0,1] x C0,1] 3 (f,9) — a1 (f,9) = / [f(x) — g(x)|dz.

Uvazujme posloupnost funkci

2 2 _ 1 1111
Fulz) = n?(z—a2?—3)+1 pro we[3—7.5+7]
" 0 v ostatnich pfipadech

Ovérte, ze grafy ¢leni posloupnosti jsou paraboly s vrcholem [%, 1] a kofeny z; = % — %, To = % + % (obrazek

2.14). Pocitejme vzdéalenost dvou libovolnych ¢lent v metrice stejnomérné konvergence. Bez Gijmy na obecnosti
muzeme predpokladat, ze n > m:

0c(fr, fm) = max{[fn(2) = frn ()] | = € [0, 1]} = fin(a) = fula),
1_1

kde bod a odpovida absolutnimu maximum rozdilu funkénich hodnot. Z obrazku je vidét, Ze jde o bod a = 5 — =
nebo a = %+ %, ve kterém je funkce f,, nulovéa a rozdil funkénich hodnot nabyva své nejvétsi hodnoty (provedte

presnou uvahu). Vzdalenost je rovna

(i) G0) 63

Zvolime-li nyni libovolné m a napfiklad n = 2m, je 0c(fn, fm) = %. Posloupnost tedy neni cauchyovska
(napiiklad pro € < 2 nenajdeme ny tak, aby pro vSechna n,m > ng platilo oc(fs, fm) < £). Posloupnost nemiize
byt v metrice o. konvergentni.

2
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0.8
076 7] n=2
0,4

0,2 |

Obr. 2.14 K prikladu 2.32.

Ukézeme, Ze v integralni metrice konverguje posloupnost k nulové funkci f(x) = 0. Vzdélenost

+ 1

orfur )= / ) = s = [ | (e -2 = 1) +1] o= o
0

1_
2

N

3=

integraci a dosazeni mezi provedte sami. Zvolime-li £ > 0 libovolné a oznaéime-li ng > 3%, pak pro kazdé n > ng
je QI(fn:f) <e.
Ani tento priklad neznamena nesoulad s predchozi poznamkou — kazda z obou neekvivalentnich metrik ma

sice svoji normu (jakou?), ale vektorovy prostor funkei neni kone¢nérozmérny.

2.2.2 Topologické pojmy oc¢ima metriky

V kapitole 9 druhého dilu jsme v topologickych prostorech zavedli pojmy oteviené a uzaviené
mnoziny, omezené, kompaktni a souvislé mnoziny, hromadného a izolovaného bodu, spojitosti a
limity zobrazeni vzhledem k néjaké mnoziné, apod. V tomto odstavci formou prikladii uvedeme
pojmy do souvislosti s metrikou a ukazeme, Ze pro metrickou topologii lze kazdy z nich definovat
pomoci vzdalenosti.

Podmnozina X metrického prostoru (M, p) se nazyva ohraniénd (nebo také ome-
zend, jestlize pro jeji primér plati d(X) < co.

Priklad 2.33: Ohrani¢end mnozina
V odstavci 9.1.2 druhého dilu jsme zavedli ohrani¢enou mnozinu jinym zptsobem. Byla to takova mnozina,

ktera se ,,vejde“ do néjakého otevieného kvadru. UkdZeme, Ze naSe nova definice je ekvivalentni. Zvolme mnozinu
X Cc R", kde v R" je zavedena euklidovské topologie.
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Necht je primér mnoziny d(X) = d kone¢né ¢islo. Zvolme libovolny bod A mnoziny X a uvazme otevienou
kouli B(A,d + 1) se stfedem A a polomérem d + 1. Plati X C B(A,d + 1). Pokud by totiz néjaky bod C € X
nebyl prvkem B(A,d + 1), muselo by platit o(A,C) > d+ 1 > d. To se ovSem nemiZe stat (pramér mnoziny
d je definovan jako suprémum vzdalenosti vSech dvojic bodu, zaddné dva body A,C € X nemohou mit vétsi
vzdélenost nez d. Mnozina X se tak ,vejde* do oteviené koule B(A,d + 1). Ke kazdé oteviené kouli existuje
otevieny kvadr, do néhoz se tato koule vejde (to jsme ukazovali jiz v odstavci 9.2).

Nyni naopak predpokladejme, Ze se mnozina X ,vejde“ celd do néjakého otevieného kvadru. Vime, ze
existuje oteviend koule B(A,¢), do niz se ,vejde“ cely tento kvadr, zejména plati X C B(A,¢e). Vzdalenost
libovolnych dvou bodt mnoziny X tak nemuze pfevysit hodnotu 2¢ (rozmyslete pro¢ — vyuzijte trojihelnikové

nerovnosti). Proto musi byt pramér mnoziny X koneéné &islo.

Podmnozinu X metrického prostoru (M, ¢) nazveme kompaktni, jestlize z kazdé po-
sloupnosti {A, },en jejich bodii 1ze vybrat konvergentni podposloupnost (tj. pod-
posloupnost, kterd konverguje k limité L € M).

Priklad 2.34: Kompaktni mnozina

V dodatku F prvniho dilu jsme kompaktni mnozinu definovali jinak: Mnozina X je kompaktni, jestlize z
kazdého jejiho otevieného pokryti lze vybrat koneéné podpokryti (které mnozinu X rovnéz pokryva).

Nase nova definice kompaktnosti je s touto ptivodni ekvivalentni. Ukazeme alespon jeden smér ekvivalence
definic. Obréceny smér je technicky slozit&jsi a ¢tenéf jej nalezne v literatufe zamé¥ené na topologii (Lebesgueovo
lemma).

Pfedpokladejme, Ze mnozina X neni kompaktni podle nasi nové definice. Existuje tedy posloupnost {4, }nen
bodii mnoziny X, z niZ nelze vybrat konvergentni podposloupnost s limitou lezici v X. Zadny z bodit mnoziny X
nemiize byt hromadnym bodem této posloupnosti, pro kazdy takovy bod z € X ozna¢me ¢, = inf{o(z, 4,),z #
= A,, n € N} > 0 (pokud by toto infimum bylo nulové, jednalo by se o hromadny bod) a sestrojme pokryti
mnoziny X otevienymi koulemi B(z,e,). Z tohoto pokryti zjevné nelze vybrat koneéné podpokryti, které by
pokryvalo celou mnozinu X (kazda koule obsahuje nejvyse jeden bod posloupnosti, ale ta je nekoneénd). Mnozina

neni kompaktni ani podle ptivodni topologické definice.

Zbyva najit souvislost predchozich pojmi s definici kompaktnosti, ktera se objevila v od-
stavei 9.1.2 v ponékud specidlnim pripadé — podmnozina X C R™ se nazyva kompaktni,
jestlize je uzaviena a omezend (prostor R" jsme uvazovali s pfirozenou topologii). Kli¢em je
nésledujici véta (ve Cviceni 2.2.5 uvedeme navod pro jeden smér dikazu).

Véta 2.3: V normovaném linedrnim prostoru konecné dimenze je mnozZina kom-

paktni prave tehdy, kdyz je uzaviend a omezend.

Pozn.: Kritérium kompaktnosti obsazené v predchozi vété ukazuje na jeden ze zasadnich roz-
dilht mezi prostory konecné a nekonecné dimenze. V libovolném metrickém prostoru plati, ze
kompaktni mnozina musi byt uzaviena i omezena (cviceni). Normovany linearni prostor je ko-
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necnérozmérny prave tehdy, je-li také naopak kazda uzaviend a omezena mnozina kompaktni.
V Zadném prostoru nekonecné dimenze neni jednotkova sféra S(0,1) = {z € M, ||z|| = 1}
kompaktni mnozina, prestoze je uzaviena a omezena.

Podobné bychom mohli s vyuzitim metriky a konvergence formulovat dalsi ,nové“ definice
jiz drive zavedenych topologickych pojmii.

V metrickém prostoru (M, o) je bod x hromadngm bodem mnoziny X (pficemz muze, ale
nemusi byt jejim prvkem), jestlize existuje posloupnost bodt mnoziny X \ {z}, kterd konverguje
k x. Analogicky lze fici: Hromadny bod mnoziny X je takovy bod z, jehoz vzdalenost od
mnoziny X je nulova (o(z, X) = 0).

Bod patfici do mnoziny X je jejim izolovanym bodem, jestlize neni jejim hromadnym bodem.

Podmnozina X metrického prostoru (M, g) je uzaviend, jestlize obsahuje vSechny své hro-
madné body. Podmnozina metrického prostoru (M, o) je oteviend, jestlize jeji doplnék je uza-
viena mnozina.

Ze jsou (pro ptipad metrickych prostortl) predchozi definice ekvivalentni té&m z druhého dilu
si jisté ¢tenar snadno rozmysli sdm. K jejich zavedeni jsme nyni vyuzili pojmu konvergence
(spjatého s metrikou). MuZeme tak ,nové“ definice chapat spise jako tvrzeni poukazujici na
souvislost ,topologického® a ,metrického® pristupu. V dalsim textu se budeme vzdy odvolavat
na tu definici, jez pro nas bude v konkrétni situaci pfihodnéjsi, nékdy nam bude vyhovovat
spise topologika verze, jindy naopak metricka.

Uvedme jesté ,metrickou” definici limity a spojitosti zobrazeni metrickych prostort.

Necht (M7, 01) a (Ma, 02) jsou metrické prostory, D C M; a f : D — M, zobrazeni
definované v néjakém ryzim okoli bodu o € M;. Rekneme, Ze bod L je limitou
zobrazeni f v bodé xy, a piSeme

lim f(z) =1L,

T—T0

jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje 0 > 0 tak, ze
0 < o1(z,20) <6 = 02(L, f(2)) <e.

Je-li navic zobrazeni f v bodé xy definovano a plati-li f(x¢) = L, fikdme, Ze zobra-
zeni f je spojité v bodé xy.

Definice vyuzivd pojmu metriky. Ctendf si jisté sam dokéZe rozmyslet, Ze v situaci, kdy
uvazujeme na mnozinach M; resp. My topologii indukovanou metrikami o; resp. g9, je tato
definice ekvivalentni ,topologické* definici z druhého dilu (formulované pomoci okoli na strané
460). V odstavci 9.1 druhého dilu se objevily celkem ¢tyfi rizné definice (limita, limita vzhledem
k mnoziné). Pokuste se i dalsi tfi pfeformulovat pomoci metrického pfistupu.
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Zavérem uvedeme definice dvou topologickych pojmt, uzite¢nych ve funkcionalni analyze
(setkali jsme se s nimi jiz ve druhém dilu), které pozdéji vyuzijeme ve cviceni.

Mnozina A C X se nazyva hustd v topologickém prostoru X, jestlize pro jeji uzavér
plati A = X. Topologicky prostor X se nazyva separabilni, pokud existuje jeho
hustd podmnozina, ktera je nejvyse spocetna.

Pozn.: Takovou vlastnost ma napiiklad podmnozina Q racionélnich ¢isel v prostoru R realnych
¢isel s prirozenou topologii. Vzhledem k tomu, Ze mnozina Q je spocetnd, je prostor realnych
¢isel separabilni. Uvazujeme-li metriku na mnoziné realnych cisel, 1ze laicky fici, ze v ,,libovolné
blizkosti“ libovolného realného ¢isla lezi alespon jedno ¢islo racionalni. Zformulujte , metrickou*
definici husté mnoziny — na fadu opét pfijde .

2.2.3 Uplné a netiplné metrické prostory

V tomto stru¢ném odstavci si pouze rozebereme priklady nékterych metrickych prostorti, s nimiz

jsme se setkali, z hlediska jejich tiplnosti. P¥ipometime, Ze Gplny metricky prostor (Banachiiv) je

takovy, ve kterém je kazdd Cauchyovska posloupnost konvergentni (tj. ma v ném svoji limitu).
Nejprve uvedme fakta v prehledné tabulce:

Uplny metricky prostor

Netuplny metricky prostor

R", o) z prikladu 11.1 Q" 0)
" 01) z piikladu 11.2 Q" 01)

R", o) z piikladu 11.3 (Q", o)

R", o) z ptikladu 11.17 (Q", or)

Iy, or) z prikladu 11.18
M, 04) z prikladu 11.19
[a,b], o.) z piikladu 11.10

kazdy konecnérozmeérny

(
(R
(
(
(lso, 0oo) z piikladu 11.12
(
(
(¢

(Cla,b], or) z ptikladu 11.11

normovany linearni prostor

V nésledujicich prikladech se n€kterym skutecnostem vénujeme.
Piiklad 2.35: Uplny podprostor metrického prostoru je uzaviend mnozina

Uvazujme podprostor (P, 9) C (M, o). Pfedpokladejme, Ze P neni uzavienou mnozinou v M. Existuje proto
hromadny bod & mnoziny P (bod uzévéru), ktery do P nepatii. Ke kazdému hromadnému bodu 2 mnoziny P lze

sestrojit posloupnost bodt mnoziny P, jejiz limitou je pravé a (Cviceni 2.2.5). Tato posloupnost je cauchyovsk,
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nema vsak v mnoziné P limitu. Proto zadna ,neuzaviena“ podmnozina P s indukovanou topologii nemutze byt

uplnym metrickym prostorem.

Priklad 2.36: Uzaviena podmnozina v uplném metrickém prostoru je uplny prostor

Uvazujme uzavienou podmnozinu P v Uplném metrickém prostoru M. Necht {a,, } ,en je libovolné cauchy-
ovska posloupnost bodd mnoziny P. Vzhledem k tomu, ze M je Gplny metricky prostor, ma v ném posloupnost
{an}nen limitu L. Stadéi tak ukézat, ze L € P. Libovolné okoli bodu L obsahuje alespoii jeden prvek posloup-
nosti {a, bnen, ten je zaroven prvkem mnoziny P. Proto je bod L hromadnym bodem P a patii tedy do uzévéru

P. Mnozina P je uzaviena, plati P = P.

V predchozich dvou prikladech jsme odvodili dilezity zavér:

Véta 2.4: Podprostor uplného metrickeho prostoru je uplny pravée tehdy, je-li uza-

vreny.

Pozn. 1: Nyni jiz nemusime ukazovat netplnost podprostori Q C R, Q™ C R" s libovolnou z
metrik o, pro kazdy pripad zvlast. Vime totiz z piedchozich dilt, Ze podmnozina Q C R neni
uzaviend (je hustd) v prirozené topologii, kterou kazd4 z metrik gy indukuje.

Pozn. 2: Neni predchozi zavér v rozporu se skutecnosti uvedenou v tabulce, ze kazdy diskrétni
metricky prostor (M, o) je Gplny? Nikoli, v diskrétni topologii je kazd4d podmnozina soucasné
uzaviena i oteviend, to jsme ukazovali ve druhém dilu.

Pozn. 3: Jak bude vypadat situace pro podmnozinu ,raciondlnich posloupnosti“ (tj. posloup-

nosti tvofenych pouze racionalnimi ¢isly) prostoru (I, 00) resp. (Ix, ox) z piikladu 11.12 resp.
11.187

Priklad 2.37: Uplnost euklidovskych prostorti

Ukézeme Uplnost realné osy s metrikou o(a,b) = |b — a|. Uvazujme libovolnou cauchyovskou posloupnost
{an}nen. Zvolme index ny € N tak, aby platilo g(a;,a;) = |aj —a;| < 1 pro v8echna ¢, j > ng. Do oteviené koule
B(ag,1), kde k > ng se tedy ,vejdou” vSechny ¢leny posloupnosti s indexem prevySujicim ng. Posloupnost je
ohrani¢end (zbyvajicich ¢lent je pouze koneéné mnoho, oznaéme M = max{|ai],|az|, ..., |@n,|, |an,| + 1}, plati
|a;| < M pro kazdé i € N).

Definujme mnozinu

X = {z € R|v intervalu (z, 00) lezi pouze koneéné mnoho ¢lentt a; }.

Tato mnozina je neprazdnd (plyne z ohrani¢enosti posloupnosti) a zdola ohrani¢ena (zdivodnéte). Z vlastnosti
realnych cisel vime, Ze kazda neprazdnéa, zdola ohranicena posloupnost mé své infimum, ozna¢me L = infX.
Ukézeme, Ze ¢islo L je limitou posloupnosti {ay }nen. Zvolme libovolné okoli bodu L, O(L) = (L — &1, L +
+ £2). V tomto okoli lezi nekoneéné mnoho ¢lent posloupnosti {a, }nen (zdivodnéte). Takze L je hromadnym
bodem uvazované posloupnosti, a to jedingm (plyne ze skutecnosti, Ze posloupnost je cauchyovska). Plati proto
lim,, oo an, = L.

Pro Euklidovsky prostor dimenze n > 1 lze postupovat indukei.
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Pozn.: V predchozim piikladu jsme vyuzili ,axiomu uplnosti“ pro redlna cisla, ktery znate
z predchoziho dilu (,,Kazda neprazdné zdola ohrani¢end podmnozina R ma v R infimum.“).
Pro racionélni ¢isla uvedené tvrzeni neplati (napiiklad mnozina A = {z|z > 0, 22 > 2} je
nepréazdna a zdola ohrani¢n4, jejim infimem je vSak &islo v/2, které neni racionélni). Prostor re-
alnych c¢isel je ,,zaplnénim“ metrického prostoru racionalnich ¢isel. Této problematice se budeme
vénovat v nasledujicim odstavci.

Priklad 2.38: Pro¢ neni prostor spojitych funkci s integralni metrikou uplny?

V prostoru C[0, 1] funkei spojitych na intervalu [0, 1] s metrikou

uvazujme o posloupnosti funkci

0 ze€l0,5— 5,
falx) =94 2nz+1-n ze[i-2L 1),
1 z € [11].

Situaci zndzoriiuje obrézek 2.15. Vypoc¢téme vzdalenost o(fn, fm) libovolnych dvou ¢lent posloupnosti:

@) ° vebana)
1______1_T_--1 : fal@ =4 2nz+1-n ze[i-2L 1
1 z € [3,1]
i ! E E fi(z)
: ; E E fa(z)
0 c i L@ fa(x)

Obr. 2.15 K prikladu 2.38.

1

o(fus fim) = / @) = fu)] = / 20 + 1 - nda — / 2me + 1 — mlde| =
0

N
2m

|11 _1
T la\n m/|”

Posloupnost je cauchyovskd, nebot k libovolné zvolenému € > 0 staci vzit ng > % a pro kazdé n, m > ng plati

N=

(SN

:anQ—i—x—an_i— [mx2+m—m$]
2

I
2m

1 1 1
- < —<e.
n o m no
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Limitou této posloupnosti je funkce
0 z€l0,1),
€Tr) =
o= {8 <03

kterd neni spojitd. Limita neni prvkem mnoziny C10, 1], proto metricky prostor (C10, 1], or) neni tplny.

Priklad 2.39: Uplnost prostoru realnjch posloupnosti

V prikladu 2.18 jsme na mnoziné l, k € [1,00), vSech realnych posloupnosti a = {a;}52,, pro které rada

> lail*
i=1
konverguje, zavedli metriku vztahem
1
o0 k
or(a,b) = ox({ai}Zq1, {bi}:21) = (Z b — az‘|k> -
i=1

Ukazeme, Ze (Ix, ox) je Gplny prostor. UvaZujme o cauchyovské posloupnosti prvka prostoru lj (prvky jsou samy
také posloupnosti, jedna se o ,,posloupnost posloupnosti“):

{A"}enw ={al,al, ... al, .}

Pro ni plati
1
o0 k
or(A",A™) — 0 pro min{m,n} — oo, tj. <Z la; — a;”|k> — 0, pro min{m,n} — oco.
i=1

To znamena, Ze pro indexy n, m rostouci nade vSechny meze se kazdy ze sCitanct sumy blizi nule,
lal —a*| — 0 pro min{m,n} — oo,

a ¢iselna posloupnost {a?},en je cauchyovskd pro kazdy index i. Redlny prostor je uplny, kazda z posloupnosti
{al'}nen v ném ma svoji limitu, kterou oznac¢ime

: n
a; = limy,_,o0{aj}.
Ukézeme, ze posloupnost {a;}$°; je limitou posloupnosti {A"},en = {al,a3,...,a?,...} a zaroven prvkem

prostoru l. Tim bude dtkaz Gplnosti prostoru (Ix, o) hotov.
Pro libovolné zvolené € > 0 existuje ng € N tak, ze pro m,n > ng plati

p o0 c
(St -artt) < (S -ar) <5
i=1 i=1
Pro m — oo je {a!"} — a; a dostavame

P 3
E n_aqlf) < =,
(i_l |al al| > T2
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Nerovnost plati pro kazdé p € N a prechodem p — oo je

> £
(ZW? - aik> S5 <€
i=1

Posloupnost posloupnosti { A" },,en konverguje v metrice gy, ke své limité (posloupnosti) {a;}5°,. Zbyva ukazat,
zZe tato limita je prvkem mnoziny [;. Protoze je a] — a; pro n — oo, plati

p * » 3
<Z|a?|k> — (Z |ai|k> pro mn — oo.
i=1 i=1

(Kazdy ze s¢itanct vlevo konverguje k odpovidajicimu s¢itanci na pravé strané rovnosti, musi tedy pro libovolné
(konecéné) p € N konvergovat i cely soucet.) Posloupnost { A"} ,en = {al,a},...,al,...} je ohrani¢end (to plyne
z existence jeji limity), proto je suma
o *
(St
i=1

Priklad 2.40: Uplnost prostoru spojitych funkei s metrikou stejnomérné konvergence

konecna, coz znamend, ze {a;}32, € lj.

S metrikou stejnomérné konvergence a prostorem (Cla,bl, o.) jsme se jiz setkali v ptikladech 2.10 a 2.32.
Vime také, ze posloupnost funkci {f,}nen konverguje v metrice o. k limité f pravé tehdy, kdyz {fn}tnen
konverguje k funkci f stejnomérné (Cviceni 2.1.7).

7 druhého dilu mame k dispozici dva dulezité zavéry:

e Stejnomérnd konvergence je ,silnjsi“ nez konvergence bodova, tj. pokud { f,, }nen konverguje na intervalu

[a,b] k f stejnomérné, pak ¢iselnd posloupnost {f,(z)} konverguje k f(z) pro kazdé x € [a, b].

e Jsou-li vSechny ¢leny posloupnosti spojité funkce na [a, b], je také limita spojitou funkei.

To ndm jiz postaci k dikazu uplnosti prostoru (C[a,b], 0.). Uvazujme o cauchyovské posloupnosti spojitych
funkei {fn}nen. Pro kazdé = € [a,b] musi byt cauchyovskd ¢éiselnd posloupnost {f,(z)}nen (zdivodnéte).
Mnozina redlnych &isel je tplnym metrickym prostorem, proto posloupnost {f,(z)},en mé limitu f(z) € R.
Definujme funkci f : [a,b] 2 © — f(z) € R, kterd je limitou posloupnosti {f,},en pii bodové konvergenci.
Ukézeme, ze {fn}nen konverguje k f také v metrice g.. Zvolme & > 0, posloupnost {f,}nenN je cauchyovskd,
proto existuje ng tak, ze pro kazdé n,m > ng je vzdalenost o.(fn, fm) = max{|fn(z) — fm(x)| | = € [a,b]} < 5.
Toto plati i v situaci, kdy m — oo a fu(z) — f(z), proto o.(fn, f) = max{|fu(z) — f(x)| | z € [a,b]} < § <e.
Funkce f je limitou posloupnosti {f,}nen v metrice o.. Vime, Ze f je spojitd (véta 8.9 druhého dilu), patii
tedy do mnoziny C|a, b).

Piiklad 2.41: Uplnost diskrétniho metrického prostoru

V prikladu 2.31 jsme ukézali, Ze v diskrétnim prostoru jsou jak konvergentni, tak cauchyovské posloupnosti
pouze ty, které jsou od urcitého ¢lenu konstantni, tj. existuje ng € N tak, ze a, = L pro vSechna n > ng. Tyto
posloupnosti jsme nazvali skorostaciondrni. Pojem cauchyovskad posloupnost tak v diskrétni metrice splyne s

pojmem konvergentni posloupnost a prostor je tplny (z definice).
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2.2.4 Cim zaplnit ,mezery“ aneb zplnéni metrického prostoru

V predchozim odstavci jsme si vsimli n€kterych Gplnych a netplnych prostort. Jisté i vas napada
myslenka, ze bychom chybéjici limity cauchyovskych posloupnosti v netiplném prostoru mohli
zkratka k mnoziné ,pridat®, aby vznikl prostor uplny. Takova konstrukce je skutecné vzdy
mozna, ale zase tak jednoduché to nebude. Vénujeme ji cely tento odstavec.

Prestoze se zobrazenim metrickych prostortt budeme zabyvat az v nasledujicim odstavci,
musime si jiz nyni definovat pojem izometrie, tj. zobrazeni, které zachovava vzdalenost. Izome-
trické prostory jsou z hlediska svych metrickych vlastnosti totozné (podobné jako jsou napiiklad
izomorfni vektorové prostory nebo izomorfni grupy totozné svoji algebraickou strukturou).

Zobrazeni f : X — Y z metrického prostoru (X, ) do metrického prostoru (Y, o)
se nazyva izometrie, jestlize

o(f(A), f(B)) = 0(A, B) pro kazdé dva body A,B € X.

Prostory, mezi nimiz existuje bijektivni izometrie, se nazyvaji izometricke.

Myslenka ,ztuplnéni“ metrického prostoru je zalozena praveé na existenci izometrie z ptivod-
niho (nedplného) prostoru do nového (iplného) prostoru:

Izometrie f metrického prostoru (X, ) do uplného metrického prostoru (Y, o) ta-
kovd, ze mnozina f(X) C Y je hustd v Y (tj. f(X) =Y) se nazyva ziplnéni met-
rického prostoru X. Metricky prostor Y nazyvame upingy obal metrického prostoru
X.

Plati nasledujici tvrzeni.

Véta 2.5: Ke kaZdému metrickému prostoru existuje jeho zuplnénd.

Zbytek odstavce vénujeme ditkazu existence zplnéni libovolného metrického prostoru. Di-
kaz je konstruktivni, proto jej radé€ji nepreskakujte. Pro ¢tenafe, ktery nechce studovat tento
dikaz dopodrobna, uvedeme nejprve jeho hlavni myslenky a teprve v nasledujicim ptikladu
podrobnou konstrukci. Ukazeme také, ze tplny obal je urcen jednozna¢né, az na izometrii (t;j.
jsou-li f1 : (X,0) = (Y1,01), fo: (X,0) — (Ya,02) dvé zlplnéni metrického prostoru (X, ),
pak existuje izometrie ¢ : Y7 — Y5 takova, ze ¢(f1(X)) = fa(X).)
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Hlavni myslenka konstrukce zuplnéni

e Zavedeme relaci ekvivalence na mnoziné cauchyovskych posloupnosti bodu z
metrického prostoru (X, o) vztahem

e Na faktorové mnoziné M (X) tiid ekvivalence definujeme metriku vztahem

d([4], [B]) = lim (A", B").

n—oo

e Ukazeme, ze metricky prostor (M(X),d) je uplny.

e Najdeme izometrii z ptivodniho metrického prostoru (X, ¢) do tplného met-
rického prostoru (M(X),d) (kazdému bodu piifadime tiidu reprezentovanou
konstantni posloupnosti):

Xsz— f(z)=[z, z, z,...] € M(X).

e Ukazeme, 7Ze mnozina f(X) je hustd v M(X).

Priklad 2.42: Konstrukce zaplnéni metrického prostoru
V metrickém prostoru (X, p) vezméme dvé cauchyovské posloupnosti A = {4,,} a B = {B,}. Definujeme
Cislo
d(A,B) = lim o(A,, B). (2.13)

n—oo

Na mnoziné v8ech cauchyovskych posloupnosti tak zavddime funkci d : [4, B] — d(A, B) € R. Abychom se
presvéddili, ze je funkce korektné definovana, musime ukazat, Ze limita na pravé strané vztahu (2.13) skuteéné
existuje. Pro libovolné cauchyovské posloupnosti A, B a kazdé i, j € N plati

o(A;i, By) < 0(Ai, Aj) + 0(Aj, Bj) + o(Bj, B;)) =

o(Ai, Bi) — 0(Aj, Bj) < 0(Ai, 4;) + o(Bj, B;),
podobné
o(4j, Bj) — o(Ai, Bi) < o(Ai, Aj) + o(By, Bi),
tj.
lo(Aj, Bj) — o(Ai, Bi)| < 0(Ai, Aj) + o(Bj, Bi).
Obé posloupnosti jsou cauchyovské, ke kazdému € > 0 existuje index ng € N tak, Ze pro kazdé i,j > ng je

AQ(AMAJ) < % a Q(BMBJ) < %7 t.]

l0(A;j, Bj) — 0o(A;i, B;)| < 0(Ai, Aj) + o(Bj, B;) < €.

Posloupnost redlnych ¢isel d; = o(A;, B;) je cauchyovské a protoZe je metricky prostor R tplny, existuje v ném
jeji limita, kterou jsme oznadili d(A4, B).
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Uvédomte si, ze funkce d neni metrikou, spliiuje totiz pouze dva ze t¥i axiomid metriky. Pravidlo d(A, B) =
=0 = A = B neni splnéno (jisté dokdzete najit vhodny piiklad). Takové funkci fikdme pseudometrika.

Nyni zavedeme na mnoziné cauchyovskych posloupnosti relaci ekvivalence: Posloupnosti A a B jsou ekvi-
valentni jestlize d(A, B) = 0. Ukazat, Ze jsou splnény pozadavky reflexivity, symetrie a tranzitivity je snadné,
d(A, A) = lim,,_y00 0(An, An) =0, tj. A~ A, d(A,B) =d(B,A), proto A~ B = B~ A, dA,C) <d(A,B)+
+d(B,C), tj. (A~ B)AN(B~C)=A~C.

Na faktorové mnoziné (ozna¢me ji M (X)), tj. mnoziné tfid ekvivalence tvaru [A] = {A’ | A" ~ A}, je funkce
d: M(X) > [[A],[B]] — d([A],[B]) = d(A, B) korektné¢ definovana. Skuteéng, zvolime-li jiné reprezentanty v
téze tridé, plati

d(A',B") < d(A’, A)+d(A, B)+d(B,B’) = d(A, B), analogicky d(A,B) <d(A',B") = d(A,B)=d(A",B").

Ukézat, ze d spliiuje axiomy metriky na mnoziné M(X), je opét snadné a tento tikol pfenechdvame Gtenfi.
Ukézeme, Ze metricky prostor (M(X),d) je uplny. Zvolme cauchyovskou posloupnost

{[Ai]};?il = {[Aﬂv [AZ]v ) [Ai]a .- }

Pro libovolného reprezentanta t¥idy [A4;] (kterym je cauchyovskd posloupnost) oznacme A; = {a’ 2. Ke
kazdému ¢ existuje index n(e) takovy, zZe
j ’I’L(E) v & h N >
o(al,a;""’) <e ¥pro viechna j > n(e) (2.14)
Zvolme napiiklad ¢; = % a ozna¢me n; = n(g;) indexy splitujici podminku (2.14). Nyni mtizeme definovat novou
posloupnost vztahem
A= {a" ren = {a],a5?, .. al*, .}

Ukézeme, Ze A je cauchyovskd, tedy ti¥ida [A] je prvkem uvazovaného prostoru ([4] € M(X)) a také, ze [A] =
= lim; 00 [Ai].

Sama posloupnost t¥id {[4;]}52, byla cauchyovskd, proto ke kazdému e existuje index m(e) tak, ze pro
libovolné h =0, 1, 2... plati

(A [Ame)+n]) = dAme), Am(ey+n) = Hm olar, o), @70 4n) <€
Existuje proto index jj, tak, ze pro kazdé r > jj je Q(cﬂ"m(g)7 a:n(EHh) < &. Abychom dokéazali, Ze pravé zkonstru-
ovand posloupnost A je cauchyovska, potiebujeme ke kazdému « > 0 najit index ng tak, Ze pro kazdé k > ng a
libovolné h =0, 1, 2,... je

o(a®, a™") = o(ap*, a}i) <
Pii volbé € < §, k > m(e) a7 > ng, niyn, jn mame:
1 1
o(ap*, aphi) < o(ap*, ap) + o(ag, an,e)) + 0(an,eys Aqn) + 0(@qn, ay) < pretet i h <de <a.
Zbyva ukazat, ze
[A] = lim [A;]. (2.15)

1—00
Plati
d([A;], [4]) = d(A;, A) = klim g(af, apt).
—00

Déle o(a¥,al*) < o(a¥,al") + o(al',a}*) < e+ 4e, kde sta¢i vzit i > m(e). Z libovolnosti hodnoty ¢ plyne
(2.15).
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Poslednim krokem je vytvofeni izometrie f z ptivodniho prostoru X do tiplného prostoru M(X). Stadi vzit
f(z) = [{#}52,], bod z se zobrazi na tfidu reprezentovanou konstantni posloupnosti {z}52; = {z, =, z,...}.

Mnozina f(X) vSech obrazi bodt pavodniho prostoru X je hustd v mnoziné M(X). Do uzavéru f(X) totiz
patii hromadné body této mnoziny a to jsou pravé limity posloupnosti z prvki f(X). A pravé o chybégjici limity
(,,mezery*) v mnoziné f(X) jsme ji doplnili, proto f(X) = M(X).

Pokud bychom zkonstruovali iplny obal M’(X) jingm zptisobem, miizeme pomoci izometrii f : X — M(X)
af : X - M'(X)avlastnosti f(X) = M(X), f/(X) = M'(X) zkonstruovat izometrii ¢ mezi M(X) a M’'(X):

P(f(@) = f'(x) @(Jim f(z:)) = lim /(o).

Zuplnéni metrického prostoru je uréeno jednozna¢né (a7 na izometrii).

2.2.5 Cviceni

1. Ukazte, ze metrika o, stejnomérné konvergence na mnoziné C|a, b] zavedend v p¥ikladu 2.10 splituje vlastnosti
metriky. Dale ukazte, Ze posloupnost {f,}nen funkci spojitych na [a, b] konverguje k funkci f v metrice g,
pravé tehdy, kdyz tato posloupnost konverguje k f stejnomérné (tj. ke kazdému € > 0 existuje ng € N tak,
Ze pro vSechna n > ng a pro v8echna x € [a, b] plati |f,(x) — f(z)| < €).

2. Ukazte, Ze integralni metrika o; na mnoziné C|a, b] zavedend v p¥ikladu 2.11 splituje vlastnosti metriky (vy-
uzijte vlastnosti urcitého integralu). Rozhodnéte, zda je nékterd z metrik (metrika stejnomérné konvergence
nebo integralni metrika) ,silngjsi“ v tomto smyslu: Rekneme, Ze metrika o1 je ,silnéjsi“ nez metrika oo,
jestlize plati: Konverguje-li posloupnost funkei { f,, }nen k né&jaké funkci f v metrice g1, pak také konverguje
k f v metrice go.

3. Uvedte piiklad (nebo zdtvodnéte, pro¢ takovy piiklad neexistuje) mnoZiny a dvou metrik g; a po na této
mnoziné tak, Ze:

a) Existuje posloupnost, ktera konverguje v metrice g1, ale nekonverguje v metrice gs.
b) Existuje posloupnost, kterd konverguje v obou metrikdch, ale v kazdé z nich k jiném bodu?

4. Rozhodnéte, zda jsou nasledujici posloupnosti v pfislusnych metrickych prostorech cauchyovské nebo kon-
vergentni:

a) Posloupnost {f,}nen v prostoru (Cla,b], 1) spojitych funkei s integralni metrikou o;(f(x),g(x)) =
b
= [|f(z) — g(x)|dz zadan4 takto:

pro z € [a,ul,
(ufor%) pro :z:G(u,quﬁ],
pro z € (u+ 5,b.

fn:

S I N

b) Posloupnost {1 — 1}, cn v mnozing M = [0,1) s metrikou indukovanou pfirozenou metrikou z R..

Vysledky: a) posloupnost je cauchyovska, neni konvergentni (limitou je nespojitd funkce), b) posloupnost
je cauchyovskd, neni konvergentni (limitou je ¢islo L = 1, které neni prvkem mnoziny M).

5. Ukazte, Ze kompaktni mnozina X v metrickém prostoru (M, p) je uzaviena. o
Navod: Dukaz vedte sporem. Predpokladejte, Ze mnozina X neni uzaviena. Pak existuje bod z uzavéru X
nepatiici do X. Déle uvazujte o posloupnosti bod mnoziny X, kterd konverguje k x.
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6. UkaZte, ze kompaktni mnozina X v metrickém prostoru (M, ¢) je ohrani¢end.
Navod: Diikaz vedte sporem. Predpokladejte, Ze mnozina X neni ohrani¢end. Sestrojte posloupnost jejich
bodu tak, ze vzdalenost libovolnych dvou ¢lenii posloupnosti bude vétsi nez predem zvolené € > 0. Z takové
posloupnosti nelze vybrat konvergentni podposloupnost.

7. Necht X je podmnoZina v prostoru R s pfirozenou topologii. Rozhodnéte o platnosti nasledujiciho tvrzeni:
Kazda podmnozina mnoziny X je kompaktni pravé tehdy, kdyz X je konec¢né. Pokud tvrzeni plati, lze ho
zobecnit na libovolny metricky prostor?

8. Uzavér mnoziny X v metrickém prostoru (M, 0) je mozné definovat pomoci vzdalenosti jako mnozinu X =
={z € M| o(xz,X) = 0}. Mnozina, pro kterou X = X se pak nazyva uzaviend. Ukazte, Ze tato definice je
ekvivalentni s definici uzaviené mnoziny pomoci hromadnych bodi uvedenou v tomto odstavci.

9. Rozhodnéte, zda je Gplny metricky prostor
a) mnozina R? s pampeliskovou metrikou z piikladu 11.20,
b) jeji podmnozina Q? s metrikou indukovanou z pampeliskového prostoru?

Vysledky: a) ano, zkoumejte zvlast cauchyovské posloupnosti lezici v okoli poc¢atku a zvlast posloupnosti
ostatni, b) Q? s indukovanou metrikou z pampeligkového prostoru neni tiplny prostor.

10. Rozhodnéte, zda je Baireho metricky prostor vSech realnych posloupnosti z pfikladu 11.13 tplny.
Vysledek: ano

11. Ukazte, ze pro kazdy hromadny bod x mnoziny P existuje posloupnost bodi mnoziny P, jejiz limitou je
prévé bod z.
Navod: Sestrojte posloupnost otevienych kouli B(x,¢e,), €, = % Kazda z téchto kouli obsahuje alespon
jeden bod a,, # x mnozZiny P (definice hromadného bodu). Ukazte, Ze posloupnost bodu {a, } nen libovolné
vybranych z mnozin B(z,e,) N P konverguje k x.

12. Dokazte, 7Ze prostor (I, 0 ) z prikladu 11.12 je tplny.
Navod: Postupujte analogicky jako v pfikladech 2.39 a 2.40.

13. Rozhodnéte, za jakych podminek je diskrétni metricky prostor separabilni.

14. Rozhodnéte o kompaktnosti néasledujicich mnozin v euklidovskych prostorech:

a) (0,1], e) {zeR|z=2n=12..3U{0},

b) {(z,y) e R? |z < 0}, 2.2 1.2 .2
iSaeieprey D {(e) € R |22 47 <72, (0,0) £ (0,0))
d) 0,1]nQ, g) {(zy) eR?|y=,,0<z <1}

Vysledky: a) ne (neni uzaviend), b) ne (neni ohranicend), ¢) ne (neni uzaviend) d) ne (neni uzaviend), e)
ano, f) ne (neni uzaviena), g) ne (neni ohranicena).

15. Ukazte, ze
a) Kazdy kompaktni podprostor metrického prostoru je uzavieny.
b) Uzavieny podprostor kompaktniho prostoru je kompaktni.

¢) Kompaktni prostor je separabilni.
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2.3 Zobrazeni metrickych prostoru

Pracujeme-li se zobrazenimi mnozin, zajima nas predevsim, jak se zobrazeni ,,chova“ s ohledem
na matematické struktury, které mame na téchto mnozinach zavedeny. U grup jsme pracovali
s grupovymi homomorfismy, zachovavajicimi grupovou operaci, ve vektorovych prostorech nas
zajimala linedrni zobrazent, kterd zachovavala sc¢itani vektortl a nasobeni skalarem. V minulém
odstavci jsme zavedli pojem izometrie — zobrazeni zachovavajici vzdalenost mezi body. Nyni
se na izometrii a dalsi typy zobrazeni v metrickych a topologickych prostorech podivame po-
drobnéji. Vyvrcholenim celé kapitoly pak bude Banachtiv princip pevného bodu, velmi uzitecny
nastroj pro numerické feseni rovnic.

2.3.1 Spojita a izometricka zobrazeni

S pojmem spojitosti funkce jsme se setkali jiz v prvnim a druhém dilu. Spojitost v né€jakém
bodé znamenala rovnost limity a funkéni hodnoty v tomto bodé. Vime, zZe se jedna o topologicky
pojem, nebot limita byla zavedena pomoci okoli (otevienych mnozin). Definici lze pro obecny
topologicky prostor preformulovat takto:

Necht (X, 7x) a (Y, 7y) jsou topologické prostory. Zobrazeni f : X — Y je spojité
v bodé a € X jestlize ke kazdému okoli V' € 7y bodu f(a) (tj. f(a) € V) existuje
okoli U € 7x bodu a (tj. a € U) takové, ze plati f(U) C V.

Priklad 2.43: Na topologii zalezi

Uvazujme o prostoru (X,74), kde 74 = 2% je diskrétni topologie, v niZ je kazd4 podmnozina mnoziny
X oteviend (a soucasné i uzaviend). Tuto topologii indukuje diskrétni metrika. Vezmeme-li jakékoli zobrazeni
f: X — Y do libovolného topologického prostoru (Y, 7), bude spojité v kazdém bodé. Skutec¢né, jednoprvkova
mnozina U = {a} C X je otevienym okolim bodu a. At zvolime okoli V' bodu f(a) jakkoli, vzdy plati f(U) =
={f(a)} CV.

Nyni naopak uvazujme o prostoru (Y,7), kde 7 = (0,Y) je trividlni topologie na Y, v niz kromé prazné
mnoziny a celého prostoru zadné dalsi oteviené mnoziny nejsou. Jakékoli zobrazeni f : X — Y z libovolného
topologického prostoru X je spojité v kazdém bodé. Skutecéné, jediné okoli bodu f(a) v topologickém prostoru
Y je celd mnozina Y a proto trividlné f(X) C Y.

Libovolné zobrazeni z diskrétniho topologického prostoru je spojité v kazdém bodé. Libovolné
zobrazeni do trividlniho topologického prostoru je spojité v kazdém bodé.

Vidime, Ze zobrazeni f z mnoziny X do mnoziny Y pfi urcité volbé topologii na X resp. Y bude spojité,
zatimco pii jiné volbé topologii spojité byt nemusi. Existuje néjaké zobrazeni, které by bylo spojité vzdy, bez
ohledu na zvolenou topologii? Uvazujme konstantni zobrazeni f : X 3 x — yo € Y, prifazujici vSéem bodim z
mnoziny X tentyz obraz yo € Y. Protoze f(X) = {yo} C V pro jakékoli okoli V' € 1y, je konstantni zobrazeni
spojité pro kazdou volbu topologii 7x, 7y. Budeme-li uvazovat na X trividlni a na Y diskrétni topologii, kazdé
spojité zobrazeni f: X — Y musi byt konstantni (ukazte).
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Zobrazeni f : X — Y je spojité pri libovolné volbé topologii 7x, 7y prave tehdy, kdyz je konstantni.

Dalsi priklady nas cekaji ve cviceni.

Spojita bijekce f : X — Y dvou topologickych prostori, pro kterou je inverzni zobrazeni
f~1 také spojité, se nazyva homeomorfismus. Prostoriim X, Y, mezi nimiZ takové zobrazeni
existuje, fikdme homeomorfni. Jejich topologicka struktura je stejnd (podobné jako izomorfni
grupy, okruhy, télesa, vektorové prostory jsou ,stejné“ z hlediska algebraické struktury.)

Pozn. 1: Pozadavek spojitosti inverzniho zobrazeni f~! nelze v definici vynechat, neplyne au-
tomaticky ze spojitosti ptivodniho zobrazeni f. Napiiklad identita mnoziny (X, 74) s diskrétni
topologii do (X, 7) s topologii trividlni je spojitd, naopak nikoli.

Pozn. 2: Izometricka bijekce metrickych prostort je v prislusnych indukovanych topologiich
homeomorfismem. Vlastnost izometrie pro inverzni zobrazeni je splnéna automaticky. Dovedete
to zduvodnit?

V metrickém prostoru (ktery je souc¢asné prostorem topologickym), bychom jisté uvitali také
néjakou ,metrickou* formulaci spojitosti. K tomu nam poslouzi nasledujici tvrzeni.

Véta 2.6: Necht (X, 0) a (Y,0) jsou metrické prostory. Zobrazeni f : X — Y je
spojité v bodé a € X (v asociovangch topologiich) pravé tehdy, kdyZ pro libovolnou
posloupnost {a, tnen bodi v X konvergujici k bodu a konverguje posloupnost obrazi

{f(an)}nen k bodu f(a), tj.

Ap — 79 @ — f(an) —0c f(CL)

Uvedeme jesté definici pojmu stejnomérné spojitosti, casto pouzivaného v riiznych oblastech
matematiky, a oba pojmy porovname v nasledujicim piikladu.

Zobrazeni f : X — Y z metrického prostoru (X, ) do metrického prostoru (Y, o)
se nazyva stejnomeérné spojite, jestlize ke kazdému £ > 0 existuje o > 0 tak, ze

o(f(x), f(y)) <e pro vsechny dvojice =z,y € X spliujici vztah o(z,y) < 6.

Dvé metriky o1 a 92 na mnoziné X nazyvame stejnomerne ekvivalentni, jestlize iden-
tické zobrazeniid : (X, 01) — (X, 02) a k nému inverzni zobrazeni id : (X, 02) — (X, 01)
jsou stejnomeérné spojita.
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Priklad 2.44: Spojitost, stejnomérna spojitost a cauchyovské posloupnosti

Asi spravné predpokladate, ze stejnomérna spojitost je siln€jsi vlastnost nez ,,obycejna“ spojitost. Pokuste se
sami ukazat, ze kazdé stejnomérné spojité zobrazeni metrickych prostorid je v asociovanych topologiich spojité.
Podobné jednoduché bude ukazat, ze stejnomérna ekvivalence dvou metrik je silnéjsi nez ,,obyc¢ejna“ ekvivalence.
Jsou-li dvé metriky na téze mnoziné stejnomérné ekvivalentni, jsou také ekvivalentni, tj. vedou k téze asociované
topologii.

V tomto prikladu si ukadzeme, Ze naopak to obecné neni. Spojité zobrazeni nemusi byt stejnomérné spojité
a ekvivalentni metriky nemusi byt stejnomérné ekvivalentni.

Uvazujme o navzajem inverznich zobrazenich

f:X=(-1L1)32z—y= R=Y

x
1—|a] -
Y
1+ |yl
Na mnozindch X = (—1,1) a Y = R zvolme pfirozenou metriku, indukujici pfirozenou topologii a ptislusné
metrické resp. topologické prostory oznacme (X, ox), (Y, oy ) resp. (X, 7x), (Y, 7y ). Obé zobrazeni jsou v induko-
vané topologii spojita (ukazte). Jedna se o homeomorfismus a topologické prostory (X, 7x), (Y, 7y) povazujeme

za, ,topologicky stejné“.

Zobrazeni f ovSem neni stejnomérné spojité! Tusime, Ze problémy budou délat body x v blizkosti hrani¢nich
bodu intervalu (—1,1). Zvolme € > 1, ale jinak libovolné. Déle zvolme libovolné ¢islo 0 < § < 2 a body z1 =
=1-2 zp=1- 4%. Vzdélenost téchto bodi je

2e?
0 0 0
ox(z1,22) = |T1 — 22| = ‘(1—2€> — <1_45>‘ —E<5.

ffl:Y=Roy — = €(-1,1) e X.

Vzdalenost jejich obrazt

2€>
=— >e€.
)

5 [
1 -5 -4

I-fi-g] 1-fi-

X1 Z2

ov (F(2), () = \

1—|zy|  1—|ao

it
4e
Zéavér: zvolili jsme ¢islo € > 1 libovolné, ale pro jakkoli zvolené § € (0,2) (d(X) = 2 je prumér mnoZiny X)
jsme nasli dva body 1, xs, jejichZ vzdéalenost je sice mensi nez 4, ale vzdalenost jejich obrazu je vétsi nez e.
Zobrazeni f proto neni stejmérné spojité.

Zvolme nyni posloupnost {a, tnen = {1—2 }nen, kterd je v metrickém prostoru X cauchyovskd. Posloupnost

1
n

{f(an)}nen = {1_1(1_1)} ={n—1}nen

n

neni cauchyovska v metrickém prosoru Y. Vlastnost posloupnosti ,,byt cauchyovaska“ neni ,topologickym po-
jmem“ (invariantem), nebot jsme nasli posloupnost, ktera je v prostoru X cauchyovskd, zatimco v prostoru YV
homeomorfnim s X nikoli. Uvédomte si také, ze (Y, oy) je Uplny metricky prostor, ale (X, ox) neni (napfi-
klad pravé uvazovana cauchyovskd posloupnost {a,}nen v ném nemd limitu). Ani uplnost neni topologickym
invariantem.

Metriku py m@izeme pomoci zobrazeni f ,pfenést na mnozinu X tak, ze definujeme oxy (21, 22) = |f(z1)—
— f(x2)|. Metriky ox a oxy jsou nyni definovany na téze mnoziné X, jsou ekvivalentni (obé indukuji pfirozenou

topologii), nejsou vSak stejnomérné ekvivalentni.
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Jesté uvedeme bez dikazu nékolik dilezitych vlastnosti stejnomérné spojitych zobrazeni (o
jejich diikaz se miZze ¢tenaf pokusit v rdmeci cviceni):

Véta 2.7:

o Jsou-li zobrazeni f : (X,0x) = (Y,ov) a g: (Y,0v) = (Z,0z) stejnomeérné
spojita, pak sloZen€ zobrazeni go f : (X, 0x) — (Z, 0z) je stejnomérné spojité.

e Pro libovolnou podmnozZinu U C X metrického prostoru X je zobrazeni uddva-
jgici vzdalenost bodu od mnoziny U, tj. 0 : X 3 x — o(U,{z}) € R stejnomérné
spojite.

o Je-li f:(X,0x)— (Y, 0v) stejnomérné spojité zobrazeni, pak pro kaZdou cau-
chyovskou posloupnost {a, }nen v X je posloupnost { f(a,)tnen cauchyovskd v
Y.

o Je-li f: (X, 0x)— (Y,0v) bijekce a zobrazeni f i f~! jsou stejnomérné spo-
jJitd, pak metricky prostor (X, ox) je uplny pravé tehdy, kdyz je uplnyg metricky
prostor (Y, oy).

Pozn.: Terminem topologicky invariant nebo topologicky pojem jsme v predchozim piikladu
oznacili takovou vlastnost metrického prostoru, ktera se neméni pti zméné metriky za libovolnou
jinou, ale ekvivalentni, metriku. Jinymi slovy: Mame-li dva metrické prostory, které jsou v
indukovanych topologiich homeomorfni, pak oba danou vlastnost bud maji, nebo nemaji. Mezi
takové topologické invarianty patii mj. vSechny pojmy, které jsme dokazali definovat pomoci
topologie (i bez metriky), napiiklad kompaktnost, souvislost, limita. V pfedchozim piikladu jsme
ukazali, ze vlastnost posloupnosti ,byt cauchyovska“, ani iplnost prostoru mezi topologické
invarianty nepatii (tyto vlastnosti se zachovavaji pfi stejnomérné spojitém zobrazeni a fikdme
jim uniformni invarianty).

2.3.2 Kontrakce a Banachuv princip pevného bodu

Ve druhém dilu ucebnice jsme v kapitole 7 o diferencidlnich rovnicich formulovali tvrzeni o
existenci a jednoznacnosti feseni riznych typt rovnic. Tato tvrzeni maji ptivod v mnohem
obecnéjsim a pritom jednoduchém vysledku teorie metrickych prostori. Nyni se zaméfime na
jeho formulaci, dikaz a predevsim aplikace. Nejprve potiebné definice.
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Zobrazeni metrickych prostori f : (X, 0) — (Y, 0) nazyvame lipschitzovské, jestlize
existuje nezaporné cislo K takové, ze pro vSechna z,y € X plati

o(f(z), f(y)) < Ko(z,y).

Nejmensi takové ¢islo K nazyvame Lipschitzova konstanta a znac¢ime ji L.

Specialné, je-li L < 1, nazyva se zobrazeni kontrakce.

Dvé metriky o; a p» na mnoziné X jsou lipschitzovsky ekvivalentni, jestlize identické
zobrazeni id : (X, 01) — (X, 02) a k nému inverzni zobrazeni id : (X, g2) — (X, 01)
jsou lipschitzovska.

V cvifeni ukézete, ze kazdé lipschitzovské zobrazeni je stejnomérné spojité (a tedy i spo-
jité). Proto kazdé dvé lipschitzovsky ekvivalentni metriky jsou stejnomérné ekvivalentni (a
tedy i ekvivalentni). Obrécené tvrzeni neplati. Mozna by vas zajimal pfiklad zobrazeni, které
je stejnomérné spojité, ale neni lipschitzovské. Takové funkce skutecné existuji, prikladem je
tzv. Cantorova funkce, ale jeji popis je natolik slozity, Ze jej nebudeme v tomto textu uvadét.
Ptejdeme k dalsimu a poslednimu pojmu kapitoly, kterym je pevny bod zobrazeni.

Bod x € X se nazyva pevnym bodem zobrazeni f : X — X jestlize plati f(z) = x.

Jisté dokézete sami vymyslet zobrazeni, které nemé zadny pevny bod, a také zobrazeni, jehoz
vSechny body jsou pevné, pripadné zobrazeni s pfedem zadanou mnozinou pevnych bodt. Pro
nas vsak bude uzitecné tvrzeni o existenci a jednoznac¢nosti pevného bodu v pfipadé specialné
zvoleného zobrazeni metrickych prostori a to kontrakce:

Véta 2.8 (Banachuv princip pevného bodu — Banachova véta): Necht (X, o)

je uplny metricky prostor a zobrazeni f : (X, 0) — (X, o) je kontrakce. Pak ezistuje
pravé jeden pevny bod zobrazeni f.

Dtikaz tvrzeni, ktery podrobné uvedeme az v prikladu 2.51, je soucasné navodem, jak tento
pevny bod hledat. Postup se nazyva metoda postupniych aprorimaci a mizeme jej vyuzit k
pribliznému feseni algebraickych i diferencidlnich rovnic. Proto nejprve shrneme jeho hlavni
myslenky:
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Metoda postupnych aproximaci:

e Hleddme FeSeni rovnice f(xg) = g, kde f je kontrakce v Gplném metrickém
prostoru (X o).

e Zavedeme posloupnost {a, }nen, kde a; = 2 € X zvolime libovolné, as = f(ay),
e @ir1 = flay), ...

e Posloupnost {a, }n,en je cauchyovské (dusledek vlastnosti kontrakee) a konver-
gentni (disledek tplnosti prostoru X).

e Limita posloupnosti zg = lim, e @ (tj. {@n}nen —, To) je pevnym bodem
zobrazeni f, tj. FeSenim rovnice f(xg) = zo.

e Bod zg je jedinym pevnym bodem zobrazeni f a tedy jedinym feSenim rovnice.
Priklad 2.45: Uplné jednoduchy piiklad
Na ukazku zvolme tuplné jednoduchy ptiklad, feSme rovnici
L +1
x=—-x+1.
2
Na prvni pohled vidime jediné feseni xo = 2. Ptislusné zobrazeni je

1
f:RSz—>§x—|—1€R

a ukazeme, Ze jde o kontrakci v metrickém prostoru R s pfirozenou metrikou:

(@) 1) = 1£0) = 5001 = | (54 1) = (Gu+ 1) | = Sl = ol = ot

2
tj. Lipschitzova konstanta je % < 1. Nyni zvolme prvni ¢len posloupnosti libovolné, napiiklad a3 = 10 a
pocitejme:
ay = ].0,
1
ay = §a1—|—1:5+1=6,
1
as = 5&2—!-1:3—4—1:4,

1
aqs = §a3+1:2+1:3,

1
a5 = gaa+1=15+1=25,

1
Qg §a5+1 = 1,25+1 :2,25,

apt+1 = —an + 1.
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Rekurentnimu vzorci a zvolenému prvnimu élenu odpovidé zapis {a, }nen = {2+16-27"}, N, tato posloupnost

je cauchyovska a jeji limita
xg= lim (2+16-27") =2
n—oo

je pevnym bodem zobrazeni f (feSenim rovnice f(xg) = o).

Priklad 2.46: Méné jednoduchy priklad

Uvazujme zobrazeni v trojrozmérném euklidovském prostoru R3:

f:R*3> (2,y,2) = f(x,y,2) = ( T Yy z )

S O wim
O wiek O
w= O O

Jedna se o afinni zobrazeni, které je slozenim stejnolehlosti s koeficientem

+(1 2 —a),

1

3

a posunuti o vektor (1,2, —4).

Hledejme jeho pevny bod, tj. feseni rovnice f(xo, Yo, 20) = (o, Yo, 20)- Nejprve ovéfime, Ze spliiuje predpoklady

Banachovy véty:

3 3 3 3

3

3

1 1 1 1 1 1
Q(f(x7yﬁz)7f(x/7ylazl)) =0 <($+ 17 *Z/‘f' 2a 57 4) ) <1"/ + 1a 7yl + 2a 72’/ - 4>> =

%\/(1’ - xl)2 + (y - y/)2 + (Z - ZI)2 = EQ((.’E, y,Z)a ({E/, y/u Z/))

3

Vezméme libovolny bod, napiiklad a; = (z1,y1,21) = (0,0,0) a pocitejme:

ay = ($1,y172’1) = (0a0a0)7
ag = (2,y2,22) = fl1,y1,21) = (1,2, —4),
4 8 16
ag = (23,9Y3,23) = f(T2,Y2,22) = <37 3 —3> )
13 26 52
ay = (T4,Y4,24) = f(T3,93,23) = <97 979> )
( ) 1+1+1+ + 1 2+2+2+ + 2 4 44 74
n = (T, Yn, 2n) = S 44—, e JPUp My, (S i
Y 3709 gn—2“T37Tg 3n—2 379 3n—2
Limitou posloupnosti je pevny bod zobrazeni f, bod (xg,yo,20) = (%,3, —6) (slozky x, resp. y, resp. z,

posloupnosti trojic a, jsou posloupnosti ¢aste¢nych souctt geometrické fady z kvocientem % a prvnim ¢lenem

1, resp. 2, resp. —4). Ovéite vysledek dosazenim.

Dokézete vymyslet zobrazeni euklidovského prostoru, které nemé zadny pevny bod? A zobrazeni, které ma

vice pevnych bodu? Pokud takova zobrazeni zkonstruujete, ukazte, ze nejsou kontrakcemi.

Priklad 2.47: Priklad o néco slozitéjsi

Hledejme Feseni diferencialni rovnice y’ = y s poéateéni podminkou y(0) = 1 (vime, Ze se jedna o funkci y =

= e%). UkéZeme si, jak lze pouzit metodu postupnych aproximaci pti Feseni podobngch tloh. Stejny postup jsme
pouzili uz v kapitole 7.2 druhého dilu, vzpominate? Tenkrat jsme vsak jesté nic nevédéli o metrice, konvergenci
ani Banachové vété. V obecnosti se k TeSeni diferencidlnich rovnic jesté vratime v ptikladu 2.48.
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Integraci rovnice 3y’ = y v mezich od 0 do x dostédvame

x x

y(z) — y(0) = / y(Odt, . yl@) =1+ / y(t)dt,

0 0

kde jsme za dosadili y(0) = 1 ze zadané pocateéni podminky.

Uvazujme metricky prostor (C[—L, L], o), kde 0 < L < 1, spojitych funkei s metrikou stejnomérné konver-
gence (tento prostor je Uplny) a zobrazeni

x

fiCl-L L] 3 y(x) — fly(a) =1+ / y(t)dt € C-L, 1),

které spojité funkci pfifadi opét spojitou funkei (integral jako funkce horni meze).
Ukazeme, ze zobrazeni je kontrakce:

0c(f(y1(2)), f(y2(2))) = max 1+/y1(t)dt - 1+/y2(t)dt wel-L1] <

0 0

x

< max / i (t) — o)t | z € [~L, L] § < max{lys(t) — po(8)] | @ € [~ L, L]} / dt < Lo(y (), v (x)).

Nyni zvolme jako prvni ¢len posloupnosti libovolnou funkei spliujici zadanou poc¢ateéni podminku, naptiklad
a1 = 1 a pocitejme

az = f(a1):1+/a1dt:1+/1dt:1+o:,

0 0
ag = f(az)=1+/a2dt=1+/(1+t)dt:1+x+?,

0 0

z x

t? z? 28

aq4 = f(a3):1+/a3dt=1+/(1+t+5)dt:1+x+?+€,

0 0

xQ 1‘3 xn—l

n:1 - — ,
a +x+2+6+ +(n—1)!

> k
. X -
lim a, = E — =e".
n—00 k!

k=0
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Priklad 2.48: Diferencialni rovnice a Lipschitzova podminka

Vratme se nyni na chvili k odstavci 7.2 druhého dilu uéebnice. Najdeme tu dvé tvrzeni o existenci a jedno-
znacnosti feSeni Cauchyovy (pocéateéni) tlohy, Peanovu a Picardovu vétu (véty 7.1 a 7.2). Jejich ditkazy pro nas
ve druhém dilu byly neschidné. Véty nam fikaji, Ze (pro funkci f(¢,x) spojitou na oteviené souvislé mnoziné
D) mé pocatecni tloha

J):f(t,l'), x(to) = Zo, (thxO) GD,

vzdy FeSeni. Splnuje-li navic funkce f tzv. Lipschitzovu podminku, je toto feSeni jediné.

Podivejme se na Lipschitzovu podminku z hlediska metriky. Pf¥ipometime: funkce f(¢,z) spliiuje (globélni)
Lipschitzovu podminku na mnoziné D, jestlize existuje ¢islo K takové, Ze pro kazdé dva body (¢, z1), (¢, 22) € D

plati
’f(tvx2) - f(ta 1‘1)

<K. (2.16)

T2 — T1

Zintegrujme rovnici ¢ = f(7,2(7)) v mezich od ¢y do t:

/ti'(T)dT = x(t) — z(ty) = /tf(T,l'(T))dT = z(t) =9 +/tf(7',:r(7))d7'.

to

Zvolme ¢ > 0 tak, aby platilo L =¢- K < 1, kde K je konstanta ze vztahu (2.16). UkaZeme, Ze zobrazeni
¢
F:(Clto—e,to+¢],0c) > x(t) — F(x(t)) =z + /f(T,x(T))dT € (Clto — &, to + €], 0c),
to
kde t € [tg —,t0 + €], je kontrakce v metrickém prostoru spojitych funkei s metrikou stejnomérné konvergence.

0c(F(z1(t)), F(z2(t))) = max /f(’T, xo(7))dT — /f(T,l’l(T))dT tefto—etote]yp <
< / F(r.aa(r)) — f(r.aa(r))|dr| < / K|aa(r) — a1(r)ldr| <

< max{|za(t) —x1(t)] | t € [to —&,t0o + €]} - K /du < Kepe(z1(t), z2(t)) < Loc(z1(t), x2(t)), L €][0,1).

Prostor spojitych funkci s metrikou stejnomérné konvergence je uplny a zobrazeni F' spliuje predpoklady
Banachovy véty, ma proto jediny pevny bod, a to funkci vyhovujici vztahu

t
z(t) = F(z(t)) = o + / f(ryz(r))dr.
to
Tato funkce je jedinym FeSenim diferencialni rovnice @(t) = f(t, ) prochazejicim bodem (g, o). Je-1li Lipschi-

tzova podminka splnéna globalné na mnoziné D, miizeme konstrukei provést pro libovolny bod (tg,z¢) € D a

dokézali jsme tak Picardovu vétu (véta 7.2 druhého dilu uéebnice).
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Priklad 2.49: Metoda postupnych aproximaci a soustavy linearnich rovnic

Metodu postupnych aproximaci lze pouzit také k feSeni soustav linearnich rovnic. Mé&jme soustavu (znacéeni
pouzivdme v souladu s prvnim dilem uéebnice)

A-X =B,

kde A = (al) je matice soustavy, X = (z1,...,2,)T sloupec nezndmych a B = (b;) sloupcova matice pravych
stran. Soustavu mizeme vyjadrit ve tvaru

X =(FE—-AX + B,
a hledané feseni X pak bude pevnym bodem zobrazeni
fR">X — (E-A)X+BeR"

Prostor R™ opatfeny pfirozenou (euklidovskou) metrikou je uplny.
Zkoumejme, za jakych podmmek bude zobrazeni kontrakci a bude tak splilovat piedpoklady Banachovy
véty. Oznaéme M = E — A, M = (m?) = (6] —a?), 1 <4, j < n. Pro vzdélenost vzori a obrazii plati

oX,Y) =

n n n

(mx; +b) Zmy]+b = ng(xj*yj)
j=1

i=1 \j=1

o(f(X), f(Y))

n
i=1

Zobrazeni f je kontrakce pro o(f(X), f(Y)) < L-o(X,Y), kde L € [0,1), tj. jestlize plati

j=1

n

iZ r(M-M")=|M|P<L<1,
i=1 j=1

kde jsme pouzili zapis pomoci normy indukované skaldrnim souc¢inem z prikladu 2.21. Zméni se tato podminka,
budeme-li uvazovat na R"™ misto pfirozené metriky napiiklad souc¢tovou nebo maximalni?
Nyni nalezneme metodou postupnych aproximaci feseni konkrétni soustavy:

S 2= 1,

5.

_1 _ -1
2 , B= , M=F—-A=
1 5
<L<

M||? =tr(M-MT) == =
||M||* = tx( )= 4+4+4+0

Nyni za¢neme s libovolnym bodem, napiiklad a; = (z1,y1)T = (0,0) a pocitejme

ang(a1)=M'<8>+B:< ><g>+<_;>:<_;>

\
+
N

Il

Plati

N[ D=
l\?h—‘ N[

O N
SN~—

'-Moo

N|— D[~
O N
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oot ()
(1) +(3) =(§)

Posloupnost konverguje k jedinému pevnému bodu zobrazeni f, bodu ag = (29, v0)? = (2,4)7, ktery je fesenim

Q
)

SIS
0] 2 ooig
Sl2 w5

soustavy (ovéfte zkouskou). Vypoctéte dalsi ¢leny posloupnosti a odpovidajici vadélenosti o(a;, ap) jednotlivych

¢lentt od pevného bodu.

Priklad 2.50: Reseni transcendentni rovnice

Metodou postupnych aproximaci se pokusime fesit rovnici

e ¥ =ur.
Situaci znazoriiuje obrazek 2.16.

Y
0,5 -

;CL’O x

-1 -05 05 1 15 2

20,5 -
1

Obr. 2.16 K prikladu 2.50.

Hledejme pevny bod zobrazeni
R>z— f(z)=e*€R.

Uvahu nad splnénim piedpokladtt Banachovy véty tentokrat pfenechame ¢tenafi. Zacnéme s libovolnym bodem,
napiiklad x; = 0 a pocitejme:

Ty =

f
r3 = f

zs = f
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xg = f(zs) =€ =...=0,606,
x7 = flag) =e % =...=0,545,
zg = f(z7)=e %" =...=0,579,
x9g = f(zg) =e™ " =...=0,560,
x10 = f(zg) =™ =...=0,571,
v = f(aie) = e ™0 = ... = 0,564,
r1o = fla) = e ™ = .. = 0,568,
213 = f(712) =€ ™12 = ... = 0,566,

Nyni lze pokracovat tak dlouho, dokud nedosdhneme pozadované presnosti vysledku. Spokojime-li se s pfesnosti

na tisiciny (s niz jsme uvadéli vysledky jednotlivych kroku), posta¢i ndm hodnota z¢ = x15 = 0,567.

S dalsimi priklady se setkdme v kapitole 15. Na zavér jesté slibovany podrobny dikaz Ba-
nachova principu a pak uz se muzete pustit do cviceni.
Priklad 2.51: Dikaz Banachova principu
Pfedpoklddejme, Ze zobrazeni f tplného metrického prostoru (X, ) do sebe je kontrakce, tj. existuje ¢islo
L €[0,1) takové, ze plati
o(f(x), fy) < L-o(z,y), pro kazdou dvojici z,y € X.

Zvolme libovolny bod a; € X a definujme posloupnost {a, },en rekurentnim vztahem a;1 = f(a;). Pro kazdé
1 € N plati

0(ai+1,ai42) = o(f(ai), flait1)) < Lo(ai, ait1) < L?0(ai—1,a;) < ... < L'o(ay, az).

Pro libovolné m > n je pak (s vyuzitim trojihelnikové nerovnosti a predchoziho vztahu)

0(an,am) < 0(an, ani1) + 0(ani1, ang2) + -« + 0(am—1,am) <

1
1-L°
Vyraz je totiz ¢asti soudtu geometrické fady s kvocientem L a prvnim ¢lenem L™ 1o(ay,as). Pro libovolné
¢ > 0 nyni jiz snadno nalezneme index ng € N tak, aby pro vSechna n, m > ng platilo o(a,, an) < &. Staéi vzit

1 (1-L)
no > 1+ InL In :(al’GIZ).

<L LM LT L D) o(ar,a0) < LV o(aq, a)

Posloupnost je tedy cauchyovska. Vzhledem k tiplnosti prostoru X existuje jeji limita.
Oznacme

o = lim a,.
n—oo

Ukéazeme, Ze zg je peviym bodem zobrazeni f. Pfedpoklddejme sporem, Ze tomu tak neni a plati

o(zo, f(z0)) =€ > 0.

Na druhé strané zo je limitou posloupnosti {a, }nen, takZze pro hodnotu § nalezneme index ng takovy, Ze, pro
kazdé n — 1 > ng je o(an—1,70) < 5. Plati

o0, 1(20)) < 0(0,an) + 0(n, F(20)) = 020, an) +0(f(an-1). f(20)) < 0(wo, an)+ Lolan—1,20) < 5+LE <.
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Dostévame spor a proto o(xo, f(z9)) = 0, tj. zo = f(x0).
Zbyva ukazat, ze pevny bod je jediny. Necht yq je jiny pevny bod, pak dostavame

o(z0,y0) = o(f (o), f(v0)) < Lo(zo, yo),

odtud
(]‘ - L)Q(.T(),yo) S 0 - Q(x07y0) = 07

proto xg = yo.

2.3.3 Cvicdeni

1. Necht f: X — Y je zobrazeni topologickych prostorti. DokaZte, Ze nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

a) Zobrazeni f je spojité.

b) Pro libovolnou mnozinu A C X plati f(A) C f(A).
¢) Vzor libovolné uzaviené mnoziny v Y je uzaviend mnozina v X.

d) Vzor libovolné oteviené mnoziny v Y je oteviend mnozina v X.

2. Necht 7 resp. 72 jsou dvé topologie na X. Topologii 71 nazveme silngjsi nez 72 (resp. 72 slabsi nez 71) jestlize
T9 C 1. Dokazte néasledujici tvrzeni:

a) Identita (X, 7)) — (X, 72) je spojitd pravé tehdy, kdyz 71 je silnéjsi nez 7o.

b) Spojitost zobrazeni f : X — Y se nenarusi, jestlize zesilime topologii na X nebo zeslabime topologii
naY.

3. Vysetiete spojitost zobrazeni f(z) = 23, g(x) = 2 z mnoziny R s piirozenou topologii do mnoziny R s

topologii pfirozenou (resp. trivialni resp. diskrétni).

4. Uvazujte mnozinu X = {Q, <, e, A, &} asystém podmnozin o = {§, {0}, {0, &, &}, {9, O, 0}, {0, &, AL {0, &}
Tento systém tvoii bazi topologie (druhy dil str. 438). Topologii uréete (tvofi ji vSechna sjednoceni bazovych
munozin). Necht zobrazeni f,g,h: X — X jsou definovand vztahy:

FO)=0,1(0) =0, f(e) = O, f(A) = A, f(h) = &,

9(V) = 0,9(0) =D, g(e) = ¢, 9(2) = &, g() =1,

h(@> =, h<<>) =9, h(.) =, h(A) = A, h(*) =A,

Urcete jejich body nespojitosti.

Vysledek: Zobrazeni f je spojité (vzorem kazdé oteviené mnoziny je mnozina oteviend), body nespojitosti
zobrazeni g jsou {, e, A, &, body nespojitosti zobrazeni h jsou <, A, &.

5. Ukazte, ze dvé metriky o1 a g2 na X jsou ekvivalentni pravé tehdy, kdyz identita id : X — X je homeo-
morfismus v pfislusnych indukovanych topologiich.

6. Ukazte, ze obraz kompaktni mnoziny spojitym zobrazenim je opét kompaktni mnozina, tj. dokazte nasle-
dujici vétu: Je-li f : (X, 0x) — (Y, 0y) spojité zobrazeni a podmnozina A C X kompaktni v metrickém
prostoru X, pak je mnozina f(A) kompaktni v metrickém prostoru Y.
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12.
13.

14

15.

Navod: Vyuzijte ,metrickou” definici kompaktnosti pred piikladem 2.34. Ukazte, Ze z libovolné posloup-
nosti {y» }nen bodtt mnoziny f(A) lze vybrat konvergentni podposloupnost (z posloupnosti libovolné zvo-
lenych vzori ji vybrat dokdzeme, nebof o mnoziné A jsme predpoklddali, Ze je kompkaktni, dle vyuZzijte
vlastnosti spojitych zobrazeni.)

. Vratte se k vété 2.2 na strané 89 prvniho dilu. Zamyslete se nad tim, jak vyplyvaji prvni t¥i vlastnosti funkci

spojitych na uzavieném intervalu z obecnéjsiho tvrzeni, dokdzaného v predchozi tloze.

Navod: Uvédomte si, Ze uzavieny interval je kompaktni mnozina v R.. Jeho obrazem spojitou funkci tak musi
byt opét kompaktni mnozina, kompaktni mnozina je uzaviena a ohranicend a kazda neprazdnd ohrani¢ena
mnozina v R mé supremum a infimum.

. Zobrazeni dvou topologickych prostorii se nazyva otevrené, je-li obrazem kazdé oteviené mnoziny oteviena

mnozZina. Zobrazeni se nazyva uzaviené, je-li obrazem kazdé uzaviené mnoziny uzaviend mnozina. Uvedte
priklad

a) spojitého zobrazeni, které neni oteviené, ale je uzaviené,

b) spojitého zobrazeni, které neni ani oteviené, ani uzaviené,

¢) spojitého zobrazeni, které neni uzaviené, ale je oteviené,

d) uzavieného a soucasné otevieného zobrazeni, které neni spojité,
e) spojité bijekce, kterd neni homeomorfismem.

Navod: zkoumejte napiiklad identitu mezi prostory s rtiznou topologii, nebo konstantni zobrazeni.

. Uvedte ptiklad topologického prostoru a jeho kompaktni podmnoZiny, ktera neni uzaviena.
10.
11.

Pokuste se o diikaz alesponi nékterych tvrzeni ve vété 11.7 o stejnomérné spojitych zobrazenich.

Ukazte, Ze pro spojité zobrazeni f : X — f(X) plati: Je-li mnozina A hustd v X, pak je mnozina f(A) hustd
v f(X). Dusledkem je pak tvrzeni: Je-li f: X — Y surjektivni spojité zobrazeni a prostor X separabilni,
pak je separabilni také prostor Y.

Ukazte, ze kazdé lipschitzovské zobrazeni je stejnomérné spojité.
Metodou postupnych aproximaci hledejte feseni nasledujicich rovnic (ukazte také, zZe jsou splnény piredpo-
klady Banachovy véty):

a) x=1ix-3, ¢) = =/ na intervalu (1, 2),
d) x = cosx na intervalu (=5 +¢,5 —¢), ¢ > 0
b) v=2x+1, je dostatecné malé.

Vysledky: a) —4, b) 3, ¢) 1 d) = = 0,739.

. Metodou postupnych aproximaci naleznéte pevné body nésledujicich zobrazeni f : R? — R2. Ukaste také,

ze jsou splnény pfedpoklady Banachovy véty:
a) flz,y)=(5+1§-1),
b) flz,y)=(5+2, —§-3).

Vysledky: a) [2, —2], b) [3, —2].

Metodou postupnych aproximaci naleznéte feseni nasledujicich diferencialnich rovnic se zadanou pocatecni
podminkou (ukazte také, Ze jsou splnény predpoklady Banachovy véty):

a‘) y/+y:05 y(O)ZQ,
b) 3y —y=0,y(0)=-1.



16.

17.

18.
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) ¥ +2xy=0,y(0) =1,

£E2

Vysledky: a) y = —2e %, b) y = —e*, c) y = e~

Na vhodném prikladu ukazte, ze podminku kontrakce

o(f(x), f(y)) < Lo(z,y), Le€l0,1)

v Banachové vété nelze nahradit slabsi podminkou o( f(z), f(y)) < o(z,y), pro vSechna x # y. Uvedte t¥eba
ptiklad zobrazeni f : R — R, pro které plati |f(z) — f(y)| < |z —y| pro kazdé x # y € R, ale toto zobrazeni
nema zadny pevny bod.

Necht (X, 0) je kompaktni metricky prostor a zobrazeni f : X — X spliiuje podminku

o(f(z), f(y) <olz,y), Vaz,yeX, z#y.

Pak f ma pravé jeden pevny bod v X. Dokazte.

Navod: Uvazujte zobrazeni d : X — R, d(z) = o(z, f(z)). Sporem pfedpokladejte, Ze pevny bod neexistuje,
tj. d(x) > 0 pro kazdé x. Ukazte, Ze d je spojité a vzhledem ke kompaktnosti X nabyva své nejmensi hodnoty
pro néjaké zo € X. Zadand podminka pouzitd pro body y = f(zo) a & = 2o povede ke sporu. Jednoznac¢nost
ukazte podobné jako v prikladu 2.51.

Necht (X, o) je metricky prostor, A C X mnozina. UkaZte, Ze zobrazeni d4 : X > x — da(x) = o(z,A) € R
pfifazujici bodu z € (X, g) jeho vzdélenost od podmnoziny A je lipschitzovské. Uréete hodnotu Lipschitzovy
konstanty L.
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