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RESUMO

O trabalho apresenta o estudo da pieselvação de algumas propriedades topológícas

em produtos de espaços topológicos e de grupos topológicos. São provados teoremas e

são exibidos exemplos, algumas vezes utilizando axiomas adicionais a ZFC e técnicas de

Forcing. Finalmente, com o estudo de propriedades em produtos, é descrita uma condição

para que um grupo paratopológico seja. um grupo topológico e, posteriormente, um método

mais geral para obter resultados desse tipo.

ABSTRACT

This work presente the study of the pleselva.tios of soille properties on topological

products of spaces and topological groups. Theorenas are proved and exainples are shown,

sometimes using additional axioins to ZFCI and Forcing techniques. Finally, by studying

some properties on products a sufficient condition for a topological group to be a topological

group is described and afterwards a more general.method for obtaining results of this kind

is algo shown.
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PREFÁCIO

O objetivo deste trabalho é apresentar o estudo da preservação de certas propriedades

em produtos de espaços topológicos e de grupos topo1(5gicos.

A maioria dos resultados é composta por contra-exemplos, isto é, a maioria das pro-

priedades não é preservada em produtos. Pala torna.r isso possível, foi necessária a uti-

lização de axiomas consistentes com ZFC e técnicas de Forcing.

No capítulo l são dados os preliminares. No Capítulo ll são dados contra-exemplos (em

ZFC ou não) em espaços topológicos. No capítulo 111 é provado que uma das propriedades

(pseudocompacidade) é preservada. em produtos arbitrários de grupos topológicos. No

capítulo IV é apresentada uma condição suficiente, para preservar compacidade enulnerá-

vel, que é de certa forma natural em grupos topológicos, considerando o Teorema IV-3.2.

O capítulo V apresenta os contra.exemplos (nenhum em ZFC) para grupos topológicos. O

capítulo V[ apresenta uma ap]icação do estudo de prol)piedades em produtos topológicos

à determinação de quando um grupo paiatopológico é grupo topológico.

No final de cada capítulo, nos comentários fina.is, são dadas as fontes dos resultados.



NOTAÇOES

Denotaremos, a menos de menção explícita,

(a) Se X é conjunto, IXI será a cardinalidade de X

(b) w = No será o conjunto dos ordinais finitos, ]N idem

(c) ]R será o conjunto dos números leais

(d) r, À, ,ç serão cardinais finitos

(e) a,P,7, ó, c, p serão ordinais.

(f) c

(g) l.BIX = {X c .B : IXI = .X} e l.al<X = U,-<xl.al'

(h) Se / é função dom(/) se:'á seu do:ní«io, l-n(.f) sua

/ : x --, y ./'"(x) : y c x}.

(i) Se X é espaço tipológico e ,4 C x,ã" e cZ.x(.A) dellotam, ambos o fecho de .A em

X. Quando não houver possibilidade de confusão denotaremos .A ou cZ(.A)

int(.A) será o interior de .A.

(j) «* = {/ : dom(/) = .X e Im(/) C H}.

(k)Se« € «*eh(a) € « #Ah(«) C «*+: '«d'"Ah(z)(a)= "(a)se'-< À'

* A h(,)(À)

(1) CH é a hipótese do contínuo, i.é c = co. .

(m) GCH é a hipótese generalizada. do contínuo, i.é, 2" = H+

(n) Teoremas, Lemas e Proposições.

Ao se referir a algum deles, o alga.risnlo romano il)dicará o capítulo onde se encontra,

o primeiro algarismo arábico indicará o paiágiafo, no capítulo. A ausência de algarismo

romano indica a. presença no mesmo capítulo

(o) Se « C X, ll*ll = {.4 C X : , C .4}

(p) Se .A C G, onde G é um grupo, I'41 será. o grupo gerado por .A- O contexto evitará

confusões com o item o.

w: = co+ = N:)

imagem e se,



(q) Se K é cardinal e (Xa).<« é família de conjuntos

i) q'.y : ]].C. Xa --, ]'l.C.y X.., onde '7 < lç, é a projeção.

ii) n"r : n.e. X.* --, XI é a projeção.

iii) Se a. Ç K

aZS : ll.c. X.. --, H.ca X., é a projeçã.o.

(r) Se / : X --, y é função e .4 Ç X, .f ./'.4 é a restrição de / a .A
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CAPITULOIa

PRELIMINARES

l CONSISTÊNCIA EINDEPENDÊNCIA

A - Definições

Seja .L uma linguagem e E um conjunto de sentenças dessa linguagem

Definição 1.1 Seja é uma fórmula de .L : é é dita con atente com E se e somente se

E] U {é} for consistente e é é dita ndependente de E se ambos E U {é} e E U {-.#} forem

consistentes.

Lenda [.] E] U {él} é consistente se e somente se não é possível E F =é

Lema 1.2 Se E f- é então existe E'ÇE tal que E' F d' e E' é finita

Nesse trabalho, .Z; será a linguagem da. Teoria dos Conjuntos e E será ZFC (i.e., a

axiomática de Zernlelo-Frankel, com o Axioma da Escollla).

B Relativização e o Teorema de Gõdel

Definição 1.3 Uma interpretação relativa da Teoria dos Conjuntos nela mesma consiste

de duas fórmulas, M(a, u) e .E(3, 3/, o), com todas as variáveis livres exibidas.

Se é é uma fórmula, definimos éÀ/'r trocando z C y por E(3, y,t;) e restringindo as

variáveis ligadas, que passam a variar sobre M, isto é, os # tais que M(a, o).

l



Nas relativizações usuais, quando M é classe deHnida ou conjunto, ztz, y,t;J e z e z/

e M(,,«) é M(z) (ou , € ", se M é conjunto).

Em liKI, capítulo IV, parágrafo 8, podemos constatar que relativizações levam a de-

monstrações de consistência.

Além disso, obtemos a internalização do Teorema da Coinpletude de Gõdel:

Teorema 1.1 Para cada 6rmula @(al , . . . , a.) da linguagem da Teoria dos Conjuntos

ZFC F- V< .M, .E > V,i,...,z.(é"''r(z:,...,z.) -»< .M, .E >b léll< '],...,n. >l

onde IÓI é uma constante adicionada à linguagem de ZFC, que representa é formalmente

< M, .E > é modelo para ZFC. Dessa forma

ZFC F cons(ZFC + é) -, ] < M,E > éM,E(al,... ,z«)

e

Comentários finais

As demonstrações e deânições precisa.s podem ser encontradas ein IKI



2. PRINCÍPIOS COMBINATÓRIOS

A - O Axioma de Mártir

O Axioma de Martin (MA) pode ser visto como uma versão mais fraca da Hipótese

do Contínuo, já que CH --, MA e utilizando-se forcing pode-se provar cona(ZFC) --'

cona(ZFC + MA + 2" # wi). Ao invés de negar a existência de cardinais entre ü.' e 2",

afirma que, se eles existem, devem se coinpo]tar, Duna certo sentido, como co. Algumas

consequências de MA podem ilustrar este fato:

1 - pç < 2" --.} 2'ç = 2"'

2 - H < 2" --+ A união de K subconjuntos de ]R de medida de Lebesgue nula tem medida

nula.

3 - E < 2" --} A intersecção de K abertos densos em ]R é não vazia.

Resta notar que 1, 2, 3 são automaticamente válidas para K ' w.

Daremos agora o enunciado do Axioma de Martin, usando ordens parciais

Definição 2.1 Uma ordem parcial é um par < ]P,$> ta] que ]P # 0 e $ é uma relação

em ]P (iue é transítiva, i.e. VpVqVr(p $1 q A q $ r --' p $ r).

Abusaremos da notação ao denotar uma. ordem ])arcia] somente por ]P

De agora em diante, seja I' uma. ordem pa.icial.

Definição 2.2 Uma cadeia em ]P é un] subconjunto C' de ]P tal que se p,q C (7 então

P $ g ou q $ P

Definição 2.3 Se p,q € ]P, p e q são ditos compatúeis se ]r C ]P,r 5; p A r $1 q, caso

contrário p e q são ditos {ncompatúei3, o que denotaieinos p l g.

Um subconjunto .A de I' é dito uma ant cadela se todos os seus elementos forem dois

a dois incompatíveis.

3



Definição 2.4 1:' tem a condição da. cadeia entullerável (c.c.c.) se e somente se toda

anticadeia em ]P for enumerável.

Definição 2.5 .D Ç ]P é dito denso se e somente se Vp C ]Paq C .Z)(g S; p)

Deânição 2.6 G Ç ]P é dito um .Êltro se satisfizer às seguintes condições

(a) Vp, q C G](r C G, $ p A , $ q)

(b) Vp c GVç c I''(q 2 p --, g c G)

Definição 2.7 Se K é um cardinal, MA(K) é a sentença:

Se ]P é uma ordem pa.rcial que tem c.c.c. e D é uma família de subconjuntos densos

de IP com IZ)l $ H então existe um âltro G, G Ç IP tal que G n .D #: 0,v.D c z).

2.8 0 ..4aío«.« de .Wartin r.U.A) é: VK < 2"(MA(K))

B - Combinatória Infinita

Definição 2.9 Seja H um cardínal infinito. Se z,y Ç K, 3 e g são quase disjuntos (g.d.)

se e some«te se lz n vl < H. Uma /amzai« g.d. é .4 Ç P(K) tal que Va C .4(lzl = x) e todos

os elementos de .4 são dois a dois q.d. Uma família .4 nessas condições é dita maximal, se

não existe outra, satisfazendo às mesmas condições que contém .4 propriamente.

Teorema 2.1 Se K 2 co e 2<" = K então existe uma família q.d com l.41 = 2" e J C P(H)

Definição 2.10 Uma família H de conjuntos é chama.da um A-sistema sse existe um

conjunto fixo r, chamado de raiz do A-sistema tal que se a, b C .4, a # b --, a n b = r

Teorema 2.2 (.Lema do A-.sÍ8tema) Seja H cardinal inânito. Seja 0 > K cardinal regular

tal que (Va < 0)(la<"1 < 0) e l.41 ? 0 e Vz c .4(l=1 < H). Então ]Z] c .4 tal que IBI = 0 e

Zi é 6.-sistema.

4



Comentários finais

As demonstrações dos Teoremas e Lemas desse parágrafo, novamente podem ser en

centradas em IKj.



3.FORCING

A técnica de Forcing foi criada em 1963, resolvendo o problema da independência do

Axioma da Escolha e da Hipótese Generalizada do Contínuo.

Apesar da abordagem inicial desse método desenvolvido por Cohen ter sido sintática,

a abordagem usada neste trabalho será semântica, isto é, usará modelos para ZFC.

Como o Teorema da Incompletude de Gódel afirma a improvabilidade da consistência

de ZFC em ZFC e, portanto, a inexistência de modelos pala ZFC (em ZFC), a estrutura

formal usada para demonstrar cona(ZFC) --, cons(ZFC + ®), onde ® é uma Mrmula da

linguagem da Teoria dos Conjuntos, será a seguinte:

Assuma que podemos derimr uma. contradiçã.o de ZFC + 4' (i.e. ZFC + '} é in-

consistente). Então existe uma lista. finita. de a.xionlas de ZFC + ®, '$i, . . . , q'. tal que

®- , . . . , @. F-' @ A --@.

Mas, pelo método de forcing, mostrarelnos que ZFC f" ].V(@W /\ . . . A ©f) e logo

ZFC F-' ].N(@w A -'.Úw).

O processo acima descrito é totalnaente finitista, evitando, assim, dificuldades meta-

matemáticas.

Finalmente, ao se dizer "Seja. R'í um modelo transitivo enumerável para ZFC" (c.t.m.)

deve-se entender um modelo transitivo enuinerá.vel pala. uma lista finita de axiomas con-

venientes de ZFC, isto é, na notação anterior, {'bi , . . . , @.}\lé}.

Uma descrição do desenvolvimento histórico do forcing pode ser encontrada em IMol.

De agora ein diante, fixarenlos uni c.t.in. para. ZFC.

Definição 3.1 Uma ordena parcial, IP, rena illaiol elemento se existe ] € ]P tal que

Vq c I'(q $ 1).

Desse momento em diante, ao se usa.r forcing todas as ordens parciais consideradas

terão maior elemento.

6



Segundo, ainda, as deânições de 2. Seja ]P uma ordem parcial,

Definição 3.2 Um filtro G é dito ]P-genérico 80bre M se VD C IP denso (.D C M --}

GnD #O).

Lema 3.1 Se M é enumeráve] e p € ]P então existe uin fi]tro G que é ]P-genérico sobre M

tal que p C G.

Lema 3.2 Se Mé c.t.m. para ZF --P (onde P é o a.xioma das partes), ]P C M é tal que

VP C P,]q,, C P,g 5; p,, $1 p A , l q (*) então, se G é l"-genérico sobre M, tem-s'

Gg'M.

Definição 3.3 Uma ordem que satizfaz (+) é dita não atómica.

De fato, se G C M, a extensão é trivial. O lema 3.2 nos explica o que a extensão a ser

definida tem "a mais" do que o modelo inicial.

Definição 3.4 I' é um IP-nome -+ 1- é uma. leia.ção e V < a,p >c 7-la élP-nome e p C iPI.

OBS.: A deânição anterior é ullla definiçã.o por recursão tra.nsfinita, como a seguinte:

Definição 3.5 Se G Ç ]P, e (,- é ]P-nome)M )gÜ(z,G) = {va](a, G) : ]p C G(< a,p >C ,-)}.

Denotaremos vala(r, G) por Za.

Definição 3.6 ylP é a classe dos IP-nomes e .A4U:' é yK' n M = {1' : (1'' é IP-nome)m}.

Definição 3.7 Seja M c.t.m. ta] que ]' C M. Seja G Ç ]P então M](;] - {rG 1 7 C MiP}.

Lema 3.3 Se Né modelo transitivo para. ZFC tal que À4 C .N e G C N então Miai C .N

Definição 3.8 Se a C M, defina recursivanlente :il - {< 0, 1 >: y C z}

/



Definição 3.9 1' = {< P,p >: p C ]P}

Lema 3.4 Se M é um modelo transitivo para ZFC, ]P é ordem parcial, ]P C M e G Ç ]P é

um filtro não vazio, então:

(a) Va c M(3 C MP A val(ã, G) = #)
(b)M c Miai

(c) val(I', G) = G

((i) MJGj é transitivo

(e) Os ordinais de h'l são os mesmos de Miai

Definição 3.10 Se E C ]P,p € ]P. .E é denso sob p sse

Vq $ Pgr $ q(r € E)

Lema 3.5 Se ]P C M, E Ç ]P,.E C M. Seja G ]P-genérico sobre M. Então

(a) ou G n -E # 0 ou ]q C G tal que V, C -E(, l q)

(b) se p C G e E é denso sob P então G n E # 0

Definição 3.11 Seja é(zl , . . . , z.) uma fórmula com todas as variáveis livres mostradas, M

c.t.m. para ZFC, IP ordem parcial, I'l, . . . , T. C .A/P e p C IP. Então p If-p,mé(rl, . . . , Tn)

([ê-se p .»rç« é) + VG(G ]P-genérico sobre M A p C G) -' éMJC]((.'-i )a, . . . , (''«)c).

Escreveremos If- ao invés de ll---P.À/ qua.ndo nâ.o houver perigo de confusão.

Lema 3.6 Na notação da Definiçã.o 3.11

(a)(p If--Ó(,'-,...,,.) Aq $ P) --, q ll--é(,-,. .. ,,«)

(b)(p ll---é(.'':,...,..) Ap IFd,(.'-:,. .. ,,.) '-' p ll--é(,-,. . . ,,«) A '#(':,. . . ,,'.)

Note que essa definição é feita, em geral em }'', não em M, pois pelo lema 3.2, na

maioria dos casos, G gl M. Porém pode ser encontra.da em IKI uma deÊnição em M que é

equivalente à dada, e a partir da qual chegamos ao "Teorema Fundamental do Forcing"

8



Teorema 3.1 Se G é ]P-genérico

exibidas, ri , . . . , r. C MZ' , então

(é((TI)G,...,(T«)G)))M[G] P C G P IFé(rI,...,T«)

sobre M e é(zl rz.) é fórmula com as vm'dáveis livresr ) )

Finalmente,

Teorema 3.2 Se M é c.t.

então Miai satisfaz ZFC.

OBS.: Denotaienaos por o(N) os ordinais de N.

Definição 3.12 .Fn(.r, J) = {P : lpl < «, A p é função, do:n(p) Ç .r A Im(p) Ç J}

Ordenado por p $ q H q Ç p.

Definição 3.13 Se ]P C M, ]P pre3erua cardína '-» se G é ]P-genérico sobre M VP € O(M)

((P é cmdinal)m n (P é cardinal)mIaI).

Teorema 3.3 Se ]P € M e (]P tem c.c.c)M então ]P preserva cardinais.

Lema 3.7 Se .r é arbitrário e J é enumerável, Fn(.r, J) tem c.c.c. e portanto p

cardinãs.

Corolário 3.7 (Em M)

Se ]P Ç F','(l, J), J en:u«eráve] é ta] que pala todos a, Z' C ]P com a(z) = Z'(

dom(a) n dom(b), a U Z, C IP, então IP tem c.c.c. e portanto preserva cardinais.

Teorema 3.4 Assuma ]P C M, (]P tem c.c.c.)M e .4,.B C M. Seja G ]P-genérico sobre

M e / C Miai .f : .4 --* .B. Então existe .F : .4 --, P(.B),.F C M ' Va C Á (/(a) C

F(a)) A (IP(a)l $ «,)M)

p o em À/ e G ]P-genérico sobre Mpara ZFC l< ]P,$1 > ] rer ..:})

reserva

«) Vz C)



OBS.: Se G é Fn(.r, J) genérico UG : ] .--» J é função sobrejetora.

Comentários finais

Uma descrição completa e detalhada dos fatos mencionados neste parágrafo pode ser

encontrada em IKI.
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4 GRUPOSTOPOLÓGICOS

Definição 4.1 Seja < G, - > um grupo e sqa

< G, ., T > é um grupo topológico se:

(a) . : G x G --' G é ,--contín«.

(b) / : G --, G

« n /(,) = ,'' é ,-conta-a

Nesse trabalho, consideraremos somente grupos topológicos T] , isto é, VzVy C G ]y

vizinhança de 3 tal que y « V

G Dizemos queia sobreto7 uma [' '"ve)

Teorema 4.1 Iene

Se G é um grupo topológico T] então G é TyclionoH.

Teorema 4.2 in.R.l

Seja G um grupo topológíco T]. G é naetrizável se e somente se existe um sistema

fundamental enumerável de vizinhanças sobre e (o elemento neutro de G).

Lema 4.1 Seja G um grupo e P C P(G) com a propriedade das intersecções finitas i.e

(toda intersecção finita de elementos de P é não vazia). Se y satisfaz

(a) VU C y, ]y € P tal que }'' C U

(b) VU c P, ]V' C y tal que V': C U

(c) VU C y e Vz C P, ]V C 'P tal que #.V C U

(d) VU C y e Vz C G, ]V C y tal que s'Vz': C U

(e) V}'U C y, ]w c y w c u nv

então {aU} ucv e {Uz} ufv são bases aberta.s pa-ra uma. topologia em G que tornam G um

grupo topológico.

Além disso, se y satisfaz f) V= C G(# # e --' ]U € y tal que z gl U).

Então G é grupo topológico TI

1 1



Teorema 4.3 jjH.R.j pag. 711

Seja G um grupo compacto com identidade e. Então, para cada família {U«}neN de

vizinhanças de e, existe um subgrupo normal compacto .N de (-; tal que NÇ nl' l Un e

ajN ê nMe\xlxzâneX, Q qCjW ) = u.

[Feorema 4.4 IRAI

Seja G um grupo topológico. Seja E um subconjunto de Barre de G, isto é, pertencente

à menor a-álgebra que contém todos os fechados GÓ. Então existe um subgrupo normal

(no sentido algébrico), compacto, e de Barre, y, de G, tal que .E = U::iziy
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5.ALGUNSCONCEITOSTOPOLOGICOS

Definição 5.1 Um espaço topo1(5gico é dito psetidocompacto se V/ : X --} ]R contínua é

limitada.

Deílnição 5.2 Uma família {l'';JiC.r de subconjuntos de X, espaço topológico é dita local-

mente .Pnita se todo ponto de X admite uma vizinhança que encontra um número finito

de elementos de {Hlic.r.

Com essas definições é fácil perceber que

Teorema 5.1 Um espaço topológico X é pseudocoinpacto '» toda família localmente

finita, de abertos, é finita.

6 FUNÇOESCARDINAIS

Definição 6.1 Uma /unção cardina/ é uma associação de um cardinal a cada espaço

topológico de forma que a espaços homeoinorfos seja. associado o mesmo cardinal.

Em seguida, va.mos definir alguma.s funções cardinais

Seja X um espaço topológico

Definição 6.2

(a) Peão: ««(X) = minll.BI : é base de abertos pai' X} + «,

(b) C'aráter: X(X) = suplX(X,n) : C X} + w onde

X(X, =) = minljyl : y é sisten)a. fundamental de vizinha.nça-s pa'a a}

(c) C'eZ caridade: c(X) = minha : qual(quer família de abertos 2 a 2 disjuntos tem

cardinalidade $ a} + u

lq



(d) G«« de Zín 'Z#

.L(X) = minlK : toda cobertura aberta de X admite subcobertura de cardinalidade

$ «}

(e) tígÀt«e..

t(X) = suPlt(p,X) : p € X} onde t(p, X) = lninla : V.B C X(p C ]B - ]M ç -B)(P C

ã7 A IWI É a)}

(f) P3.wdo-caráter (para X T])

V,(X) = suP{V,(p,X) ; p C X} onde #'(p,X) = minljyl : }'' é família de abertos e

{P}

14



7. ULTRAFllTROS E O COMPACTIFICADO DE STONE-CECH

A O compactiflcado de Stone Cech

Neste parágrafo será deânido o coinpactificado de Stone Cech, e será dada uma

deânição do mesmo através de ultrafiltros, X sela um espaço topológico completamente

regular.

Definição 7.1 Um par < cX,c > onde cX é um espaço toploógico e c

contínua é dita. uma compactificação de X se:

(i) C"(X) = {c(z) : 3 C X} é de«s' '". cX;

(ii) c : X --, '"(X) é hon."n'o:fis"'o;

(iii) cX é compacto.

Assumiremos, devido a (ii), X Ç cX, quando conveniente.

X -.+ cX é

Teorema 7.1 Existe uma compactificaçã.o de X, < /iX,/3 >, tal que se ./' : X d y é

contínua e y é compacto então ]/ : PX --+ }'' que estende /. Essa é a compactlWcação de

Stone ÕecÁ de X

Teorema 7.2 Se < cX,c > é uma coinpactificação de X tal que toda função .f : .X --} y

contínua, y compacto, admite extensão ./: : cX --, }' então < cX,c > é egwÍuaZerzte a

< PX, /3 >, isto é, ]h : cX -+ PX hoineonlolâsmo tal que h o c = /3.

Teorema 7.3 Se toda funçã.o contínua / : X --, .r = 10, 11 é estendível a / : aX --+ / onde

aX é uma compactificação de X, então aX é equivalente a #X

Teorema 7.4 Se ]N é o conjunto dos naturais com a topologia discreta, então todo sub

conjunto infinito fechado F C /iIN tem cardinalidade 2' (c - llnl)-
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Definição 7.2 Denotaremos X' = pX\X

Coment aptos finais

Todas as demonstrações podem ser encontradas em Iene

B - UltraHltros em conjuntos

Definição 7.3 Seja X um conjunto. Um ./iZtro ein X é um subconjunto / de P(X) tal que

(a).A,.B C / --,.4 n.B c /

(b).AC/eXD-BD.A--,.Be/(c)0i/
Um tiZtra#/tro em X é um âltro maximal, isto é, não está contido propriamente em

nenhum outro âltro.

Lema 7.1:

(a) Toda família .4 C P(X) com a propriedade das intersecções finitas (p.i.f.), i.é, toda

intersecção Ênita de elementos de .4 é nã.o vazia., pode ser estendida a um filtro.

(b) Todo filtro pode ser estendido a um ultraâltro.

(c) « C P(X) é ultrafUtro .- « é 61tro e V.4 C P(X) .A C " - X\.A C u.

Definição 7.4 Um ultrafiltro u em X é dito não principal se {z} « u V= € X caso

contrário é dito principal.

C Coinpactificação de Stone Ceclt de espaços discretos

Seja X uin espaço discreto. Coloque U(X) = {Z/ÇP(X) t.q- Z/ é ultrafiltro}. Seja

ECX
N(E) = {U C U(X) : .E C ü}

B = {.N(.E) : .E C P(X)}

16



.B é base para a topologia de U(X) pois N'(E) n .N(F) = N(.E n F)

Lema 7.2 U(X) com essa. topologia é Ha.usdorH

Demonstração: Sejam Z/, y C U(X) tal que Z/ # y. Então :3E C P(X) tal que .E C Z/\P

Logo, U C N(.E), y C .M(X\E) e .M(E) n .N(x\.E) = 0.

Lema 7.3 U(X) com essa topologia é compacto

Demonstração: Seja Ç7 cobertura de U(X) por afeitos VU C U(X), ].Eu C X e Gu C Ç

tal que a C N(.Eu) C Gu.

Se nenhuma coleção finita de conjuntos .N(Eu) cobre C/(X), então os complementos

U(X)\(.Ea) = .M(X\.Ez/) tem p.i.f. e consequente:Dente os conjuntos X\.Eu tem p-i.f.

Logo, peão ]ema 7.1, (a) e (b), ]P C U(X) tal que X\.Ez/ C y,VU C U(X). Em particular,

.V\-EV € y e, portanto, 'P C U(X)\N(.Ev), contra a escolha.

Definição 7.3 Se z C X defino Z/, = {.EÇX

Lema 7.4 A funçã.o
.f : x --- u(x)

B -.-+ t4.

é um homeoinorfismo de X sobre um conjunto denso de U(X)

Demonstração:

(a) {Z/, : a € X} é denso 'm U(X)
Sda é # .EÇX. :3zo C .E, portanto, Z/,. C .M(.E)

(b) {Z/,} é aberto en] U(X) pois {U.} = N({':})
Como X é discreto e {Z/, : C X} tam]-)ém, ./' é ]lonleomoi6sino (já que é trivialinente

injetora).

Identifique X com {Z/, : 3 C X}
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Lema 7.5 Seja ./ : X --, ]R limitada. Ente.o existe / : U(X) --' Hlt, contínua tal que

j ./x= f

Demonstração: '@/ C U(X),{/"(.D) : .E C a} tem p.i.f

VE € Z/, .Z(a = RZCZ/ /"(.E) é não vazio.

Defina .f(Z/) de forma que /(Z/) € .Ku (*). .f é contínua:

Sda a. C U(X) e ' > 0

Como /"(E) é compacto,

.E. = {a c X .f(x)v(a)l < '}

Como /"(E) te:n pont's no segmento (.f(Uo) -- ', /(ao) + .),V.E C Uo, p'r (*)

:+ .Eo n .E # 0,VE c ao, logo -Eo c ao

logo ao C .N(.Eo).

Logo l/(a) - /(ao)l $ ' V& C .N(Eo), pois a C A'(Eo) --'» .Eo C a logo /(a) C /"(.Eo)

Logo /(a) C l/(ao) - ', /(Z/o) + 'l.

Corolário 7.1 U(X) é equivalente a PX

Demonstração: Os lemas provados e o teoletna. 7.3 nos dão o resultado
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8 O ESPAÇO DESTONE

Neste parágrafo tiraremos < ]B, /\, V, --, 0, 1 > uma. á.]gebra boo]eana denotado por ]B.

Definição 8.1 a, b € ]B,a $ b H a /\ b = a.

Definição 8.2 Dizemos que u C ]B é un] .P

(a) a, b C u --} a /\ b C u

(b) « € u b c ]B « $ Z, --» Z' C

(c) 0 « a

OBS.: Note que o filtro em um conjunto X definido n

de filtro sobre a álgebra booleana < P(X), U, n, @, X >

Definição 8.3 Dizemos que uin fi]tro tz em ]B é um vZtraáZtro em ]B se não está contido

propriamente em nenhum outro filtro em IB

Teorema 8.1 São equivalentes

(a) « é ultra61tro

(b) a C ]B, a C u ou ---a C ''

Lema 8.1 Se .F C ]B tem p.i.f. então existe un] ult]afiltro en] IB,

Definição 8.4 S(]B) é o conjunto dos u]traíi]tros sobre ]B

Definição 8.5

Zero em IB se sa.tizfazazial

U

o parágrafo 7 é caso particularS ])ar 1'

u, tal que .F Ç t;

@..B -- P(S(]B))

« -- {u : a C ..}

Teorema 8.2 V'(IB) = {Ú(a) : a C .B} é base para S(.B).

v'b ...JL... .=.. rn.:..:.l .....,.}A N''n



@(o) = 0

V,(1) = s(m)

V,(a A b) A V,(b)

Teorema 8.3 S(.B) é compacto

Demonstração Análoga à do parágrafo 7

Teorema 8.4 V'(a) é fechado Va C ]B

Demonstração Benta nota:' que d,(a) = S(B)\Ú(na)

Teorenaa 8.5 Seja ]P uma ordem parcial. Elatã.o existe uma álgebra booleana completa

]B e á : ]P --, ]B ta] que {i(z) : aX C ]P} é denso em ]B i.e. Vy C ]B, 3/ # 0, ]: C ]P tal que

i(z) $ Z/ e

1 - P $ q --, i(P) $ {(q)

2 - p l q -, i(a l {(g)

Demonstração: Defina uma topologia enl IP como se segue:

Se p € ]P, seja NP = {g C ]P : q $1 p}. Dê a ]P a to])ologia cuja base é {NP : p C IP}.

Seja ]B = {Á C IP : .A é aberto e int(.A) = .A} i.e os abertos regulares de IP

Para p € 1P, deâna i(p) = int(A',,).

i) {"(]P) é denso:

Seja b um aberto regular não vazio. Tonae p C b, NP Ç b, logo {(p) = int(.Np) Ç

int (Z,)

ii) p $ g --, i(p) $ i(g) trivial

iii) Supondo que p e q sejam compatíveis 3r r $ p e r $ q e, portanto, por ii), á(r) 5; í(p)

e {(,) $ {(q). Se p l q --, NP n .N,

Como .N. é aberto N, n .N. = 0.

9n



Logo {(P) n .M, = int(.N,) n Nç = 0

Mm {(p) é aberto, portanto, {(p) Logo {(p) n int(R,) Í(P) A {(q)
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CAPÍTULOll

EXEMPLOS EM ESPAÇOS TOPOLÓGICOS

Neste capítulo são estudados alguns resultados à respeito da não preservação de

funções cardinais em produtos de espaços topológicos.

l-CELULARIDADE

Em jl<-Teorema. 2.241, usando M.A., é provado que se {Xilfc.r é família de espaços

topológicos tal que c(.X{) = w,Vá C .r então, se X = H{C.r Xi, c(X) = «'.

O exemplo seguinte nos mostra que o resultado mencionado acima não é Teorema de
r7T=/'l

Teorema 1.1 Seja. M modelo tla.i-tsitivo enumeiá.vel pa.la ZFC. Seja K tal que (K é cardinal

infinito)M. Seja P = Fn(IKI',2), então, se G é ]l'-genérico sobre M, em Miai existem

ordens parciais Q e IR que têm c.c.c., mas en] ]R x Q existe anticadeia de cardinalidade K.

Demonstração: Tolhe D.,p = {p C I' : {o,/i} C do:n(p)} a,P C '; Ei = {p C I'

im (p)}, i = 0, 1.

Temos que D«,P é denso para o,/i C H e .E{ é denso para i' 0, 1.

Portanto, se G é ]P-genérico sobre À4, em Miai, UG = .F : lfçl2 -.-} 2 sobrejetora.

Seja O {la,P} C l«I': r'({',P})
Deâna

& €

m, = {. c l«l<" : 1.1' ç c'}

C? = {s C IKl<" : lsl: Ç .N/C}
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Ordene ]R e Q por inclusão reverso, i.é p $1 q .+:)p q ç P

1 - m, tem c.c.c. (em Miai).

Seja / : wl --, R em Miai.

Por 1-3.7, ]R tem c.c.c., portanto preserva cardinalidades.

Seja a" -- lt-nome ta] que 'rG ' / e ]k R-nome ta] que (ü)a - ]R.

Pe[o Teorema 1-3.1, ]p C G tal que p IF7- : úl --.l IR.

Como conjuntos finitos de ordinais são absolutos, para todo c C ul , temos que

.f(c) € 1Kl<" --, .f(c) = s c M

Usando 1-3.1, novamente podenaos tomar p. $ p tal que p. If-l-(é) - á-

Podemos assumir, se preciso estendendo o domínio de p. (não alterando nada, por

1-3.6) que dom(p.) = it.l:, para algum t. C IKl<" e is.l2 Ç dom(p.) - it.l2 e logo s. ç t..

Seja .4 = {t. : c < wi }, it.l < «,.

Portanto pelo Teorema 2.2 (]ema do A-sistema) ].BÇwl , l.al = oi tal que

., q C .B e . # ,7 --, t. n t. = '

lrl' é finito.

Seja .K {0,11l'j'

Seja / C K.

K'/ = {' C .B : P. ,/'t,,],

J JC }< 1{ !

Como K é finito e .B inânito, ]/ tal que l/t'JI ? wl. Porta.nto 3c,77 C -B, c # 77 tal que

P. /nlrl2:: Pq /'[,]2, isto é, ]c,77 C wl c # 77 tal que p. /']t.nt,]2- PO /']t.nt.]2 Portanto,

]g extensão de p. U po em it. U tql2. Colocando q({a,P}) - 0 se a C t.\tq e P C to\t..

Logo, g ll--/"(is. U sql2) = 0, já que se .H é ]P-genérico sobre .À4' e q C -H, usando que

s. ç t., is. U s0l2 C it. U tola e q ./']t.ut,]2=o'

Temos que U.H({a,P}) = 0 se {a,/i} € is. U s,I'



Porá-to, g If-./"(is. U sql') = {0} e q $ p.

por 1-3.6. Em Miai s. U s. C ]R e estende s. e s

De forma análoga Q tem c.c.c.

Como llnl = IQI = K, a anta-cadeia em ]R x Q tem cardinalidade no máximo K.

Além disso.

{a} C IR n Q,Va € H pois llall2 - 0

Logol< {a},{a} >:a € } Ç IRxQ. Sela,P} C IKJ'eP({a,P}) - 0(1)então

{a,P} çl Q(!it,). Logo < {a}, {a} > e < {P}, {P} > são incompatíveis em ]Rx Q, portanto

IR x C2 tem anticadeia de cardinahdade K.

Pe[o Teorema 1-8.5, ]Etr e Q podem ser imersas em álgebras booleanas -B,- e -Bç , respec

vivamente. Usando a densidade de {:(R) e ilÍ(Q) é fácil mostrar que .B, e Bç têm c.c.c. e

.B, x .Bç tem cardinalidade lç e uma anel-cadeia de ca.ldinalidade K.

Lema 1.2 Usando a notação de 1-8, a ,\ b = 0 (i.é a l b) n V'(d) n v'(z') = 0

Demonstração: --.,: Suponha u C V'(a)n@(b). Então a, b C u, logo aAb C u, logo anb # o

+--..: Se a A Z) = c # 0, seja u ultrafiltro tal que c C u. Então a C u e b C u, logo

« c d,(.) n v,(ó).

No«amente, seguindo a notação de 1-8, denon-tíne X = S(.B,) e y = S(.Bç).

Lema 1.2 c(X x y) 2 K

Demonstração: Seja {< p.,g. >: a C x} anel-ca.dela ein .B, x .Bç

Se Úr : .B, -'} X @q ; .Bg ""} y são as a])fica.ções de 1-8,

{d,,(P.) x Ü.(q.) : a C «}

é família de abertos. Piovaienlos que são dois a. dois disjuntos:

Suponha que não. Existem a, /3 C K;p, q C X x y tal que

(P, q) c @,«(P.) x @«(q.) n d,,(PP) x 'Pç(qP)
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Porá-to p C y,,(P.) n v,«(PP)

Portanto p. C p A PP C p e logo p.. A pp C P.

Analogamente, q. A qp = d # 0.

Logo < c,d >?é 0 c -B, x .Bç'

Portanto 0 #< c, d >$ :1 pp'' q. >

ABSURDO!!

Logo p. A pp = c # 0

Lema 1.3 c(X x y) $ H

Demonstração: Suponha que exista .4 = {V,r(Po ) X d'ç(g.) : a < K+} família de abertos

dois a dois disjuntos.

Sda Á. {pp : p.. A pp

p.. A pp = o --- Ú,(pp) = V',(=p.)

Logo, se PP: e PP, C .Aa, teremos qp: /\ qp, :: 0, pois os elementos de .4 são dois a dois

disjuntos.

Temos então duas situações que poderia ocorrer ein .4.

@(--P.) x Ó(qP)

@(--P.) x é(=qp)
(1)

Tome .B = {pl : y < H+}.

Se p. --, v,,(q.) n @,(q,)

portanto @ç(q.) = ./'Ç(-.q.. )

Temos, novamente, duas situações

d,,(P.) x V,ç(q.)

@,-(P.) x @ç(=q.. )

(2)

25



.Nesse ca,se,toliio
g : x+ --, {P. : a < /{'}

g(0) = Po g(P) = P«.i«{~;->P",.#«)

por (2) g está bem definida e é trivialmente injetora.

Tomo Im (g).

Dessa forma, podemos supor {pa : a < +} dois a dois distintos

Deâno então / : H+ --} {.l\:. : a < K+} por induçã.o,

.f(o)

.f(P) = P«.i«{'y:P,CB\(U.<HÁ.u{.f(a):a<Pl}

U.<P .A.l $ K, pois H+ é regular e l.A.l = 2.

Temos entã., {/(#) : P < «+}.

Re-enumerando e retomando os correspondentes tecemos .4* = {< p.., q.. > a <-K+}

« * , - { ;: jl;T* .
Fazendo o mesmo com os g.. obtemos .B = {< p.., q. >: a < H+}

« . # p -{ ;:Í,T;7,* ''b« " « # '

(3)

e.B C.4

porta:'to {V,,(p.) x @ç(q-) :< P..,q. >C -B}

é família de abertos dois a dois disjuntor de X x y de cardinalidade H+

.B''' = {< P., q. >: a < +} é anui-cadeia eln .Br X .B,.

Suponha que não, então ]a, /3, cr # # ta] que ] < a, b >$ < pp' 3; > e, por (3), a # 0
eb#0. LogoguCXtalqueaCu ljoCytalquebCu.

Logo p..,PP C u e q.,.,qp C o

Logo < u,« >c @,-(P. ) x @ç(q«) n d',-(PP) x V'ç(PP)
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ABSURDO!!

Mas .B, x .B, só tem anticad

Logo, temos o resultado.

Podemos reunir os resultados no seguinte teolenia:

elas de ca.rdinalídade < H

Teorema 1.2 Seja M ctm para ZFC e H C M tal que (H é cardinal infinito)M. Então

existe ]P c .M, ordem parcia] ta] que para todo G ]P-genérico sobre M, ]X,y C .A4lCI

espaços topológicos tais que:

ulalk'(x) c(}') e c(X x y)

Corolário 1.1 bons (ZFC) --, cons (ZFC)+lX, y esp'ço topológico tal que c(X) = c(y)

«, e c(X x y) > «,).
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2. PSEUDOCOMPACIDADE E COMPACIDADE ENUMERAVEL

Seja X espaço tipológico Hausdorff.

Definição 2.1 X é enwmeraueZmente compacto s

enumerável de X admite subcobertura. ânita.

Definição 2.2 X é psewdocompacZo se e somente

Limitada, isto é, ]ja, ól Ç ]R ta] que ]in (/) Ç la, Z,l

É trivial ver que:

Lema 2.1 X é enumeravelmente co

X possui ponto de acumulação.

Lema 2.2 Se X é enumeravelmente compacto então X é pseudocompacto.

Construiremos, a-gota,

não é pseudocompacto.

Lema 2.3 Existem espaços enumer

i) «, ç x ç /3«,, «, ç }'' ç P«.,

ii) x n }'' = «,

Denaonstração: Faremos a construção por induçã.o trallsfinita:

Tome Xo = yo = u.

Assuma X. e ya definidos pai'a todo a < ' com: (a) cv < /3 < 'y ---, X. Ç

XP e ya Ç yP. (b) a + l $ 1' então toda se(luência eln X.*(ya) tem ponto de acu-

mulação em X.+.(ya+l). (c) x.. n }'o = «.,, IX.l $ c, ll'bl $ c. (d) S' '- $ ' é ordin'l

limite X. = UP<..XP e ya = UP<.}'ó.

toda cobertura abertasomente lrsee e

IR contínua ése toda função / x ---}

nlpacto se e somente se todo subconjunto infinito de]J] ]]

tais que X xyenuineravelmente compactosX y ]espa.ços eSI) Ç r

avelmente compactos X e y tais que]en
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Resta-nos, portanto, o caso sucessor, i.é 7 :: a + l:

Pegue, para cada sequência em X.. unl ponto de acumulação em #w\Xa (possível,

pelo teorema 1-7.4, usando que IX.l $ c.

Tome X.+i como X. unido com esses pontos. Obviamente, como c" = c, IX«+l l $ c.

Para cada sequência em ya, tome um ponto de acumulação em Pw\X.+i (possível

por 1-7.4). ya+l será ya unido com esses pontos.

'Hivialmente se verificam (a), (b), (c) e (d).

Tome X :; U..<..,:X.* y = U.*<«.y..

Temos os espaços procurados.

Lema 2.4 Se X e y são os espaços do Lema. 2.3, então X x y não é pseudo-compacto

Demonstração: Tome.H = {< n,n >:n C co} ç/3w xPw .H ÇX x ye .# é discreto

em X x y pois o é em /3w x Pu

.# é fechado em X x y

Se A = {< u,u >: u € Pw}, A é fecha.do en] Pco x aw logo .H ç A.

Logo, se < p,q > é ponto de acunaulaçã.o de -H, < p, q >C A. Portanto, p = q e poi

(ii) p = q € w. Absurdo, pois n é discreto em Pu x Pu.

Temos que .H é aberto em X x }', pois H :: {< lz,?l >: n € w} o é em Pw x /3co.

Tome .f(< n,n >) = n + IV < «,« >C .H e//.y\H= 0.

.f é contínua, pois .H e X\.H sâ.o abertos-fecllados disjuntor.

Logo X x y não é pseudoc.onlpacto e pelo lema 2.2 não é enuinelavelmente coinpacto-

Corolário 2.1 Existe um espaço Z, enulnelavelnlente con:tpacto tal que Z x Z não é

pseudocompacto.

Demonstração: Tome Z = X U y

Se tomarmos Z = X x {0} U y x {l}.
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X x y s..á homeomorfo a (X x {0}) x (y x {l}) que é aberto-fechado em Z x Z.

Portanto, .H será homeomorfo a um aberto-fechado em Z x Z e, pelo mesmo raciocínio,

temos que Z x Z não é pseudocompacto.
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3 O GRAU DE HNDELOF .L(X)

Definição 3.1 Denotaremos ]Rt o espaço topo]ógico cujo conjunto base é o conjunto dos

números reais e a topologia gerada pe]os abertos do tipo ja, ól, a, b C ]ftf, a $ b. Daremos a

esse espaço o nome de neta de Sorgenfrey.

Proposição 3.1 d(IR,[) = w

Demonstração: Basta notar que Q é denso ein IR.l

Proposição 3.2 ]Rt é Lindelõf, i.é .L(X) = uo

Demonstração: Pode ser encontrada em Iene

Proposição 3.3 X :: ]R[ x ]RÍ nã.o é Lindelõf.

Demonstração: Se ]R[ x Rt fosse Lindelõf, seria normal. Mas A = {(a, --z) : n C IR}, A

é fechado e discreto em RI x IRt e d(]R[ x ]R]) = co. Pelo Lema de Urysohn, precisamos

de 2' funções contínuas para separar os subconjulltos de A, mas como d(X) = co, só há c

funções contínuas de X --, ]R.

Logo X não é Lindelõf.

Temos então um exemplo de um espaço X cona L(X) = «, e .L(X x X) > «,

Comentários finais

O teorema 1.1 está na demonstraçã.o do Teorema. 3.1 de IJll.

O restante do parágrafo l fiz para colTipletar a deinonstraçã.o d

no mesmo teorema de IJll.

O parágrafo 2 é o detalhamento da demons
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stração original da década de 50 está em INJI e IVHI

O parágrafo 3 é exemplo clássico.
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CAPÍTULOlll

GRUPOS TOPOLÓGICOS PSEUDOCOMPACTOS

Em 11-1 obtivemos um espaço tipológico Z enunlelavelmente compacto tal que Z x Z

não é pseudocompacto. E fácil notar que Z nã.o é honlogêneo e consequentemente não

pode ser um grupo topológico.

Neste capítulo estudaremos o comportanaento, no que se refere a pseudocompacidade,

de produtos de grupos topológicos pseudocompactos.

Neste capítulo, assumiremos todos os grupos topológicos Ti , e portanto completa-

ente regulares, g será o elemento neutro do grupo

Definição 1.1 Um grupo topológico G é dito totalmente /im fado se para toda y, vizi

nhança de e, existem ai, . . . ,a. em G tais que G = U:!;;iaiy

Enunciaremos agora um teorema cuja. demonstração pode ser encontrada em IWel

Teorema 1.1 Todo grupo topológico G que é totalmente limitado é subgrupo topológico

denso de um grupo topológico compacto G, e essa conlpactificação é única a menos de

isomorfismo deixando G fixo.

Teorema 1.2 Todo grupo topológico pseudocompacto é totalmente limitado

Del-nonstração: Seja G um grupo topológico não totalmente limitado.

Então existe U, vizinhança de g e unia. sequência {a;klkCN tal que zk g U.<x;a..U

Escolha y = y'i, vizinhança simétrica tal que y4 Ç U, e, para cada k, escolha

.ft : G --, ]R contínua, tal que /k(ak) = k e .ft ,/'a\,.v= 0 (usando que G é completamente

33



regue«).

.4 = {ai;yltcN é localmente finita.:

Tome a C G. ay é vizinhança de z.

Se 3/ C #yn kVjy = ol = #ku2)ol,o2 C y portantos

« C ,k\''' (*)

Se ay n -k,y # é, usando raciocínio análogo, teremos a C at,y' (**) e nesse caso,

por (*) e (**), terá«nos

l
zko2ul .Portanto

a; = ktl)l = #krtl)2 tl)l)tl)2 c T/'2

Portanto «i;:.zt = «,2(«,i)'' C }'''(}'':y = }''1':
portanto zk € ak, .U e pela definição de (zi)ícN

k < k'

, zl''n«ll'' # @

Logo se nyn "v#é :+n$ k.
Temos ente.o o resultado.

Usando a finitude ]oca] de {zx;yltCN, defina .f : G --} ]R.

/(a) = >ll: j'k(')
k-l

/ é contínua e não é limitada. Portanto G não é pseudocompacto

l/4 C ZI/. Portanto

Lema 1.1 0 produto {G.}aC,{ de grupos topológicos totalmente limitados é totalnaente

limitado.

Demonstração: Seja G = H.c,{ Ga. Seja U vizinllança básica da identidade g ein G

U = ll.c...l U. onde t/. # G... em uin número finito de elementos de .A.

Seja ] = {a C .A : t/« # G.:}.

Para cada cr C .A. Seja .4. = {a:

Seja n..4. o seguinte conjunto:

) =l;' } Ç G. onde G.. = uL:a:U..

n".
a'e.Í
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onde p : G --' H.C, G. é a projeção e #P = ep se P g / (2 - (3)aC.A)

Os elementos de n.c.r..4. são os procurados.

Proposição 1.1 Se X é compacto, então ./,(X) = X(X)

Demonstração: Se V,(X)

n.<.A. {«}.

Tome VA. aberto em X tal que # C yA. Ç VA. Ç Aa. Considere .4 = {VA : a < K}.

.4 tem p.i.f. Considere B a família das intersecções finitas de elementos de .4 lal = K.

Sejam aberto, aCU. SuponhaqueVa:,...,a. € H(yA.. n'' nVa.)nx\u ##'.

{.B n x\U : .B C B} tem p.i.f. Como X é compacto

K. Seja {A« : o < k} família de abertos de X tal que

Í] -B n x\U é não vazia
B€B

mas nBCB.B = na<«yA. ' {a} e # gl X\U. Absurdo.

Logo VP aberto, = C U --} ].B C B tal que .B

yA.: n...n yA..
Portanto .Y(z, X) $ K,Vz C X

Portanto .Y(X) $ « = @(X).

Como @(X) $ X(X), «,(X)

c u, pois yA.: n

Proposição 1.2 Seja G grupo topológico compacto e .N subgrupo fechado, Gó de G

Ente.. .Y(G/.V) = «,.

Demonstração: Como G/.M é compacto, mostraremos (lue 'p(a/.w)

resultado, pela proposição l.l.

Temos que .7V = n«e.O., O. aberto em X

Temos que se

Teremos o

K'.G--.GjW

« - [.]
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é a projeção, «"(O«) é aberto, já que «''(«"(O«)) = O«.N = Ukc.kO« que é aberto

Lembrando que

a - Z, n Z,':a c .M -» jal = IZ,l

Além disso, {jej} = n.e.«"(o«) pois jel c n«c««"(O«) e:

Sem perda de generalidade, podemos assumir que O.z Ç O«-i, pois: por indução

ânita construiremos O' : n C co com a propriedade O; = OI. Suponhamos válido para

k < n.

Seja ' G x G --+ G, a ope

Tom. W = .-:(OI..:)
W é aberto em G x G.

Para t € .N âxo: para z € N ]yz x TV,: Ç I'r vizinhança de (z,t).

{lVtz : z C .N} é cobertura de .N'. Poi'tanto possui subcobertura ânita

.4. = {Wt': , . . . , W;'" }.

Tome% =(y.. U ..Uy..)x RL.WÍ' Z.ÇW'.y e Z, ab"tos.

ração de grupo que é contínua

.N x {t} Ç y; x Zt Ç T4''

{Zt : t C .N} é cobertura de .N e, portanto, admite subcobertura finita

Tome y = b: n . - . n b. e T4''' = Zt. U . . . U Zf..

.V x ]V Ç y x l,T/' Ç 14'''

Tome OÍI

.M Ç O: e O: x Ojl Ç T4/ portanto (O=)' Ç OI.

Tome O: = o. n ol{ e temos o resultado.

Dessa forma, se bl c n.c««"(o«)

-, p C U O«N n p C Í) (O«- ÍI O') Ç ÍI Í'l 0«0*
nCu naco keu neukCu

- í"l n o«o. - n n o«-: - n o..: - "
newk n neü'kZn n21
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pois 0«0t Ç 0..i.

Portanto, temos p -' e.

Logo n.c.«"(o«) = {jej}

Definição 1.2 Seja G um grupo tipológico totalmente limitado, definimos

.v .V é subgrupo fechado normal de G e é GÓ}

Teorema 1.3 Seja G grupo topológico totalmente limitado. São equivalentes:

(a) G é pseudoconlpacto;

(b) Todo transladado de um elemento de JV' encontra G;

(c) Todo subconjunto de Barre não vazio de G encontra. G;

(d) Todo subconjunto Gõ não vazio de G encontra G;

(e) Toda função / : G --, R contínua admite uma extensão contínua a G, isto é,

G - DC.

Demonstração:

(a) --, (b)

Se (b) falha ao..N n G = 0 para algum ao C t? e .N C .V'. Como .N não é aberto, pois

se o fosse teríamos ]y c zo.N n G, já que G é denso ein G.G/N é inânito:

Suponhamos que G/.N seja anito.

GJN = \eN,=\N. ,a..N}

?i.N n a.f.M = 0

ni.N é fechado á = 1, . . . , ?z

e .N = G\ Ui:;:i ai.N é aberto. Absurdos

Como ã/.M é grupo topológico e Â'(a/.Ar) = o (Proposição 1.2), pelo Teorema. 1-4.2,

G/.N é metrizável.
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G/.N é compacto inânito e homogêneo, polia.nto

/ : G/.V\lro.M} H m,

3 n :iÍ;l-:i;iN:lÍ é contínua e ilimitada.

G\,o.N

«\
g

]R

//

G/.N \{«o .N }

g = / o r é contínua e ilimitada e G Ç G\zo.Ar

Portanto, g /c é contínua.

Além disso, tomando

.4m = {t C ê\-oAr : Ig(t)l > .M}

.Am é aberto em G.

Como G é denso em a\ao.V

.AÀ/ n G # g, v.À/ c m,

Portanto g /a é ilimitada.

Portanto G não é pseudoco

(b) ---, (c)

E trivial usando 1-4.4

(d) -- (b)
Trivial

(b) --. (e)

Seja / : G --.-} IR contínua. Zi base enulnerá.ve] para a- topo]ogia de ]R

Para cada -B C Zi, ]UB C Z? aberto tal que /'](.B) = uB n G

Por 1-4.4 existe NB C .W' tal que c/3(Ua) = NB.cZ&(Ua).
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'EOInO N f\Btt3NB.N C Ct e C\'6UB --- N' .Ct-ãUB 'qB C B.

Provámos

zi CGea2CG Íia2CN--,/(=i)=/(z2)

Suponha que não.

].Bi, .B2 vizinhanças de /(ai ) e .f(a2) respectivamente tal que .Bi e -B2 C Zi e cZ(.Bi ) n

cZ(.B,) = é.

Como .f é contínua em G, temos

.z/''(.Bi) n c/c(/':(.B2)) = 0

i.é clc(U.B:

cZ&(U.B: )

r"l G) n c/c(uB, n G) 0 (*) te:n.s «2 ' N.'Za(UB: n G) c .v'z8(uB.) =

Portanto z2 C cza(ua: n G) e é óbvio (lue =2 € cza(uB, n G).

Contrariando (+).

Dado zo em a, escolha 3 C zo.N n G e coloque .Í(ao) = /(z)

.f é contínua.

Seja ao C ã, c > 0. Encontraremos U, vizinhança de e tal clue l/(ao) -- /(3/o)l < c se

yo C zoU

Seja # C zo.N n G e seja y vizinhança de g ein G tal (lue l.f(z) -- .f(y)l < c se

y c zy n G. Seja t/ vizinhançia de g en] G ta] que Z./2 C y. Por 1-4.3 ].M C .A/' tal que

À/ c u n.N = u'n ÍI.CN un(pois .N é GÓ) e, portanto, por(b), existe z c(a.a;i3/oM)nG.
Como , C a.ai:.yo..M C Ayo.N = yo.N (.N é subgrupo norm'l), tem-se .f(3/o) = /(z).
como

z C a.:o l ..A4 C a.ZI/..A4' CI #P2 C #y

temos que l/(zo) /(Z/o)l /(,)l < .

(.) - (,)
Trivial

39



Teorema 1.4 0 produto de qualquer conjunto de grupos pseudocompactos é pseudocom

pacto.

Demonstração: Seja {G.}ae.4 coleção de grupos pseudocolnpactos A unicidade do

teorema 1.1. nos garante que se G - ll.C.4 (I'.*

Então G = ll.C.,4 G..

De acordo com 1.3, temos que mostrar que cada Gó não vazio de ll .4 G. encontra]SLr

Seja U em (iÓ, l.e. y 7: u :: l l7:-l un) onue caud un c uui çuujuu'u ua iwiu

]ll.C,l Un,., onde cada U«,a é aberto eln G... e, para cada n, temos U«,a :: Ga, exceto para

um nú«er. finito de elementos de .4. Sda Va = n:':= U«,., ya # 0(U # 0) e ya é GÓ em

(;.. Portanto, ]3. c y. n Ga, pois G.. é pseudocompa.cto.

a

Se « = («.. ).eÁ, e«tão -, € u n G

Comentários finais

Este capítulo é a exposição de IMreRI. As demonstrações do Teorema 1.2, Teorema 1.3

e Teorema 1.4 são detalhamentos das de IUreRI.

O Lema 1.1, Proposição 1.1 e Proposição 1.2 fora.nl demonstrados para que as demon-

strações pudessem ser completadas.
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CAPITULOIV

ESPAÇOS p-COMPACTOS E ESPAÇOS p-SEQUENCIAIS

Neste parágrafo, definiremos espaços que são generalizações dos espaços enumeravel

mente compactos e X será um espaço topológico TychonoH.

l ESPAÇOS p-COMPACTOS

Teorema 1.1 X é enumeravelmente conlpa.cto +;lP dada /

PX satisfaz /(p) C X para algum p C «, (*).

«., --» X, sua extensão / : P«, --.

Demonstração:

:> Sda / : «., --» X
Se {/(n) : n C «,} Ç X é Ê«ito.

Tome 3 C X tal que lln : /(n) = #ll = «.,.

Tome -B = {n : /(n) = #} e tome un) ultrafiltro p, não principal em co, tal (lue -B € p

Suponha que /(p) # z.

]V?(P)' y= vizinhanças abertas disjuntas de /(p) e a, respectivamente.

Usando a construção de 1-7-CI, e que / é contínua, tome .E Ç w tal que

p c .a'(.E) ç 7''(boo),

znB -g

pois, caso contrário, tome no c B n .E

P' «oll C .A'(.E)
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e .f(p') = z, absurdo!

MaspC.N(.E)--, .Eepe.B CP -"'.EnB =0cP.
Absurdos

Portanto ./'(p) = z C X

Se {/(n) : n C co} é inânito tem ponto de acumulação a.

Seja y = {% : { C .r} sistema fundamental de vizinhanças de z

Tome .Ai = {n € «., : /(n) C H}.

.4 = {,4i : iC .r} tem p.i.f , portanto, existe uin ultrafiltro não principal p em co tal

que.A C p.

.f(p) = «:

Demonstração: Suponha que /(p) # a.

31'7(P) e Vz vizinhanças abertas disjuntas (*). Como / é contínua, ]W = .N(E) C #w

tal que p C .N(.E) (i.é, .E C p) tal que 7"(X(.E)) Ç V7(,)

y= é vizinhança de a em PX

Tome %. Ç yz n x

.4i. n E # 0, pois ambos pertei:icem a p. Seja. lzo c .A{. n .E.

llnoll C .Ar(.E) portanto .f(7z0) C T'lm

e nO C ÁÍ. portanto .f(nO) C U. Ç Vz

Absurdo por (*)

<:: Sda y = {«« n € u} infillito, y Ç X. Tolale

f : Q --, X

/(«) - -:,:

por hipótese, ]p C co* tal que /(p) = # C = é ponto de acumula.ção de y

Seja y vizinhança de 3 em PX
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/ é contínua, portanto, 3.E C u tal que

p C .N(.E) e / (N(.E)) C T'

Mas .E # 0, ]no C .E, portanto, /(no) C .f"(.W(Z)) C T''. Mm /("o) C y

Portanto, /(no) c y n y vno c .E.

O Teorema 1.1 nos leva à seguinte generalização de compacidade enumerável

Definição 1.1 Seja p C (o*, X espaço topológico Tychonoff. X é dito p-compacto se e

somente se, dada .f : w --, X, e .f sua extensão, ./ : /iw --, #X, temos que /(p) C X

Lema 2.2 X é p-compacto ::> X é enunleia.velnlente compacto

Demonstração: É corolário trivial do Teorema l.l

Teorenaa 1.2 Se X é um espaço Tychonoff, ente.o X é p-compacto '» dada {z« : n C N}

sequência em X, ]z C X tal que para toda vizinhança y de z {n : a« € y} C p.

Definição 1.2 Se z é tal que, para toda. vizinha.nça y de z, {n : s. C y} C p, diz-se que

z é o p-limite de {íc. : n C w} e se escreve z = p -- liina«.

Denaonstração do Teorema 1.2

+:: Seja .f : co --. X e # o p-limite de {/(n) : lz C «'}

Tome / : Pw --} PX que estende /

Se /(p) # z, existem vizinhanças disjuntas l$OO, K

Mas / é contínua, ]ogo ].E Ç w, p C .N(.E) ç /':(V7(,))
Pela de6nição, se .B = {n : /(n) C V.}, -B C p.

h4as .E C p, logo .B n .E # 0.

Suponha n C.B n.E
n C -B --, /(n) C y.

lz € .E --' /(lz) C Vj(p)
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Absurdos .

Logo /(p)

::> Seja {a. : n C «,} sequência em X]

Tome

s não Tychono#

produtosr

j : -« ---, x

7'Z 1--} ÍZ;n

/(P)

e / : P«, --, PX sua extensa..

Provaremos que z é o p-limite de (z«)«c«.

Seja y vizinhança de z.

Como .Í é contínua, ]E Ç «.,,.E C p tal q«e !, C A'(.E) e .f"(W(.E)) Ç T' i.é, Vu C

P«,(.E C u --, /(u) C }'').

Seja n € w, n € .E..E c llnll,

Portanto, /(n) = /llnll c }'

Portanto E Ç {n : .f(n) C y}.
Como .E C p, {« : /(n) C }'} C p.

A partir do teorema acima, podemos definir p-compacida.de em espaço

Definição : X é p-compacto se toda sequência em X possuir p-limite.

[Feorema 1.3 p-pompa-cidade é fechada para. subes])aços fechados e para

Demonstração: Usaremos a equivalência do Teoiellaa. 1.2

1. Subespaços fechados:

Seja .F Ç X fechado e {=« : ?z C Pq} Ç F Ç X. Seja z o p-limite de {r. : n C ]N}.

Pma toda vizinhança y de z, .4v = {n : #. C V} C p. Logo .Av # 0. Portanto,

ynla;. :ncIN} #O. Portanto, zC {z,. :n C]N}. ConaoFéfechado, zCF. H
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2. Produtos

Seja {X. : a € .r} família de espaços p-compa.ctos e X = 1'1.c/ X..

Seja {z"}«c« seqiiência em X, :«« = (r:)..c.r

Então, se a C J (zl:)«C« tem p-limite en] X.. , z..

Tome z = (z..).e.r C X. Seja W = 1].C.r l,ra vizinhança básica de z em X

.F : IVa # X.} é anito.

Se .A. : ,= € T4'.}, ..4.. C p

Logo .A = ÍI .A. ep

{n:X'CW} :X=CTVal' Íll":,j:CW.}
crc/ a'C F

OBS Se X é compacto, usando a definiçã.o, é tiivia.l observam que X é p-compacto Vp C u*

Lema 1.2 Seja .f : X --.» y contínua. Se z fol p-limite de {z« : n € «,} então /(z) é p-limite

de {/(a«) : n C «.,}.

Corolário 1.3 0 produto de espaços p-compactos é enuineravelmente compacto

Obtivemos, assim, uma condição suâciente para que o produto de espaços enumerav

elmente compactos seja enumeravelmente conipa-cto, a. saber, que exista p C o''', tal que

cada um deles seja p-compa.cto.

Obviamente o espaço Z construído em 11-1 nã.o é p-conapacto para nenhum p C co

e todo espaço compacto é p-coinpa.cto para. todo 7) C o*. Na parte 2 deste capítulo

construiremos espaços p-compactos, nã.o obiigatorialllente compactos

#
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Teorema 1.4 Seja {X. : a C .r} uma família de espaços topológicos. Então o espa'ço

produto X :: ll.C.r X. é enumerave]mente compacto +;> V/ : co --+ X, ]r C w' tal que

r. o / tem r-limite em X., onde a. : X --, X. é a projeção, Va C .r

l)emonstraçao:

::> X é enumeravelmente compacto e .B = {.f(n) : n C (o}, pe]o Teorema ].], ]r tal que

r = r-limo« = /(n). Como as projeções são contínuas, pelo Lema 1.2 temos o resultado.

+:: Seja #.* = , -- lim «'. o /(n), to-,e # = (a. )aC/ e .B = n{,':''(u-) : a C .F} vizinhança

básica de z = (a«).c.r, F ç / finito. Queremos p:oval que

.B' = {n C «, : .f(n) C .B} C ,

Mas, Va C F .BÍ. = {n C «., : «.* o .f(n) C U..} C r e .B' = n.cr.Bl*

Portanto,.B' C r

Teorema 1.5 Seja {X..:.c.r} família de espaços topológicos, X = ll X. é enumeravelmente

compacto » VJ C 142', jjlX. : a C J} é enumeravelmente compacto.

Demonstração:
:::+ Trivial.

+ Se J Ç .r, denote XJ = TI.c.r X..

Se X.r não é enumeram.'e]mente coinpa.cto, pe]o Teorema. 1.4, ].f : w --} X.r tal que

Vr C w", ]cv, C .r tal que a.. o .f nã.o tema 7'-limite eill X..,

Coloque J := {a, : r C w*}.

Jl< lu*1< 2

Por hipótese, X} é enumeravelmente compacto. h4as, aJ o / : w --, XJ (rJ : X --"' XJ,

projeção) não tem ponto de acumula.ção, pois se tivesse, por 1.1, teria p-limite para. p C w*

e como n,. o .f é contínua, 1. 0 / teria p-limite, contrariando a definição de ap H

C

Tboreina 1.6 Seja X espaço topológico Tychonoff. São equivalentes
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(i) VK cardinal, X" é enumeravelmente compacto;

(ii) X2' é enumeravelmente compacto;

(iii) Xlxl" é enumeravelmente compacto;

(iv) ]r C w' tal que X é t'-compacto

Demonstração:

(i) --, (ii) Trivial.

(ü) --, (üi) Teorema 1.5.

(iv) --, (i) Teorema 1.3 e Lema l.l.

(in) --» (i«)

Tome {/a : a C IXl"} o conjunto das seqÍiências em X

Defina g : «, --, XIXI'" de tal forma que n'.. o g(n) = /a(n), a C

Xlxl" e n. o g = /..

Como Xlxl" é en

l.l).
C

tal que g]rumeravelmente compactor V

omo as projeç o conr

IXj". g é seqiiência em

tem ,-limite (Teorema

oes sa tinhas, /a tem ?'-limite, Va < IXl", e temos o resultado

2 - Pp(«)

Sejam X espaço topológico TychonoH e p C w*

Teorema 2.1 Nas condições acima, existe um espaço Pp(X),X Ç #PX Ç PX tal que

#P(X) é p-compacto, X é denso ein #P(X) e tal que se .f : X --, y, y Tychonoff p-compacto,

/ contínua, então ]/ : #,(X) --, y, / ,'"x= .f

Demonstração: Construiremos, por indução nos oidinais a < ui uma seqilência de es

paços (X«).<«: satisfazendo:

(i)VPC«.,i ai Sa2 <P--,X.: ÇX., ÇPX;
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(ii) VP C ol al < a2 < # --, toda sequência eln X.. tem p-limite em Xa,

/3,(X) será U..<«. X..
A construção:

Tome Xo = X

Suponha XI construído para todo 7 < /3, satisfazendo (i) e (ii).

Seja }l:P o conjunto de todas as seqüêilcias de U.v<pX.

Se a C EP, seja #. seu p-li«üte e:n PX
Tome Xp EP} U U,.:P X,.

XP satisfaz (i) e (ii) trivial:Dente:

P,(X) = U,.,<«. X, é p-compacto:

Sej- {#« : n < «.,} ç P,(X).
Se =. € XP., seja a = SUP{Pn : n < U}.

Como wi e regular, a < coi.

Logo G = {aç« : n < a.,} Ç X.
Portanto, ]z. C X.+i Ç P,(X) td que a. é p-limite z«.

Trivialmente, X é denso em Pp(X). Seja. T espaço Tychonoff, p-compacto e /

contínua.

a.f : px --.+ pr estendendo /

Resta-nos provar que .f"(/3,(X)) Ç T. Por iladução:

X-.+T

.f"(Xo) = .f"(Xo) Ç T

Se /"(X.) ç r, va < p.

Seja a. C Xp\ U.*<P X«, i.é, aa = p.lim o', a C }:P pelo Lema 1.2, /(aa) é p"limite de

.f"(a) Ç T. h'las o p..limite é único e T é p-compacto. Portanto, /(z,) C T. H
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3. p-COMPACIDADE EM GRUPOS TOPOLÓGICOS

Assumiremos todo grupo topológíco Ti

Teorenaa 3.1 Se G é um grupo topo1(5gico totalmente limitado, então existe um grupo

tipológico p.-compacto. G é denso nesse grupo e nenhum subespaço próprio desse grupo

que contém (; é enumeravelmente compacto e esse grupo é único, a menos de isomorfismo

deixando G fixo.

Demonstração: Pelo le

X por (; e P(; por G.

Tomando Pp(G) colho o grupo procurado, telhas que, pelo

e não contém propriamente nenhum p-compa.cto contendo G.

Pp(G) é grupo topológico.

- /3P(G) é grupo:

Provaremos por indução nos (G.. ).<«:

a = 0 ---} Trivial.

a limite --} Trivial.

a = P+l, z,3/ € G. :« = p-.lim(z.) y = p-lim(y«). Mas as operações são contínuas,

definimm # = p-li:n«;: e «y = p-li:n(=«y«).

Resta-nos provar a unicidade.

Suponha que .H é outro grupo p-compacto contendo G como subgrupo topológico

denso, e tal que nenhum subespaço propria.mente contido em .#, contendo G, seja p-

compacto.

Como .H é totalmente limitado (Teolenaa. 1.2) pelo Teoleii)a l.l, :l.H e pela unicidade

a - .# a menos de um isomorâsmo deixando G fixo. Pela construção de Pp(G), verificare-

mos que esse isomorfismo leva /3,(G) em H. Como essa. imagem é p-compacta, contém G

e a minimalidade de .H nos diz que a imagem é todo .H, provando, assim, a asserção.
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Teorema 3.2 São equivalentes:

(i) ]p C o' ta] que todo grupo topológico enuineravelmente compacto é p-compacto;

(ii) Todo produto de grupos topológicos enunleravelnlente compactos é enumeravelmente

compacto.

Demonstração:

(i) --+ (ii) Teorema 1.3

(ii) --, (i) Suponha que (i) é falso. Pala

mas nâo p-compacto.

Tome, para cada p C 'o* /p : w --, G(p) tal (lue .fP : /3'p '' P(a(p)) satisfaz /,(p) gl

G(P).

Se tomarmos / : «,--G, ond' G = 1],c.. G(7') t'l qu' (/("))p - /p(").

Usando que cada G(p) é infinito e pseudocompacto e que o produto de grupos topo-

lógicos pseudocompactos é pseudocoinpa.cto, ])elo Teorema. 8.25 de IWI

e Lema l.l

t.onde G(p) enumeravelmente compactocada.p C co* C}

P(G)
Peu'

Se G é enumelave]mente compa-cto, pe]o Teorema. ].], ]q C u* tal que

F \ D.«--*j3C

.f(q) = - c c'

Mas .Í = (/p),c..,' , isto é, 7(ç) = (.Í,(g)),c«.

Em particulm, .Í,(q) = a. C G(q)

ABSURDO!

O Teorema. 3.2 nos mostra que o conceito de ]).-conapa-cidade em grupos topológicos não

é uma abstração qualquer, e sim a necessá.ria. pala. ga.iantir a preservação da compacidade

enumerável em produtos de grupos topológicos.
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4 ESPAÇOSp-SEQUENCIAIS

l)enniça0 4.1 bela H. espaço iycno110n e p e w . uizenios que 'l e }/'bcquçuçiai bc

V..4, .A C X, se ,4 é não fechado, então ]/ : «,--,X tal que {/(n) : n C ',} Ç .4 e /(p) C X\.A,

onde / : Pw--+PX é a extensão de /

Alguns lemas de demonstraçã.o trivial:

Lema 4.1 X é sequencical ---lX é p-sequencial pa.ra. todo p C w*

Lema 4.2t(X) =u +V.B CX,VX € .B :3n € wtal quem € -B", onde.B

B"+i = {a; c X : ].,4 c .B", l.AI $ w, X c .A}.

Lema 4.3 Se / : w--,.4 é tal que /(p) C X, então /(p) C .A.

Teorema 4.1 IArl

Seja G um grupo tipológico compacto, então to(G) = t(G).

Teorema 4.2 Seja G um grupo topológico coinpa.cto. São equivale

1 - t(G) = «,;

2 - ]p C w* tal que G é p-sequencial;

3 - Vp € w* G é p-sequencial

Demonstração:

1 --} 3

Pelos Teoremas 4.1 e 1-4.2, G é inetlizá.vel e, portanto, sequencial. Portanto, G é

p-sequencial para todo p C co*

(pelo Lema 4.1)

2 q 3 Trivial.

r

0

ntes

3 e 4.2
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OBS.: O teorema anterior nos mostra a trivialida.de do problema de Moore-Mrowka

(um espaço compacto tal que t(X) = w é se(luencial?) no caso de grupos topológicos.

Cabe ressaltar que o caso geral do problema. foi mostrado ser independente de ZFC:

losl Q--,ax compacto, com t(X) = ü.' e X não sequencial.

IBI PFA --.VX compacto, t(X) = w--»X se(luencial.

Comentários finais

O conceito de p-compacidade foi extraído de IG e SI.

O Teorema 1.1 é uma demonstração que fiz do enunciado em IVI.

O Teorema 1.2 é demonstração feita por muJn do resultado em IC21. O Teorema 1.3

aparece em IG SI.
Os Teoremas 1.4, 1.5 e 1.6 aparecem demonstrados em IVI.

O parágrafo 2 aparece em IG SI.

A parte inicial do parágrafo 3 está ein IG e SI. O Teorema 3.2 está demonstrada

em ICll, porém a demonstração neste traballlo é diferente. Fiz uma demonstração que

tornasse mais clara a razão pela quel o resultado só vale pala grupos topológicos.

O Teorema 4.2 se encontra enunciado en] ICll e mostra a t.rivíalidade da solução do

problema de Moore-Mrowka no caso de grupos topológicos.
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CAPÍTULO V

EXEMPLOS EM GRUPOS TOPOLOGICOS

Após constatarmos a não preservação de propriedades topológicas como pseudo-com-

pacidade, compacidade enumerável, celularidade e grau de Lindelõf inumerável em produ-

tos de espaços topológicos no capítulo 11, no capítulo 111, constatarmos que a pseudocom-

pacidade é presers?ada em produtos arbitrários de grupos topológicos e de, no capítulo IV,

encontrarmos uma condição suficiente para garantir que o produto de grupos topológicos

enumeravelmente compactos é enumeiavelmente compacto, neste capítulo, construiremos

em ZFC, ZFC + A (onde A é uma. sentença cla. linguagens da Teoria dos Conjuntos con-

sistente com ZFC) ou usando Forcing, exemplos de grupos topológicos cujos produtos

também não preservam as propriedades restant.es.

l O GRAU DELINDELOF

Definição 1.1 Seja X um espaço topológico .N Ç X é dito magro se int .N = é

Defillição 1.2 Deânimos N(col) como sendo a seguinte afirmação: existe uma família À/'

de cardinallidade wi de subconjuntos magros em 2" tal que, para cada subconjunto magro

.N ç 2", ].N' C ./V' tal (lue .N' 2 .N

Definição 1.3 Una espaço é dito de .Lllzin se todo subconjunto magro é enumerável

Definição 1.4 -B Ç I'-(X)\lé} é uma a-base se VG Ç X aberto, ].B C 6, com -B Ç G

Lema 1.1 CH --,.N(«.,1)
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Demonstração: 2" é espaço métrico separável portanto possui .B base inumerável

Tomo ./V' = {.N Ç 2" : .N é magro e fechados.

Sda
é : .V--,l.el"

.N n {0«.}iCN tal que U O«; = 2"\N
.# é injetora, portanto l.Arl $ 11.al"l = 2" = co] e se .N' é magro .N C IN C ./V'

Teorema [.] .N'(coi)--. Existe um subgru])o topológico de Luzin de 2" cujo quadrado não

é Lindelõf.

Demonstração: E óbvio que 2' é homeomorfo a 2" Va C coi\w. Para cada a C wi\co,

fixemos X., família de fechados magros tal que pa.ra cada subconjunto magro .N C 2',

existe .N' C X. tal que .N C .N' e IX.l S; wl.

Considere ./V' - U.C«.\,{rl;'(.N) : .N C Xa}, onde n'a : 2"' --''2' é projeção.

Lema: Seja .N C 2": fechado, int .N = 0, então ]7 > 0,].B C 2' magro em 2'r tal que

.B x {0, 11"l\'Y é magro em 2": e .N Ç B X {0, 11"i\'y

Demonstração: Como c(2"') = «, e X\.Ar é aberto ':n 2"' c(2"'\.N) - "-

Tomemos .4 = {Vn : n < o} coleçã.o naaxinla.l de a.berros básicos dois a dois disjuntos

em X\.M

Tome.A.={ Cwi:T=#ÍO,ll} l.A«l<«,

Se .A = U.<. .A«, l.AI $ «,

Tome 7 :: sup .A, "r < wi .

Se A = U.<. Vn, então A = TV' x {0, 11":\'r, onde 14/ é aberto em {0, 11'v, e W é denso

em {0, 11V (pois int(.N) = 0)

Temos que «',(.M) Ç {0, 11'r\T'r pois se " = (3.).<u. C .N e (Z.)a<1 C W, teríamos

z C A, absurdos

para todo n C wl

1 -
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E {0, 11'y\W é fechado e magro em 2'r

.N ç ({0, 11\Wr) x {0, 11"l\'y é magro em 2"'

Lema 1.3 V.N C 2"'t magro, ].N' C ./V' magro tal que .N C .N'

Demonstração: Tome /V C 2": magro

Tome .B e 'o do lema anterior.

Sqa n' = n'.y. : 2''':--+2'yo+l

Portanto a"(B) é magro em 2''+:

Logo ].N. C ./v' tal que a'"(.B) C .Na.

«'':(«'"(.B)) C «' :(.N«)

Mas r':(«"(B)) = .B. Porá-to .Ar C -B C «-'(.M.).
Usando que l(wi\u) x (col\(o)l = lwi\col, ordene .A/' pelos ordinais em a'l\u' de tal

forma que

«;:(rg(.Np)) - Np

Bastando not'.- que «;:(r;(r;'N)) - r;:(.N)-
Fixe em 2": uma n-base de abertos e fechados básicos {.P. : a C oi\w} tal que

«;: («'.. (Pa ))

Seja .M o conjuto de pares =%,zb,P C u'l\co de pontos de 2": que satisfazem às

condições:

1 - ,oP(7) b(V) V'C «.,:\#;

2 - (i - «%(ó))(i - "b(ó))

3 - noP C PP;

Escolhemos os pontos de tal maneira. que, se X denota o subgrupo de 2": gerado por

A4

4 - lx n .w.l 5; u,Va c wi\w.

4 H nos garante que X é sub
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3 --} nos garante que X é denso em 2"'

Proposição 1.1 X2 não é Lindelõf

Demonstração: Seja tT = {y C 2": : Z/(a) = 0}.

a = {yaO X ya0 : a C Co] } é cobertura de X2 ])OI' (1). Mas se a' C a é enumerável

]P C «,:\w, P > SUPra ; Vo0 X VaO C a'}

Portanto < z%, b >gl Ua' (por (2))

Portanto a' não é cobertura.

OBS.: C(X) = o, pois d(2":) = w e X é denso ein 2"':

Seja {0« : a < coi } uma família de abertos, dois a dois disjuntos, em X

o. = yo n x, Vo. aberto em 2":

Se 'E/a ÍI yP # o--lyo, n yP n x ?é 0, pois X é denso.

Portanto, o. n oP # 0.

Portanto % n yP = 0.

Portanto {ya : a < wl} é fanaília de abertos dois a dois disjuntor em 2":

p'is 'Í(2": )

Absurdo,

Faremos agora a construção dos pontos

Tome # C wi\w e suponha #:. e z! já construídos para todo a C P\co

Seja Xp o subgrupo de 2": gelado por {zl! , zl : a C /3\w}.

Coloque Cp = {z + .N. : z C Xp,a C P\u}

Claramente ICp 1 = co, indexamos os elementos pelos naturais

CP : k c «,} /3 = {Óí : Í C «,}

Como P > a, r;'(«g(Nk)) = Nt,Vk C w e «;: .("$(PÓ)) - P#
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Dizemos que u e u C 2a são admissíveis se

(l - u(Ó))(l «(ó)) = 0 VÓ C A

Definiremos agora,, dois pontos admissíveis em 2P por indução:

]a.o C P,uo C 2a'' tal que IAol < w óo C Ao e ni:(uo) ç P#, pois P# é aberto e,

portanto, contém um aberto básico ni'(uo).
Construa uo C 2a'' tal que uo e oo são adlni

Suponha que para á C w encontramos

ssiveis

Ai C P, lz\il < «, e {ój j $ i} ç a.

e pontos ui e ui e admissíveis tal que

{«i, «i, uf + «i} n «X.(.No u U .N{) = ü

l)escreveremos o z -t i-eslmo passo aa lnauça.o:

Como .Ni+i é magro, ]A' C /i,ur C 2a' tal que a.i C A', la.'l < co ói+i C A.' e

u' « nX,(.NÍ+i), pois a;:(aP(.Nf+i)) = .NÍ+l e já (lue .F = ng(Ni+i) é fechado (pois é

compacto).

/

]v' - ll u ç 2p\.p

/ {i c P : v. } # {o,il}

tomo A' = A U {óÍ+l} U 1, garantindo que u'(ã) = ai se iC .r

Produza facilmente u' C 2n'' tal que u' e u' sã.o a.dmissíveis

Escolha a." C P,o/' C 2a'" tal que A' Ç zS":

a."I < «, «' Ç «", «" ÇI «'K«(.Miai)

Produza u" C 2zs'' tal que u" e u" são admissíveis



Ache agora Aí+l C /3 ci+i Ç 2zs'+' tal que A" Ç Ai+i, laí+il < o,óí+i C Aí+i

ci+: a «" + «" e 'f+ # ra....:(.Mi+-).

Produza ui+i, ui+l C 2a;+' tal que são admissíveis.

U" Ç Ui+l, D" Ç Ui+l

u.i+i + ui+l :: ci+l

Notamos que podemos tomar uí Ç ui+i , ui Ç ui+i. Obtemos dois pontos admissíveis

u,t; C 2P u = Uui u = Uui, completando, se preciso, se a € P\ Uic« a.i, de formal

permanecer admissível.

Colos«' ,B(a) 'b(a) - "(a) V'- c P ' 'oó(a) - 'b(a) - 0 " '- C «,:\#

z% € P#, pois uí estende uo e ni:(u{) ç Pp.

z%, ab e zP + zP « UCP por construção.

Também, pela construçã.o,

'g,,,;,.ov + «; g U{.NP+ « : ' C X . P C 7\«,}

Portanto, z € x n .N.--lz c lla?,z} c < all = X.

Portanto, IX ÍI Nal $ IX.l $ W

q"'X'> c-

Lema 1.4 Se X é espaço de Luzin co]]] c(X) = o, então X é Lindelõf.

Demonstração: Suponha que não seja. Lindelõf. Seja (2 = {0.. : a € oi} recobrimento

aberto de X sem sub-recobrimento enuinerável (*).

Aârmação: Se .B Ç (oi é tal que l.al $ w, elatã.o U..CBO. # X

Demonstração: Suponha que ].B Ç wi , l.BI $1 co ta.l (lue U.CaO. = X

Seja F = U.caO.\ U«CB O.. Por (+), /' # Ü. Além disso, F é fechado e int (F') - 0

Como X é de Luzin, F é enumerável, i.é, F = {y,, : n C w}. Seja a. tal que 3/. C O«.

O' = {0. : a € B} U {0. : n C w} é sub-recobrinaento enulalerável de O, contra ('p)-
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Podemos supor} então, que Op\U. <#OI # 0.

Tome, agora, Vo = 00 e ya = O.\U.r<.*0..r'

{ya : a € wl } é família de abertos de X dois a d

Temos então o resultado.

Como o espaço construído no Teorema 1.1 é denso em 2": e c(2": ) = w,

tem celularidade enumerável. Como também é espaço de Luzin, é Lindelõf.

Podemos resumir o resultado no seguinte corola.rio:

ois disiuntos contrariando c(X) = «,]l J )

Corolário 1.4 .N(wi)--, existe um grupo topológico X, Tychonoff, com .L(X) - co e

.L(X x X) = «,: .

Portanto, cons(ZFC) --, cons(ZFC +.A'(«'i ) + :3X, grupo topológico, com Z(X) - 'o e

.L(X x X) > «,)
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2.CELULARIDADE

Neste parágrafo constataremos que a. celularidade não é preservada em produtos de

grupos topológicos.

Cabe notar que o procedimento utilizado em 11-1 não cabe nesse contexto pois, em
l ' l + + .....t...Am nnAn.IANAn=nT'v'\rlorn

geral, os espaços de Stone d

ser grupostopológicos.

e uma oraein pardar ll C j

Lema 2.1 Seja K cardinal infinito. Existe uma seqiiência de subconjuntos de K t.Aa.ta<",

satisfazendo;

1-1.A.l= 2,Va < H

2 - a # p--}.A. n .AP = 0 mais geralmente, se a < /i z C ..4.,Z/ C .Ap--+= < 3/.

3 - U{.A.* : a < K} = H

Demonstração: Faremos a construçã.o por induçã.o transfinita

.4o

e se .AP está definido para todo P < ',

..4, n(K\ Up<, .AP), «:in("\ Up<, .Ap) + l}

Notando que, se ' < H

l UP<..r .API $ 2l'VI = 1'yl < H e portanto (H\ Up<v ..4p) # 0

SUB LEMA:
V/3<K,se.Ap=10,0+1j} ec<f? ]cl</3talqueeC.Aa

Dentonstração: Suponha que ]# < K,0 C .AP A c < 0 tal que € gl U.<P.Aa
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Seja ao < K o menor orQlnal p com essa. propiiectaae e co o ui

Temos: VP < co 3z7 < ao tal que P C .Av7 e co C H\ Uq<a. .AO

Portanto, co = min(K\ U.v<.. .A.).

Portanto, co € Á..--» ABSURDOS

Tomemos .4 = {..4. : a < k}.

(1) é trivial, (2) o sub-lema nos g;prante,

(3) Suponha que U.4 # K

Tome 7 = min(«\ U .4.

O sub-lema nos garante que U.4 = 1'. Absurdo, pois nesse caso teríamos lyl

Note que V# < K ..4p = {0, 0 + 1} para a.lgum 0.

nor é

Lema 2.2 Seja .M c.t.m. pala ZFC, ]P ordem ])arda! c.c.c. e T ]P-nome em .A4, q* C ]P

Então .4' = {a : g* If-à C r} C .À4, isto é, ,4' é efetiva.mente um conjunto em M.

Demonstração: VG ]P-genérico sobre M, se q C G--la C rc

Portanto, 3t C G tal que < ã, t >C r

Portanto, ã € r(,') (projeção na la coordenada)

Tome ..4' (.") : q* If-« C ,-}.

Seja Ú(a, b) -, 3y(a = Ú A Õ = a) V(--ly(:« = ú A Z' = .- xÍl})

@ é uma relação bem fundada. e "set-like". Logo, temos a. possibilidade de fazer

indução no rank.

Logo, temos que se a # b ã # b, ])ois suponl)a. ã = b. Então {< é,l >: c C a}

{ed, 1 >: d C b}. Mas, por hipótese de induçã.o, < ê, 1 >=< d, 1 >, então c = d. Assim,

temos o resultado.

Temos então Va:31Z,V,(a, b).

Se (.A**y = {b : ]:« € ..4*'@(z, b)} pelo axioma da substituição

(.A'''*y c .À4'
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.A'''* *y\{,'' x {ll} € .M

Portanto, ..4' = {b C .A*' : q If-ó c 1"} € .A4 pelo esquema de axiomas de compreensão

Lema 2.3 Seja .?W c.t.m. para ZFC. Seja 1) C .À/ uma ordem parcial c.c.c. em À4' tal que

(I'' = K)w, K cardínal infinito em À4. Então se ..4 é família de conjuntos anitos de ordinais

em MIAI (onde G é ]l'-genérico sobre M), (l-41 = K+)M[G], então ].4' C M ta] que

MIAI b Á' c .4 A l.4'l = H+

Demonstração: Pelo Teorema 1-3.3,

(K+)M = (K+)mIaI V.H ]P-g'::é-ico sobr' M

Miai F .4 é família de conjuntos finitos de oidinais e l.41 = K+

Seja r ]P-nome sobre ]W tal que .4 :: 'rG. Pelo Teorema 1-3.1, existe p € (; tal que

p IFr é família de conjuntos finitos de ordinais e .4 = H+

Mostraremos que o conjunto

.0 = {q C 1' : 3Á' C .À4 q IF.Ã' C T A l.4'l = K'+}

é denso sob p.

Seja q $ p. Pelo Lema 1-3.6, q IFa'- é família de conjuntos finitos de ordinais e lrl = K+

Em mIaI

,4 = {.4.. : a < «+}

..4. C M, pois Ord(M) = Ord(MIAI) e conjunt.os anitos são absolutos

Pelo Teorema 1-3.3, 3ç. $ q tal que q. IF.A.. C r

Portanto, MIAI k {q. : a < H+} ç IP

Logo, MIAI k: llÇ. : a < K+ll $ H, pois IP C M e (11'1 - ';)m
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Consequentemente, 3q' = qao tal que se (;' :: {cl < K : q' If--Áa € r} então IC'l = H+

Tomo esse q' $ q.

Pelo Lema 2.2

..4' = {a : q' if.--ã C I'} C M

Temos que

1 - g' ll.-.A' Ç r, pois, sqa .H genérico tal que g' C -H. Colmo q' $ p, p C .H

Portanto, a C .A'--la C 'rW, por deânição

n - g' IFI.Ã'l

Suponha que não ].H ]P-genérico sobre .M, q' C .17 tal que

WI.al IF-l.A'l $ H

Portanto, ]/ C WI.al / : K--,.A' sobrejetora

Pelo Teorema 1-3.4,

].F : K--,P(A') tal que F C .M, /(a) C .F(a) e (IF'(a)l $ «')m

Post«ito, .A' Ç U..<*.F(a). Portanto, (l.A'l = n)À'

Seja g : .A'--»K, g C M bijetora.

g C .A4'lCI :+ (1.4'1 )w]c]

Mas, em mIaI

Se .B = {,4. ; a C C'}

.8 C .A' portanto (IÁ'1 2 1.al)j\Í[C]

Portanto, (l.A'1 2 H+)"#tG]

Absurdos

Portanto, q' If--.A' C 1- e l..4/l = K+
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Portanto, q' C .D /\ q' $ g. Logo, prova-mos que .D é denso

Como p C G, pelo Lema 1-3.5,

Gn.0 #g

Portanto, ]t C G t If-X' C T A l,ã'l = n+

Portanto MIAI b .A' Ç rG e l.A'l = K+

Teorema 2.1 Seja M c.t.m. para ZFC + GCH. Seja H C M tal que M k K é cardinal

infinito. Então existe ]P ordem parcial em Â/ tal que, se .H é IP-genérico sobre M, WI.al E:

existe um grupo topológico G tal que c(G) = H e c(G x G) = H+

Demonstração: Usando o Lema 2.1, tome en] .A4 uma. família .4

.4 = {.A.. : a < H}, .A.. = {e.., c. + l}

De6na ]P da seguinte fonna: / C I' H .f é função Ajdom(/)l < «, A Im(/) Ç {0,1} ,A

dom(/) Ç H A dom(./) é a união de elen,entos de /'-(c.., e- + 1 C dom(/)--,(l -- /(e«)(1 --

/(..* + 1))

P $ q -» q ç P

Peão Lema 1-3.7, ]P tem c.c.c.

Usando GCH e o Teorema 1-2.1, construa. funções 0' : a--Flcp : P < H}, a C K+\H

tal que {lm(0' )}.*c«+\« forme uma família quase disjunta com a propriedade de que se

d Ç «+ lal < ., {./1:n(01.) n d

Seja A o subconjunto de todos os sub(

. + Z, = (a\b) U (b\a).

(A, +) é grupo abeliano de ordem 2.

Tome .H ]P-genérico sobre .M qualquer. Vo C H+\K, defina

onjlultosfinitos de K+ x {0 lj} com a operação[1.]]U] 11]

1: {P € . : UX(ol.(P))
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U..4L a : U.H(Ol*(P) + l)

..4:. U .Al* Ç a

Mas, pe]a definição de ]P, se 01.(P) = e«,

u.#('.,) '« +1)

Portanto, ..40a U ÁI = CV.

Note que .H tem nome canónico ]' = {< P,p >: p € ]P} e que a deânição de .Ao e .,al

é feita a partir de I'

Fixe G IP-genérico sobre M. Seja 4'.* o subg

Para K < cl < K+. Se a C A a C '}. H

1- < a,0 >,< ct,l >ga
2 - Para todo P C a vale:

(a) se P C .A:. n .A' , então < P, 0 >, < P, 1 > pertencem ambos a a ou nenhum;

(b) se P € .4:.\.A:, então < P,0 >gl a;

(c) se P C L\X!,, e«tão < P, l >g a.

®. é subgrupo de A.

Se b C K+\K, lól < «,,

Defina Fó = nl®. : ci C b}

FÓ é subgrupo de A, pois é intersecção de subgrupos

Seja / a família de todos os conjuntos da forma .FÕ-

Verificaremos que .F satisfaz o Lema 1-4.1:

(a) Trivial, pois Fó é subgrupo e, portanto, Fó2 = .nõ.

(b) Trivial, pois Va C A, z': = =, portanto, ];": = Fb.

(c) Trivial, pois FÓ é subgrupo, portanto, :z: C Fb--,aFó = Fb.
(d) Trivial, pois A é grupo abeliano.

Íe) 'llivial, pois FbQc ç .Fõ n .F.

iupo de A construído como se seguel



Logo, por Lema 1-4.1, se I'' é a topologia gerada. por /', (A, +,I'-) é grupo topológíco

Temos ainda:

A é Tychonoff:

Demonstração: Pelo Teorema. 1-4.1, basta. provar (lue A é T] , i.é, n/ = {0}.

Se a C K+\H < a,0 >,< a,l >ga C '}.
Logo < a,o>,< a,l >g n.F ç'}..
sd.P c''.
Seja p C P

Como dom(p) é finito, ]ao tal qu. do"-(p) n linagem(0:.) = 0.

Tomeq=pUl<0:.(P),1 >,<0:.(P)+t,0>} q$P çlf-<P,0>«ãCQ'..í.
Portanto, .D = {q : ]ao g If-- < P,õ >gl à € @..} é denso. Portanto, G n .D # é.

Portanto, ]p' C G p' lt < #,0 >g ã C 4'.f 0

C'(A:) 2 H+

Demonstração: Va € H+\H, sqa

ya0 = {< a, 0 >} + @'..

yal = {< a,l >1+'}..

{Va0 X 1/] : a C H+\H} é família de abertos dois a. dois disjuntos, i

.« U nq - 0.
Como P C '40a U ,4] . Suponha. /3 C .Al:

Mostraremos que VPo n yao = 0:

Seja « C vPo n VaO

Então a C VPo = {< #, 0 >} + 'bp.

Logo < /3, 0 >C a e < P, l >g a
Além disso, a C Voo = {< a,0 >} + @...

Logo a =({< a,0 > \a'}) U(a'\l< o,0 >}). C:o":o < a,0

é,seP < a UnW

>q: d .xd c 'Fa,
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a = {< a, 0 >} U a'

Portanto, < P, 0 >C a'.A < P, 1 >« a' e, consequentemente, P « Á!,--} CONTRADI.
f' l A í )

Anallogamente,

P C .4:--»ya' n q

Proposição: A celularidade de A é menor ou igual a H

Demonstração: Suponha {a.* +Fb. a < H+} b.* Ç K+\k anito a. C A sejafalnília

de abertos dois a dois disjuntor em .a4lcl.

Tome .,4 :: {< a.., b. >: cv C n+}.

Exatamente com a mesma demonstração do Leda 2.3 (apesar de < a., ó.* > não ser

um conjunto finito de ordínais, a. é finito a.« C H+ X {0, 1}, ba- finito b. C K+\K) já que o

conceito de par ordenado é absoluto.

Tome .4: C .4, .4: C M e MIAI F: IJ:l = «+. Como .4: C M e P é c.c.c. --,("+)" =

(K+)mla} Mbllil=K+. Tome.Bi =Ía.:<a.,Z,.>c.4ilCM l.ail-K+
Uso o a.-system lema em .Bi, obtendo e C A e .B2 Ç .Bi l.a21 := K+ e aa n aP :: e se

aa, aP C .B2.

Cromo a. # ap se o' # P a«\e # Ó, pois como e Ç a.., se a.\e = 0, aa :: e e teríamos

P # .« e a. Ç ap, logo('.. + a,) n(ap+ .Fó. # 0
rlomo .42 = '1< acl,ba >,aa C B2}

Seja a C A

ã = {a C x+ : a n {< a,0 >, < a, 1 >} # Ü}

Seja {< a., b. >.<«Ç .42 qua]quer ] < u.,t; >C .4] tal que min(u\e) > maxlã. n b.}.

Demonstração: a. = supa<t(ã.. U ba) é lnellol' que H+ (pois este é regular)

Suponha que Vu C .B2g')' < ao tal que

< 7,0 >C «\e ou < 7, l >e «\e (*)



Seja .B, = {u C .Bz :< 7,0 > ou < 1, l >C «\e}

U.rÉ...B,r = B2 por ('F) e l.a21 = H+

370 < ao tal que l.B.yol = n+

Sejam
B;. = {u € .B,. :< 7,0 >C «\e}

.B{. = {u € .B.. :< 7, l >C u\e}

l.a1l.l = «+ o« l.B4,.1 = «+
Suponhamos que l.e:. 1 = K+

«,« € .a;. < v8,0 >c «\.

< 18, 0 >C «\e

Portanto, e = uRu 2 eU {< 70,0 >} ABSUR.DOI

Portanto, 3u C .B2 tal que min(u\e) > nlax..<tÍã= U Z,.}.

Tome o tal que < u, u >C .42, satisfazendo a. condição u = {Pi, ,Pt}

á - l,

Lema

VP C ['ag $ p ]cr C H q If-aÜ.. U ü C ü + Fõ (/)

Demonstração: {a.\e a < H+}, a. C .B2 é família disjunta de conjuntos não vazios,

{a C + :< /if,0 >C ci.\ell = 1, ,k

ejÍaCk+:<Pi,laca.\elj=1 ã=1,...,X'-
Retiro da minha família a.queles que ocasional

tinuo com um conjunto de caidinalidade E+

Seja bo = ao\e



b. = ap.\e, onde /3o = mini'yja,v\e n U.<. b. # 0} existe pois l Ul<. bvl < H, isto é,

€ c U b7--talo < c,0 >c b.v. ou ]'yi < c, 0 >c bl.

Logo, por exemplo, se < c, 0 >C b.r. :3 no máximo un] @, tal que < c, l >C a+\e.

Logo {b. : a < H+} é tal que se /3 € t;, b. n {< P,0 >, < P, 1 >} = 0 e b. n b.r = g se

Para simplificar a notação, suponha. que a. nossa família {a«\e : a < K+} já tivesse as

propriedades acima.

Sejaoi Çu tanque, se#Ct'i então 1{.« € H+ :a.\enP#é} = K(+'*).

E claro que ui é o subconjunto de D dos # que sã.o maiores do que o menor P' tal que a

condição acima é válida. A explicação seguinte mostrará que esse conjunto ui é não vazio

(.E).

Assumindo isto, restringiremos a demonstração ao caso em que ui

a € K+ satisfazendo (#+).

Tome p C ]P

cr = '

Tomando os

]o C K td que {aP = 0b((«..\enP) : P c "}

é família disjunta e nenhum elemento intercepta dom(p):

Demonstração

u = {/31,...,Pkl;/JI < . .. </jx:

do:n(p) {'.:,..: + l,...,'.,,.., +l}

'limo

,4 = U ((ImOb; n l-noP,) udo-np),
- <i .j < b

B = {a C H+ : 0b.(a) C .A { - l

1..41 $ «

Como Ob; é injetora

l.al $ «
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Tomo aO = max.{a/(( a\e íl .B) # #'} c' tem ca.rdinalidade H, pois se tem cardinalidade H+

a C IC'l<" .B. = {a

Como l.al < Halo # 0 tal que l.Bal :: K+

a: a, tal q- a

Portanto, a.:\e n a.,\e a a # 0 Absuldol

Tome ai > ao

Se P C u

Suponha c C Ob:((a..\e) n pi) n ob,((a.,\') n P2)

p2 n a.,\e tal que 0b.(c:) = 0b,('2)

tal que a.: \e n PI # @

Existem c] c p: n a«: \e c2 C

+. € C .4

Portanto, ci C .B e c2 C .B.

Portanto, ci C a.:\e n .B.

ABSURDOIPois ai > ao.

Obviamente se c C dom(p), c C .A.

Portanto, ci C u, absurdos

Para cada P C u definainos qP con dom(gp) = {e, € + 1; c C aP} da seguinte maneira.

. c «p, . c ob('y)

Se < 7,0 >, < ', 1 >C c .. \e

gP(e) = qP(e + 1) = 1

Se < 7,0 >C aa\e mas < 7, 1 >« aa. \e

gP(.) qP(' + 1)
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Se < 7, 0 >« aa:\e mas < 'r,0 >C a....\e

gP(.) = 1 qP(' + 1) = o

« -,u U {«}
dom(qp;) n dom(qp. = 0

:+ q é condição
e dom(qp.) n dom(p) = 0

Portanto, g If-a«. \e C @Õ VP C u

Portanto, q If-aa.\e C Fp

Finalmente, q If-a;. U {Z C ü + Fú

Z) = {g C IPI satisfaz (1) é denso} G n .o #O
Tendo o Lema:

u\e C Fb.: , pois min(u\e) > m'x ba:

Portanto, u U a.: C a. + Fb.:(= a. + tl\e) e .A/]a] f:: aa. U u C u + .Fu-

Absurdol

Finalmente, notamos que se ui # o, a. deinonstraçã.o não é modificada.
#...........#......-.......#''''''''''--''#

Tome P: - minlP C ul].4 C {a.\e : a < Hla.\e n P # 0 se a.\e C .A e IÁI

Se P > Pi , satisfaz (**).
Se P < P:, .Ap = {a.\e C .A : p n a.\e # é}

«}

l.Apl < «

Tomo ..4' :: .A\ U pcy ,4p.
' P<Pt '

'lYabalho com ..4' ao invés de .4:

Portanto, tomando o al da demonstraçã.o

g If-a..\e C q'Ó V# € .,:

e l If-a.)t\e C @+ V,y C t;\ui, pois se -17 é ]P-genél'ico qualquer

71



Como a.i\e n I'
«..\e C q'.,

independente do .H

Logo, como q $ 1, q If-a..\e C q'Õ VP C u.

EXPHCAÇÃO DE (.E).

Se ca\e n P :: 0 para todo P C u. Confio P g aa\e, tereillos que VP C ua.\e C '$p

Logo a.\e C .Fü e como min(u\e) > inaxÍb.. },

u\e C Fó. Va < A-

mas nesse caso teríamos

a. + u\e C a.* + Fó.

e u + a.\e € u + .F. , já que são iguais

Absurdos

Logo,Va C H 3P C

Posso tomar então {a. : a < k} tal que a.-\e n P # 0 VP C t;l

Portanto l IF..: \e C 'bà.

« a.\e n # # 0
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3. O PRODUTO DE GRUPOS TOPOLÓGICOS ENUMERAVELMENTE
COMPACTOS

No capítulo ll foi construído um espaço topológico enumeravelemente compacto cujo

quadrado não é pseudocompacto. Pelo resultado obtido no capítulo 111, X não é um grupo

toPológico.

No capítulo IV constatamos que o produto qualquer de grupos topológicos enumer

avelmente compactos ser enumeravelmente conlpa.cto é equivalente a existir um p € o* tal

que todo grupo topológico enumeravelmente compacto é p-compacto. Dessa forma, nota-se

que o conceito de p-pompa.cidade nã.o é tão geral assim.

E natural perguntar se o produto de dois giu])os topológicos enumeravelmente com-

pactos seria enumeravelmente compacto.

Neste parágrafo, construiremos, cona o auxílio de N4A, dois grupos topológicos G e .H

enumeravelmente compactos cujo produto não é enunleiavelmente compacto A técnica

usada será semelhante à do exemplo do ca.])ítulo ll.

Definição 3.1 Um grupo (G,+,0) é dito booZeano se todo elemento de G tiver ordem 2,

isto é, a + a = 0,Va € G.

Lema 3.1 Seja.m G e .H grupos booleanos e sejana .A e .B subgrupos de G. Sejam p

.A--}.H, q : .B--}.# homomorâsinos. Se p /.,lnB= q ,/'.,.lnB então existe um homomorfismo

r : ..4 + .B--+-# que estende a. anabos, p e q.

Demonstração: Defina ,(a + Z,) = p(a) + q(Z,), p.:a « € .A e Z, C .B

Corolário 3.1 Se G e .H sâ.o grua)os booleanos e .4 é subgrupo de G e g : .A--}.H é

homomorfismo, V3/ C G\.A,Vb C .H, existe un] homomorfisino p : {0,y} + .4--}.H que

estende q e p(y) = b.
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Teorema 3.1 (M.A.) Existe um grupo topológico enuineravelmente compacto, infinito que

não possui seqiiências convergentes não triviais.

Demonstração: Nosso exemplo E será um subgrupo de 2c. Construiremos subgrupos

.E. de 2' co É a $ c, com .Ea = {aa.. : c < o'.}, onde a« = o, aa+l = aa + jaal e

aÀ - sup«<a<À aa, para co < À $ c, À limite. E óbvio que ac = c-

As seguintes condições serão satisfeitas:

1 - € < ,7 < a.---«.*,. # «.,, («, $ a < a.)

2 - . < a.--,a«,. Ç ap,. (', $ a < # $ ')

3 - c,t7, p < a. com a;.,. + #a,q = za,I' ente.o zp,i. + ZP,q = ZP,P se o' < /3 < c.

Com. a. - c, enumeraremos lcl" colho {.r. «, $ c < c} tal que .Z. Ç a.('o $ c < c).

Encontraremos À. < a.+] tal que

4 - Se o $ c < a então #.,À. é ponto de acumulação de {z..,o : 77 C /.}

«,< a $ c

Õ-lll7C.r. ".+i,q(c)=áll=«., {=0,á=1 «,5;.<c.

Por 4, com a ' c, E é enumeram'elmente compacto. Por 5 e 2, com P :: c, E não

admite sequências convergentes não triviais.

A CONSTRUÇÃO: Por indução ein co $ o' $1 c.

Tolhe .E. um subgrupo infinito enuineiá.vel de 2" e eiiuillere-o de forma a satisfazer l

Assuma .E. conhecido e satisfazendo às condições pala u $ cr < ó w < Ó S; c.

CASO 1: i5 é oi dinal limite

c < aó--,]w $ a- < ó ta.l (lue € C o.*

A condição 2 nos obriga a deânir

zó,. = Ula.,.lw $ a < ó D. c < -5. }
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Veriâcação das condições

1 - c < 77 < aó

77 € a. co $ a < 15

Pela hipótese de indução a;.,. # #a,q.

Portanto, ]t C a, a.,.(t) # «..,,,(t)

+

«Ó,.(t) = r.,.(t) # a.,,,(t) = 36,.(t)

2 - Trivial

3 - a < -5

c, 77, P C o'.

Za-,c + =a,l7 = #o,p

Por hipótese de indução, 3 é válido para o' $ /g < ó.

Seja t € ó. Como ó é limite, :3a $ ' C ó ta.l que t C 'y.

Portanto, 3,,.(t) + «,.(t) = a,,,(t) e te«,os o :.es«atado.

5 - Não há o que demonstrar.

4 - Seja u $ c < ó e .L C lól" a.rbitiá.rio. Devemos a.char 77 C ]. tal que aó,. # aó,X. e

z6,À. /'LÇ 3ó,q'

Denlonstraçao: J'y,co $

Por 4, para a ' '

]77 C /. com zl,ç ?é #Ó,À. e

7 < ó tal que Z Ç ' e c <al

.r,x. ,/' z, S: a''y,qZ

esse é 0 77 procurado pelo caso a' = ' e /i = ó de 2

CASO 2: ó é sucessor

Õ-7+l
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Como 2'r é compacto, o caso a ' ' de l implica que {a.v,q 77 c .r.r} tem ponto de

acumulação d.

Pegue c' € 2'r\.EV, c' = d se d « .E.r.

Tomo .H c'} + .E,.

Como c' 91 .E,, .E, n (c' + .Ev) = g.

Podemos indexar .H\.E.r injetivamente com {al,. a. $ c < a.+i} e ÀI tal que

=7,ÀI := C

Então

6 - Se w $ c $ ' então z.r,X. é post.o de a.cunlulaçã.o de {n.v,q : 77 C .r.}.

A hipótese de indução nos dá 6 para w $ c < "y e #l,À, já está escolhido.

Queremos encontrar uma função h : .H--'2 t.al q«e .E,+i - {a"h(z) : 3 € -H}, satis-

fazendo:

A - h é homomortismo.

B - w $ € $ ' então z.Y,x. é ponto de acumulação de {zl,q : 77 C .r. e h(zl,À.)

h(,.,À.)}.

C- li?C/, h(n,,.)=áll=',parei'0oui=1.
Trocaremos .B por uma condiçã.o simples.

Para (o $1 € $ 1'.

Defino X:. = {lzl.. : l7 C 1. A a'y,o # al,x. /\ =.v,x. ,/'lÇ zl,,} : .Z; C IVl"}

XI = Ulla,r,x. + /\' : /\' C K.} : co $ € $ '}

Provaremos, agora, que .B é equivalente a. .B' : V.K C KBz C /T tal que h(a) - 0

Se co $ c $1 7, então z-r,x. é ponto de acumula.çã.o de

{z,,. : 77 C .r.}

B H B'
B--+B' :
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Seja .K € X:

.Z( - =.y,X. + .K', .K' C X:., toldo o .L associado.

Mas, por B, al,X. é ponto de acumulação de C = {z.,./l7 C /. e h(al,q) - h(al,x.)}

(**).

Portanto, V.L C lyl", ]n.r,q C C' tal que a.r,,l # =-r,x. /\ z..r,x. /'z,Ç zl,q.

Portanto, z.r,. C /(' € X:..

Portanto, #,,À. + a.,. C .K e h(z.,À.) + h(z-,q) = h("I,À. + z,,,) - 0, por (**)-

Tomando z = a.r,X. + al,,z temos o resultado.

B' --bB :

Sda.L C lyl"

Tome 4t :: {nl,q : 77 C ](,al,q ?é zl,x. /\ =-r,x. /LÇ 3.y,q} C Ã=:.

Tome z.y,x. + ..4t € X:.

Por .B', ]:« C ':.,À. + ..4L ta] que À(a) = 0, isto é, ]z.,, tal que h('cl,q) = h(n,,À.)

z,,À. /LÇ a,y,,.

Portanto, #l,À. é ponto de a.cuinulação de C'.

Construiremos h.

l,EMA (M.A.) Seja .# um grupo booleano, / C IHl" XI Ç l.al" tal que l.al < c e IX:l < c,

então ]h : .H--l2 homomorfismo tal que

(a) l.r n h':({i})l

(b) .K n h''({o}) # g vx c x:

Demonstração: Seja Z unia coleção infinita de subconjuntos dois a dois disjuntos de .r

Seja ,C = z n K.

Precisamos encontrar un] honaoinolHsm

(c) .L n h':({á}) # é,V.t c C {

.17-....}2 tal queo /z r
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Considere a seguinte ordem parda.l

]P = {pl3 um subconjunto finito .4 de .H tal (lue p : .A--l2 é homomorâsmo}

P $ q '-' q ç P

Está c]aro que se F Ç ]P é filtro, então S = U,Cr dom(p) é subgrupo de .# e U.F : S--.,2

é homomor6smo: a € dom(p), Z, C dom(p').

]q C /',q $ $. Portanto, a,Z, C dom(g). Portanto, a + b C dom(q). Portanto,

a + b C S.

A h procurada será UF, para F conveniente

Temos:

1 - .D, = {p C ]]'jz C dom(p)} é de:)se.

2 - 'D = {.D, : a C .H}.

3 - € = {.DL. : .L C .C, i = 0, 1}

.8L. = {P c lplaw € .L n do-n(p)l],(3/) = i} é denso

ejDU€1<c

P' tem c.c.c.

Seja Q Ç ]l' não enumerável.

Usando o A-system Lema. em {doin(p) : p C Q} :3A finito, ]Q' Ç Q, IQ'l

que dom(p) n dom(g) = A,Vp, q C C2'

Como existe é um número finito de funções de A ein 2,

coi tal

]p,g C (2 tal quer # q'\p/'zS= q /a

Pe[o Lema 3.1, ]h : dona(p) + dom(q)--,2 tal que /z estende ambos

N4A --ljF filtro tal que F' n .A/ # 0,v.A4 c U Z) u e.

Se tomarmos h = U.F, teremos a função.
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Se usarmos o .ie]

portanto A, B, C.

Resta-nos verificar (lue .El+i = {zA/z(=) : = C -H} satisfaz 1-5.

Basta tomar =ó,. = a,,. A À(z,,.)

Temos: 1, 2 triviais.

3-'1)ivial usando que h

4 - Por construção e -B

obtemos h satisfazendo (a) e (b) do lema ea para- a K construída t ZSru]r

é homollloifismo]01 ]

5 - Por C

Se.E = U.<..E.
E é enulneravelmente compacto poi 4. Tlivialnaente, .E não admite seqilências con-

:rgentes não triviais:

Suponha z«--l= em .E

"« - U «p,«.
P<c

/' . ''qt <. c

Tn,/. :: =c,Tl"

/ = {77« : 71 € N}

Seja c tal (lue .r Ç a., temos a.+i,,,.--,z ,'».+i.

qt <.e

«, = lÍ? € .r =.+1,,,(f) = Íll

.:(c )

Tome y aberto básico ein z ./'.+i

ya , Z- {0
cr < e+ 1

ya # {0,11} Ç 1.+ il", tome p C .L

donde 110« C .r : #.+l,..(P) # a: ,/'.+i(P)}l= «,.

Portanto, nã.o é verdade que lz > ?1.o--la:'+],,i € \
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Lema 3.2 Seja X um espaço enumeravelment.e pompa.cto Hausdorf, regular. Se J C

X infinito é tal que nenhum subconjunto seu, infinito, tem precisamente um ponto de

acumulação. Então .r tem, ao menos, c pontos de a.cuinulação.

Demonstração: Tome 3o e 31 pontos de acumulaçã.o distintos de .r e Vz. e V.. vizinhanças

disjuntas desses pontos, fechadas.

..4o = V.. n/ 4i = T{,: n.r são fechados disjuntos e inânitos (pois zo e zi são pontos

de acumulação e X é regular) (*).

Fazendo o mesmo com .Ao e ,41 , obtemos

..4oo, ,4oi C .Ao

e .Aio, .Ail C .4i feclla.dos disjuntor

Em geral, se ..4,.,,. já está bem definido pala s e" {0, 1}, .A.,,,. U {(n + 1, 0)} e A,.,'. U

{(n + 1, 1)} é definido como 'm (*).

Como X é enumeravelmente com!)a.cto pala. s C {0, 1J", Á, :: Íl+::i .4,,/. # é

a, C ..4, e a, é ponto de acumulação de .r

Portanto. como s :# s'.-.+a., # a,, temos o resultadotS

Teorema 3.2 (MA) Existem grupos enumera.velmente compactos cujo produto não é

enumeravelmente compacto.

Dellaonstração: Tome .E do teorema. 3.1, grua)o tipológico booleano sem seqilências não

triviais convergentes.

Serão construídos su

IEo n -E: l

Então .Eo x .Ei tem subgrupo infinito feclla.do enumerável.

a. = {< =, 3/ >C .Eo x E] : z = ly}

= {< #, a >: 7 c Eo n .E] } pois .E é Hausdorff

de .E tal queconapa.caos Eobgrupos ellumeravelllaent.c]]l )

e Z\ é enumelá,vel.
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Se .E. x .Ei fosse enumeravelmente compacto, pelo Lema 3.2, IA1 2: c, absurdos

Construiremos, agora .Eo e .Ei .

Deâna ao = co e a«+i = a. + la.l, a < c.

ax - supP<X ap se À é limite À $ c

a'c == C

lcl" =< 1. : a $ c > tal cine .r. Ç aa

duas sequências infinitas estlítail)ente crescentesos

cada a

Construírem

subgrupos de .E.

.EO será -E0,c e E] será .E] ,c.

Cada .Ei,« será indexado. .Eí,a = {yi,. : c < a..} e pa'a

1 - yi,. # yi,,, { = 0, 1 c, 77 < o'.

2 - .EO,a n .Ei,. = E0,0 Va $ C

Portanto, (.Eo n .Ei) = .Eoo.

3 - {yi,c : c C /~l} tem ponto de acumulação eln Ei,a+l.

Construiremos, novamente, por induçã.o:

.E00 subgrupo, l-n001 = o, enun]ei'avelnlent.e conl])acto. Se a < c é limite, -E0,a

UP<...Eo,P e .Ela :: Up<..Eip

Seja a < c, .Ei,. { = 0, 1 já conhecidos. Escollaa cí ponto de acumulação de {yi,. : c C

.Z'.} tal que co gl .Eo,. + -EI,a e cl g1 {0, co} + .Eo,.. + Ei,...
Isso é possível, pois, pelo Lema. 3.2 {yi,. : € C .r.} tem c pontos de acumulação e

l-Eo,. + -Ei,.l :: a. < c e

< .E. a' de

IEo,. + E;i,.., + 't0, co.}l = a.. < c

Defina .Ei,.*+i = {0, ci} + E{,.

Como l.Ei,.l = a e ci g Ei,.

l.Ei,.+l\.Eí,.l = la.l

81



Logo, podemos indexar

E{,.+i\.Ei.. como {yi. : a. $ o < ai + la.l}

Observe que

(co + .Eo,.) n E-,. = ü(**)

pois CO g .EO,.+ .Ei,. e .EO,a+] n({o, cl} + .Ei.) - 0, pois cl g {0,co} +.E],« +.Eo,. (*)

.Eoo = .Eo. n .Ei. = .Eo,.+i n .EI,a+l

Comentários anais

O Teorema 1.1 é o Teorema 2 de IMal. Denaonstrei os outros resultados, inclusive os

sub-lemas na demonstração principal de lllodo a. detalhar. Com isso, pude obter os outros

resultados, inclusive a conclusão.

O parágrafo 2 é uma pequena. generalizaçã.o do Teorema 4 de IMal. Os outros lemas

e teoremas, demonstrei de modo a tornar isto ])ossível: o Lema 2.3, crucial no processo, é
]..~+.,;. H'. P"..nrindn p.-- fMal. Obtive a denaonstração utilizando algumas indicaçõesadaptação do enunc

análogas em prol.

Os teoremas 3.1 e 3.2 se encontram em jvDI. Os outros resultados do parágrafo 3, fiz

de modo a poder detalhar as mesmas.
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CAPÍTULO VI

ESPAÇOS E-COMPACTOS E UMA APLICAÇÃO
AOSGRUPOSPARATOPOLÓGICOS

1. ESPAÇOS E-COMPACTOS

Neste capítulo enunciaremos um conceito que generaliza compacidade. E conhecido o

teorema que afirma que todo espaço topológico Tychonoff é homeomorfo a um subespaço de

lO, lj" para algum cardinal m. Através disso, é feita. a. construção usual do compactificado

de Stone-Cech de um espaço Tychonoff.

A partir desse contexto, a definição a seguir parecerá natural.

Definição 1.1 Sejam -E, X espaços topológicos. X é dito .E-regular se é homeomorfo e um

subespaço de um produto de cópias de -E. X é dito E-compacto se é homeomorfo a um

subespaço fechado de um produto de cópias de E.

Teorema 1.1 Dado X espaço topológíco .E-regular, existe /3z(X), -E-compacto tal que X é

denso em Pr(X) e, para todo espaço E'compacto y e para toda / : X--»y contínua, existe

/ : PZ(X)--Fy que estende /. Reciprocamente, se uma .E-compactificação de X satisfaz à

propriedade acima, então é equivalente a PZ(X), isto é, existe um homeomor6smo entre

eles que deixa .X. fixo

Notando que um espaço é Tychonoff, se e somente se é lO, lj-regular e que é compacto

se e somente se é lO,lj-compacto, podemos constatar que o Teorema 1.1. e os Teoremas

1-7.1 e 1-7.2 são totalmente análogos.
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Notação: .Z) = {0, 1} e N é o conjunto dos números naturais.

Definição 1.2 X é 0-dímen3iona/ se possui base de abertos fechados.

Proposição 1.1: Um espaço topológico X é .D-regular ou N-regular

0-dimensional.

Teorema 1.2 Seja X espaço tipológico 0-dimensionar. Então Po(X) é o espaço dos

ultrafiltros de subconjuntos abertos-fechados de X,Z/, onde se U é aberto-fechado em X e

se .N(U) = {p C P : t/ € P}, B = {.N(U) : U C X aberto-fechados é base de abertos para

esse espaço.

Corolário 1.1: Po(«,) = P(«,).

Definição 1.3 Seja X 0-dimensionar.

X.-.-FN contínua, tem imagem ânita.

Definição 1.4 / : X--ly é dita c.o.-/ecAada se a imagem de todo aberto-fechado é fechada.

Definição 1.5 X Ç y está .E-imer80 em y se toda ./ : X--lE contínua pode ser estendida

a / : y---} .E.

Lema 1.1: Se S C T denso é .D-imenso en T abertos-fechados disjuntos em S têm

fechos disjuntos em T

Demonstração:

:> Trivial.

+:: / : S--,{0, 1} contín«a.

..4 = /-:({0}) e .B = /':({1}) sü ab'

cZr(B) = 0 e logo T = cZr(A) U cZr(.B)

se e somente se X é

se toda /é N-p8eudocompactoDizemos que Xl

cZr(.A) nPor hipóteseSl tos-fechados em se,]
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Teorema 1.3 Sejam X e y U-dimension

1 - nX : X x y--lX é c.o.-fechada;

2 - Se Z é aberto-fechado em X x y, ente.o cZXxp,(y)(Z)

}'')) : , c XJ;
3 - X x y está .O-imerso em X x /3o(}').

Então 1 :> 2 e 2 :::> 3

ais e

ulczxxP,(U(z n({a} x

Demonstração: Denote Z, = z n ({=} x y).

Se (2) f-]ha, ](to,p) C X x Po(}'') tal que

(aO,P) C cZXxP.(U(Z)\ U {C/XxP,Y(Z,) : 3 C X}

Em particular,(ao,p) 91 cZxxp,Y(Z..).

Seja V vizinhança aberto-fechada de (ao,p) tal que y n czxxP,(}')(Z,o) - 0 e

.f : X x Po(}'')--,.0 = {0, 1}

/ ,'''v= 0 / ,'''XxP,y\y= l

.f é contínua (pois V é aberto-fechado)

Tome Z; = z n v c X x y
Z{ é aberto-fechado em X x y

(zo,P) C cJXxP.M(Z;)

mas, ao el a"(Zi), pois caso contrário, =o c a!(z n y) e, portanto, ]q € y tal que

(,o,q) c z n T'

Mas, trivialmente

(zo,q) C ({«o} x #o(y)) n z - Z..

Portanto,(ao, g) c y n czxxP,(Y)(Z,o)
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Absurdo, pois y n cl,*P,(}')(Z,o) = 0

Mm, por (1), ,o C r3 (clx*pV(Z{)) ç 'lx("x(ZÍ)) - ''k(Z{)
2:+3 SejaXxyoSdoLemal.leT=XxPo(y).
Se Zi e Z2 são abertos-fechados disjuntos em S.

Absurdos

czx».P.(H(zi) n cz.v *P.oo(Z2) =

IUlcZx*P,(U(Zi), : 3 C Xll n IUÍcZXx p,(n(z,), : , c xll

Mas, 31 # z2--+cZxxp,(}')(ZI),. n c/XxP,(}')(Z2),, -

Omitiremos o índice do fecho, por comodidade.

Portanto, = Utcz(zi ), n cz(zz),}

cz(z- ), = cl(z: n ({"} x

cz(z,), = c/(z, n ({'} x

M.s, (a, b) C cZ(Zi),--,a = a, p'is, c/xxp,(W(ZI), ç

}'') e {,} x y está D-imemo em PD(}'')

Portanto, cZXxp.(y)(zl), n clxxP,o,)(Z2), = ü

0

Po( }'' ) )

Po(y))

{z} x Po(}') (fechado) ~ P«({«} *

Teorema 1.4 Seja X 0-dimensional.

X é N-pseudocompacto se e somente se toda. família localmente finita de abertos

fechados de X é ânita.

Demonstração:

.+ Tomo .f : X--FN ilimitada

0.

{0.}.CN é família de abertos-fechados, localmente finita, não finita.

::> Tome {0«} localmente finita, de abertos-fechados, não finita.

Escolha al C Oi distintos e coloque /i /'o.= Í /. /'x\o.= 0.

Tome /(a) = maxi/i(a) : { C N}.
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.f é contínua; Va € Xlyz tal que 3áo = nla-xi{ : yz n oi # 0}, /i /'V. :: 0 se á > áo

Portanto, / ,/"vz = maxi/l, . . . , /i. } e a demonstração está terminada.

Teorema 1.5 Sqa X 0-dimensionar. São equivalentes:

i) X é N-pseudompacto;

ii) V seqilência W] D . . . D W. D . . . de abertos-fechados, n:!:W. é não vazia;

iii) V família {%liC« de abertos-fechados com p'i.f. ílÊS'% ?É 0.

Demonstração:

i:> ii O Teorema 1.4 nos dá que {TViliC. não é localmente finita.

Portanto, :3# tal que Vy=, y. nlvi # 0 pala. un] número infinito de í C w

0, v. n wí = 0VI > {o. Absurdos

Portanto, 3 C Wi = TVi V{ C w

Portanto, a c nwi.

ii::> iii Bastatomar Wi = vi n...nH.
iii + i Se / : X--FW, contínua, não tem imagem finita.

Tome % = {:' C X : /(z) > {}.

{lGliC. é coleção de abertos-fechados com p.i.f. tal que nie«T'': = 0.

Se y= nwi.

Teorema 1.6 Se X x y é N-pseudocolnpa.cto, ente.o X e y o são e KX : X x y--lX é

c.o.-fechada.

Demonstração: X e y são trivialnlente N

Suponha que nX não seja c.o.-fechada.

Tome Z aberto-fechado e ao C cZ(«l(Z))\rlÇ(Z).

Portanto, (zo, 3/) gl Z, Vg C }'

Tome / ,/'Z= 0 e / /Xxy\z= l

Note que {zo} x y Ç 3 x y\Z

pneu(]oconlpactosl
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Construiremos seqilências

(zt)tc«,(3/k)tc«,(Ut)tc,,( VA.)tc..,,(Wt)kc«,

satisfazendo (+) ntCUt,ytCyt,ZOCT+'k Vkcco

Ut ç .X, Vt Ç y, TVt Ç X aberto-fechados Vk C w

Ut x Vk Ç .f-'({0})

Wt x yk Ç /''({1})

Wi x Ut Ç TVA-i

Porindução finita:

E«olh. (,- , ,-) C Z

Como / é l em {ao} x y, existem vizinhanças abertas-fechadas V] de yl e Ui de zi

e W] de ao tal que

G vizinhança deIZ]

U. x V] C /':({0})

Wi x H C /''({1})
Suponha agora (*) satisfeito para todo k $ 7}. Temos que IVn n a'$'(Z) # 0

Portanto, ](a.+l,g«+i) C Z.

]U.+i, G abertos-fechados U«+i Ç X G ç }', U.+i x

(z«+l, y«+i) tal que U«+i Ç t4q. e U«+i x G C /''({0})
Como / ,/'{,.} xy= 1, ]W.+i vizinhaça de =o e N vizinhança de gn+l abertas-fechadas

tal que

W«+i x .N Ç .f':({i}) e T'T/n+] Ç W«

Coloque y.+i = G n .7v

Temos todas as condições satisfeitas, completando a. indução.

Temos, então, {U. x Vn}.C. é seqilência. nã.o finita de abertos-fechados e X x y é

N-pseudocompacto.

Pelo Teorema 1.4, {U« X yn}«C. nã.o é localment.e finita.
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Portanto, ](a, y) c X x y tal que Vq,,,) ÍI Un X Vn # 0 pa'a um número infinito de

Portanto, /(a, t/) = 0, já que / é contínua.

Mas, cada vizinhança de (z, y) encontra um número infinito de {Vn. X W«.}.

Portanto, cada vizinhança de (a, y) encontra um número infinito de elementos de

(Wh x Vh)kCN, pois, seja V = y' x y2 vizinhança de (z, y).

(v': x T''')n(u«... X Vn...) # 0 '(y' x y')n(u«. X yn.) # 0
isto é,

3al c yi n u...: , 32 c y2 n yn...

y] € yi n u.*,y2 c v''2 n ynk
Mas, U.. Ç W«... . Portanto, yi c yi n t46...:

Portanto,(y',a') e(y: x }''') n(H'«.-. X Vn...)

Logo, /(z, y) = l

ABSURDO!

Teor.ma 1.7 Se X x y é N-pseudocompacto, então Po(X x y) = Po(X) x Po(y)

Demonstração: Como X x y é N-pseudocompacto, o Teorema 1.6 nos diz que rX é

c.o.-fechada e o Teo.ema 1.3 (1 --, 3), nos diz de X x }' é .D-imerso em X x /io(y). Colho

X x y é denso em X x /io(y), X x Po(y) é N-psettdocompacto.

Colocando /3o(y) é: X e X :L }' no Teorema 1.3, ap.,(X) é co-fechada e pelo Teorema

1.3, X x /3o(y) é .O-imerso em /3o(X) x Po(y).
Portanto, X x y é .O-imerso em Po(X) x Po(}').

Portanto, Po(X X y) = Po(X) x /jo(}').
Como comentário final, é importante notam que nen] sempre P(y) = Po(y) para

y 0-dimensionar. Em Iene, página. 449, ex. 6.2.20, é dado exemplo de um espaço y 0-

dimensional tal que P(y) não é 0-dimensional. Portanto, nesse caso, não podemos ter

P(y) = Po(y).



2. UMA APLICAÇÃO AOS GRUPOS PARATOPOLÓGICOS

Definição 2.1 Um grupo (G, +, e), com uma tipologia I' é dito em grupo paratopoZógico

se + : G x G--FG for r-contínua.

Neste parágrafo, estabeleceremos uma. condição para que um grupo paratopológico G

sqa um grupo tipológico.

Teorema 2.1 IP.fl Todo grupo paratopológico regular localmente enumeravelmente com-

pacto é grupo tipológico.

Definição 2.1 Sejam X espaço topológico 0-diinensional, p C o* e {z«}nCN Ç X sequên-

cia. y C X é dito p -- .D-limite de {#« : n C N} (y = p -- .D -- limo«) se j'(p) C X, onde

/ : P(o) = Po(«,)--,Po(X) é extensão de / : «'---'X " n ,«-

Lema 2.1: Seja p € w',z C X é p -- .D-limite de {z« : n € N} '» {n : z. C Vl} C p para

toda V vizinhança de a.

Demonstração:

:::> Seja / : w--+z n n z«

/(p) c X. / é contín-.

Se y é vizinhança de a;, 3y' aberto em Po(X) tal que y' n x = y

Sda .E Ç «, td que p € .N(.E) e ./'"(.M(.E)) Ç V'. Se n € .E, lÍnll € .N(.E)-

Portanto, /(n) = /(n) C V

Portanto, .E Ç {n : a. C y'} = {n : z,. C I'} e E C p. Portanto, {n : z. C V} € p

+: Suponha que /(p) # a.

]V], V2 tal que z C yl , .f(p) C V2 e Vi n v2 - 0

Portanto, / é contínua --..,].E Ç «, tal que p C .N(E) e /"(.N(.E)) Ç V2.

Mas, .N' = {n : a. c Vi } C p. Portanto, .N' n .E # 0.
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Tome no C .N' n E, z«o C V] e a.. C V2' Absurdos

Corolário 2.1: X é p -- D-compacto -'-} X é enumeravelmente c

Corolário 2.2: O p -- D-limite para uma seqiiência é único.

Lema 2.2: Sejam 3 e y 0-dimensionais, / : a--,ly contínua. Se X é p -- .D-limo«, então

.f(,) é p - .O-lim .f('«).

Demonstração: 'lYiviall, usando o Lema. 2.1.

Definição 2.2 X é dito p -- .D-compacto para p

p - .D-limite.

Corolário 2.3: Se X é .D-compacto, então é p -- .D-compacto para todo p C

Teorema 2.1 Seja X 0-dome«sional. Então existe /3Po(X),X ç /3Po(X) Ç Po(X) tal que

--Ppo(X) é p-- .D-comp'cto e se / ; X--,y é contín«a e y é p-- .D-comp''cto ]/ : Po(X)---y
que estende.f

Demonstração: Construiremos, por indução tlansfinita, uma seqilênc

X. : a < oi > satisfazendo

1 - a < /j--tX.. Ç XP e toda sequência. de Xo tem p -- .D-limite em Xp.

A contrução:

impacto

admitese toda sequência em X]

ia de conjuntos <

7 é limite --+X..r :; UP<lXP

Para cada sequência a € E de XP, tome o p -- J)-limite aa C /30(X)

X.r = XP = Ula. ; a C E}

Obviamente < X. : 7 < o: > satisfaz 1. Tome Ppn(X) = Ua<«,:X..
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Obviam'nte X Ç P, (X) C /3o(X) ' /3Po(X) é 2'-comp"to.

Sda / : X--,y c.«tí.ua, y p -- .O-coinp''to, ]/ : #o(X)-"-'Po(y) qu' "t-de /

Resta pro"ar que se a; C P#'(X), então /(z) C y

Provaremos por indução, usando os X« construídos.

a = 0 trivial, pois /"(X) = /"(X) ç y

a-limite trivial

Tome a C X.\Xp. ]a = (a«)«CN seqüência de XP tal que a; = p -- .D -- lim a.

Pelo Lema 2.2 e hipótese de indução, .f(=«) C y Vn C w . /(a) é p -- .D -- lim/(s«)

.O-limite é único e y é p - .O-compacto, .f(a) C y. lComo o p --

Teorema 2.2 Sejam X e y 0-dimensionais. Se /3o(X x y) = Po(X) x Pn(y), então

Ppo(x x }'') x Ppn(}'')

Demonstração: Usando a construção do Teorema 2.1, provaremos, por indução} que

(X x y). = X.* x }l:. Va $ w.

a = 0--» Trivial

a-limite a C (X x y).--,]7 < a tal que a = (a,y) C (X x }'), "e:B'' (a, 3/) C XI x yl

Portanto, z C X..r /\ y C yl'

Portanto, 3 C X. A y C ya, portanto, a C X.. X ya.

a C X. X ya--,]7 < a(a C X. x }''l) Hi!:gÚ' a C (X x y)7

Portanto, a C (X x y).

Seja {(z«,y«) : n C ',} seqüê-ia e«, Xa x yp.

,=p--.D-lim«. y=p--.Z)-li:ny«(",y)CX.Xya
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Como /3o(X x y) = Po(X) x Po(y), (a,y) é p -- .O-lim(z-, y«), poi;, " U e y sã'

vizinhanças de 3 e y em Po(X) e /3o(y), respectivamente, U x y é vizinhança de (z, y)

em Po(X) x Po(}') = Po(X x }'').

Portanto, {n : a. c u} n {n : y« c y}

Pelo Lema 2.1, (a, y) C (X x y)..
'vivi,Imente, se (a, y) C Po(X) x /3o(}'') = Po(X x y), é p -- .O-limite d' (a«, y«).

Portanto, # = p -- .D-lim #. y = p -- .D-limo

Portanto, (X x y). = X.. X ya.

(- y«) C C/ x }''} C P

n

Teorema 2.3 Se X é grupo paratopológico, 0-diinei-Lsional e /3o(X xX) = /3o(X) x/3o(X),

então P, (X) é grupo paratopológico 0-dimensional.

Demonstração: Pelo Teorema. 2.2

$?(X x X) P:(X) x B?(X)

Portanto, pelo Teorema 2.1, se . : X x X--lX e a. opelaçã.o de grupo, ela admite uma

extensa. T : #Po(X) x Ppo(X)-"'Ppo(X).

Precisamos provar:

1 - T é associativa;

2 - O elemento neutro, e, de X é o de /3#(X);

3 - Cada elemento de Ppo(X) admite inverso.

Mostraremos que, utilizando a notação do Teorema 2.1, que 1, 2, 3 valem para

(X.,T ,,''x. xX.), bastan(io também verificam que:

4 - T"(X. x X.) Ç X..
Para simplificar a notação, ao invés de T. = T ,'''X. xX. (a, b), escrveremos a.b.

Por indução, 4 é triviall, tendo em vista a. definiçã.o. Logo, 1. é contínua

Demonstração de 1: Por indução, o = 0 e a liillite são casos triviais
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Se(z,y,z) € X. x X. x X. com X = p-- .D-limo«, y = p-- .D-li

(obviamente, tomando z« = ac, se 3 C XP, é análogo par y e z).

(a.Z/).z = (p -- D -- lim a«.p -- .D -- limo« ).p -- .D -- lim z«. Pelo Lema 2.2 - (p -- D --

lim(a..y«)).p -- .Z) -- lim z«. Novamente, usa«do o Lema 2.2 = p -- .D -- lim(a«.y«).z«-

Pela hipótese de indução, (z«.y«).z« = a«.(y«.z«).

Logo = p -- .D -- lim a«.(3/«.z«).

Pelo Lema 2.2 = (p -- .D -- limo«).(p -- .D -- liln p..z«).

Pelo Lema 2.2 = z.(p -- .D -- lim 3/«.p -- .D -- lha z« = a'.(y.z)

]m y., z = p-- .D-lim z«

Demonstração de 2: Por indução

Para a = 0 e a-limite, é trivial.

Sea = P+l
Se z C X~\Xp,a =p -- .D -- li:nz«, o«de(r«)«CN Ç Xp.

z.e = p -- .D -- lim a,l.e :: p -- .D -- linl =,. .p -- .D -- lim e.

Pelo Lema 2.2 = p -- .D -- lim =«.e = (pela. hipótese de indução) p .D -- lim z.

Demonstração de 3: Por induçã.o, a = 0 e o-linaite são casos triviais.

.«= P+t
Se # eX.\Xp z =p--D--limo«, onde(3«)«CN ÇXp.

Pela hipótese de indução, existe a;l C Xp, pa.ia todo n C N.

Seja y = p -- .D -- lim aZi

r.3/ = p -- .D -- lim z..p -- .D -- lim a;;i = p -- .D -- lim a«.z;i = p -- .D

O resultado está demonstrado.

lime=e

Teorema 2.4 Se X é grupo paratopológico 0-dinaensional, tal que X x X é N-pseudocom-

pacto, então X é grupo topológico.

Demonstração: Pelo Teorema 1.7, Po(X) x #o(X) = /io(X x X). Pelo Teorema 2.3,
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Ppn(X) é grupo paratopológico.

Mas Ppo(X) é enumeravelmente compacto. Portanto, pelo Teorema 2.1, é grupo

topológico. Mas X é subgrupo de P#'(X).
Portanto, também é grupo topológico.

2.5 Finalmente, podemos notar que o procedimento anterior também pode s.

alizado, bastando tomar um espaço topológico .E com as seguintes condições:

1 - E Tychonoff;

2 - PE(«,) = P(o).

Dessa forma., se X for E-regular, temos definiçã.o análoga a 2.1 para p -- E-compacto

análogos para: Lema 2.1, Corolário 2.1, Corolário 2.2 e Teoremas 2.1, 2.1, 2.3.

Logo, se X for um grupo paratopológico .E-regular cona Pr(X x X) = /iz(X) x /3z(X),

X será um grupo tipológico. Resta encontrar condições para que isto se verifique.

r genes

e

Comentários finais

O capítulo VI teve como objetivo uma. aplicação do estudo de produtos de espaços e

grupos topológicos. Retirei o conceito de .E-compacidade de in.T.O.l e, baseado em IGrl,

obtive uma condição para que um grupo para.topológico fosse, de fato, um grupo topológico.

Apeser de não acrescenta.r resultado a IGrl (já. (lue un] espaço N-pseudocompacto é pseu-

docompacto), ele leva. a um n)étodo mais geral, enl 2.5, que usa. técnica semelhante para

obter resultados desse tipo.

As definições 1.1 e 1.2 foram tira.da.s de IE.T.O.l. As demonstrações dos Teoremas

1.1, 1.2 e Proposição 1.1 também se encont.ra.na ein IE.T.O.j. Os resultados seguintes do

parágrafo l foram baseados nos do capítulo de conlpactificação de produtos de IWI e em

Iene, porém tendo demonstrações mais simples.

Os resultados e definições do para.grato 2, fiz generalizando e adaptando os conceitos

do capítulo IV deste trabalho e de IGrl, de modo a, combinando com os resultados do
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parágrafo 1, chegar ao Teorema 2.5 é o método geral mencionado
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