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Turbulente wandnahe Geschwindigkeitsverteilungen
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Turbulente wandnahe Geschwindigkeitsverteilungen —

Messdaten aus Durst et al.: Methods to set up and investigate low Reynolds number,
fully developed turbulent plane channel flows. J. Fluids Eng. 120, 496-503 (1998)
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Moody-Diagramm der Rohrreibungszahl A



Tensoranalytische Operationen der Strémungsmechanik
Stromungslehre und Warmeubertragung I, LV 321.100

Der Tensor der viskosen und/oder elastischen Spannungen t schreibt sich in
Komponenten

Die Divergenz des Spannungstensors (Zeilenvektor Nabla mal Tensor) ist ein Vektor

az-xx aTyX az-zx
OX " oy " 0z
[Q ] (0/1ox dloy 01z) (T T Te or, or, or,
V.r|= Ty Ty Ty | = x + Y .
T 7y Ty asz @z-yz 82-22

+
OX oy oz

Skalarprodukt des Spannungstensors mit dem Geschwindigkeitsvektor (Spaltenvektor)

To Ty Tyl (U Uz, +Vr,, +Wrz,,
[c-v]=|z,, 7, 7, ||V]|=|ur,+vr, +wr,
T T w Uz, +Vr, +Wrz,

Das Skalarprodukt aus Geschwindigkeitsvektor und Divergenz des Spannungstensors

ist natlirlich ein Skalar
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Die Divergenz des Skalarprodukts aus Spannungstensor und Geschwindigkeitsvektors

ist (natarlich) auch ein Skalar

OX

V-[z‘-\?] = i(uz'XX +V7,, +WZ'XZ)+£(UT},X +Vr7,, +Wz'yz)+%(urzx +V7, +Wru)

Die Differenz der beiden letzten Gleichungen wird mit dem Doppelpunkt-Produkt

symbolisiert und stellt die Dissipationsfunktion dar
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THE EQUATION OF CONTINUITY IN SEVERAL COORDINATE

SYSTEMS
Rectangular coordinates (z, y, z):
Bt gl + 5 (o) + 5 (pu) =0
Cylindrical coordinates (r, 0, z):
gf + 138(/)7%) + i%(mw) + aaz(puz) =0

Spherical coordinates (v, 0, ¢):

dp 10 1 9 19

- — 2 o _
ot i 72 (97’<'0r ) + rsin 6 00 ggPuosind) + rsinf 0¢ (pug) =0

THE EQUATION OF MOTION IN RECTANGULAR COORDINATES

(z,y,2)
z-component Ouy +u Oty T+ Oy u Oug\ _ _0Op
Y ot T oy T )T on
. OTwr n 0Ty N 0Tz N

0 0 0 0 0
y-component p (;ty x% + uyauyy + u;zy) = —85
OTpy Oy 0Ty
* ( or "oy oz ) TP

z-component




for a Newtonian fluid with constant p and u:
z-component Ouy +u O +u Oug +u Ouz\ _ _Op
v P\lar "% ar "oy T e, | T T ar
(82% Pu,  0*uy
+u

Ox? + Oy? * 022 ) T P9

Ou, Ou, Ou, Ou, op
y-component p ot + Uy p + Uy dy + U, Ey
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F\ au2 oy? 022 P9y

ot ox 0z 0z

N 0%u, N 0%u, N 0%u, N
/'L 81,2 8y2 622 pgz

z-component P + Uy + uy 5 + u, - =
Y

THE EQUATION OF MOTION IN CYLINDRICAL COORDINATES

(r,0,2); x=rcosh, y=rsinf, z=z

r-component

ot 0 r 00 r 0 or
1 8 187}9 Too 87}2
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for a Newtonian fluid with constant p and u:
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THE EQUATION OF MOTION IN SPHERICAL COORDINATES

(r,0,¢); v =rsinfcos¢, y=rsinfsing, z =rcosd
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for a Newtonian fluid with constant p and u:
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COMPONENTS OF THE STRESS TENSOR FOR NEWTONIAN FLUIDS
IN RECTANGULAR COORDINATES (z,v, 2)

[ Ou, 2,- ]
[ Ou 2 - ]

=pu|2—2Y - (V-4
Tyy = 1 _ By 3( U)
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COMPONENTS OF THE STRESS TENSOR FOR NEWTONIAN FLUIDS
IN CYLINDRICAL COORDINTES (r,6, 2)
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COMPONENTS OF THE STRESS TENSOR FOR NEWTONIAN FLUIDS
IN SPHERICAL COORDINATES (r,0,¢)

i 9 .
Trr = [ 2(% —S(V-u)]

I -sin90< >+ 1 Ouy
o ¢9—,u- r 00 \sinf rsinf 0¢
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THE FUNCTION (7 : Vu) = ¢, FOR NEWTONIAN FLUIDS

1 s\’ Ou, ? ou, \ >
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Spherical
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THE ENERGY EQUATION IN CARTESIAN COORDINATES

Total energy:

g _i_f + ﬁ s _i_f _
ar |P\“ " 2 PP\ ) )~
\Y

. . 0
= p(U- f?) — (V- pv) + %(urm + VTy + WTys +

9, 0 - .
+€Ty(UTyz + UTyy + WTy) + &sz + 0Ty +wTy) — (V- 4) + do

vic.

a(e—i—l ) + 8u(e+1 ]17|2)+av(e—|—1 |17\2>+aw<e+1 )| =
FTAGRIDS gz \PCT 9P gy’ \PC T 9f 9. \PeTof -

Opu  Opv  Opw
ox + oy + 0z )

+p(uff+vff+wff) — <

0 0 0
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Mechanical Energy:
o177 | o) | aGla) | aG el dil.
pl% U Ty *w%z‘*ﬁbwy
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” OTuy N OTyy N 0Ty L 0Ty . 07y . 0T
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Thermal Energy:

T VA A i (6 17)—|— 8u+ 8u+ Ou
r a_ a_ - | = — : Tox Tyr QA Tex 7
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ov ov ov
"’Txy% + Tyyﬁiy + sz%

ow ow Jdq, O 0q. i
(q qy q>+qQ

TTege Ty T " \aw Ty T o

where 7,,9% + ... = @, (Dissipation function)



Heat conduction equation:

oT do
L GAT 2R
o ¢ i pc

Laplace operator in Cartesian coordinates:

°T T 8T
= +

AT 0x? + oy? 022

Laplace operator in cylindrical coordinates:

2 2
AT_1a<my 1T O°T

“ror\or) TRag T a2

Laplace operator in spherical coordinates:

1 02 1 o (. 0T
AT =15+ agnaae (S““%ae) *

1

0*T

2 sin? § O¢?



SS 2009 Arbeitsblatt Energiegleichung

Institut fur Stromungslehre und Warmelbertragung
Technische Universitat Graz

Energiegleichung in integraler Form:

o

v? VAR
e+7ﬂdV+Ip[e+?J(v-n)dO =

Z,)n,dO + [(V-7,)n,dO + [(V-7,)n,dO +

R)dO + ijdV
\

—_

Fir Festkorper gilt: v=0 , =0

\

- j%[pe]dV:- [(G+7)dO + [ GoaV

Energieqgleichung in differentieller Form:

—_

p(v (i

? \7 +a—(m +VT,, +Wr, )+

0 SN
—(U’ny + VT, + W, )+ E(U’CZX VT, W, )= (V- G)+ g

Arbeitsblatt Energiegleichung Seite 1



Konvektiver Warmetransport:
Durchstrémung von Rohren und Kanalen

(1) Allgemeine Bemerkungen

Der bedeutende Unterschied zur Umstrémung von Koérpern besteht darin, dass im Falle der
Durchstromung die Grenzschichten nicht beliebig anwachsen kénnen, ohne die Aufenstrémung zu
beeinflussen, da hier begrenzende Wéande deren Entwicklung behindern.

Bei Umstrémungen missen wir grundsatzlich nur unterscheiden zwischen laminaren bzw. turbulenten
Stromungen. Bei Durchstromungen ist zusatzlich eine Unterscheidung notwendig hinsichtlich

e Anlaufbereich und
e entwickelter Strdmung.

Wenn wir inkompressible Stromung voraussetzen, ist die ,,voll entwickelte Stromung* wohl definiert
— das Geschwindigkeitsprofil &ndert sich nicht mehr in Strémungsrichtung, und dies auch bei
Warmezufuhr, wenn von Dichtednderungen durch sehr grolle Temperatur-unterschiede abgesehen
wird, was wir im folgenden voraussetzen wollen.

Dabher ergibt sich die Frage, ob eine ,.thermisch entwickelte Strémung® Uiberhaupt existiert.

Im folgenden wollen wir uns auf die Stromung in Rohren mit kreisformigem Querschnitt beschranken,
wobei die Ergebnisse in vielen Fallen auch auf Kandle mit nicht kreisformigem Querschnitt Gbertragen
werden konnen, wenn wir den Rohrdurchmesser D durch den hydraulischen Durchmesser Dy, ersetzen:
D — Dy =4 A/U, wobei A die durchstromte Querschnittsflache bezeichnet und U den benetzten
Umfang.

a) Hydrodynamischer Anlauf

Zur Wiederholung sei hier kurz die hydrodynamische Anlaufstrdmung dargestellt, was bedeutet,
dass ab x = xg das Geschwindigkeitsprofil unverandert bleibt: ou/ox =0 bzw. v=0.

Grundsatzlich kann dies wie folgt dargestellt werden:

Fir laminare Strémung hatten wir erhalten:

u r\? u 1
—=2 1—(—) bzw. mo—=
u, R u 2

max

Um ... Volumenstroméquivalente mittlere Geschwindigkeit; Umax ... Maximalgeschwindig-keit auf
der Rohrachse.

Fir die Lange des hydraulischen Anlaufes bei laminarer Stromung gilt (ochne Beweis):
u,D
Vv

X—DEzO,OSReD mit Re, =

Konvektiver Wérmetransport: Durchstrémung von Rohren und Kanélen 1



b)

1
9
R
wobei y den Wandabstand bezeichnet, und fir ausgebildete Stromung =R gilt. Ebenfalls ohne

Beweis sei fur die Lange des Anlaufbereiches in turbulenter Stromung als grober Anhalt
angefihrt:

1
N iy : u y\?
Fur turbulente Stromung kennen wir: —= 3
u

max

X

~E <60.
D

10 <

Thermischer Anlauf

Um dies genauer zu erarbeiten, wollen wir annehmen, dass das Fluid mit gleichférmiger
Temperatur T(r,0) = konstant < Ty, (Temperatur der Rohrwand) eintritt. Nun sollen gleich zwei
mogliche Falle unterschieden werden, die zwar idealisierte, aber dennoch realistische mogliche
Randbedingungen darstellen:

= Tw=konstant = qw = qw (X)
= qw=konstant = Ty =Ty (X)

In beiden Fallen entwickelt sich eine thermische Grenzschicht, und eventuell wird ein Zustand
»thermisch entwickelter Stromung* erreicht. Grundsétzlich kann dies wie folgt skizziert werden:

Das entstehende Temperaturprofil hdngt nun von der speziellen Randbedingung ab. Allerdings
wird in beiden Fallen die Temperatur-Uberhohung mit der Lauflinge x zunehmen = das
bedeutet, dass die laufende Wéarmezufuhr Uber die Wande notwendigerweise eine laufende
Anderung der ortlichen Fluidtemperatur bedingt.

Fur die thermische Anlauflange im Fall laminarer Stromung gilt (ohne Beweis)

X
=0 .0,05Re, Pr mit Re, =m0
D Vv

was die Abhangigkeit der thermischen Grenzschichtdicke von der Prandtl-Zahl in laminaren
Stromungen zum Ausdruck bringt.

o Pr=1. Xgun=Xe Pr>1: Xe > Xe Pr<l: Xewn<Xe

Pr ~ 1 gilt fur die meisten Gase (~ 0,7 fur Luft), Pr > 1 gilt fur sehr viele Flissigkeiten,
Pr >> 1 z. B. fir hochviskose Ole, Pr << 1 fir flussige Metalle mit groRer
Temperaturleitféhigkeit.

Konvektiver Wérmetransport: Durchstrémung von Rohren und Kanélen 2



(2) Definition von ,,mittleren Groélien*

Bei Durchstromungsproblemen existiert keine definierte Geschwindigkeit auf3erhalb der Grenzschicht,
weshalb hier gunstigerweise mit der volumenstromaquivalenten mittleren Geschwindigkeit gerechnet
wird:

_v_1 j u(r)dA

Noch viel wesentlicher ist die Einfilhrung einer ,mittleren Fluidtemperaur* T, die fur den
Energietransport durch eine Querschnittsflache charakteristisch ist.

Der Enthalpiestrom durch einen Rohrquerschnitt A kann wie folgt angegeben werden:

H:jpuh(T)dA wobei T =T(x,r)
A

Die mittlere Temperatur T, definiert man so, dass das Produkt aus dem Massenstrom und der
spezifischen Enthalpie bei der Temperatur T,, dem Enthalpiestrom H entspricht.

Massenstrom: rh:'[pudA , Enthalpiestrom: H:rhh(Tm) .

Mit h = ¢, T fur ideale Gase und c, = konstant sowie flir inkompressible Stromung erhalten wir:

jpquA

:—jpquA =

jpudA m AjuTolA

Diese Temperatur ist die ,enthalpiestromaquivalente mittlere Fluidtemperatur, und up, die
volumenstromaquivalente mittlere Stromungsgeschwindigkeit.
(3) Bedingungen fir thermisch entwickelte Strémung
Aus den vorhergehenden Betrachtungen folgt, dass bei kontinuierlicher Wé&rmezufuhr oder
Waérmeabfuhr das Temperaturprofil laufend veranderlich ist:

oT(r,Xx dT,, (x

= M;ﬁo und M;atO
OX dx

Eingehende Analysen dieser Problematik konnten aber zeigen, dass ein ,thermisch entwickelter
Zustand (im folgenden durch den Index ,,E* gekennzeichnet) definiert werden kann, wenn geeignete
dimensionslose Grofien gewahlt werden. Ohne Beweis kann dies geschrieben werden wie folgt:

0| Tw()=T(r,x)
Ty (X)=Tn(X)

In dieser Beziehung bedeuten Ty(x) die Wandtemperatur, Tp(x) die mittlere Fluidtemperatur und
T(r,x) die lokale Fluidtemperatur.

(®)

Dieser Zustand, der die Unveranderlichkeit des dimensionslosen Temperaturprofils mit x bedeutet,
kann mit beiden mdglichen Formen des Warmetransportes uber die Wénde erreicht werden, also bei
Tw = konstant und mit gy = konstant.

(4) Allgemeine Schlussfolgerungen aus Gleichung (®)

Wenn das dimensionslose Temperaturprofil wie oben angegeben keine Funktion von x ist, dann folgt
daraus, dass auch die Ableitung nach der radialen Koordinate keine Funktion von x sein kann,

Konvektiver Wérmetransport: Durchstrémung von Rohren und Kanélen 3



0
po [..]# (), da fiir diese Ableitung Ty und T, Konstante sind. Speziell bei r=R gilt:

oT
T AL |r=R
g{u} _ ol
or| T,—T, . Ty =T,
Fir die Wandwérmestromdichte gilt:
Qw =—A 8—T = )\a—T .
oy or
Andererseits kénnen wir auch schreiben:
qw = G(TW _Tm)'
Ein Vergleich liefert dann:
q a
e ST, - T)
= = = f(x)

(TW _Tm) (TW _Tm)
Daraus folgt sofort eine flr thermisch entwickelte Stromungen besonders wichtige Aussage:

Ist die Warmeleitzahl konstant, d. h. keine Funktion von x, dann ist auch die Warmeubergangszahl
konstant:

a = konstant = f(x) fur thermisch entwickelte Stromung

Dies gilt sowohl fiir Ty, = konstant, als auch fiir g, = konstant, allerdings nimmt die Konstante in
beiden Féllen verschiedene Werte an.

Im Anlaufbereich gilt dies nicht, dort ist die Warmelbergangszahl von x abhéngig: oo = a(x) ! In der
Néhe von x=0 ist die Dicke der thermischen Grenzschicht &; gering und daher die
Waérmeibergangszahl hoch. Mit zunehmender Laufldnge im Rohr wird &; grofier, und oo nimmt ab bis
zum Erreichen des thermisch entwickelten Zustandes.

(5) Spezielle Schlussfolgerungen aus Gleichung (®) fir thermisch entwickelte Strémung

a) Wandwarmestrom qw = konstant

Aus v _ T, — T, folgt mit o = konstant sofort (T,, — T,,)# f(x) und damit weiter
a

dT,| _ dT,| "
= —m f =k
X |E dx |E ur gqw onstant

b) Wird Gleichung (®) partiell differenziert und umgeformt, so erhalten wir:
or| _ dT,, [ Tw T dT,, B dT,,
e \Ty-T,/Ldx dx

OX
Daraus kénnen wir nun getrennt zwei Schlussfolgerungen ziehen.

E dx E

1) Fir gw = konstant folgt unter Verwendung von a) sofort [...] = 0, und damit weiter, dass der
axiale Temperaturgradient keine Funktion von r ist:

aT
OX

= ( dT, | J: dTm| = g(r) fur gw = konstant
£ dx |E dx ‘E

Konvektiver Wérmetransport: Durchstrémung von Rohren und Kanélen 4



dT.
2) Fiir Tw = konstant gilt d—W =0, und wir erhalten als Ergebnis, dass in diesem Fall der
X

axiale Temperaturgradient mit der radialen Koordinate im Rohrquerschnitt verdnderlich ist:

A - T N e
OX | Ty-T. dx| ’

Aus diesen Betrachtungen wird aber auch sofort ersichtlich, dass die enthalpiestrom-dquivalente
mittlere Temperatur T, zur Berechnung von Durchstrdémungsproblemen eine wichtige Grof3e darstellt.

(6) Globale Betrachtung, Energiebilanz

Hierzu betrachten wir ein Rohr mit konstantem Querschnitt (Durchmesser D) und der Linge L. Uber
die Rohrwand soll Warme durch Konvektion zugefiihrt werden. Die kinetische Energie der Stromung
soll sich dabei nicht &ndern, und die Wirmeleitung in x-Richtung soll aufgrund ihres geringen
Einflusses nicht beriicksichtigt werden.

. L . A

! | e q _____ I ___________

! +Q ! R l AN
I'm m ' : :

- —> : '

1 ] n ... s e o 1 o B o i n
Tm. ein TI'TI. aus Aem AO Aaus

Die Energiegleichung fiir den skizzierten Kontrollraum lautet dann, wobei O die gesamte Oberflédche
des Kontrollraumes bezeichnet:

o2
J.p[e+v—j(\7ﬁ)d0 =—[p(Vn)dO-[grdo
o) 2 ) )
Speziell ausgewertet erhalten wir daraus:

- Jp(e+%2jvd0+ j p(e+%2]vd0: Ipde— jpde—I(—q)dO
Aaus Ao

Aein Aein Aaus

Da die kinetische Energie voraussetzungsgemall am Eintritt und am Austritt gleich sein soll, konnen
wir zusammenfassen und erhalten mit Q als dem insgesamt iiber die Mantelfliche zugefiihrten

Wairmestrom:
I pv(e+£jd0— I pv[e+gjd0 =Q
p Aein p

Aaus

Unter Einfiihrung der Enthalpie h=€ + P erhalten wir:

I;Iaus - I;Iein = Q’

und mit der bereits frither erfolgten Festlegung H=m h(T,,)=mc, T, eine duBerst wichtige

Beziehung, aus der die Anderung der mittleren Fluidtemperatur zwischen Eintritt und Austritt
berechnet werden kann, wenn der konvektiv zugefiihrte Wéarmestrom bekannt ist:

m,ein)

Q=rmc, (T, T

m,aus
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Diese Beziehung ist bis auf die vereinbarten Spezialisierungen (ideales Gas usw.) allgemein und damit
unabhéngig von der speziellen Randbedingung, die entweder gw = konstant oder Ty = konstant sein
kann. Auch haben wir keinerlei Einschrankungen gemacht, dass die Strémung entwickelt sein soll.

Bei der vorangegangenen Berechnung wurde auch keine Festlegung Uber die Lange des Rohres
getroffen — die oben genannte Beziehung gilt also zwischen beliebigen Querschnitten im Rohr. Daraus
kdnnen wir daher auch eine Bilanz fiir ein Rohrelement der differentiellen Lange dx ableiten, womit
die Formulierung noch allgemeiner wird:

dQ=m%(ﬂhdﬂ

X

Andererseits gilt auch dQ =(,, U dx, wobei U = = D den Umfang des Rohres bezeichnet. Fir die
Warmestromdichte kdnnen wir q,, =a (TW - Tm) einsetzen und erhalten
dQ=a(T, - T,)Udx
Werden nun die beiden Ausdriicke fir dQ gleichgesetzt, so folgt:
dT, aD=x

& "o, (Tw - To) (®®)

Diese Beziehung ist ganz wesentlich zur Berechnung des Verlaufes der mittleren Fluidtemperatur. lhre
Losung héangt allerdings von der speziellen Randbedingung ab. Der Durchmesser D kann im
allgemeinsten Fall auch eine Funktion von x sein.

Daraus kénnen wir folgendes Verhalten ablesen:

Ty >T, = dT,, > 0: Warmezufuhr
X
dT,, )
Ty <T, = ™ < 0: Warmeabfuhr

D =konstant — M = konstant

mc,

Wir halten auflerdem fest:

Im Anlaufbereich ist o = a(x), fir entwickelte Stromung ist o = konstant. Unabhdngig von der
speziellen Randbedingung gilt immer Ty, = T(X) !

(7) Folgerungen fur gw = konstant

Dafir gilt Q = q,, UL, womit aus der globalen Energiebilanz sofort die Differenz der mittleren
Fluidtemperaturen zwischen Ein- und Austritt berechnet werden kann.

Aus Qy, =« (TW - Tm) = konstant folgt mit m c, =konstant aus Gleichung (®®) weiter

dT,,
dx

VLY

p

Nach Integration von x = 0 bis zu einer Stelle x im Rohr erhalten wir unter Verwendung der
Randbedingung Tmn(x=0) = T :

q\{v an
me

Ta() =T

m,ein +

Das bedeutet, dass die mittlere Fluidtemperatur einen linearen Verlauf langs der Koordinate x
aufweist, und zwar gleichermal3en im Anlaufbereich wie auch im thermisch entwickelten Bereich. Fir
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den Anlaufbereich folgt zusétzlich aus q,, =a(x) (T,, — Tm), dass (T,, — T, ) zunehmen muss, da
o(x) abnimmt. Den Temperaturverlauf bei g, = konstant kdnnen wir also wie folgt skizzieren:

Hinweis: Auch im allgemeineren Fall, wenn gw = qw(X) als bekannt vorausgesetzt werden kann, und D
= D(x) variabel ist, kann Gleichung (®®) integriert werden.

X
Mit Q = Iqw (x)U(x)dx kann auch die Differenz (Tm,aus - Tm’ein) berechnet werden.
0

(8) Folgerungen fiir Tyy = konstant

Ausgangspunkt ist ebenfalls Gleichung (®®), die hier nochmals angefiihrt werden soll:

dTm GDTC(TW_Tm)

dx mc,
Mit Ty = konstant kdnnen wir ginstigerweise eine Temperaturdifferenz AT(X) =Ty -T, (X) zur
leichteren Rechnung einfiihren. Damit geht Gleichung (®®) uber in:

_daT) _ Ua ,;
dx mc,
Trennung der Variablen und Integration liefert:
AT, X X
aus AT
J' daT) _ Y ax)dx = In—2s = Ux. iJ'O((x)dx (®@®®)
o, AT mc, ¢ AT, mc, | Xy

wobei der Ausdruck in eckiger Klammer {lj‘a(x)dx} = a, die zwischen x = 0 und irgendeiner
X 0

Stelle x im Rohr gemittelte Warmelbergangszahl darstellt. Daraus erhalten wir durch Umformen

AT, Ty —T

() Ux —
= = exp|-———a, | .
AT, Ty -T mc,

ein m,ein

Hieraus erkennt man, dass die Temperaturdifferenz T,, — T, (x) exponentiell mit der Koordinate x
abnimmt, was in der folgenden Skizze dargestellt ist.
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Die Berechnung des insgesamt Ubertragenen Wéarmestromes ist hier aufgrund des exponentiellen
Temperaturverlaufes etwas komplizierter. Die globale Energiebilanz zwischen Eintritt und Austritt
lautet etwas umgeformt wie folgt:

Q =m Cp [(TW _Tm,ein)_ (TW _Tm,aus)] =m Cp [ATein —AT,

aus ]

Wenn wir hier (m C,) mit Hilfe von Gleichung (®®®) ausdriicken, so erhalten wir

~ ATaus _ATein — ~
QZUXGXA—T = A, Q, (ATlog)
|n aus
ATein
mit
AT, — AT,
Ao = U.x als die Oberfliche und AT,OQ=$ als die mittlere logarithmische
In aus
AT,

ein

Temperaturdifferenz. Diese Beziehung stellt ein Warmelbergangsgesetz dar, das einen
Zusammenhang zwischen dem insgesamt tbertragenen Warmestrom und der Differenz der mittleren
Fluidtemperatur zwischen Eintritt und Austritt wiedergibt.

Bemerkung: Die beiden isoliert betrachteten Randbedingungen stellen zwar Vereinfachungen dar, die
aber bei praktischen Rechnungen in vielen Féllen plausibel argumentiert werden kénnen.

e (gw_= konstant: elektrisch beheizte Wande oder konstante Beaufschlagung der &ufleren
Wandoberflache durch Strahlung.

e Tw = konstant: in der Regel bei vielen Problemen mit Phaseniibergang (Sieden, Kondensation).

e Beide Randbedingungen kénnen natlrlich durch entsprechend geregelte Beheizung oder Kihlung
eingestellt werden.

(9) Bestimmung von Warmeubergangszahlen bzw. NuReltzahlen
(@ Laminare Stromung in Rohren mit Kreisquerschnitt, thermisch voll entwickelter Bereich.
Dafur ist die Geschwindigkeitsverteilung bekannt:

2
o2 1—(ij mit Um —
u, R VI

und v=0.

N |
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Die Energiegleichung fir inkompressible, stationdre Strémung unter Vernachldssigung der
Dissipation durch innere Reibung sowie unter Berlcksichtigung der Grenzschichtndherung
o°T o°T

> <<—— lautet:
OX or

or . oT 16( aT)
U—+vV-—=al-—|I—
OX or {r or\ or

Fir voll entwickelte Strdmung ist mit v = 0 eine Losung der folgenden vereinfachten Gleichung

moglich:
oT 1o0( oT
Uu—=al|—-——|r—
OX ror\ or

Fir diesen Fall hatten wir schon gezeigt, dass gilt

oT| _dT,
oX|g  dx

i)  Wandwarmestrom qw = konstant

E
und aulRerdem, dass die mittlere Fluidtemperatur linear mit x verénderlich ist. In diesem Fall
2

i . . o°T i . .
ist also die Grenzschichtnaherung p =0 exakt. Nach Einsetzen der obigen Beziehung
X

=
sowie der Geschwindigkeitsverteilung in die Energiegleichung kann diese integriert werden
und liefert die Temperaturverteilung T(r,x). Daraus kann nach Einfihren der mittleren

Temperatur Tr, und einigen Manipulationen das folgende sehr wichtige Ergebnis erhalten
werden (ohne weiteren Beweis):

Nu =3P _ 436
A

fur gw = konstant am Rohr mit Keisquerschnitt

Die NuBelt-Zahl, die fur diese Belange mit dem Rohrdurchmesser D gebildet wird, ist
konstant.

i) Wandtemperatur Ty = konstant

Ausgangspunkt daflr ist wieder die Energiegleichung in Grenzschichtndherung. Unter
Berucksichtigung der in den vorigen Abschnitten dargestellten Zusammenhénge fur Ty =
konstant erhédlt man eine Gleichung, die allerdings nicht geschlossen, sondern nur iterativ
geldst werden kann. Das Ergebnis wird ebenfalls ohne weiteren Beweis angegeben:

oD

Nu = T = 3,66 fir Tw = konstant am Rohr mit Keisquerschnitt

(b) Turbulente Strémung in Rohren mit Kreisquerschnitt, thermisch voll entwickelter Bereich

Die beiden im folgenden angefuhrten Beziehungen gelten nur fir nicht allzu grofie Differenzen
(Tw — Tw), und die Stoffwerte sind jeweils bei Ty, zu ermitteln. Beide Beziehungen gelten sowohl

fir Tw = konstant als auch fur gy = konstant, und wurden experimentell bestatigt fiir folgende
Parameter:

Konvektiver Wérmetransport: Durchstrémung von Rohren und Kanélen 9



D
Re, = “m~ 5 10000
A%
Lsio
D
e  Gleichung von Colburn:
abD

Nu = — = 0,023Re?® Pr**
A

e  Gleichung von Dittus-Boelter:

Nu = % ~ 0,023Re* Pr"

mit n=0,4  fir Warmezufuhr Ty > Ty,
und n=0,3 fir Warmeabfuhr Ty < T, .

AbschlieBend muss festgehalten werden, dass beide Beziehungen in der Anwendung sehr
einfach sind, aber Fehler bis zu 25% des Warmestromes verursachen konnen. Auf
komplexere Beziehungen wollen wir aber nicht eingehen.

(c) Stréomung mit Warmezufuhr im Anlaufbereich

Die Berechnung von Warmetransportvorgangen bei thermischer Anlaufstromung bzw. bei
kombiniertem hydraulischem und thermischem Anlauf sind naturgemaR komplexer.
Entsprechende Beziehungen zur Bestimmung von NuReltzahlen kdnnen der einschlégigen
Fachliteratur entnommen werden.
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Institut fur Stromungslehre und Warmeubertragung
Technische Universitit Graz
Stromungslehre und Warmeubertragung I, UE (LV 321.101)

Stoffwerte von Wasser bei einem Druck von p =1 bar

T P Cp B A 0 v a Pr

[°C] [kg/m?] [J/kg K] [10°¥/K] [W/m K] [10°Pa s] [10° m¥/s] [10° m?/s] [
-20 992,8 4375 - 0,7056 0,5118 4311,0 4,342 0,118 36,85
-15 995,8 4312 - 0,4946 0,5259 3312,8 3,372 0,122 27,17
-10 997,8 4269 -0,3281 0,5388 2533,4 2,639 0,125 20,86
-5 999,1 4238 -0,1943 0,5508 2149,4 2,151 0,130 16,54
0 999,8 4217 - 0,0852 0,5620 1791,8 1,792 0,133 13,44
5 1000,0 4202 0,0055 0,5724 1519,6 1,520 0,136 11,16
10 999,8 4192 0,0823 0,5820 1307,6 1,308 0,139 9,42
15 999,2 4186 0,1486 0,5911 1139,0 1,140 0,141 8,07
20 998,3 4182 0,2067 0,5996 1002,6 1,004 0,144 6.99
25 997.2 4180 0,2586 0,6076 890.8 0,893 0,146 6,13
30 995,8 4178 0,3056 0,6151 797,7 0,801 0,148 5,42
35 994,1 4178 0,3488 0,6221 719,5 0,724 0,150 4,83
40 992,3 4179 0,3890 0,6287 653,1 0,658 0,152 4,34
45 990,3 4180 0,4267 0,6348 596,3 0,602 0,153 3,93
50 988,1 4181 0,4523 0,6405 547,1 0,554 0,155 3,57
55 985,7 4183 0,4963 0,6458 504,3 0,512 0,157 3,27
60 983,2 4185 0,5288 0,6507 465,8 0,475 0,158 3,00
65 980,5 4187 0,5590 0,6553 433,8 0,442 0,160 2,77
70 977,7 4190 0,5900 0,6595 404,5 0,414 0,161 2,57
75 974,7 4193 0,5190 0,6633 378,3 0,388 0,162 2,39
80 971,4 4196 0,6473 0,6668 355,0 0,365 0,164 2,23
85 968,5 4200 0,6748 0,6699 333,9 0,345 0,165 2,09
90 965,1 4205 0,7018 0,6728 315,0 0,326 0,166 1,97
95 961,7 4210 0,7284 0,6753 297,8 0,310 0,167 1,86
99,63+) 958,4 4215 0,7527 0,6773 283,3 0,296 0,168 1,76

" Sattigungszustand

Thermophysikalische Eigenschaften von Wasser und Luft (Auszug aus VDI-Warmeatlas)
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Institut fur Stromungslehre und Warmeubertragung
Technische Universitit Graz
Stromungslehre und Warmeubertragung I, UE (LV 321.101)

Stoffwerte von Wasser bei einem Druck p =5 bar
T P Cp B A 0 Y a Pr
[°C] [kg/m°] [J/kg K] [10°%/K] [W/m K] [10°Pa s] [10® m%/s] [10°® m%/s] [-]
0 1000,0 4215 - 0,08376 0,5622 1791 1,79 0,133 13,4
25 997,3 4178 0,2590 0,6078 890,7 0,893 0,146 6,12
50 988,2 4180 0,4622 0, 6407 547,2 0,554 0,155 3,57
75 974,9 4192 0,6185 0,6635 378,4 0,388 0,162 2,39
100 958,3 4215 0,7539 0,6777 282,3 0,295 0,168 1,76
150 916,8 4310 1,024 0,6836 181,9 0,198 0,173 1,15
Stoffwerte von Wasser bei einem Druck p = 10 bar
T P Cp p A u v a Pr
[°C] [kg/m?] [J/kg K] [107%/K] [W/m K] [10°Pa s] [10° m?/s] [10® m¥/s] []
0 1000,3 4212 - 0,08199 0,5625 1790 1,79 0,134 13,4
25 997,6 4177 0,2595 0,6081 890,6 0,893 0,146 6,12
50 988,5 4179 0,4620 0,6410 547,2 0,554 0,155 3,57
75 975,1 4191 0,6179 0,6638 378,6 0,388 0,162 2,39
100 958,6 4214 0,7530 0,6780 282,4 0,295 0,168 1,76
150 917,1 4308 1,022 0,6839 182,0 0,198 0,173 1,15

Thermophysikalische Eigenschaften von Wasser und Luft (Auszug aus VDI-Warmeatlas)
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Institut fur Stromungslehre und Warmeubertragung

Technische Universitat Graz
Stromungslehre und Warmeubertragung I, UE (LV 321.101)

Stoffwerte von Wasser im Sattigungszustand (Flissigkeit)
T p p Cp p A H v a Pr
[°C] [bar] [kg/m’] [I/kg K] [10°/K] WmK] | [10°Pas] | [10°m%s] | [10°m’s] [
0,01 0,00611 999,8 4217 - 0,0853 0,562 1791,4 1,792 0,1333 13,44
10 0,01227 999,7 4193 0,0821 0,582 1307,7 1,308 0,1388 9,42
20 0,02337 998,3 4182 0,2066 0,600 1002,7 1,004 0,1436 6,99
30 0,04242 995,7 4179 0,3056 0,615 797,7 0,801 0,1478 5,42
40 0,07375 992,2 4179 0,3890 0,629 653,1 0,658 0,1516 4,34
50 0,12335 988,0 4181 0,4624 0,640 547,1 0,554 0,1550 3,57
60 0,19919 983,1 4185 0,5288 0,651 466,8 0,475 0,1582 3,00
70 0,31151 977,7 4190 0,5900 0,659 404,4 0,414 0,1610 2,57
80 0,47359 971,6 4197 0,6473 0,667 355,0 0,365 0,1635 2,234
90 0,70108 965,1 4205 0,7019 0,673 315,0 0,326 0,1658 1,969
100 1,01325 958,1 4216 0,7547 0,677 282,2 0,294 0,1677 1,756
110 1,4326 950,7 4229 0,8068 0,681 254,9 0,268 0,1694 1,583
120 1,9854 942.8 4245 0,8590 0,683 232,1 0,246 0,1707 1,442
130 2,7012 934,6 4263 0,9121 0,684 212,7 0,228 0,1718 1,325

Thermophysikalische Eigenschaften von Wasser und Luft (Auszug aus VDI-Warmeatlas)
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Institut fur Stromungslehre und Warmeubertragung
Technische Universitit Graz
Stromungslehre und Warmeubertragung I, UE (LV 321.101)

Thermophysikalische Eigenschaften von Wasser und Luft (Auszug aus VDI-Warmeatlas)

Stoffwerte von trockener Luft bei einem Druck p =1 bar
T P Cp B A i v a Pr
[°C] [kg/m°] [J/kg K] [10°%/K] [W/m K] [10°Pas] | [10®m?s] [10° m?/s] [
-40 1,4952 1006 4,304 0,02145 15,09 10,09 14,3 0,71
-20 1,3765 1006 3,962 0,02301 16,15 11,73 16,6 0,71
0 1,2754 1006 3,671 0,02454 17,10 13,41 19,1 0,70

20 1,1881 1007 3,419 0,02603 17,98 15,13 21,8 0,70
40 1,1120 1008 3,200 0,02749 18,81 16,92 24,5 0,69
60 1,0452 1009 3,007 0,02894 19,73 18,88 27,4 0,69
80 0,9859 1010 2,836 0,03038 20,73 21,02 30,5 0,69
100 0,9329 1012 2,684 0,03181 21,60 23,15 33,7 0,69
120 0,8854 1014 2,547 0,03323 22,43 25,33 37,0 0,68
140 0,8425 1017 2,423 0,03466 23,19 27,53 40,5 0,68
160 0,8036 1020 2,311 0,03607 24,01 29,88 44,0 0,68
180 0,7681 1023 2,209 0,03749 2491 32,43 47,7 0,68
200 0,7356 1026 2,115 0,03891 25,70 34,94 51,6 0,68
250 0,6653 1035 1,912 0,04243 27,40 41,18 61,6 0,67

T  Temperaturin °C B thermischer Ausdehnungskoeffizient a Temperaturleitzahl

p Druck A Warmeleitfahigkeit Pr  Prandtl-Zahl

p Dichte pu  dynamische Zahigkeit

c, spezifische Warmekapazitat bei p = konstant v kinematische Z&higkeit
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F1cksches Gesetz (dquimolare Gegendiffusion in bindren Systemen)

dz m2-s

~ de kmol
Jja=—Dup A [ ]

D45 ... Diffusionskoeffizient

Beschreibung von Gemischen mit &' Komponenten

Wy
. Mg, i
molare Grofien T; = — < ¢ = pi Coes = Pges
wj MG,Z' MG,ges
-1 Mg,j
.. o MG,i
massenbehaftete Grofien | w; = — pi = Ci - Mg | pges = Cges * Ma ges
>z Mg
j=1
.. K
molare Grofien: Mg ges = > @i - Mg
i=1
) 1
massenbehaftete Grofen: Mg ges = —
> i
i=1 Me.
Die Bilanzgleichung
dc; .7 .
BT +divn, =7

n; = jNZ +0¢; ... mit j~Z als diffusive Stoffstromdichte

Chemische Umsatzrate

R [kmol]

m3-s

Aquimolare Diffusion

n; dz
dy; = —BZ— kartesisch eindimensional
c

Einseitige Diffusion - STEFAN-Diffusion

dy___ds

= kartesisch eindimensional
1— Yi D c




Massenstrome Molenstrome

1 = put — pD grad w, ny = cr1v — cD grad z;

1y = pwat — pD grad wo Nng = cxo¥ — cD grad z,

w1 +wy =1 grad wy + grad wy =0 | 1 + 22 =1

rad = 9 9 9
s =\ oz oy’ 0z

gesamt: = pU

grad x; + grad x5 =0

3
Il
Q
[S37)

Eindimensionale differentielle Stofftransportgleichung fiir binare Gemische

0 a
% =D 6521 2. Ficksches Gesetz

Diffusionskoeffizienten fiir binare Gasgemische

Von FULLER/SCHETTLER/GIDDINGS stammt folgende empirische Beziehung:

Do 1,43-1077. T lmj
S

MY, (S0 + (o)

Dovennn. Druck [bar]
T...... Temperatur [K]
Mg .... Molmasse [kg/kmol]
Veeonnn. atomares Diffusionsvolumen
2
Mg =

1 1
Mg 1 + Mg,2




Atomares Diffusionsvolumen wv.

Atomare und strukturelle Zunahme des Diffusionsvolumens

C 15,9 F 14,7
H 2,31 Cl 21,0
O 6,11 Br 21,9
N 4,54 1 29,8
Aromatischer Ring —18,3 S 22,9
Heterozyklischer Ring —18,3
Diffusionsvolumen einfacher Atome, Molekiile und Gemische
He 2,67 CcoO 18,0
Ne 5,98 CO, 26,9
Ar 16,2 N>O 35,9
Kr 24,5 NH; 20,7
Xe 32,7 H50 13,1
H, 6,12 SFs 71,3
D, 6,84 Cly 38,4
Ns 18,5 Bry 69,0
O, 16,3 SO, 41,8
Luft 19,7

Dimensionslose Stoffiibergangszahlen

Stoffiibergang an ebener Platte bei laminarer Stromung

fiir

Sh, = 0,332\/Re, - Sc'/?

Re < 10° und

Stoffiibergang bei turbulenten Stromungen

0,6 < Sc <2000

Turbulente Stromung ldngs ebener Platte (Zhukauskas)

Sh, = 0,0296 Re® . Sc43

Sh = 0,037 Re®® . 5013

fiir Re > 10° und Se¢ < 380



Stoffiibergang an der iiberstromten Platte bei laminarer und turbulenter Stromung

In den meisten praktischen Féllen wird sich schon bei mittleren Reynoldszahlen infolge
stumpfer Plattenrdnder und der Turbulenz des zustromenden Mediums keine laminare
Grenzschicht iiber der gesamten Plattenldnge ausbilden. KRISCHER und KAST haben
MefBergebnisse, die den laminaren und turbulenten Bereich umfassen, ausgeglichen und
durch eine Mittelkurve dargestellt.

Danach kann fiir einen groflien Bereich der Schmidtzahlen die iiber die Plattenléinge L
gemittelte Sherwoodzahl aus der Beziehung

Sh=1/ShZ,, + Sh2,,  fir 10<Re<10" und 0,7 < Se < 70.000

lam

ermittelt werden.
Dabei gilt fiir die laminare Sh-Zahl die Beziehung von POHLHAUSEN

Shigm = 0,6641/Rey, - V' Sc
und fiir die turbulente Sherwoodzahl die neuere Beziehung von PETUKHOV und PorPov
0,037 - Re%® - Sc
142,443 - Re=01 (S¢2/3 — 1)

Darin sind die Kennzahlen wie folgt definiert:

Shturb =

Uoo L Se = Sh ==

v
fer = v D D

Der mittlere Stoffiibergang

Empirische und halbempirische Beziehungen fiir Stoffiibergang an Kugeln.

Re Sc Sh
GARNER/SUCKLING 100 = 700 | 1100 = 2200 | 2+ 0,95vReSc'/?
FROSSLING > 100 < 1000 2+ 0,552V ReSc/3
STEINBERGER/TREYBAL || 10 + 17-10% | 1 =+ 70000 |2+ 0,347Re%%25c031
ROWE u.a. 25 = 1150 1220 0, 79vReSc/3

Stoffiibergang an umstromten Einzelkdrpern unterschiedlicher Form

Sh = Shuin + | Shhp + Sh2,,

lam

Kugel Shopin = 2
unendlich langer Zylinder Shy,;, = 0,3
Platte Shpin =0




Tabelle 1: Charakteristische Uberstromléangen L’ fiir verschiedene Korperformen.












Stoffiibergang in durchstromten Kanalen und Rohren
Na = ABAcy

_— ACA’O _ACA,L
ACA =

ACA,O
Aca,r

Bei fluiddynamisch ausgebildeter laminarer Stromung im Rohr mit Kreisquerschnitt

3d 0,188 (Re Sed) ™
Sh=— = 3,66+ ’ AR
D 140,117 (Re Seg)”

Stoffliche Einlauflinge zu Rohrdurchmesser

LO,c
d

= 1,365 Re Sc

Bei fluiddynamischem und stofflichem Einlauf im Rohr mit Kreisquerschnitt (laminar)
Fluiddynamische Einlauflinge zu Rohrdurchmesser

LO,u
d

=0,0575 Re

Stoffliche zu fluiddynamische Einlauflénge

1,33
0,0677 (Re Scf )
1+0,1-Sc017 (Re Sc%)0’83

Sh = 3,66+ fﬁrO,lSScSlOOundRe-Sc-%ZO



Stoffiibergang bei turbulenter Stromung im Rohr mit Kreisquerschnitt

Hydraulisch glattes Rohr

" Re - Se <1_ 180 > H(g)m
81,07+ 12,7 (Sc2/? — 1) /2 Re™ L

Die Giiltigkeitsgrenzen sind darin

d
Re > 2300 Sc>0,5 O§E<OO

Der Rohrreibungsbeiwert A, fiir das glatte Rohr kann fiir den gesamten Reynoldszahlen-
bereich der turbulenten Rohrstromung nach der Beziehung von FILONENKO berechnet
werden:

1
)\0 = 2
(1,82 logigRe — 1,64)
Rauhes Rohr
Sh = ﬁ Re - Sc
814 (Scyz—1)-1,5- Re"\/8 . Sc1/6

1 - 251 1 K
= — - L0 -
VoW IO\ Rev/x. 3,71 d

Phasengleichgewichte

Bereich geringer Konzentrationen (z; — 0):

Hier kommt das HENRY-Gesetz zur Anwendung, das lautet:

pi=H;,-x; wobei H;,= f(T) nur eine Funktion der Temperatur ist

H.
bzw. p;=H;.-¢; mit  H; .= d
Cr
H
bzw. y; = H} -z, mit  H = —=
p

wobei die HENRY-Konstante die folgenden Dimensionen hat:
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Bereich grofier Konzentrationen (z; — 1):

Hier kommt das RAOULTsche Gesetz zur Anwendung, das lautet:
Pi =i - Py
wobei p; [Pa] der Dampfdruck der reinen Komponente i ist.

Die Stoffdurchgangszahl
Stoffdurchgangszahl bezogen auf die Gasphase

1 1
g — T H; .
Big RTr-B; 5

Stoffdurchgangszahl bezogen auf die Fliissigphase

Stoffiibergangswiderstande
Wir definieren die folgenden Stoffiibergangswiderstinde:
A) Bezogen auf die Gasphase:

. 1 1
Gasphase: Cigoo — Cig1 = ﬁT,g T Tigg = @—',g
Fliissianh, Hi,c * Hi,c Hi,c 1 . r Hi,c 1
lssigphase: ———C: s — —=—=Ci foo = . ‘N | Tigf =
> RT; " RT; ™" RT, B, ' T R By
Cj[,g,] C:,g,oo
B) Bezogen auf die Fliissigphase:
Casph RTy RTy , RT; 1 | . RT; 1
asphase: ——Cigoo— 7 Cro] = 7 * Ny |Tifg =
b Hi,c 9 Hi,c 91 Hi,c ﬁi,g L Hi,c ﬁi,g
Cifioo CipI
Flissianh . I 1
lssigphase: ¢} ;1 — Ci o0 = Ny Tiff =
T Bif Bi
HTU/NTU-Konzept fiir konstante Phasenstrome
N Yi,w d .
HTU, = ——1 NTU =% [ -2
Ucikig g Y Y
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oder .
No
U C2ki,f

dl‘i

T; — X

HTU, = NTU, = + /

Abhangigkeit der Stoffiibergangszahl vom Molenbruch (bindres System)

STEFAN-Korrektur

5 1 N 1
BO - Yi,co 1 - y:[

Fiir Gase kann die Korrektur auch in Partialdriicken angeschrieben werden:

L I
Bo P—Pieo DP—Dis
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