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Es bien conocido que el estimador de Minimos Cuadrados Ordinarios de un
modelo de relacién lineal,

Yy =z B+ u,t =1,2,...,T

viene dado por la expresién matricial,

B=(X'X)"'XY

siendo X la matriz T'xk que tiene por columnas las T observaciones de cada
una de las k variables explicativas contenidas en el vector x;, e Y el vector
columna, de dimensién T, formado por las observaciones de y;. Este estimador,
que es lineal (funcién lineal del vector Y'), es insesgado. Es el de menor varianza



entre los estimadores lineales si la matriz de covarianzas de los términos de error
tiene una estructura escalar,

Var(u) = o2 Ir

Si, ademds de tener dicha estructura de covarianzas, el término de error
tiene una distribucién Normal, entonces el estimador de Minimos Cuadrados
coincide con el estimador de Maxima Verosimilitud, siendo entonces eficiente:
estimador de menor varianza, entre todos los estimadores insesgados, sea cual
sea su dependencia respecto del vector de Y.

Supongamos que se pretende estimar la relacion,

Yt :f(mhﬁ)'i_ut’ (1)

donde f(z¢,3) es una funcién no lineal de los componentes del vector kx1,
s.

El interés de un modelo no lineal es que rompe con una limitacién del modelo
lineal, que es que el efecto de un cambio unitario en una variable explicativa x;
sobre la variable dependiente, es constante: dy:/dz; = .

Si f(x+,B) es no lineal tinicamente en las variables explicativas z;, un cam-
bio de variable permite transformar el modelo anterior en un modelo lineal.
Excluimos, sin embargo, inicialmente, la estimacién de relaciones implicitas,
representables a partir de un modelo general del tipo,

g(ytaxtvﬁ) + Ut,

aunque pueden en muchos casos estimarse siguiendo los mismos procedimien-
tos que explicamos en este capitulo.

Conviene observar que las posibles dificultades en estimacién, y la necesidad
de utilizar procedimientos adecuados para el tratamiento de modelos no lineales
surge cuando el modelo es no lineal en los pardmetros. Es decir, nolinealidades
en las variables del modelo, por sf solas, no generan ninguna dificultad, y no re-
quieren procedimientos especiales de estimacién. Son situaciones que se reducen
a modelos lineales mediante un cambio de variable apropiado. Por ejemplo, para
estimar el modelo:

1
ye =+ fr— - t+ue
si hacemos el cambio de variable: z; = ﬁ, tenemos un modelo lineal:
Yyt = a+ Bzt + ug, que se estima por minimos cuadrados ordinarios, sin ninguna
dificultad.
Otros ejemplos de tales modelos:

1
Yy = a+f———+tu
1—Inx;
VY = o+ Bie" 4+ Boze +uy



En el primer modelo, el cambio de variable: Z; = ﬁm transforma, el
modelo en lineal, al igual que sucede en el segundo modelo si hacemos: ¢, =

Uz, ¢ = e”t. Dentro de este grupo, un modelo interesante es:

Y = o+ Biay +ﬂ2$% + Uy

que puede generar distintos tipos de relacién entre y; y x;, en funcién de los
signos y magnitudes de 3 y B5. Si 85 > 0, la dependencia serd de acuerdo con
una funcién convexa, como en el grafico, siendo céncava si 3, < 0.

La relacién podria ser estrictamente creciente o decreciente en el rango de
valores admisibles de z; (por ejemplo, si z; > 0). Cuando se trabaja con fun-
ciones no lineales es siempre importante analizar las caracteristicas de la depen-
dencia entre ambas variables, tomando derivadas en la funcién y; = f(z¢,6).
Por ejemplo, en esta iltima funcién, tenemos:

oy
87xtt = B + 2851y

que depende del valor numérico de x;, al contrario de lo que sucede en un
modelo de regresion lineal. Esto significa que el modelo implica que el impacto
que sobre y; tiene una determinada variacién en el nivel de z; dependen del
nivel de esta iltima variable. El impacto que sobre y; tiene una elevacién de 1
unidad en x; no es el mismo si x; = 10 que si z; = 100.

Serd frecuente encontrar situaciones en que 55, < 0, que significan que y;
crece o decrece cuando x; varia, pero lo hace menos que proporcionalmente a
dicha variacién. En ese caso, la funcién serd creciente para valores de x; < 2%12

Comenzamos analizando la estimacion de algunos modelos no lineales que
no precisan para su estimacién de métodos especificos. Son modelos en los que
puede disenarse una estrategia de estimacién que utilice unicamente técnicas
de estimacién de modelos lineales, como es el método de Minimos Cuadrados
Ordinarios.

2 Algunos modelos no lineales tipicos

2.1 Modelo potencial

Una especificacién muy natural acerca de la relacién no lineal entre variables es:

Yt :04‘1‘51’2["'7%7 (2)

que se reduce a una relacién lineal: y; = a + Bz + uy, bajo la restriccién
~v = 1. Es decir, el modelo de relacién lineal entre y; y @y : 4y = o+ By + uy, €s
una version restringida del modelo (2).

Siendo una extension natural del caso lineal, este modelo es muy apropi-
ado para analizar posibles no linealidades en la relacién entre ambas variables,
una vez que se ha estimado un modelo lineal. Puede utilizarse asimismo para
analizar el caracter no lineal del efecto de una variable explicativa x; sobre y,



en una regresiéon miltiple. Una vez estimado el modelo, el contraste de lineal-
idad equivale a contrastar la hipotesis nula: Hy : v = 1 frente a la hipdtesis
alternativa Hy : v # 1.

En este modelo, tenemos:

d
d—ij; = Bz} (Inxzy)

El programa Simul_estim.m genera datos simulados y estima luego el mod-
elo potencial de esta seccion: a) utilizando las condiciones de optimalidad del
estimador de minimos cuadrados, b) mediante una rejilla de valores de v, ¢)
utilizando un algoritmo numérico de optimizacién. Para ello, se genera primero
una variable explicativa con estructura: z; = & + u,, para luego generar datos
de y;. Con valores paramétricos: T = 6,u, ~ N(0,1),a = 10,8 = 0.8,y =
2.5,u; ~ N(0,2?), en una determinada simulacién se tiene la nube de puntos

(z,y) :
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Mediante la evaluacién de las condiciones de primer orden en una rejilla de
valores de ~y, tenemos: (&,B,‘y) = 12.5211; 0.6548; 2.59), con Suma de Cuadra-
dos de Residuos: SCR=652.6104. Cuando utilizamos una rejilla de valores de
entre 0.1 y 5.0, alcanzamos el menor valor numérido de la Suma de Cuadrados
de Residuos en (d,@,’y) = 12.7913; 0.6404; 2.60), con Suma de Cuadrados de
Residuos: SCR=652.8019. El estadistico I’ para el contraste de la hipétesis de
linealidad arroja un valor numérico: F' = 1191,5, conduciendo a un rechazo
claro de dicha hipdtesis nula. Por iltimo el uso de la rutina "fminunc.m" de

Matlab, conduce a (a B,&) = 12.4825;0.6569; 2.5886). con SCR = 652.6074.



Que todos los procedimientos conduzcan a una estimacién tan similar se
debe, en parte, a que la nube de puntos generada es bastante suave, con poco
error muestral (poca dispersién), y una clara curvatura. Si aumentamos la
dispersioén, los resultados pueden cambiar.

Realizamos asimismo la estimacién de un modelo potencial para recoger la
relacién entre tipos a corto plazo y a largo plazo, utilizando tipos de interés di-
arios a 1 y 10 anos, para UK, contenidos en el archivo: PCA _Spot_Curve.xls.
Utilizando una rejilla de valores de 7y para evaluar el valor numérico de las condi-
ciones de primer orden del problema de minimizacién de la Suma de Cuadrados

de Residuos obtuvimos: (a 3, @) — 4.3070;0.0029; 3.19), con Suma de Cuadra-

dos de Residuos: SCR=130.2204, mientras que utilizando una rejilla de val-
ores de 7 y estimando el modelo lineal que se obtiene al condicionar en cada

valor numeérico de =y, obtenemos: (d, B, ’y) = 4.3084; 0.0028; 3.20), con Suma de

Cuadrados de Residuos: SCR=130.2205. El estadistico F' para el contraste de
la hipétesis de linealidad es 47.9544, rechazando con claridad dicha hipétesis.

Azul:datos, Rojo:rejilla en Gamma, Verde: linealidad

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

2.2 Regresiéon por umbrales
2.2.1 Contraste de Chow

Es bien conocido el contraste de Chow para analizar la posible existencia de
cambio estructural en un modelo de regresion lineal. Cuando se sospecha que el
modelo ha podido variar a partir de un determinado momento, conviene estimar
el modelo dos veces, con la submuestra previa a dicho instante, y con la sub-
muestra posterior al mismo. El test de Chow consiste en evaluar si hay suficiente
evidencia acerca de que las estimaciones paramétricas con ambas submuestras
son diferentes entre si. Para ello, compararemos las estimaciones obtenidas con
las submuestras, con la que obtendriamos con la muestra completa. Si con-
cluimos que no existe dicha evidencia empirica, pensaremos que no ha habido
cambio estructural. El modelo restringido es el que estima con toda la muestra,
mientras que le modelo sin restringir es el que considera una ecuacién distinta
para cada submuestra. La Suma de Cuadrados de residuos de este modelo es el
agregado de la Suma de Cuadrados de residuos con ambas submuestras, anterior
y posterior al posible momento de cambio estructural. El test de Chow tiene la



forma del test F' clasico:

SCRR—-SCRST -k
SCRS q

donde como siempre, el nimero de restricciones g serd igual al nimero de
variables explicativas (contando la constante del modelo), mientras que k es el
nimero de pardmetros estimados en el modelo Sin Restringir, es decir, el doble
de q.

Para este contraste hay que fijar un posible instante en el que se hubiera
producido el cambio estructural, y el resultado del contraste depende de la
eleccién de dicho instante de tiempo, que se utiliza para dividir la muestra en
las dos submuestras mencionadas.

2.2.2 Switching regressions con probabilidades ex6genas

Supongamos que queremos estimar la relacién:

v =B+ u,t=1,2,...,T

en la que suponemos que los pardametros 8 no han permanecido constantes alo
largo dela muestra. Evidentemente, cuando ese es el caso, hay muchas maneras
en que los # han podido variar, y no podriamos estimar el modelo salvo si
establecemos un determinado supuesto acerca del modo en que los pardmetros
8 han variado a lo largo de la muestra.

La regresion por umbrales, o modelo switching regressions con probabilidades
exdgenas surge si estamos dispuestos a suponer que el vector 5 solo ha tomados
dos valores posibles a lo largo de la muestra, y que ello depende de los valores
que ha tomado una determinada variable z. Asi, suponemos que:

B = p[ysiz<z”
15} Bq sizg > 2*

La variable z puede ser una de las variables que integran el vector x;, o no
formar parte del mismo.

Los pardmetros a estimar son 2k + 1: (84, 85, 2%), v la estimacién es condi-
cional en nuestra eleccién de la variable z; que determina el cambio de régimen.
Para estimar el modelo, condicional en un determinado valor numérico z*, dividi-
mos la muestra en dos submuestras, segin que z; < z* 0 z; > 2z*, y estimamos
dos regresiones:

yr = 8, +us, con la submuestra de observaciones en que z; < z*

Yy = :10262 + v, con la submuestra de observaciones en que z; > z*

Si agregamos las Sumas de Cuadrados de Residuos obtenidas en ambas re-
gresiones: SCR = SCR; + SCR5, tendremos la suma de cuadrados de residuos



de este modelo de dos regimenes. Indudablemente, la calidad del ajuste y, con
ello, el valor numérico de SCR dependerd de la particién que hayamos hecho en
la muestra, es decir, del valor numérico z que hayamos fijado inicialmente.

Légicamente, dicho valor numérico no deberfa estar fijado. Lo que hacemos
es repetir el procedimiento para distintos valores numéricos de z* comprendidos
entre min(z;) y max(z;) y observar para qué valor numérico de z* se obtienen
un valor menor de SCR. Esa sera la estimacién de z*. No es preciso hacer nada
mds, pues las estimaciones de 8, y 5 serdn las que hayamos obtenido para el
valor numérico z* que minimiza el valor numérico de SCR.

Por 1ltimo, el procedimiento descrito es condicional en la eleccién de una
determinada variable z; que condiciona el cambio de régimen. Pero puede
haber distintas elecciones alternativas para dicha variable. Podemos tomar
otra variable w; y repetir el procedimiento. Al final, comparamos SCR(z*)
y SCR(w*),donde z* y w* son los valores numéricos de z; y w; que minimizan
la funcién SCR en cada caso.

Otra cuestion abierta en la especificacién del modelo es si la condicién de
cambio de régimen depende de un valor observable en ¢ o en el pasado, por
ejemplo, en ¢t — 1. La diferencia es importante cuando se trata de predecir el
proceso, por cuanto que si la condicién es del tipo z;_1 < ¢, entonces en el
instante 1" sabemos cudl serd el régimen vigente en 7'+ 1. Por el contrario,
si la condicién es del tipo z; < ¢, entonces tendriamos que predecir en T el
valor numérico de zri; y, en base, al mismo, optar por un régimen u otro.
En este caso, los errores de prediccién de z se anadirfan al resto de errores de
especificacién para determinar el error de prediccion total.

Cuando la regresion tiene la forma de un modelo autoregresivo, se conoce
como modelo TAR (Threshold Autoregression):

Yt = o1t P1ayi—1+Er, Var(e;) = U%’ stz < c
Y = Ppot d1avi-1 e, Var(e) = 03, siz >c

aunque tambien podria tener la innovacién €; una estructura GARCH:

Yo = ¢o1t d1aYi—1+er, Var(er) = o2,
U? = o1+ 51,105_1 + 527163_1 stz < c¢
Yo = Poot d1oyi-1 e, Var(e) = o2,
U? = do2+ 51,203_1 + 52725?_1 stz > ¢

Un caso particular interesante surge cuando la variable que determina los
cambios de régimen es un retardo de la propia variable dependiente, y;_4, para
algun valor d > 0, modelo que se conoce como SETAR (Self-Exciting Threshold
Autoregression). Por ejemplo, con d = 1:

Yo = Po1t+G11Yi—1 +E Var(e;) =07, siy—1 <c
Yo = Poot+ d1ayi-1 e, Var(e) =o



0, con una estructura GARCH para la innovacién e :

Yo = Go1t O1aYi-1t e Var(e) = o2,
o7 = Soa+061,107 | +0216  siy1 <c
Yo = Goot b1oyi-1 +er, Var(e) = o7,
U? = do2+ 51,20371 + 52,25?71 Siyi_1 > ¢

Ejemplo: Utilizando datos diarios de tipos de interés con vencimientos a
3 y 6 meses (Tsay), llevamos a cabo la estimaciéon del modelo de capacidad
predictiva del tipo forward.

Rojo: Tipo a 3 meses; Azul: Tipo a 6 meses
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Para ello, comenzamos estimando el tipo forward mediante: 1+ Ft?j&ﬁ /4 =
14r,,6/200
T+7¢,3/400°
y el tipo a 3 meses a un periodo trimestral. El tipo forward resultante seria
aplicable a un periodo trimestral, por lo que habrd que multiplicarlo por 4 para

obtenerlo en términos anuales. Si utilizamos composicién multiplicativa para

. 2
los tipos, estimariamos el tipo Forward: 1 + th3,6 = %’ que es lo que

donde estamos trasladando el tipo a 6 meses a un perfodo semestral,

se hace en el programa Regresion_umbrales.m .

La hipétesis que queremos analizar es si este tipo forward adelanta al tipo de
contado a 3 meses que estard vigente en el mercado dentro de 3 meses, mediante
la relacién:

3
Te3 =+ BE 536+ U

donde debe notarse el retraso de 3 meses introducido en el tipo forward. De
hecho, como contamos con datos diarios y consideramos 21 dias por mes, se
trata de retrasar el tipo forward 63 observaciones en dicha relacién.

Estimamos primero el modelo suponiendo que la relacién tiene dos regimenes
diferentes, dependiendo del valor que toma la pendiente de la curva, es decir, el
diferencial entre ambos tipos a 6 y 3 meses. El resultado es:



resy = 2,6443+0,5106F 55, sirg, —rar < —0,025
(12,17) (14,11)

3,6777 +0,3450F 5 54, si 164 — 3.7 > —0,025
(56,55) (31,26) ”

Tt,3

habiendo 159 observaciones en el primer régimen, que corresponde a una
curva de tipos invertida, con el tipo a 6 meses por debajo del tipo a 3 meses, y
755 observaciones en el régimen de curva normal. Como se aprecia en el gréfico
anterior, que muestra ambos tipos de interés, el régimen de curva de tipos
invertida se produjo durante un intervalo de tiempo en la primera parte de la
muestra. La Suma de Cuadrados de Residuos agregada de ambos regimenes
es de 14,9073, y el estadistico F' para el contraste de linealidad, es decir, de
existencia de un solo régimen, toma el valor de 21,50, rechazando claramente
dicha hipétesis.

Volvemos a estimar el modelo bajo el supuesto de que es la volatilidad de los
tipos de interés a corto plazo quien determina las caracteristicas de la relacién.
Para ello hemos de comenzar estimando una serie temporal de volatilidad, pues
dicha variable no es observable, y ha de ser la volatilidad de la innovacién en el
tipo a 3 meses. El resultado serd condicional en dicha estimacién, y distintos
modelos de volatildad arrojaran resultados diferentes. Nosotros utilizamos el
modelo de Riskmetrics, de modo que estimamos:

r3: = 0o+ 017r3_1 + &
o? 0,940? | +0,06¢2, con o2 = var(e?)

El resultado es:

4,0908 4- 0,2763F} 4 54, si 07 < 18,42%
(36,72) (14,44) "

3,1062 + 0,4328F2 5 5 5, si 07 > 18,42%
(35,48) (29,93) ”

Tt,3

Tt,3

habiendo 564 en el régimen de baja volatilidad y 350 observaciones en el
régimen de alta volatilidad. La Suma de Cuadrados de Residuos agregada de
ambos regimenes es de 14,1742, y el estadistico F' para el contraste de linealidad,
es decir, de existencia de un solo régimen, toma el valor de 42,81, rechazando
claramente dicha hipétesis. El ajuste es algo mejor que bajo el supuesto de
que los regimenes vienen determinados por el diferencial entre los tipos a 6 y 3
meses, pero la evidencia en contra de un solo régimen es ahora ain mds clara.

10



x10° Volatiidad Riskmetrics del tipo a 3 meses
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2.2.3 Switching Markov regression

El modelo tiene la forma:

Yo = o1+ Bixe + uie, Ui~ N(O,a%) en el estado 1
Yo = o+ Boxy + ug, ug ~ N(O, O’%) en el estado 2

que podemos representar en funcién de una variable latente s; que toma el
valor 1 si estamos en el estado 1, y toma el valor 2 si estamos en el estado 2:

Yt = Qs + B, Tt + Usyty Usyt ~ N(Ovait)

con matriz de probabilidades de transicién:

Mo ( ™1 T _ T11 1 — 7o
T2  T22 1—m 7o
siendo ;5 la probabilidad de estar en el estado j en el instante t+1, habiendo

estado en el estado 7 en el instante ¢.
La probabilidad incondicional de estar en el régimen 1 es:

1 —ma
P :1 =
(st ) 2—m — T2

mientras que la probabilidad incondicional de estar en el régimen 1 es:

11



1—7‘(’11
2— T — a2

y el vector de pardmetros a estimar es: 6 = (al, ag, By, B902, 03,711, 7T22) .

La cadena de Markov se representa mediante un vector aleatorio de indi-
cadores de estado, £,, cuyo elemento i-ésimo es igual a 1 si se produce el estado
i en dicho perfodo, y es igual a 0 en caso contrario.

En una cadena con dos estados tendremos:

¢! (1) si se produce el estado 1 en el periodo ¢
&

1 si se produce el estado 2 en el periodo ¢
Pero los estados no son observables, por lo que unicamente podemos asignar
probabilidades de estar en uno u otro régimen, condicionales en la informacién
disponible hasta ese instante.
La esperanza del vector &, que indica el estado en ¢, condicional en la in-
formacion disponible hasta t — 1 se denota por &¢je—1, ¥ por la definicién de la

matriz de transicién, se puede probar que:

5t\t—1 =Ei1(&§) =&

El modelo se estima por Médxima Verosimilitud, procedimiento que se simpli-
fica en gran medida si se supone Normalidad de los errores del modelo en cada
estado. Denotamos en lo sucesivo la funcién de densidad Normal por ¢(z; i1, 02).

1

Para el algoritmo iterativo, fijamos como condiciones iniciales: &;g = A%‘O ) =

1
( (1) ) 6 £1|0 = ( §%|0 ) = ( (1) ) , v los valores numeéricos de los pardmetros
1]0

los tomamos inicialmente iguales a las est1mac1ones de minimos cuadrados de un
modelo con un solo régimen & = &g, 51 = [32, 01 = 02 Habitualmente, se toma
asimismo: 711 = 722 = 0,50.A partir de estas condiciones iniciales, iteramos:

R ~1 .
e construimos la funcién de densidad: fi(y:/@¢;0) = &1 (ys; G1+B1 2, 1)+

~2 R ~ R
Erje—1-9(Ys; G2 + Bowy, 3)

21 &1 (yesda+B,24,57)
° é = %‘t = s Fe(ye/we50)
e At\t S¥je—1- <P(7lt70t2+521t702)
fe(ye/2e:0)
b §t+1\t = H£t|t
e Repetimos hasta t =T

12



Estas iteraciones nos proporcionan el conjunto de densidades condicionales

T
{ fe(ye/xe; 0)} , asi como un conjunto de probabilidades condicionales de los
t=1

estados: {ft‘t} .
t=1
A continuacion, los pardametros del modelo se estiman resolviendo:

T
Meax InL(0) = ;ln fe(ye/z4;0)

Una pdgina Web muy interesante sobre software para estos modelos es:
https://sites.google.com/site/marceloperlin/matlab-code/classical-pairs-trading-
using-matlab

2.3 Simulacién de modelos
2.3.1 Simulacién de un modelo de regresién por umbrales

Para simular una regresién por umbrales, debemos utilizar una variable aleatoria
que nos indique en qué regimen estamos en cada periodo. Consideremos que
hemos estimado un modelo autoregresivo:

re=a+ fri_1 +u,t=1,2,....T

con

a = o1,B8=p081 2z < 2"

a = ag,f=_Lys1z>2"

para el que hemos estimado: &1, o, Bl, ,5’2, &%, &3, %*.Ahora queremos simu-
lar dicho proceso a partir del final de la muestra. Esto es lo que queremos hacer
para la estimacién del Valor en Riesgo, por ejemplo.

Para ello, necesitamos un supuesto acerca de la evolucién temporal de la vari-
able Z; asf como un supuesto acerca de la distribucién de probabilidad seguida
por su innovaciéon. Supongamos que Z; es independiente y que sigue una dis-
tribucién Normal. Estimariamos la esperanza matemadtica y la varianza de dicha
distribucién a partir de la serie temporal de Z;.

A continuacién, para cada periodo T + 1,...,T + h,simulariamos un valor
numérico de dicha distribucién Normal, por ejemplo, mediante una realizacién
{Et};r:;H de una distribucién N(0,1) y haciendo: Z; = 6ze1+fiy, t = T+1, T+
2, ...,T+h. Légicamente, si supusiesemos una distribucién diferente, muestreari-
amos de dicha distribucién de probabilidad. Alternativamente, podemos evitar
hacer dicho supuesto y muestrar mediante bootstrapping a partir de las realiza-
ciones muestrales observadas para Z;,t =1,2,...,T.

Si Z; tuviese dependencia temporal, tendriamos que modelizar dicha es-
tructura, por ejemplo, mediante: Z; = 0o + 61 Z¢—1 + &;,t = 1,2,..., T, hacer
un supuesto acerca de la distribucién de probabilidad de la innovacién &,, y
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seguir los pasos mencionados en el parrafo anterior para obtener una senda para
&,t=T+1,...,T 4+ h,y por consiguiente, para Z;,t =T +1,...,T + h.
Si Zr41 < 2%, eso significa que en T+ 1 estamos en el régimen 1, y hariamos:

Tr41 = 0u + Byrr + G1e741

A continuacién, vamos a T + 2. Si Zp o < 2%, eso significa que en T + 2
estamos de nuevo en el régimen 1, y hariamos:

Pry2 = &1 + B1Pr41 + G1€742

Si, por el contrario, hubiese sido Zp o > 2%, eso significaria que en T + 2
estamos en el régimen 2, y harfamos:

Prio = Go + Byfry1 + 026742

Como vemos, para estimar 77 ; en cada periodo, utilizamos el valor numérico
Pr4;—1 estimado el periodo anterior, con independencia de que estemos en el
mismo régimen o que hayamos cambiado de régimen.

Se produciria una situacién especiamente interesante cuando la variable Z,
que determina el cambio de régimen estuviera relacionada con alguna de las
variables explicativas del modelo. Podriamos entonces modelizar o no dicha
relaciéon. Por ejemplo, si la modelizamos:

Yy = o1+ BT+ Bojwr e 2 <c
Y = a2+ B+ Boswr tEr, 2> c
2z = 0o+ dw + dow] + uy

0, si no la modelizamos, pero condicionamos en una correlacién estimada:
p(zt,wy) = p*, entonces bajo supuestos de Normalidad, si son aceptables, po-
drfamos en un ejercicio de simulacién obtener sendas (z;,ws) con ese nivel de
correlacién, p*.

2.3.2 Simulaciéon de un modelo GARCH

Supongamos que hemos estimado un modelo GARCH:

Ty = o+ Bri_1 +ug,up~ N(O,a?),t =1,2,..,T
O'? = §0+51uf_1 +(520’?_1

y queremos simular una realizacién de dicha variable para T+1,T+2, ..., T+
h. Al estimar el modelo, habemos generado residuos: {1, s, ..., 41} ,asi como
una serie temporal de varianzas de la innovacién: {01, 62,65

El modelo nos da la prediccién de la varianza para T+ 1 :
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741 = 80 + 010y + 6267 3)

en funcién del dltimo residuo muestral y de la iltima varianza muestral.
Tomamos ahora una extraccién aletoria de una distribucién N(0,1), que de-
notamos por €741, y hacemos:

Ur41 = OT+1ET+1 (4)

con lo que dp4 se distribuye N(0, 52 +1)- A continuacién:

Try1 = &+ Bre + g

v ya tenemos la realizacién numérica para 77q.
Ahora, volvemos a repetir el proceso para T + 2 :

~2 ~2 ~2
Opqo =00 + 01071 + 02074

donde utilizamos para Gipy1, 65 41 los valores numéricos obtenidos en (4) y
(3) y el proceso se repite hasta T'+h. Posteriormente, podriamos generar cuantas
realizaciones quisiésemos para ese mismo perfodo: T+ 1, T + 2,...,T + h.

2.3.3 Simulando un modelo GARCH con cambio de régimen (prob-
abilidades exd6genas)

Supongamos que hemos estimado un modelo GARCH con cambio de régimen
con probabilidades exégenas:

re = Q1+ Byri—1 + up, up ~ N(0,0’%t),t =1,2,..,T

2 2 2
01y = 0o+ 01u;_q +d207_;

. T
Slzg <z, ¥:

re = o+ Bori—1 + v, v~ N(O,U%t),t =1,2,..,T

2
Oat

2 2
wo + wiUp_q + W05 _4

sizp > 2%,

Una vez estimado el modelo con datos: t = 1,2, ..., T, tendremos que generar
una senda simulada para la variable z; como hemos comentado méds arriba, para
{T +1,...,T + h}. Extraeremos asimismo una realizaciéon N (0, 1) para cada uno
de esos periodos.

Supongamos que Zr41 < 2%, de modo que en T+ 1 estamos en el régimen
1. Calculariamos:

~2 ~2 ~2
0-1’T+1 = (50 + (51’U,T + 520T
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pues tanto ur y 6% han sido obtenidos al estimar el modelo con la muestra
de datos t =1,2,...,T. Como en T + 1 estamos en el régimen 1, tomariamos la
realizaciéon N (0, 1) muestreada para ese periodo, ep41, y calcularfamos: Gy =
01, T+1€T+1, Y-

eyl = 01+ Birr + Urg

Sien T + 2 tenemos que Zp41 > 2%, estando en el régimen 2, harfamos:

2 o 2
03 742 = Wo + WU + W20

utilizando para &2T 41 €l valor numérico que obtuvimos en la ecuacién anterior
A2 a2
para T +1:07,1 =07 141

A continuacién, calcularfamos: 742 = G2 7426742, ¥:

rrye = Qo + Borry1 + Urgo

Es decir, como vemos, tomamos en cada periodo los pardmetros correspon-
dientes al régimen en que nos encontramos, lo que viene determinado por la
realizacién de la senda temporal de Z;. Sin embargo, en cada periodo, los val-
ores retardados de la varianza y de la innovacién son los calculados para el
periodo anterior, con independencia del régimen en el que estuviésemos en di-
cho perfodo.

En distintas sendas, al diferir los valores simulados para Z;,t = T+1,...,T+
h, tambien diferirian los regimenes en que nos hallamos en cada periodo. En todo
caso, incluso sin cambio de régimen, los valores numéricos de las innovaciones
serfan diferentes para las distintas sendas, obteniendo asi sendas diferentes.

Si lo que queremos es generar una serie temporal para t = 1,2,...,T a partir
de un modelo GARCH teorico, nos encontramos con que no podemos simular
el primer dato, por la estructura autoregresiva que tiene la ecuacién de la var-
ianza, y la ecuacién de la media, ademds, si es un proceso autoregresivo. Asi,
comenzaremos en 7' = 2. Primero extraemos una realizacién de una N (0, 1), con
T — 1 observaciones: t = 2,3,...,T.

Supongamos que Zy < 2*, de modo que en T' = 2 estamos en el régimen 1.
Querriamos hacer:

2 2 2
Ol = oo + 51’LL1 + 520’171

pero desconocemos u; y o7 . Lo natural seria sustituirlos por sus medias
muestrales. Por tanto, harfamos: u; = 0,mientras que para Uil tomarfamos la
varianza a largo plazo de dicho régimen: 0% = 6o/(1 — §; — d2). Por tanto:

3%,2 =60 4 0200 /(1 — &1 — b2)

Para calcular la rentabilidad 75 nos encontramos con que desconocemos 7.
Por analogia con lo anterior, sustituimos 71 por su media de largo plazo, a;/(1—
B1)- A continuacién:
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Gy = {1,262, cones ~ N(0,1)
fo = a1+ Byar/(1— )+t

Nétese que ya, ni u9 es igual a cero, ni 75 es igual a su media de largo plazo.
Para t = 3, si Z3 < Z2*, hariamos:

2 2 2 a2 R A2
0-1)3 = 60 +61U2+6201’2

i3 = !31,353

f3 = &1+ [P+ 13

Si en t = 3 hubiesemos estado en el régimen 2, habriamos utilizado los
pardmetros de dicho régimen sin mayor complicacién. Unicamente, el lector
debe darse cuenta de que es preciso construir las series temporales de volatil-
idades, innovaciones y rentabilidades para todos los perfodos, si bien en cada
periodo seleccionaremos unas u otras en funcion del regimen que venga indicado
por la realizacién numérica de la variable Uniforme para ese periodo.

2.4 Regresion cuantilica
Dado un cuantil g de la variable Y, la regresién cuantilica resuelve el problema:

T

(1(111151) Z (¢ — Ly, <atpe,) (Yt — (@ + Bzt))
Pl

0, equivalentemente:

(I(Illlgl) q Z (yr — (a+ Bzt)) — (1 —q) Z (g — (a + Bzy))
yt>atBry yr<a+Bxy
Noétese que la primera suma recoge residuos positivos, mientras que la se-
gunda suma recoge los residuos negativos, de modo que ambas sumas entran
positivamente en la funcién objetivo. Esta funcién generaliza el problema cono-
cido como Mean Absolute Regression:

T
min lys — (o + Bt)|
i 2

que utiliza como funcién de pérdida las dos bisectrices en los cuadrantes
que aparecen en el grifico izquierdo. Puede apreciarse en el grafico izquierdo la
funcién de pérdida cuadratica, del estimador MCO, asi como la correspondiente
a la regresiéon cuantilica. En ella se ve como para valores ¢ < 0.5 se asigna
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una mayor ponderacién! a los residuos negativos que a los residuos positivos,
sucediendo lo contrario cuando ¢ > 0,5. En Finanzas, dado que habitualmente
queremos cubrir el riesgo a la baja, este modelo suele utilizarse con valores de
q reducidos.

0,15 —
. e
0,1 - q.v“_ z
* Lee. .
0,05 - S ake AT . .
N /,r’ - .
< 0 - . Ga ak
) Lo
g 005 | . s, A
7’ e i ..
01 4. .S
7 .
0,154 T : . T T
015 01 005 0 005 01

En el grifico de la derecha se muestra el resultado de la regresién cuantilica
para varios valores del cuantil ¢ de Y. La linea punteada corresponde a ¢ = 0.1,
la linea gris corresponde a ¢ = 0.9, y la linea central se corresponde con la
mediana, es decir, con la Mean Absolute Regression. Es conocido que la recta
de regresién minimocuadratica pasa por el punto (7, Z). En cambio, la regresién
cuantilica pasa por un cuantil de la nube de puntos. Si ¢ es pequeno, por
ejemplo, ¢ = 0.1,entonces la mayoria de los puntos de la muestra quedard por
debajo de la recta de regresién correspondiente al g-cuantil. Esto se debe a que
los residuos negativos tienen asociado un peso muy importante en la funcién
objetivo, por lo que los coeficientes estimados tenderdn a generar pocos residuos
negativos (puntos con un valor de Y inferior al esperado de acuerdo con la recta
de regresién) y muchos puntos positivos (puntos con un valor de Y superior al
esperado de acuerdo con la recta de regresién).

En el Case Study I1.7.3.1 se analiza la relacién entre la rentabilidad del
indice FTSE100 y la rentabilidad del indice de volatilidad asociado, VFTSE. La
regresion cuantilica arroja el resultado que se muestra en las primeras filas de la
tabla. En la tabla se muestra asimismo el impacto estimado sobre la volatilidad
de una caida del 3% en el indice FTSE100:

LPor ejemplo, si ¢ = 0,25, los residuos negativos reciben una ponderacién 3 veces superior
a la que reciben los residuos positivos.
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Linear Quantile[Regressions
q 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
alpha (Solver)| (0,039 (0,025 (0,016 (0,006 0,001 0,008 0,016 0,027 0,045
Tlstatalpha| (21,815 (15661 (9,716  [4278 0,681 5920 10,366 = 14,952 16,957
beta(Solver)| (6,010 (5,784 (5,609 (5653 (5525 (5381 (5388 (5434 (5403
Tistat beta| (22,465 24,525 23,263 26,729 (27,687 @ [26,475 [23,975 [20,592 @ [13,622
[VFTSERtn| 14,10%  14,88%  15,26%  16,34%  16,67% 16,95% 17,74%  18,97%  20,76%
New VFTSE| 14,60 14,70 14,75 14,89 14,93 14,97 15,07 15,23 15,46
Distribucion de probabilidad de VFTSE en t+1

N ante un descenso de 3% en FTSE100
0,9 /
03 /
0,7
0,6 /
0.5
/
03 //
0,2
01 /

0 T T T T T

14,40 14,60 14,80 15,00 15,20 15,40 15,60

La interpretacion es que con probabilidad del 60%, el ascenso porcentual en el
indice de volatilidad VFTSE serfa superior al 16,34%, elevandose la volatilidad
(a partir de un nivel de 12,8) en un nivel por encima del 14,89. El grafico
muestra la distribucién de probabilidad de VFTSE(t + 1), a partir de su nivel
actual VFTSE(t) = 12,8 en el supuesto de que FTSE100 cayera un 3% en t+1.

Aunque hemos extendido la regresién habitual en el sentido de permitir que
los parametros estimados cambien entre distintas submuestras, todavia estamos
imponiendo una relacién lineal entre ambos indices. Sin embargo, cuando las
variables X e Y se relacionan a través de una distribucién distinta de la Normal,
la relacién entre ambas serd no lineal.

Para ello, nos apoyamos en la teoria de cépulas. Si ambas variables tienen
distribucién Normal y se relacionan mediante una cépula Normal, la curva cuan-
til es:

Y =pX +1-p2@7(q)

que es, efectivamente, lineal.

Sin embargo, si suponemos que las variables X, Y siguen distribuciones mar-
ginales Fi, F5, que previamente hemos especificado y estimado por Méxima
Verosimilitud, la curva cuantil de una cépula Normal es:

Y =F;! [<I> (p@_l(Fl(X)) + m@_l(q))}

mientras que la de una cépula t-Student es:
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v+ Tt (Fu(&))
U+]. v+1

Y =BT, | p 1t (FU(X)) + \/(1 - p?) (9)

mientras que si se relacionan a través de una cépula Clayon, la curva cuantil
es:

Y=ry! [(1 + F(X)™ (qfa/um) _ 1))”“]

v hay muchas otras cépulas para las que existe una expresién analitica como
las anteriores para la curva cuantilica.
La regresion cuantilica de cépula es la solucién al problema:

T
min Y (1= 1y <o, a0 W = (Qo(21,4:0)))
t=1

Estadisticamente, es méds eficiente si en vez de calibrar las distribuciones mar-
ginales por separado de la cépula, estimamos todo simultdneamente, resolviendo
el problema:

!

rg}erltzzl (q — 1ytSQq(xt7q;a79)) (Ye — (Qq(zt, 45 1, 0)))

Para estimar una cépula para representar la relacién entre VFTSE y FTSE100
suponiendo que siguen distribuciones marginales tipo t-Student, comenzarfamos
estandarizando los datos y estimando los grados de libertad de sus distribuciones
marginales estandarizadas, loq ue se hace en EIl.6.4. A continuacién, en Case
Study IL.7.1 se estima una regresién cuantilica para una cépula Normal, asi
como para una copula t-Student y una cépula de Clayton. Las distribuciones
condicionales de VFTSE(t+1) bajo el supuesto de que FTSE caiga un 1% en
t+1 se muestran en el grifico:

—0—Nozmal Copula Conditional
Ot Copula Conditional

@~ Clayton Copula Conditional

= Lincar Quantile Conditional

14,00 1450 15,00 15,50 16,00 16,50 17,00

donde podemos ver que tendrfamos una confianza del 90% de que la volatil-
idad de FT100 (VFTSE) no excederfa de 16,74 bajo la regresién de cépula
t-Student, o de 16,62 bajo la cépula Normal o de 15,59 bajo la cépula Clayton,
o de 15,46 bajo la regresién cuantilica lineal.
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2.4.1 Cobertura bajo regresiones cuantilicas de cépula

La cobertura de carteras es precisamente una de las situaciones en que un gestor
de riesgos puede estar interesado en minimizar el riesgo a la baja especificamente,
lo que sugiere el uso de regresiones cuantilicas en preferencia a la cobertura de
Minimos Cuadrados. El Case Study I1.7.3.2 analiza la cobertura de una cartera
equiponderada de Vodafone, British Petroleum y HSBC. Después de construir
una serie temporal de cotizaciones de dicha cartera, generamos la rentabilidad
de la cartera y del indice FTSE100 y estimamos el ratio de cobertura de Min-
imos Cuadrados es 0,547. Si utilizamos una regresién cuantilica con ¢ = 0,5
obtenemos un ratio de cobertura de 0,496, inferior al de minimos cuadrados.
Pero ninguno de estos dos modelos estd diseniado para dar una consideracién
especial al riesgo a la baja. Para ello, hacemos ¢ = 2, obteniendo un ratio de
cobertura todavia inferior: 0,482. Una menor posiciéon corta en el activo de
cobertura proporciona en este caso una mejor proteccién frente a riesgo a la
baja.

Para permitir relaciones no lineales entre las rentabilidades de la cartera y
el indice, estimamos: a) una regresién de cépula Normal con ¢ = 0,20, con
marginales t-Student, b) una regresién de cépula t-Student para ¢ = 0,20, con
marginales t-Student. Para ello, comenzamos estandarizando ambas rentabili-
dades. Estimamos el nimero de grados de libertad en 9,99 para FTSE y 10,16
para la cartera equiponderada. Obtenemos un ratio de 0,557 para la cépula Nor-
mal y de 0,555 para la cépula t-Student, ambos significativamente superiores al
ratio de la regresién cuantilica lineal, que era 0,482.

Por tdltimo, podriamos estimar un ratio permitiendo variacién temporal. Hay
varios procedimientos que podemos aplicar. El método EWMA (exponential
moving average model) genera un ratio de cobertura:

/6 - CO'UA(RCt,It)
E Vara(I)

siendo R, I; las rentabilidades de la cartera y el indice que utilizamos como
cobertura, FTSE100, en el instante t.
Ratio cobertura EWMA

1

0,3

0,6

0,4 -

02

Aug 05
Sep 06
Oct 06
Now-06
Dec-06
Jan-07
Feb-07
Mar-07
Apr0T
May-07
Jun 07
Jul07

Una cobertura cambiante en el tiempo puede estimarse mediante modelos
GARCH bivariantes sobre las rentabilidades del contado y del activo de cober-
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tura. De este modo, el ratio de cobertura se va adaptando a las situaciones de
mercado en funcion de cambios en las volatildades relativas de ambos activos
y de su correlacién, que pueden variar muy significativamente. [ver Lafuente y
Novales (2003), Andani, Lafuente y Novales (2009), y Novales y Urtubia (2014)
para coberturas cruzadas).

Este ejercicio muestra que hay un riesgo de modelo bastante significativo al
decidir coberturas 6ptimas. En este caso, el ratio de cobertura debe ser algo mas
reducido que el de minimos cuadrados si queremos que trate adecuadamente el
riesgo a la baja, pero ligeramente méds elevado si va a tener en cuenta la depen-
dencia no lineal entre rentabilidades que no siguen una distribucién conjunta
Normal. Ademads, los ratios de cobertura que reflejan mejor las condiciones
de mercado son considerablemente mas altos que los que se estiman utilizando
promedios muestrales. Sin embargo, no hay una regla general a este respecto.

3 Las dificultades del método de Minimos Cuadra-
dos en modelos no lineales

El procedimiento de Minimos Cuadrados no Lineales en este modelo consiste en
resolver el problema de optimizacién:

T T
. A _ . N P _ . o 2
min SR(B) = min Y (8) = min > [y — f(w, B)
t=1 t=1
lo que implica resolver el sistema de ecuaciones,

donde el vector gradiente es Tak, y f(X,0) es Txl. Este sistema puede
no tener solucién, o tener multiples soluciones. A diferencia del estimador de
Minimos Cuadrados aplicado a un modelo lineal, el estimador no es insesgado.
La matriz de covarianzas del estimador resultante es:

Var(d) — o2 [(8]”(;?55))/ <8f(ggﬁ)>1 _

que se reduce a la matriz de covarianzas o2 (X’X)~! en el caso de un modelo
lineal.

Si quisiéramos aplicar Minimos Cuadrados directamente, en el modelo ex-
ponencial,

Yt = f(xtae) +up = a_i'_ﬁleﬁzft:, T

con 0 = (o, 81, B5) , tendriamos que resolver el problema,
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mm SR(6 mlnz {ut( )] = i —(a+ B4 6ﬁ2$t)]2

que conduce a las condiciones de optimalidad,

Zyt = aT—&-BlZeﬁ?’”
Z ytefj’QﬂCt = « Z e/BQJJt + 61 Z 6252'“
Z ytl'teﬁth = Z xteQﬁzxt + ﬁl Z xt62[32xt

que carece de solucién explicita, por lo que debe resolverse por procedimien-
tos numéricos.

3.1 Aproximacién lineal del modelo no lineal

Para evitar recurrir a los métodos numéricos, en los que siempre es complicado
saber si hemos encontrado el tipo de solucién que buscdbamos, un primer en-
foque consiste en estimar la aproximacion lineal del modelo (1), alrededor de
una estimacion inicial,

f(xt,B) <W>B=f3 (5 - B) + Ui,

Haciendo el cambio de variable: yf = y; — f(2, 8) + (%fé’ﬁ))ﬁ B,@’, y
generando asimismo "datos” para cada una de las k variables definidas por el

gradiente (%&’5))6 5 ,podemos estimar el modelo lineal

of (z1,
i (222) s,

por el procedimiento habitual de Minimos Cuadrados.

Podemos pensar que en realidad estamos estimando un modelo distinto del
que pretendiamos, y que de poco nos servird, si el modelo que estimamos tiene
una variable dependiente y unas variables explicativas diferentes de las que
aparecian en el modelo original. Lo que sucede es que una vez mds (como
también sucede al estimar por MCG un modelo de regresién inicial en el que el
término de error tiene heterocedasticidad o autotocorrelacién), lo que hacemos
es transformar las variables del modelo para obtener otro modelo diferente, que
comparte con el primero los mismos coeficientes, y en el que la estimacién de
minimos cuadrados tiene buenas propiedades. Ademds, veremos pronto que esta
estrategia de estimacion se puede interpretar como el resultado de un verdadero
problema de minimizacién de la suma de cuadrados de residuos (ver algoritmo
de Gauss Newton, més adelante).
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La estimacion resultante es,

! -1 /
[(eeny (ot ] (ot

0

donde el vector gradiente es una matriz de pseudo-datos, de dimensién T'xk,
e y* es un vector Tx1.

Sustituyendo y* por la expresién que utilizamos para definir a esta variable,
podemos escribir el estimador como,

(5:2),, (50, (5.

Este resultado es muy interesante, pues permite poner en practica un pro-
cedimiento iterativo, del siguiente modo: en cada etapa, partimos de unos de-
terminados valores numéricos para los pardametros 3 del modelo, que utilizamos
para generar los errores de ajuste, @, y estimamos una regresién de dichos errores
sobre las variables que configuran el vector gradiente %ﬁtﬁ)

Los coeficientes estimados en dicha regresiéon son las correcciones que hay
que introducir sobre el estimador disponible en en dicha etapa para obtener un
nuevo vector de estimaciones. Para comenzar este proceso, hemos de empezar
con unas estimaciones iniciales, que se seleccionan bien utilizando informacién
muestral, o bien escogiendo valores numéricos que simplifiquen el modelo.

El estimador resultante tras la convergencia del procedimiento tiene una
distribucién asintética Normal, con esperanza matemdtica igual al verdadero
vector de pardmetros 3, y su matriz de covarianzas puede estimarse por,

S5, (5, e

A2 1 T ~9 . . ~ >
con Gy, = 7= » 1 U ,siendo el residuo iy = y; — f(x, 5).
Ms4s adelante veremos una interpretacion alternativa de este enfoque, que
resulta si aplicamos un algoritmo numérico a la funcién de Suma de Cuadrados
de los Residuos, directamente, no a una aproximacion de la misma.

B=p+

3.1.1 Ejemplo 1: Modelo exponencial con constante

Consideremos la estimacién del modelo exponencial:

Y = o+ B2 uy = flxy,0) + uy

con 6 = («, B4, B5) - El gradiente de la funcién f que define la relacién entre
variable dependiente e independiente es,
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Of(z,0 x 2\
(aet ) - (136ﬂ2 taﬁll‘teﬁz )

por lo que la aproximacién lineal al modelo original es,

; Of(x4,0)\ N B
Yt = f(xt79) + <89)0_é (0 — 9) +u, t=1,2,...,T,

que definiendo variables:

. 5 of (,0)\ 4 -
g = %_f@hm+<gﬁv 0=y + By Baele
6=0
ap = e
20 = Pyme’
conduce a estimar el modelo,
y; = a+ Bz + Bozar +ug, t=1,2,...,T (6)

A partir de unas estimaciones iniciales denotadas por el vector 0= (d, B 1 ,@’ 2) ,

generamos observaciones numéficas para la variable y;, asf como para las varaibles
Z1t, 22t, y procedemos a estimar el modelo (6), obteniendo las nuevas estima-
ciones numéricas de los tres pardmetros. Con ellos, podriamos volver a obtener
observaciones numéricas de y;, z1¢, 22¢, € iterar el procedimiento.

Como hemos visto antes, este procedimiento puede también ponerse en prac-
tica estimando la regresién de los residuos sobre el vector gradiente:

Uy = 0 + 01214 + G222y

Tanto el cédlculo del vectror de residuos como la generacién de datos para
el vector gradiente dependerdan de la estimacién concreta disponible en ese mo-
mento, y procederemos a la actualizacién de valores numéricos de los pardamet-
ros, mediante:

dn = 1 + do; Bl,n = 31,n71 + 013 BZ,n = BZ,nfl + 05

siendo 4y =y — f(¢,0n-1)-

3.1.2 Ejemplo 2: Modelo potencial

Supongamos que queremos estimar el modelo potencial:

y=a+ Bz +u,t=1,2,...,T

la funcién f(x, 8) es: f(zy, 8) = a+z;, de modo que el vector gradiente es:
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of (xt,8) <8f($t7ﬁ) Of (x4, B) Of (w4, B)
8\ oa ' 03 o

[Recordemos que la derivada de la funcién a7 con respecto a v es igual a
z7 Inz].

Noétese que para cada observacion ¢ tenemos un vector de tres valores numeéri-
cos para el vector %‘2’”5), que siempre tiene como primer elemento en este caso
el nimero 1.

A partir de unas estimaciones 3, calculamos los errores de ajuste:

> = (1,2/, Bx] Inzy)

’LALt =Yt — d—ﬂxz,t = 1,2,...,T

y estimamos una regresién con 4; como variable dependiente, y las tres variables
del vector %ﬁﬁ) como variables explicativas. El vector de estimaciones se
anade, con el signo que haya tenido (es decir, se suma si es positivo, y se resta si
es negativo), de las estimaciones iniciales, para tener una nueva estimacién. el
algoritmo continua hasta que alcance la convergencia, y el punto al que converge
se toma como estimacién del vector (.

En este modelo, una estimacién inicial razonable consistirfa en partir de v =
1,que simplifica el modelo haciéndolo lineal. Si estimamos una regresién lineal

por minimos cuadrados: y; = a + Bz, + ut,t = 1,2,.... T, el vector (d,B, 1) ,

donde & y [ denotan las estimaciones de minimos cuadrados del modelo lineal,
servirfan como estimaciones iniciale para comenzar el procedimiento iterativo.

4 Minimizaciéon de una funcion

Tedricamente, para estimar por méxima verosimilitud deberiamos derivar la fun-
cién de verosimilitud o su logaritmo (lo que suele ser mds sencillo, al menos bajo
Normalidad), respecto a cada uno de los pardmetros del modelo, y al igualar a
cero cada una de dichas derivadas, tendrfamos tantas condiciones de optimalidad
como pardmetros a estimar. Resolverfamos dicho sistema encontrando valores
numeéricos para cada pardmetro del modelo. Si se cunplen las condiciones de
segundo orden (hessiano del logaritmo de la funcién de verosimilitud definido
negativo en el vector de valores paramétricos que hemos obtenido como solu-
cién al sistema anterior, si estamos buscando un minimo, o definido positivo,
si estamos buscando un méximo), entonces podriamos decir que hemos hallado
un minimo o un mdximo local, respectivamente. Nétese nuestra insistencia en
que no habremos obtenido la solucién al problema de optimizacién salvo si la
funcién de verosimilitud es globalmente céncava, en caso de buscar un méximo,
0 convexa, en caso de buscar un minimo.

El problema bésico es que, excepto en .casos muy especificos, el sistema de
condiciones de primer orden no tiene solucién analitica, es decir, no pueden
despejarse en él los pardametros desconocidos. Ello hace necesaria la utilizacion
de un algoritmo numeérico de optimizacién.
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Consideremos una funcién F (f) cuyo minimo estamos buscando. Supong-
amos que disponemos de una estimacion inicial de los pardmetros desconocidos,
90, vy queremos obtener otra estimacién més préxima al verdadero vector. A
partir de una estimacién inicial del valor de dicho vector, @n_l, aproximamos la
funcién F'(.).

F o)~ F (0.)+[vF (8.)] (o~ én)% (0-8.) [v2F (8.)] (6-8.) = m o)

donde VF (97;) ,V2F (971) denotan, respectivamente, el vector gradiente y

la matriz hessiana de la funcién F, evaluados en el punto 9n Para encontrar una
estimacién numérica que mejore la que teniamos hasta ahora, 0,,, podemos min-
imizar el valor numérico del miembro derecho de la expresién anterior, tomado
como funcién del vector de pardmetros 6, M (). Al igualar a cero la derivada de
dicha funcién respecto de 8 tenemos,

M (0) = [VF (0.)] + [2F (0.)] (0-0n) =0

que conduce a,

~ ~ -1 o
=0, — [VQF (en)] [VF (en)] (7)
valor numérico que puede tomarse como la nueva estimacién, 9n+1. Por

supuesto, convendra comprobar que el Hessiano VZF (9n) es definido positivo.

Este es un algoritmo iterativo, conocido como algoritmo de Newton-Raphson.
Converge en una séla etapa al minimo local cuando la funcién F () es cuadrética.
En los demds casos, no hay ninguna seguridad de que el algoritmo vaya a con-
verger. Incluso si lo hace, no hay seguridad de que converja al minimo global,
frente a hacerlo a un minimo local. Ademads, no es posible saber si el limite
alcanzado es o no un minimo de naturaleza local. Por eso, conviene repetir
el ejercicio partiendo de condiciones iniciales muy distintas para, si converge,
certificar que lo hace a un minimo local peor que el alcanzado previamente.

El algoritmo se basa en condiciones de primer orden por lo que, cuando el
algoritmo converja, no sabremos si hemos alcanzado un maximo o un minimo,
y necesitaremos hacer alguna exploracién adicional. Si aplicamos la expresién
anterior a la minimizacién de una funcién cuadratica: F(6) = af* + bf + c,
obtenemos: 6,, = —b/2a, llegando a este punto critico de la funcién sin necesidad
de hacer ninguna iteracion.

La derivada segunda de M () es igual a {VzF (éoﬂ , por lo que si este
hessiano es definido positivo, estaremos aproximéndonos al minimo de la funcién
F (). Una vez calculado el valor numeérico de 6 en (7) lo tomamos como la
préxima estimacion, 0,. El procedimiento puede volver a repetirse, hasta que se
consiga la convergencia a un punto minimo. Cuando esto ocurra, sin embargo,
no sabremos si el minimo alcanzado es de naturaleza local o global, lo que
habremos de explorar siguiendo las pautas que daremos mas adelante.
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En este tipo de algoritmos puede utilizarse un pardmetro A de longitud de
paso, para tratar de controlar la velocidad de convergencia y, con ello, posibil-
itar que nos aproximemos al minimo global, o que no abandonemos demasiado
pronto una determinada regién del espacio paramétrico:

-1
0 =0, A[v2F (0.)]  [VF(6.)]

Hay que tener en cuenta que posiblemente esté incorporado en el programa
informético que se utilice para estimar modelos no lineales una determinada
magnitud para A, que el investigador puede alterar cuando observe cambios
bruscos en el vector de pardmetros.

En el caso de la estimacién por maxima verosimilitud, la funcién que quer-
emos minimizar es —In L (f), donde L (#) denota la funcién de verosimilitud.
Asi, tenemos el algoritmo numérico,

=0, [v%m(@oﬂflwm(éo) (8)

La matriz de covarianzas, una vez lograda la convergencia, es

Cov (B,) == [V*m (do)] B

que serd definida positiva en el caso de una distribucién de probabilidad
Normal para la innovaciéon del modelo, puesto que la densidad Normal es estric-
tamente céncava.

El estimador de maxima verosimilitud es eficiente, pero nos encontramos
a dos dificultades: una, la referida acercad e nuestro desconcimietno sobre si
hemos alcanzado un méximo local o global; otro, que las buenas propiedades
del estimador de méxima verosimilitud descansan en que el supuesto acerca de
la distribucién de probabilidad que sigue la innovacién del modelo sea correcto.
En muchas ocasiones se calcula el estimador bajo supuestos de Normalidad
porque es més sencillo, aun a sabiendas de que la distribucién de probabilidad
de la innovacién dista de ser Normal. El estimador resultante se conoce como
estimador de quasi-mdxima verosimilitud.

4.0.3 Algunas simplificaciones

La puesta en practica del algoritmo anterior requiere obtener las expresiones
analiticas de las derivadas primeras y segundas de la funcién F. Ello significa
calcular k (%£2) derivadas, que hay que evaluar para cada dato, utilizando los
valores numéricos de los pardmetros que en ese momento se tienen como es-
timacién, lo que puede ser un gran trabajo. Para evitar esta tarea pueden
adoptarse algunas posibles soluciones:

e sustituir el hessiano V2F (éo) por el producto del vector gradiente por si

N ~ /
mismo, VF (90) VF (90) , lo que genera una matriz cuadrada, simétrica,

definida positiva,
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e sustituir las derivadas analiticas por derivadas numéricas. Para ello, cuando
disponemos de un vector de estimaciones 9n,1, variamos ligeramente uno
de los pardmetros, y evaluamos numéricamente la funcién objetivo en el
vector resultante. El cambio en el valor numérico de F', dividido por la
variacién introducida en el pardmetro considerado, nos da una aproxi-
maciéon numérica a la derivada parcial con respecto a dicho pardmetro,
evaluada en el vector de estimaciones disponibles en ese momento,

e las derivadas analiticas se simplifican mucho, generalmente, si utilizamos
su esperanza matemadtica. Ello nos llevarfa al algoritmo iterativo,

0 =00+ [1(0)] Ry (%)

donde I (90) denota la matriz de informacién correspondiente a la dis-
tribucién de probabilidad que se ha supuesto para la innovacién del modelo:
I (@0> =F [—VQ In L (9())] . Este procedimiento se conoce como algoritmo de

scoring, y es muy utilizado, por su simplicidad. En tal caso, la matriz de covar-
ianzas del estimador resultante es,

vor () = 1 ()]

4.1 Criterios de convergencia

Antes de ello, vamos a establecer criterios de convergencia: decimos que el algo-
ritmo iterativo anterior ha convergido, y detenemos el procedimeitno numérico
de estimacién, cuando se cumple alguna de las siguientes condiciones:

e ¢l valor numérico de la funcién objetivo varia menos que un cierto umbral
previamente establecido al pasar de una estimacién 6,,_1, a la siguiente,
On,

F (én) - F (én—l) <é&3
e ¢l gradiente de la funcién objetivo, evaluado en la nueva estimacién, VF' (én) ,
es pequeno, en el sentido de tener una norma reducida. Para comprobar el
cumplimiento de esta condicién, puede utilizarse la norma euclidea: raiz
cuadrada de la suma de los cuadrados de los valores numéricos de cada
componente del gradiente, o puede utilizarse el valor numérico de cualquier

forma cuadrética calculada con el vector gradiente y una matriz definida
positiva.

e (0)] [7r (6] <=
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e la variacién en el vector de estimaciones es inferior a un umbral pre-
viamente establecido. Para comprobar esta condicién utilizarfamos una
norma del vector diferencia 6,, — 6,,_1,

(8 - 9n_1)’ (Bn—bur) <1

e se ha alcanzado el mdximo nimero de iteraciones establecido en el pro-
grama de cdlculo numérico que lleva a cabo la actualizacién de estima-
ciones descrita en (7). Esto se hace con el objeto de que el programa
de estimacién no continte iterando durante un largo periodo de tiempo,
especialmente, si no estd mejorando significativamente la situacién de es-
timacién.

El programa de estimaciéon puede disenarse para que se detenga cuando se
cumple uno cualquiera de estos criterios, o todos ellos. Es importante puntu-
alizar, por tanto, que al estimar mediante un algoritmo numérico, el investigador
puede controlar: i) las estimaciones iniciales, i) el maximo nimero de itera-
ciones a efectuar, y ) el tamafio del gradiente, iv) la variacién en el vector
de pardmetros y v) el cambio en el valor numérico de la funcién objetivo por
debajo de los cuales se detiene la estimacién. Cuando se utiliza una rutina
proporcionada por una librerfa en un determinado lenguaje, dicha rutina incor-
pora valores numéricos para todos los criterios senalados, que pueden no ser
los que el investigador preferiria, por lo que es muy conveniente poder variar
dichos parametros en la rutina utilizada. Alternativamente, lo que es mucho
mé&s conveniente, el investigador puede optar por escribir su propio programa
de estimacién numérica.

Estos aspectos afectan asimismo a la presentacion de los resultados obtenidos
a partir de un esquema de estimaciéon numérica: como generalmente no sabemos
si hemos alcanzado un 6ptimo local o global, esto debe examinarse volviendo
a repetir el ejercicio de estimacién a partir de condiciones inniciales sustan-
cialmente diferentes de las utilizadas en primer lugar, con objeto de ver si se
produce la convergencia, y cual es el valor de la funcién objetivo en dicho punto.
Conviene repetir esta prueba varias veces. Asimismo, cuando se presentan es-
timaciones, deberfan acompanarse de la norma del graidnet en dicho punto, asf
como de los umbrales utilizados para detener el proceso de estimacion, tanto
en términos del vector gradiente, como de los cambios en el vector de estima-
ciones, o en el valor numérico de la funcién objetivo, como hemos explicado en
el parrafo anterior.

4.2 Dificultades practicas en el algoritmo iterativo de es-
timacién
e Cuando se utilizan algoritmos numeéricos para la maximizacion de la fun-

cién de verosimilitud es frecuente encontrar situaciones en las que el al-
goritmo numérico encuentra dificultades para encontrar una solucién al
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problema de optimizacién. Es muy importante que, en todos los casos en
que la rutina de estimacién o de optimizacién se detenga, examinemos cuél
es el criterio de parada que ha actuado. Cuando el programa se ha escrito
de modo que se detenga cuando se cumple alguno de los criterios antes
senalados, conviene incluir en el programa un mensjae que haga explicito
cudl de los criterios ha conducido a su parada, de modo que reduzcamos
el umbral asociado a dicho criterio.

Si la razén es que se ha excedido el méximo nimero de iteraciones prop-
uesto en el programa, siempre se debe volver a ejecutar dicho programa.
En la mayoria de los casos, es razonable elevar el nimero méximo de it-
eraciones y, posiblemente, comenzar a partir del vector de pardmetros en
el que se haya detenido.

En ocasiones la rutina numérica itera un nimero reducido de veces vy,
sin exceder del maximo nimero de iteraciones, se detiene en un punto
muy proximo al que hemos utilizado como condiciones iniciales. Esto
puede deberse a que los umbrales de parada que hemos seleccionado, o
que estdn escritos como valores por defecto en la rutina que implemente el
algoritmo numérico son demasiado grandes. Asi, en los primeros calculos,
los cambios en las estimaciones o en el valor de la funcién objetivo son
inferiores a dichos umbrales, y el algoritmo se detiene. Deben reducirse
dichos umbrales y volver a estimar.

Si el programa se detiene sin exceder el méximo nimero de iteraciones,
es importante comparar los valores paramétricos en los que se detiene,
con los que se utilizaron como condiciones iniciales. Esta comparacién
que, lamentablemente, no suele efectuarse, muestra frecuentemente que
en alguno de los pardmetros el algoritmo no se ha movido de la condicién
inicial. Salvo que tengamos razones sélidas para creer que dicha condicién
inicial era ya buena, esto significa que, o bien el algoritmo estéd teniendo
dificultades para encontrar en que sentido mover en la direccién de di-
cho pardmetro para mejorar el valor numérico de la funcién objetivo, o
no ha tenido suficiente posibilidad de iterar en esa direccién, dadas las
dificultades que encuentra en otras direcciones (o pardmetros). En estos
casos quizd conviene ampliar el nimero méximo de iteraciones, y quiza
también reducir la tolerancia del algoritmo (la variacién en 6 o en F que
se ha programado como criterio de parada), para evitar que el algoritmo
se detenga demasiado pronto.

Todo esto no es sino reflejo, en general, de un exceso de parametrizacion,
que conduce a que la superficie que representa la funcién objetivo, como
funcién de los pardmetros, sea plana en algunas direcciones (o pardmet-
ros). Esto hace que sea dificil identificar los valores numéricos de cada
uno de los pardmetros del modelo por separado de los demés, por lo que el
algoritmo encuentra dificultades en hallar una direccién de bisqueda en la
que mejore el valor numérico de la funcién objetivo. Una variacién, incluso
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si es de magnitud apreciable, en la direccién de casi cualquier parametro,
apenas varfa el valor numérico de la funcién objetivo. Por eso, el algoritmo
no encuentra un modo de variar los valores paramétricos de modo que la
funcién objetivo cambie por encima de la tolerancia que hemos fijado, y
se detiene. En estos casos, el gradiente va a ser también muy pequeno,
que puede ser otro motivo por el que el algoritmo se detenga. De hecho,
la funcién objetivo varfa de modo similar (poco, en todo caso) tanto si
el algoritmo varia uno como si cambia varios pardmetros, que es lo que
genera el problema de identificacién, similar al que se obtiene en el mod-
elo lineal general cuando existe colinealidad entre alguna de las variables
explicativas. Las dificultades en la convergencia del algoritmo producidas
por una excesiva sobreparametrizaciéon del modelo se reflejan en unas ele-
vadas correlaciones de los pardmetros estimados. Como en cualquier otro
problema de estimacién, conviene examinar no sélo las varianzas de los
pardmetros estimados, sino también las correlaciones entre ellos.

4.3 Estimacién condicionada y precisién en la estimacién

Para tratar estas situaciones, cuando se identifican uno o dos parametros al-
tamente correlacionados con los demds, puede llevarse a cabo una estimacién
condicionada, fijando valores alternativos de dichos pardmetros a lo largo de
una red, maximizando la verosimilitud respecto de los demés, y comparando
resultados para alcanzar el maximo absoluto. En otras ocasiones, sin necesidad
de incurrir en dificultades numeéricas, se aprecia que imponer un valor numérico
para uno o dos parametros simplifica enormemente la estructura del modelo a
estimar, por ejemplo, haciéndola linear. Si este es el caso, puede establecerse
una red de busqueda en dichos pardmetros y, para cada uno de ellos, estimar
el modelo lineal resultante. Se resuelve asi un conjunto de muchos problemas
simples, frente a la alternativa de resolver un tnico problema complicado que
es, en ocasiones, mucho més dificil.

Una limitacién de esta estrategia de estimacién, que tantas veces simplifica
el problema computacional, es que no nos proporciona una estimacion de la var-
ianza para el pardmetro o los pardmetros sobre los que se ha hecho la estimacién
condicional. Segin cudl sea el grado de simplificacién alcanzado, podriamos no
tener varianzas para ninguno de los pardmetros. Esto sugiere una cuestiéon ain
mas profunda, acerca del significado real de las varianzas proporcionadas por
el problema de estimacién. En realidad, lo que el investigador quiere tener es
una medida del grado de precisién obtenido en su estimacion, y ello bien puede
depender del objetivo final de la estimacién del modelo. Por ejemplo, consid-
eremos el habitual problema de calcular la volatilidad implicita de una opcién.
Obtener las sensibilidades de la respuesta a dicha pregunta a variaciones en el
valor de alguno de los pardametros que se fija equivale a determinar un rango de
confianza para el pardmetro que se estima.

Consideremos que el subyacente de una opcién call cotiza a 100, que el precio
de ejercicio de la misma es 95, el tipo de interés, supuesto constante hasta el
vencimiento, es 7,5%, el plazo residual es 3 meses, y el precio de la opcién es de
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10. La inversién de la férmula de Black Scholes (BS) proporciona una volatilidad
de 31,3%. Este no es un problema estadistico, y no se ha llevado a cabo ningtin
proceso de muestreo. Sin embargo, el usuario que conoce la limitaciéon del
modelo BS por los supuestos que incorpora, puede estar dispuesto a aceptar un
rango de valores de volatilidad que no generen un precio tedrico que se separe
en més de 0,25 del precio observado en el mercado. Ello le llevard a considerar
un rango de volatilidades entre 29,8% y 32,7%.

La misma idea puede aplicarse en un problema de estimacién para evaluar
la precisién con que se ha estimado un determinado pardmetro. En funcién de
la utilidad que se vaya a dar al modelo, el usuario puede determinar que estd
dispuesto a aceptar variaciones de hasta un 1% alrededor del valor de la funcién
objetivo que ha obtenido en su estimacién. Se trata entonces de perturbar el
valor numérico del pardmetro cuya precisiéon se quiere medir, y estimar condi-
cionando en dicho valor mientras que el valor resultante para la funcién objetivo
satisfaga la condicién prefijada. Se obtiene as{ numericamente, un intervalo de
confianza alrededor de la estimacién inicialmente obtenida. En principio, esta
regién no tiene por qué coincidir con la tradicional regién de confianza. Puede
resultar extrano hablar de regiones de confianza paramétricas en el caso del
célculo de la volatilidad implicita pues, como hemos dicho, no es realmente un
problema estadistico. Existe un razonamiento distinto del anterior, con més
base estadistica que conduce asimismo a una regién de confianza paramétrica.
Para ello, consideremos que el usuario de la expresién BS, consciente de que
el tipo de interés relevante no va a permanecer constante hasta vencimiento,
y desconociendo su evolucién establece un conjunto de posibles escenarios de
evolucién de los tipos, cada uno acompanado de una probabilidad que recoge
la mayor o menor verosimilitud asignada a dicho escenario, e identifica cada
escenario con distintos niveles constantes del tipo de interés. Calculando la
volatilidad implicita para cada nivel de tipos de interés considerado, mientras
se mantienen constantes los restantes pardmetros, generariamos una distribu-
cién de probabilidad para la volatilidad implicita. Por supuesto, este argumento
se puede generalizar el caso en que la incertidumbre a priori se recoge en la forma
de una distribucién de probabilidad multivariante para el vector de pardmetros
sobre los que se condiciona en el proceso de estimacién.

5 Estimacién por Minimos Cuadrados

Si queremos obtener el estimador de Minimos Cuadrados del modelo no lineal,
querremos minimizar la funcién,

F(0) =Y (y — f(z1,8))* = SR(B)

t=1

v la regla iterativa anterior se convierte en,
. A ~ -1 ~
ﬁn = Bn—l - [VZF (ﬂn—1>} |:VF (ﬂn—1>}

33



en la que es facil ver que,

VF (Bn_l) _ 85R Z LIIt, w
t=1
T

2 ~ . 825R 8f l’f, af QTf, 6 f l‘f,
VA (Bua) = aﬂaﬁ Z( ) ( > Z 6686 t

en este caso, el algoritmo de Newton-Raphson consiste en:

5 () (L) P, ] [0,

t=1 t=1

ﬁn = Bn—1+

El estimador resultante es asintéticamente insesgado, con matriz de covari-

anzas,
o[ (o))

estimandose el pardmetro o2 del modo antes referido, mediante el cociente
de la Suma de Cuadrados de los errores de ajuste y el nimero de grados de
libertad del modelo.

El algoritmo de Gauss-Newton consiste en ignorar la presencia de la segunda
derivada en la matriz inversa anterior, y considerar el esquema iterativo,

> (Mle) (e B))'] h li ngﬂ)ut]

t=1 t=1

Z:))n = Bn—l +

Al despreciar la segunda derivada, este algoritmo entra en dificultades cuando
la superficie a optimizar no tiene suficiente curvatura que, como veremos més
adelante, son las situaciones que en términos estadisticos, corresponden a iden-
tificacién imperfecta de los pardmetros del modelo.

El interés de este segundo algoritmo estriba en que la expresién matricial
que aparece en el segundo sumando corresponde con las estimaciones de min-
imos cuadrados del vector de errores, calculado con las estimaciones actuales,
sobre las k variables definidas por el vector gradiente of (ﬁé’ﬁ Son k variables,
tantas como pardmetros hay que estimar, porque el vector gradiente consta de
una derivada parcial con respecto a cada uno de los k pardmetros del modelo.
Las estimaciones resultantes son las correcciones a introducir sobre las actuales
estimaciones del vector 8 para tener un nuevo vector de estimaciones numéricas.

Como podemos ver, este es el mismo estimador que resulta de aplicar Mini-
mos Cuadrados a la aproximacién lineal del modelo no lineal.
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5.1 [Ilustraciéon: El modelo exponencial con constante

Consideremos de nuevo la estimacién del modelo exponencial,
Y = o+ B2 +uy = flxy,0) + uy

Si denotamos por F (6) la funcién Suma de Cuadrados de Residuos, tenemos el
gradiente y matriz hessiana,

0 ’0 l 9 5 T i\ A
VFE (0) = _22 %Ut = —22 87];151” = —QZ (17662' t7ﬁlxt652-/t) Qs

) af\’ 92
V2F(0) = 22(0?) (a?) 42%@ =

T 1 P2t Bl T 0 0

= 2 Z ePate e2Pawt Bizie2feme | — 2 Z 00
t=1 \ Bizel2® B ae2P2® ﬁ%xfewﬂt t=1 \ 0 xyef27
T 1 B2t ﬁlxteﬁgzt

= 2 Z P2t e2Bam —xeP2%q, + B xe2P2t

~
I
—

y el algoritmo de Newton-Raphson consiste en actualizar los valores numéri-
cos de los pardmetros mediante el esquema,

Oy = 0,1 — [V2F (9%1)}_1 VF (én,l)

El algoritmo de Gauss-Newton es una versién simplificada del anterior, susti-
tuyendo la matriz hessiana por el producto,

£, (%)
=1 00 0=0 a0 =0

lo que equivale a despreciar las derivadas de segundo orden. La aproximacién
serd apropiada por tanto cuando la funcién a optimizar sea aproximadamente
cuadratica. En ese caso, el hessiano seria constante. Como en la expresién del
algoritmo Newton-Raphson aparece la suma de productos del hessiano por el
residuo, si el hessiano es aproximadamente constante, la suma seria proporcional
a la suma de residuos, que deberia ser pequenia (seria cero si el modelo fuese
lineal).

Bajo esta aproximacién, tenemos el esquema iterativo,

/ -1 T
Of: oft of (4, B) .
Z <59>9—(§n1 <89>9—én1] Lz_; B ut}

t=1

én = én—l +
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que, como puede verse, coincide con la estimacién de la aproximacién lineal
al modelo no lineal que antes analizamos.

—1

T 1 B2t Byxielamt T U
Op =0p_1+ E P2 2Pt Brape2P2e E eP2iqy,
2 ~
t=1 \ Biziel2®t  Bxie?Pe Big2e2Pav t=1 \ Biziel2Teiy

Pero lo verdaderamente interesante del algoritmo de Gauss-Newton es que
la actualizacién en el estimador puede llevarse a cabo mediante una regresién
de los errores de ajuste, calculados con el estimador actualmente disponible,

iy =y — f(x, B)
sobre el vector gradiente de la funcién f ,%.En el modelo exponencial se
tratarfa de una regresién de 4, sobre las tres variables explicativas:

Ofe
Vii=—r=(1 eP% Bzl )
00
Los coeficientes estimados en esta regresién auxiliar se anaden a los actuales
valores numéricos de los pardmetros para obtener el nuevo estimador, y se con-

tinia de modo iterativo hasta lograr a convergencia del algoritmo.

5.1.1 Condiciones iniciales

En algunos casos, puede comenzarse de estimaciones iniciales sencillas. En el
modelo potencial:

Y = o+ ] +uy

es razonable comenzar con v, = 1, lo que reducirfa el modelo a una regresién
lineal simple. Por tanto, estimando dicha regresién, si obtenemos estimaciones
ag, By, el vector de estimaciones iniciales seria: (av, B¢, 1) .

Sin embargo, la sencillez puede generar dificultades numéricas. Por ejemplo,
la estructura del modelo exponencial sugiere comenzar de 5, = 0, con lo que
desapareceria el término exponencial, y o = 0, con lo que tendrfamos 8, = ¥, y
residuos: 4; = y; — 3. Sin embargo, en este caso, las matrices a invertir en los
algoritmos de Newton- Raphson y Gauss-Newton resultan, respectivamente:

T 1 1 YTt T 1 1
2 Z 1 1 —Z‘t’&t + gl‘t = 2 Z 1 1
t=1 \ gy —mly + YT —22Yhy + yra? t=1 \ YTy —TYr + 29T
T 1 1 th
Z 11 gz
— = —2 2
t=1 \ YTy YTy Y Xy

siendo la segunda de ellas singular.
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Afortunadamente, las condiciones de optimalidad del procedimiento de Min-
imos Cuadrados nos sugieren cémo obtener estimaciones iniciales razonables.
Notemos que la primera condicién puede escribirse,

a=m(y) — Bym(e”™)

que, sustituida en la segunda, nos proporciona,

miyee’*) = m(e"* m(y) = By [m(e?*)]" + fm(e*=)

Dado un valor numérico de ,, tenemos,

_ m(ye?2") —m(eP2")m(y)
m(eaze) — [m(ePae)
que, como es habitual, tiene la forma de cociente entre una covarianza y una

varianza muestrales.
La tltima condicién de optimalidad nos dice,

B

m (ytxteﬁﬂt) =am (mteQBth) + Bym (Itezﬁzmt)

que proporcionarfa otra eleccién de [,

m(zee?’=2" )m(y)

m(zee2B27t) — [m(z,e2B220)]?

m(ysrel2t) —

/61:

Podriamos optar por escoger el valor numérico de 8, con cualquiera de ellas.
También podriamos caracterizar la interseccion, si existe, de las dos curvas para
elegir ambos pardmetros, 8, y Bs.

Ejemplo 4: Un modelo no identificado Supongamos, por iltimo, que
pretendemos estimar el modelo,

Yt = a+ 3182 + w

en el que la aplicacién del algoritmo de Newton-Raphson resulta en,

a(n) a(n—l)

T 1 Bat Bixt 0 0 0
n n—1
G BV |+ Z Bory  B3a7 5%52%2 - Z 00 =z |w
gn) én_l) =1\ Biae B1Baxf Bizs® t=t \ 0 =z 0
mientras que el algoritmo de Gauss-Newton consistiria en:
a™ a(”’i) 1 Bty By I 1
gn) = ﬁgn_ : + Z Boxt ,B%z% 5162$§ : Z efame Uy
& pIY ) N Bumr BiBer? Biu =1\ B
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y, como puede apreciarse facilmente, la matriz a invertir es singular, por lo
que no puede aplicarse este algoritmo. Esto se debe a que 1 modelo presenta
un obvia dificultad, comol es geu no puede sintiguir entre los pardmetros [,
y Bo. Puede estimarse con cierta precisién su producto, pero no sus valores
individuales. El modelo no estd identificado, y esa es la razén de que las filas
de la matriz Hessiama sean proporcionales entre si, generando la singularidad.
De hecho, la matriz a invertir en el algoritmo Newton-Raphson serd asimismo
aproximadamente singular, y muy probablamente, el investigador encontraria
muy serios problemas numeéricos.

Ejemplo 5: Modelo potencial Consideremos la utilizacién del modelo po-
tencial para estimar la relacién entre el tipo de interés a largo plazo R; y el tipo
de interés a corto plazo 7y,

Rt :ﬁl +ﬁ27az+Ut

son,

T
S (R =B —Bor]) = 0

t=1

T
Z(Rt—51_/327";{)7“3 =0

t=1
T

BQZ (R — By — Byr{)r{Inry = 0
t=1

que constituyen las ecuaciones normales del problema de estimacién. De las
dos primeras ecuaciones, obtenemos,

T T
SR = TBi+By» ] =Tm(R)=T8, +B,Tm(r") = B, = m(R) — Bym(r7)
t=1 t=1
T T T
SRl = B> rl 4By Y 1’ = Tm(RrY) = Tm(R)m(r") — BTm(r")* + ByTm(r*) =
t=1 t=1 t=1

_ m(Rr7) —m(R)m(r")
= P2= m(r27) — m(rY)>?

El primer resultado sugiere que la estimacién del término independiente se
obtenga, una vez estimados (5 y 7, de modo similar a como se recupera el
término independiente en la estimacién de un modelo lineal.

Lo més interesante es observar que la segunda ecuacién sugiere estimar el
pardmetro 35 en funcién de momentos muestrales de algunas funciones de los
tipos a largo y a corto plazo. Para calcular dichos momentos precisamos conocer
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el pardmetro v, pero también podemos poner en marcha una bisqueda de red
puesto que, por las caracteristicas de la funciéon de consumo, dicho pardmetro
ha de ser positivo y no muy elevado. Por tanto, una red que cubra el inter-
valo (0.5,2.0) puede ser suficiente. De hecho, para cada valor numérico posible
de v podemos utilizar la expresién anterior para estimar [,,sin necesidad de
optimizar, y después utilizar la primera condicién de optimalidad para estimar

By

Ejemplo 6: Una funcién de consumo (Una aplicacién distinta del
mismo modelo anterior) Para apreciar el grado de dificultad, consideremos
las condiciones de optimalidad correspondientes a la estimacién por minimos
cuadrados del modelo de consumo,

Cy = 61 +52Y? + ut

en el que la funcién f(X, ) tiene gradiente:

O1ELB) (1%, 627 )

op

que son,

I
o

T
> (Co— By = BoYY)

t=1

I
=

T
D (Cr =By = BY) Y,

t=1
T
B Z (Cy =B, —BY )Y InY; = 0
t=1

que constituyen las ecuaciones normales del problema de estimacién. De las
dos primeras ecuaciones, obtenemos,

T T
NG = TB+B8,Y Y =Tm(C) =TB, +BIm(Y") = B, =m(C) — Bym(Y")
t=1 t=1
T T T
YOy = B Y 4B, YT = Tm(CYY) = Tm(C)m(Y7) = ByTm(Y7)? + ByTm(Y?7) =
t=1 t=1 t=1

~ m(CY7) —m(C)m(Y"7)
7T T - m(vy

Este procedimiento funciona muy bien desde el punto de vista numérico,
como puede verse en el archivo Ajuste consumo.xls. La tnica limitacién del
método es que no proporciona la estructura de varianzas y covarianzas que per-
mitirfa llevar a cabo el anélisis de inferencia estadistica al modo habitual. Puede
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analizarse, sin embargo, la regién paramétrica consistente con un incremento en
la Suma de Cuadrados de Residuos inferior a un cierto umbral de, por ejemplo,
un 5%. Esto serfa como construir una regién de confianza del 95% para el vector
de pardmetros.

Ejemplo 7: Modelo exponencial sin constante. Consideremos ahora la
estimacién del modelo,

Y = e’ +uy = fay,0) + ug

con 0 = (a, B) . Entre muchas otras aplicaciones, este modelo se ha utilizado
para representar una funcién de demanda de dinero, que relaciona la cantidad
de saldos monetarios reales en la economia en funcién de las expectativas de
inflacion:

Py
El gradiente de la funcién f que define la relacién entre variable dependiente
e independiente, es,

d
M, .
( t) =™ oy, t=1,2,...,T, a>0,3<0

8f(get,0) _ (eﬁzf,axteﬁ“)/

Es importante apreciar la expresién analitica de las derivadas parciales de

esta funcién,
% = afBe’®t, @
Ox Ox?
Como la funcién exponencial es positiva con independencia del signo de 3
y de z;, tenemos que la primera derivada tendrd el signo del producto af,
mientras que la segunda derivada tendré el signo del pardmetro «. Esto nos
puede dar pautas para la eleccién de condiciones iniciales. Por ejemplo, si la
nube de puntos de y; sobre z; tiene un perfil decreciente y convexo, tendriamos
un valor positivo de «, debido a la convexidad, junto con un valor negativo de

3.

= aB%ef,

Aproximacién lineal La aproximacién lineal a este modelo es,

o (OF (@ 0) ; B
Yt = f($t70) + <89)9_@ (0 — 9) =+ U, t= 1,27 ...,T‘7

A p .’_l/‘f / A
que, definiendo las variables y; = y; — f(z,0) + (W) =

ePr 20, = axpeP® puede escribirse:

yr = oz + Brog Fug, t=1,2,..,T, (9)
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A partir de unas estimaciones iniciales denotadas por el vector 6 = (&, B) ,

generamos observaciones numéricas para la variable y;, asf como para las vari-
ables z1¢, 294, ¥ procedemos a estimar el modelo (9), obteniendo las nuevas
estimaciones numéricas de o y 5. Con ellos, podriamos volver a obtener series
temporales para las variables y;, 214, 22¢, € iterar el procedimiento.

Como es sabido, este procedimiento puede también ponerse en préctica es-
timando la regresion,

Uy = d121¢ + 02224
y procediendo a la actualizacién de valores numéricos de los pardmetros,
Gy = Gy + 61; /671, = ﬁn—l + d2

siendo iy = y; — f(cct,én,l).

Condiciones iniciales Si denotamos por F' (6) la funcién Suma de Cuadra-
dos de Residuos,

T T T
m@in SR(0) = m@inzm (@) = meinz (g — f(x,0)* = meinz (ye — aeﬁ’”’:)2
t=1 t=1 t=1

que conduce a las condiciones de optimalidad,

Zyteﬁfbt _ a26261t
Zytzteﬁzt = oszteQth

donde la primera condicién sugiere tomar como estimacién inicial,

m(ye’”)
m(e267)

mientras que de la segunda condicién tenemos:

@:

- m(yxel?)
= m(ze2bx)

Ejercicio practico con rutina Matlab El programa demdir.m analiza
detalladamente este modelo 1, = aef% 4 u,.

El programa comienza generando una serie temporal de datos simulando la
variable z; a partir de un proceso i., id., N(u,02), y para el término de error del
modelo a partir de un proceso N (0, 02). Por tiltimo, generamos la serie temporal
de datos para y; utilizando la estructura del modelo y las series temporales de
z¢ v de ug, una vez que hemos fijado valores numéricos para los pardmetros a y

3.
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Con las series temporales {y;, 7;}7_;, podemos estimar el modelo siguiendo
varios procedimientos:

e Utilizando la instruccién "fminunc" de Matlab, para minimizar la suma
. . T 2
de cuadrados de los residuos o errores de ajuste Min >, [y — ce’*]
a,B -

e Utilizando la instruccion "fsolve" de Matlab, que encuentra las raices o
soluciones de una ecuacién lineal o no lineal, lo que se puede aplicar al
sistema formado por las dos condiciones de optimalidad o de primer orden
del problema de minimizacién de la suma de cuadrados de los errores,

T
QZ yt—ae’BT’ Pz = 0
t=1

-2

[M]=

(yt — aeﬁ“) azie® = 0

t=1

e Utilizando el algoritmo de Gauss-Newton (13), con expresiones analiticas
para el gradiente (10) y el hessiano (11) de la funcién objetivo, que es
la Suma de Cuadrados de los errores de ajuste. Tenemos el gradiente y
matriz hessiana,

=23 i - 230 Ui = 23 (a0 (10)

T 2Bz 2By Bxy
2 B e axie Ti€
ViR(©) = 22( ri0e?B ?p2e?Be ) 22( ziePTt x2aefe bmt)
25517t T eﬁﬂit (aeﬁl’t _ r& )
B ) t t)
Z < xteﬁxi aePrt — ut) xfozeﬁxf (aeﬁmf — ut) >

por lo que el algoritmo de Newton-Raphson serfa,

T 2Bw¢ Bt By o T By
T e Tie (ae - ut) e
On = On1 Lz:l ( xpePTt (aeﬁxf — ﬁt) r2aebT (aeﬁxf — ﬁt) > ; < axeB
(12)

mientras que el algoritmo de Gauss-Newton seria,
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e Utilizando el algoritmo de Gauss-Newton (13), con evaluacién numérica
de las derivadas parciales que aparecen en el gradiente (10) y el hessiano
(??) de la funcién objetivo, que es la Suma de Cuadrados de los Errores:

af = lim f(xl’ =i TE, "75[’.”) — f(xlv sy Ly — &, ..7xn)

Ox; e—0 2e ye=12..m
3

.  derivadas < Lo s

siendo las derivadas segundas: 5 97 Bx , donde g = 5L, de modo que:

i
2
of i fx1,.zit+e, . zj+e, .,xn) — flT, . xi+e, . x5 —e, ., xn) — f(T1,.. 0 —€,..,; + &, .., Ty)

dx;dx; -0 42

6 Estimador de Maxima Verosimilitud

Otra estrategia de estimacion consiste en utilizar un procedimiento de Médxima
Verosimilitud, lo que requiere establecer un determinado supuesto acerca del
tipo de distribucién que sigue el término de error (innovacién) del modelo. El
estimador resultante es eficiente supuesto que la hipétesis acerca del tipo de
distribucién sea correcta. En el caso de que supongamos que u; ~ N(0,02), la
funcién de verosimilitud es,

y su logaritmo,

T T
1nL(5703):—§ln27r—§lnoi Zl Flze, 8))?
cuyo gradiente, de dimensién k + 1 hay que igualar a 0;41 para obtener la
estimacién de Méxima Verosimilitud.
En el caso del modelo exponencial:

T
In L(y, x4,0,0%) = —gln%r—glnai 297 Z —(a+ 64 eﬁazr))
Tu i
tendremos el conocido resultado de que, bajo el supuesto de Normalidad
para el término de error, los valores numéricos para los componentes de 6 =
a, B, By, 02) que maximizan la funcién de verosimilitud coinciden con los val-
ores numeéricos que minimizan la suma de cuadrados de los errores de estimacién.
En este procedimiento, sin embargo, a diferencia de la estimacién por Min-
imos Cuadrados, consideramos la estimacién de la varianza del término de er-
ror, o2, simultdneamente con la de los pardmetros que componen el vector
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B = («a, 81, B5). La ecuacién de optimalidad correspondiente nos dird, como tam-
bién es habitual, que la estimacion de médxima verosimilitud de dicho pardmetro
se obtiene dividiendo por 7T la suma de cuadrados de los residuos que resultan al
utilizar las estimaciones de méxima verosimilitud de los pardmetros que entran
en 6.

Si queremos maximizar el logaritmo de la funcién de verosimilitud, ten-
dremos F (§) = —In L(B,02) y el algoritmo Newton-Raphson es,

6o _p . (PPImLE) ! d1n L(0)
no el 0000 ) o5 \ 00 ),

y el estimador resultante es asintéticamente insesgado, con distribucién Nor-
mal y matriz de covarianzas,

9 -1
Var (9n) =- (8 lnL€9)>

0600 9=0,

que sera definida positiva en el caso de una distribucién de probabilidad

Normal para la innovacion del modelo, puesto que la densidad Normal es estric-

tamente céncava.

El algoritmo conocido como quadratic hill-climbing consiste en sustituir en

cada iteracion la matriz hessiana por,

ViF (9n_1) + plg

de modo que sea siempre definida positiva. Cuando esta correccién se intro-
duce en el algoritmo de Gauss-Newton, se tiene el algoritmo de Marquardt.

El algoritmo de scoring consiste en sustituir la matriz hessiana del logaritmo
de la verosimilitud, por su esperanza matemadtica, la matriz de informacién
cambiada de signo, lo que simplifica mucho su expresién analitica y, por tanto,
los célculos a efectuar en cada etapa del algoritmo,

b=+ [16.0)] (Z W)
n—1 6=

t=1 01

y la matriz de covarianzas del estimador resultante es, por supuesto, la in-
versa de la matriz de informacién.
Su matriz de covarianzas es la inversa de la matriz de informacion,

t=1

donde 6 = (B,02) y Inl;(0) denota el logaritmo de la funcién de densidad
correspondiente a un perfodo de tiempo. En el caso habitual en que los pardmet-
ros de la matriz de covarianzas son diferentes de los pardmetros que entran en
el modelo f(z¢,8), es facil probar que esta matriz de covarianzas es diagonal a
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bloques, en 3y o2, por lo que la estimacién del vector 3 y del pardmetro o2

son independientes, siendo por tanto, estadisticamente eficiente llevarlas a cabo
por separado.

El estimador de méaxima verosimilitud es eficiente, pero nos encontramos
a dos dificultades: una, la referida acerca de nuestro desconcimiento sobre si
hemos alcanzado un médximo local o global; otro, que las buenas propiedades
del estimador de méaxima verosimilitud descansan en que el supuesto acerca de
la distribucién de probabilidad que sigue la innovacién del modelo sea correcto.
En muchas ocasiones se calcula el estimador bajo supuestos de Normalidad
porque es més sencillo, aun a sabiendas de que la distribucién de probabilidad
de la innovacién dista de ser Normal. El estimador resultante se conoce como
estimador de quast-mdxima verosimilitud.

El algoritmo de Gauss-Newton, aplicado a la estimacién por méxima verosimil-
itud, es,

T -1 T
b =0 1+ Z(an;z(e)) (8lnal;(9)> L_@ _ (Zahgé(g))e |

t=1 t=1 =0, _1

En este caso, el algoritmo Gauss-Newton estd justificado por la conocida
propiedad tedrica de la funcién de verosimilitud,

OWmL(O)\ (0mL@)\'| _ _[,9*InL(6) !
( 90 )( 90 ) __[ 020 }
y, como vemos, el agoritmo Gauss Newtpn consiiste en actualizar el vector de
estiamciones mediante los coeficientes estimados en una regresién lineal de un
vector de unos: 17 , sobre el vector gradiente %9‘(9).
En el caso del modelo exponencial, el gradiente de la funcién logaritmo de
la verosimilitud es,

E

T -

Z%:l Ut
1 S, ey,
VinL(y,2,0,0%) = — t=1 .
(yt ty Yy u) 0_3 Zleﬁlmteﬁﬂctut

T 1 ~2
~27 F apr X

Para este modelo exponencial, la matriz hessiana es:

1 T A
1 P2t leteﬁzmt sy Zt:1 Ut
: T N
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== E T "
0'3 P} ﬁll'teBQQJt 51xt6252$t 6%55%62/82:“ _U% Zt:l ﬁlxteﬂﬂjtut
- u
1T 1T Bome g, 1 5T Bozt g _Tr __ _1 52
oz Dot e o2 D1 €72y o2 Dotm1 Brmee”2 iy 2(02)2 T (@2)° > U

Al tomar la esperanza matematica de los elementos de la matriz hessiana
y cambiar su signo, obtenemos la matriz de informacién, que tendrd ceros en
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la dltima fila y columna, correspondientes a la estimacién de o2, excepto en su
elemento diagonal.

1 P2 Bzl 0
9 1 & eBar e2Bam letew?’” 0
I1(0,00) = o2 z; Braielat  Braetae G2p2e2ame
t= T
0 0 0 2(0_3)2

que demuestra que el estimador de maxima verosimilitud de dicho modelo es
estadisticamente independiente de los estimadores de los restantes pardmetros,
lo que no sucede con los estimadores de maxima verosimilitud de estos entre si,
que tienen covarianzas no nulas.

La puesta en préctica del algoritmo anterior requiere obtener las expre-
siones analiticas de las derivadas primeras y segundas de la funcién F , si
se va a seguir un algoritmo del tipo Newton-Raphson. Ello significa calcu-
lar k (k4 3) /2 derivadas, que hay que evaluar para cada dato, utilizando los
valores numéricos de los pardmetros que en ese momento se tienen como esti-
macién, lo que puede ser un gran trabajo. Para evitar esta tarea pueden adop-
tarse algunas posibles soluciones: a) utilizar el algoritmo de Gauss-Newton,

que sustituye el hessiano V2F (é()) por el producto del vector gradiente por sf

~ ~ /
mismo, VF (90> VF (90) , lo que evita trabajar con derivadas segundas, b)

sustituir las derivadas analiticas por derivadas numéricas. Para ello, cuando
disponemos de un vector de estimaciones én,l, variamos ligeramente uno de
los pardmetros, y evaluamos numéricamente la funcién objetivo en el vector
resultante. El cambio en el valor numérico de F', dividido por la variacién in-
troducida en el pardmetro considerado, nos da una aproximacién numérica a la
derivada parcial con respecto a dicho pardmetro, evaluada en el vector de esti-
maciones disponibles en ese momento, c) utilizar el algoritmo de scoring, que,
al tomar esperanzas matematicas, simplifica mucho las expresiones analiticas de
las derivadas.

7 Zero coupon curve estimation

7.1 Modelo polinémico

Before describing the use of the Principal Component technique for risk man-
agement in fixed income markets, let us remember the main idea behind zero
coupon curve estimation.

Note: Zero coupon curves are estimated using market prices for bonds that
pay coupon. As illustration for those of you interested, I leave the ’polynomial
zero coupon curve.xls’ file, that solves the following exercise. A .zip file named
‘nelson__ siegel’” will also be made available for those of yo interested in estimating
Nelson-Siegel and Svensson models of zero coupon curves using Matlab.
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Consider the following exercise. Today is November 5, 2011. The first col-
umn of file 'polynomial zero coupon curve.xls’ contains the coupon of each bond
traded in the secondary market for Government debt. The second column con-
tains the maturity date, the third column the date the bond was first issued,
which is assumed to be the same for all bonds, 15/08/2011. Each bond is as-
sumed to have a nominal of 100 monetary units. This is just for simplification,
and it cold be changed without any difficulty. Finally, we see the (average)
market price for each bond.

We assume a polynomial discount function,

d(t) =a+ bt + ct® + dt* + et*

to be applied to each cash flow.
Hence, the price of a bond can be represented:

Puo= Y eudi(t) = 3 ey (bl + ety + i, + eth) =
j=1 j=1

i g Mg
E § : § : 2 E 3 § 4
a cija + b Cijtij +c Cijtij + d cijtij +e Cijtij
Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

where n; denotes the number of cash-flows to be paid by the i-th bond
before maturity. We assume that all bonds pay coupon each semester (half of
the annual amount).

For each vector of parameter values (a, b, ¢, d) we have a theoretical price for
each bond. We want to find the parameter values so that

N
Min, S (B - P
(a,b,c,d) -

where P} denotes the market price for each bond, and PZdenotes the the-
oretical price for that parameter vector.

The market price is ’ex coupon’, meaning that we need to add to it the part
of the coupon which would correspond to the current holder since the last date
that a coupon was paid. To calculate that amount, we multiply the size of the
next coupon payment by the proportion of the 2-month interval that has already
gone by. Adding that to the ’ex coupon’ market price, we get the true traded
price.

The polynomial function d;(t) is the discount function, giving us the price
of a bond that would mature at any future date, with a single payment, to be
effective at maturity. This would be a zero coupon bond maturing ¢ periods
from now.

Estimate a discount function using a polynomial of degree 2, and another
one using a polynomial of degree 4, and represent both discount functions. Draw
a bar diagram with the market and the theoretical prices for each bond under
each specification of the discount function.
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The zero coupon curve itself, that represents zero coupon interest rates as a
function of maturity, is obtained from:

L\ M
ry = 100 ((d) — 1)
t

7.2 Modelo de Nelson Siegel

El modelo de Nelson y Siegel parte de una representacién del tipo instantdneo
que en t se espera que sea aplicable dentro de s periodos:

—S/T S —S/T
@(s) = By + Pre /+ﬂ2;e /

Por lo que el tipo de interés de contado (cupén cero) a plazo t; es:

ro(t) = & / ou(s)ds

t;

Integrando:

t;
/ e—s/TdS _ _Te—s/T 61: _Te—ti,/T_’_T

0
t; s t; s ti 1

/ ZeTds = / —d (77(3*8/7> = se /7 15 +/ T=e ¥ Tds = tie Tt/ — et/ 4 7

o T o T 0 T

por lo que:

1

() = - / " pu(o)ds = 2 [Bot + 8, (—re 7 1) By (eI = el 4 1)) =

t; t;
= B+ (By+ Ba)p — (Bt By) e /T = Bye e

El precio tedrico de un bono en el instante ¢ de acuerdo con este modelo serd
entonces:

k k
—Tre(ti) T —t;/T —t;
PN =30 Crue ) = Y e By (B + ) (1 e7007) = e
i=1 i=1 4

Para estimar los pardmetros 6 = (8, 31,84, 7) del modelo a partir de los
precios de mercado de n bonos, resolvemos:

n
min 3 (P = P’
=1
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o podemos utilizar ponderaciones:
n
. m 2
min E w; (P} — Py)
i=1

7.3 Modelo de Svensson (1994)

Tipo instantdneo que en t se espera que se aplicable dentro de s periodos:

pi(s) = Bo + /81675/71 =+ ﬂ2i675/71 + 53ie*5/72
T1 T2

Tipo de interés de contado (cupén cero) a plazo t;:

I
r(ti) = */ py(s)ds
ti Jo
Integrando:
ti
/ e S/Mds = —re /M b= —re Ty
0

ti s ti 1
/ —d (—76_5/7—> = se”%/7 |l +/ T=e % Tds = tie Tt/ — re Tt/ 4 7
o T o T

t;
S _
Ze*/Tds
o T

por lo que el tipo cupén cero a plazo t; es, de acuerdo con este modelo:

AL 1
re(ti) = F/O pi(s)ds = ~[Boti + B (_716_“/” + Tl) + B, (tz‘e_t"/” — e T 4 71) +

+83 (tie—mw — e /T2 4 72)]
T T —li/T1 b —li/T2 T —li/T2 T —
= Bo+(ﬂ1+ﬁ2)f‘(ﬁ1+ﬁ2)f€ WL = BaeTtm 4 By (—e b _7?@ n +t?>_
T , T , A
= Bo+ (B +B) 7 (1= e/ ) = Betom 4 B 22 (1= et/ ) — et/

%

El precio tedrico de un bono en el instante ¢ de acuerdo con este modelo serd
entonces:

50 + (61 + 62)% (1 - efti/'rl) _ ,8267“/"14—

k k
S _ —r(ty)
Pt = ;Ctie - th7 €xp 53% (1 _ e—ti/Tz) _ 536—151'/7'2

i=1
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8 Un modelo general de tipos de interés

Para explicar la evolucién temporal de los tipos de interés, consideremos la
siguiente ecuacién diferencial estocdstica

dry = (a+ Bry) dt + or] dW;

como en Chan et al. (1992a) [CKLS]|, donde 7¢,¢ > 0, es un proceso es-
tocdstico real en tiempo continuo, y «, 3,7 y ¢ son pardmetros estructurales
cuyo valor numeérico es desconocido. Esta ecuacién general anida como casos
particulares diversos modelos que han sido propuestos en la literatura.

Discretizacion exacta

Bergstrom (1984) prueba que el modelo discreto correspondiente al anterior

es,
rt:eﬁrt_1+%(eﬁ—1)+nt, t=1,2,..,T (14)
con,
2 o’ 23 2v 2
E(nmy) =0, s #t; E(n;) = 55 (€ = 1)y = mj

Si denotamos por 6 = (a, 8,7, 02) el vector de pardmetros del modelo, ten-
emos el logaritmo de la funcién de verosimilitud L (),

2
T —eP —a(eB 1
T 1 9 |:’T't e "ri—1 3 (6 )] 9 0_2 )
L. (0) = 751n2ﬂf§; Inm? + 2 imi =33 (2 —
y tenemos,
T
T 1
L(e):_§1n2w—§;(2lnmt+a§)

donde g¢,t = 1,2, ...,T puede calcularse utilizando,

miet =1y
ya que €; no es sino una versién de 7, normalizado en varianza.
Discretizacion aprorimada
Una discretizacién rapida del modelo en tiempo continuo puede obtenerse
como,

Ty — 11 =+ Prig + (15)

con:
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En, = 0 (16)
E(U?) = 027}211

La aproximacioén lineal de la funcién e alrededor de f =0 es: e =1+ 3,
por lo que (14) puede escribirse,

re=0+B)riq +atn,t=12.,T

que coincide con (15), lo que nos da una idea de la diferencia entre ambas
expresiones, que serd mayor cuanto mayor sea el valor absoluto de .
Bajo Normalidad del término de error tendremos la funcién de verosimilitud,

T T 2
T 1 —1r—1) — o — Br_
LG(O):—ganﬂ'—Tlna—fy E hlrt_l_ﬁ ((Tf, T 13:1 a— fBry 1>
=2 t=2 t—1

Veremos més adelante que cuando 8 = 0 las dos discretizaciones, exacta y
aproximada, coinciden.

8.1 Estimacién por Maxima Verosimilitud

Si queremos estimar la discretizacién exacta, es razonable utilizar (??) para
obtener condiciones iniciales para la estimacién por maxima verosimilitud me-
diante una regresién lineal de r; sobre 741 :

T =00 + 0171 + Uy

para obtener: 8,,01,62. A partir de aqui, puesto que: dp = % (P =1)y
51 = €?, obtenemos estimaciones iniciales mediante:

.9 R
p= ln(51)§ &= exp(g)—léo; 6’? = gg (626 — 1) 7‘75211

Para estimar v, estimamos una regresién auxiliar de los residuos al cuadrado,
como proxy de la varianza en cada periodo:

A} =&+ & nry

en la que, segun el modelo tedrico: £, = In [gz (62B — 1)] i & = 27, de

oS!

donde estimamos:

2 23
g

,\76
e —1

e

o
2>

I
78293
—_
~
N

L. A D A A2 ., ..
y los cuatro valores numéricos (&, 3,4, 6°) se llevan a la funcién de verosimil-
itud para iniciar el proceso de optimizacién numérica:
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2
T [Tt —efry_y — 5 (ef — 1)}

T 1
min L€(9)2—51n27r—fz Inm? + 5 :m?

(a,8,7,02) 2 m;

t=2

El programa estima.m y la funcién asociada loglik.m llevan a cabo este ejercicio
de estimacion.

Para estimar la discretizacién aproximada bajo Normalidad, maximizare-
mos:

r _ o 2
Lo (0) = —5n2r—To— '}/Zlnrt 1= 22( Ty — Ty 1W o — B 1)

i1

lo cual, en el caso general, debe hacerse por procedimientos numéricos. Po-
dria hacerse condicionando en un valor de =, lo que se llevaria a cabo estable-
ciendo una rejilla de valores de dicho pardmetro y estimando condicional en
cada uno de ellos, de modo similar a como se describe en el modelo CIR que se
explica méds abajo.

8.1.1 Merton (1973): 5 =0,7=0

Con v = 0, la varianza es constante en este modelo:

dry = adt + odW;

Notemos que [1311% 616 =1, hm 2; (e? —1) = 02, por lo que tenemos:

Discretizacion exacta:

re=ri1+a+n,t=12..T

con funcién de verosimilitud (bajo Normalidad),

2
m
t=2 t

T 1 & 9 [Tt*?"t—l*‘?é]2 2 2
L. (0) = 75111271-752 Inm; + —5—— | ; m; = 0°, constante

La estructura de dicha funcién de verosimilitud revela que la estimacién de
a ha de ser la media muestral de las variaciones en el nivel del tipo de interés,
A 1T e . . -
&=, (e —ri1) = Arg, con Ary = ry — 7¢_1,mientras que la estimacién
de 02 es la suma de cuadrados de los errores de ajuste, dividida por el tamafio

~2 T ~\2

muestral: 6°==%3",_, (ry —ry—1 — &)° = var(Ary).

Discretizacion aprorimada:

re—ri1 =a+mn; En,=0; E(nf) =o?

con funciones de verosimilitud,
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T 1 T 2 [T‘t—Tt—l—a]2 2 2
L.(0) = ——ln27r—fz Inmj + ———=———|; m; = o~, constante

2 Qtzz my
T 1 &
L,(0) = 7511127('7’111110' - @;((Tt —T_1) — a)2

En este caso, las funciones de verosimilitud de ambas discretizaciones coin-
ciden.

8.1.2 Vasicek (1977): v =0
Modelo en tiempo continuo,
dT’t = (O[ + ﬂ?"t) dt + O'th

Discretizacion exacta,

o
re =ePri_1 + 3 ( - 1) +ny, Var(n,) =

25
con funcién de verosimilitud,
=5 (0= 1)]
T — 11— % -1 2
T 1 |:7“t [y | B e ] o
Le(e):—§1n2w—§z Inm? + 2 ;m?:%(e%_l)

t=2

Las condiciones iniciales para a y 8 se obtienen como en el caso del modelo
general, a partir de la regresién lineal de 7, sobre ry_1 : 74 = dg+017¢—1 +1;. En
este caso m; es constante, y una estimacién inicial es: o2 = %Var(ﬁt). Los
valores numéricos (&, B , 572) se llevan a la funcién de verosimilitud para iniciar el
proceso de optimizacién numérica. El programa estima_ vasicek.m y la funcién
asociada vasicek.m realizan esta estimacién.

Discretizacion aproximada

Ty —Ti—1 =+ pri +n; En, =0, E (77?) =0’

con funcién de verosimilitud:

T
T 1
L,(0) = —Eln27r —Tlno — 297 Z ((ry—ri—1) —a— Bri)?
t=2

que se maximiza mediante:

N 2
(n —Tp_1 — G — ﬂmq)

T T
B Zt 1(7”t*7”t17”t1 &= ZTt—Tt1 Bzﬁq 6_222
9 T7 T

Zt 1 (re—1 —7) t=1 t=1 t=1
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8.1.3 Cox, Ingersoll, Ross (1985): v =1/2.

Modelo en tiempo continuo:

d?"t = (a + 67",5) dt + Uﬁth

Discretizacion exacta,

2

a o
re=ePri_1 + = (eﬁ —1) +n, Var(n,) = % (62’3 1) rq, t=12,..,T

B

con funcién de verosimilitud,

2
T —_ef —_a(eB_1

T 1 |:7“t E"Te1 (6 )] 2
Le (0) = _§1n27r—52 Inm?2 + m2ﬁ cm
t=2 t

Las condiciones iniciales para « y [ se obtienen como en el caso del modelo
general, a partir de la regre;‘ic’m lineal de 4 sobre r¢_q : ry = 0o + 617¢—1 + 7,
En la regresién auxiliar: In7); = £;+&; Inr;_1, el coeficiente £; es ahora: §; =1,

1T X . .
por lo que tenemos:* &, =T'Y,_ (Ina? — Inr,—q) que nos permite estimar
&, v a continuacién recuperar la estimacion de o

25 .

p— — 60
el —1

)

. . A~ D A2 ., .
y las estimaciones (&,3,6°) se llevan a la funcién de verosimilitud para
iniciar el proceso de optimizacién numérica.
Discretizacion aprorimada

e —Ti—1=a+fri1+n; En,=0; E (77?) =o%r_q

T T 2
T 1 1 (re —ri—1) —a— PBri—a
La (0):—EhIQﬂ'*Tan'*it=521n7”t_17@t=52 ( T

La verosimilitud aproximada se maximiza aplicando minimos cuadrados gen-
eralizados, tras imponer la estructura de heterocedasticidad tedrica de este mod-
elo, es decir, estimando por minimos cuadrados ordinarios el modelo,

Tt —Tt—1

= ! + By/ri—1 + Mt . Var( e ):U2Tt_1 =02
Tt—1 VTt—1 \/thl’ VTt—1 Tt—1

2
. , . . . ~ T A~ 2
obteniendo asf las estimaciones de o y 3 y, posteriormente, 6% = % Yoo (rt —ri1 — G — ﬂrt_1> .

2También podriamos mantener la estimacion del modelo general: &o =
62 (2B _ )] 52 — 28 ¢
ln[2[3 (e 1)| =6 762/?_150
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8.1.4 Dothan: a=0,6=0,y=1

Modelo en tiempo continuo

d?"t = O'Ttth

Discretizacion exacta:

Tt =Tt—1 +T}t7 t= 1,2,...,T

Discretizacion aprorimada:

re—r—1 =1y En, =0; E(nf) = o’}

con funciones de verosimilitud,

T 2
La——512_1 1 o ri=mal” Y o o
e (0) = 2n7r 22 nmy; + Z ymy =01

t=2 i

T T 1 (=7 2
La(9)2—21n27T—Tlna—Zln7°t1—WZ(M>
t=2

T—
=2 t—1

. L L . . . T —ri_1)°
Ambas funciones de verosimilitud coinciden, y se maximizan mediante 6= 4 ST {re—rea)”

2
T Ty 1

8.1.5 Movimiento browniano geométrico: o =0,7v=1

Modelo en tiempo continuo

d’l’t = 57"tdt + O"I"tth

Discretizacion exacta:

re=er_1+ n, t=1,2,...,T

con funciones de verosimilitud (bajo una distribucién Normal),

T B 2 2
L. (0) = —%1n27r— %Z <lnmf+ w> m? = o (2 —1)r2,
t=2

Discretizacion aprorimada:

re — 11 = Bri_1 +ny; En, =0; E(n}) = o?rf,

con verosimililtud:
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La (6)

T T 2
T 1 (re —7m41) — Briy
——In27r —Tlno — E Inri_q — = E
2 T¢—1

t=2 =2

La verosimilitud aproximada se maximiza aplicando minimos cuadrados gen-

eralizados, tras imponer la estructura de heterocedasticidad de este modelo, es
decir, estimando por minimos cuadrados ordinarios el modelo

2.2
P o’r2_
Tt 7"t1:/8 nt;‘rar(nt>: t—1 2

2 =0
Tt—1 Tt—1 Tt—1 Ty 1

obteniendo asf la estimacién de 3, 8 = % Zt 1 ”Ttr“l y, posteriormente,
N\ 2
Tt—Tt—1
= F i (e - B)

1

8.1.6 Brennan y Schwartz (1980): v =1

Modelo en tiempo continuo

drt = (Oé + 67"15) dt + O"I"tth

Discretizacion exacta:

re=e’rq + % (eﬁ - 1) +n,t=12,..T

con funcién de verosimilitud (bajo innovaciones Normales)

2
T re—ePri g — 2 (ef —1 2
LG(G):—%IH%T—%Z Inm? + [t o 5( )] o

— cmd = T (1),
t=2

Discretizacion aprorimada:

re =T =+ i1+ En, =0; E(n7) =0°r]_,
con verosimilitud:

T T T - —a_ﬁr )
Lo(0) =~ 27— Tho—Y Inr; — - Z( ) I - 1)
t=2 — -

La verosimilitud aproximada se maximiza aplicando minimos cuadrados gen-
eralizados, tras imponer la estructura de heterocedasticidad de este modelo, es
decir, estimando por minimos cuadrados ordinarios el modelo

o _ 1 2,.2
Tt — -1 o B+ un Var< Ur ) 07T 2
1

= — -0
Tt—1 Tt—1 Tt— Tt—1 Ti_1

. , . . . ~2 1 T TE—Ti—1
obteniendo asf las estimaciones de a y 3y, posteriormente, "= > ,_; [7 —

Tt—1
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8.1.7 Cox, Ingersoll, Ross (180): « =0,5=0,v = 3/2.

Modelo en tiempo continuo
3/2
dry = art/ dW;
Discretizacion exacta:

re=Ti—1+ 10, t=1,2,..,T

con funcién de verosimilitud bajo Normalidad,

T 1 d P 7ﬁt—l]z 2 2.3
Le(9):—§ln27r—§Z 1nmt—|—T N mt =0 thl
t=2 t

Discretizacion aprorimada:

Tt —Ti—1 =1y En,=0; E (773) = 027'?—1

con verosimililtud:

T 3w Lo~ (re—rea)
t — "1
La(e)21n27rT1n0221H7"t—102t_22<T§_1)

t=2

Ambas funciones de verosimilitud coinciden, y se maximizan aplicando min-
imos cuadrados generalizados, tras imponer la estructura de heterocedasticidad
de este modelo, es decir, estimando por minimos cuadrados ordinarios el modelo,

Tt —Tt—1

Mt 0 Ty 2

1 1 e
! +4 + ; Var =—
\/T?fl \/ o1 VIt \/ o1 \/ o1 "1

Tt—Tt—1

. , . . . A2 1 T
obteniendo asf las estimaciones de ay (3 y, posteriormente, 6° = 7 >, [ N _

8.1.8 Elasticidad de la varianza constante: o = 0.

Modelo en tiempo continuo
dry = Bridt + or] dW,
Discretizacion exacta,
T = eﬁrt,1 +n, t=1,2,..,T

con funcién de verosimilitud bajo Normalidad,
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T 2

T 1 [Tt - 657"1571} o? 2
Lo(6) = —5In2n— ;:2: <1nm§ T e e cdn () B 2
Discretizacion aprorimada

T — 11 =PBri1+mn; Eny=0; E (77?) = 027”371

con verosimilitud:

T L 1 & —r — Br 2
La(G):—§1n27r—T1n0—721nrt,1 22( trl “)
2 1

t=2 t—

La maximizacién de la funcién de verosimilitud aproximada puede llevarse a
cabo condicionando en un valor numérico de v, para aplicar minimos cuadrados
generalizados, estimando el modelo

T T n 2 0'27’2’y
t—Tt—1 o 1—vy t . e t _ t—1 _ 2
—— =0+ ; Eny=0; B — =— =0
T T T o
t—1 t—1 t—1 Ty_q

. 2
para obtener 3 (7) y, posteriormente, 6° () = & Zt | (”Tf‘ L Br)= )
71
Una vez realizado este ejercicio para una red de valores de , seleccionarfamos
, . . ., ~2 . . .,
aquél que proporciona la menor estimacién de 6 (), junto con la estimacién
asociada de 3.

9 Meétodo Generalizado de Momentos

El Método Generalizado de Momentos se basa en condiciones de ortogonalidad
del tipo:

E[h(0o,wi)] =0 (17)

donde w; es un m—vector de variables observables en el periodo ¢, 6y es un
vector de k parametros, y h es un vector de r funciones reales: h : R™xRF —
R". Es muy importante tener en cuenta que, en este método de estimacion, juega
un papel fundamental el periodo en que las variables pasan a ser conocidas, con
independencia del subindice que tengan.

Algunos modelos tedricos implican este tipo de condiciones de ortogonali-
dad. De hecho, algunos modelos tedricos generan condiciones en términos de
esperanzas condicionales en un determinado conjunto de informacion:

E[f(0o,w:) | Q1] = Ev—1 [f(6o,w)] =0
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donde ;1 denota el conjunto de informacién disponible al agente econémico
cuando toma sus decisiones en el periodo t — 1. Pero tal condicion implica que
si Z;_1 es una variable contenida en §2;_1, tenemos:

E, [Zt71~f(90; wt)] =Z; 1Ei 1 [f(007wt)] =0

y entonces:

FE (Et—l [Zt_l.f(ﬁo,wt)]) = O

que es de la forma: E [h(0g,w:)] = 0 con h(0g,wt) = f(Oo, we). Ze_1.

Por ejemplo, consideremos la maximizacién de la utilidad agregada intertem-
poral de un agente econémico, sujeto a una sucesién de restricciones presupues-
tarias, del tipo:

Max Et ZBSU(Ct+S)
{ct:be} —1
sujeto a Ctts + bt+5 = (1 + Tt+s)bt+571 + Yt+s

siendo ¢; el nivel de consumo, b; su nivel de ahorro (ambas en términos,
reales), r; el tipo de interés real, exégeno para el decisor individual, que suponemos
conocido en t, e y; denota una renta exdégena, aleatoria, recibida cada periodo.
El consumidor solo puede maximizar la esperanza matematica, basada en la
informacion de que dispone cuando toma decisiones en ¢ , ya que desconoce
su renta futura y, por tanto, tambien desconoce sus posibilidades de consumo
futuras. Una funcién de utilidad més céncava hace que el consumidor /inversor
prefiera una senda temporal de consumo mas suave.

La resolucién de este problema, que requiere utilizar multiplicadores de La-
grange estocdsticos, conduce a las condiciones:

U'(ct)
BEU (c11)

que pueden escribirse:

=1+, t=1,2,3,..

E [B(L+ 1)U (ctq1) = U'(e)] =0 (18)

denotemos por Y; el T'm—vector que contiene las observaciones sobre las
variables w; en una muestra de tamano 7. El método generalizado de momentos
consiste en encontrar los valores numéricos 6y de los pardmetros que satisfagan
en la muestra las condiciones andlogas a las condiciones de ortogonalidad (17):

1 T
9(0.Y;) = TZh(O,wt) =0 (19)
t=1

Si el vector w; = w es estacionario y las funciones h son continuas, entonces
podemos esperar que se cumpla la ley de los grandes nimeros:
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9(0,Yr) — E[h(0,w;)]

T—o00
por lo que los valores paramétricos que resuelven aproximadamente el sis-
tema de m ecuaciones (19) sea muy similar al vector de pardmetros que resolveria
(17) [ver Hansen (1982), Econometrica].

9.1 El estimador GMM

El problema que vamos a resolver es:

T
) . . 1
Min Jp = Min (|| 9(6,2) ||) = Min (II T ;hw,wt) ||>
Nétese que no tomamos la suma de las normas de cada h(6, w;) sino la norma
de la suma (o del promedio) de las h(0, w;).
Para definir una norma del vector h = (hq, ha, ..., A7), escogemos una matriz
de ponderaciones Ar definida positiva, y consideramos el problema,

1 & / 1 &
Mein QO,Yr) = Mem (T ;M@w)) Ar (T ;M&w)) (20)

Hay dos razones para considerar la minimizacién de esta forma cuadratica,
en vez de resolver directamente el conjunto de ecuaciones (19). Una, que las
condiciones de ortogonalidad pueden no satisfacerse exactamente en la muestra;
otras, que podemos tener mas condiciones de ortogonalidad (ecuaciones en (19)
que pardmetros, en cuyo caso la forma cuadritica nos permite encontrar el
vector de pardmetros que con mayor aproximacién permite el cumplimiento en la
muestra de las condiciones de ortogonalidad. Ademds, la matriz S nos permite
ponderar de distinta manera unas condiciones de ortogonalidad de otras.

La distribucién de probabilidad asintética del estimador resultante depende
de la eleccién de la matriz A. Hansen y Singleton (1982) probaron que la
eleccién 6ptima de matriz de ponderaciones A, en el sentido de minimizar la
matriz de covarianzas del estimador M GM resultante se consigue utilizando
una aproximacién muestral a la inversa de la varianza asintética de la media
muestral de h (0, w;):

S=_lim T.E ([g(00. Yr)][9(00, V1))

li
T—00
por lo que el estimador generalizado de momentos eficiente se obtiene mini-
mizando:

minQ(0, Yr) = (0, Yr)'S g(0,Yr)

solo que desconocemos la matriz S. Si las funciones h(6,w;) carecen de au-
tocorrelacion, un estimador consistente de S seria la matriz:
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1 & )
S = 7 3 [h(00, w)] (00, w,)

lo que tampoco podemos calcular, pues desconocemos los verdaderos valores
de los pardametros. Bajo ciertas condiciones, si 07 es un estimador consistente
de 6, y si las funciones h(#,w;) carecen de autocorrelacién, se tiene:

S = ;ET: (@, w0)] [nor, wt)}' .S (21)

Por lo tanto el procedimiento se pone en préctica del siguiente modo:

A(0
1. Se obtiene un estimador inicial H(T) minimizando (20) para una matriz de
pesos arbitraria, que habtuamente es I

2. Este estimador de 6y, que resulta ser consistente, se utiliza en (21) para
tener un estimador inicial S'rfpo ) de la matriz de ponderaciones
iy —1
3. Se minimiza (20) con Ay = [Sé? )} para obtener un nuevo estimador
N¢!
aMM, 0%,

4. el procedimiento se itera hasta que se cumplan los criterios de convergencia
que se impongan. En todo caso, las propiedades tedricas del estimador
obtenido en la primera etapa son idénticas a las del estimador resultante
tras alcanzar convergencia.

Si las funciones h(f,w;) presentan autocorrelacién, entonces un estimador
consistente de la matriz S, propuesto por Newey y West (1987) es:

i=L .
Sr=Tor+Y <1 - 2) (r + F’) , donde T; = E [h(8,w,)h(0, w;—;)]
=1

matrices que estimamos mediante:

T
1 R R
L= > h(0,w)h(0,wj)

t=j+1

donde L debe escogerse igual al orden de la autocorrelacién que se estima
para el vector h;. Finalmente, en (20) tomamos:
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9.2 Distribucién asintética del estimador GMM
El estimador que minimiza la forma cuadratica anterior se distribuye, asintéti-
camente,

VT (Or —6) — N (0,%)

siendo ¥ = (DS -1p’ ) -t , donde S es la matriz de varianzas y covarianzas de
las condiciones de ortogonalidad antes definida, que se estima mediante (?7) y
D es el limite en probabilidad del Jacobiano de las condiciones de ortogonalidad
respecto a los pardmetros del modelo,

D =plimE w
00 9—=0,

Por tanto, podemos aproximar:
A 1~
O — N | 6o, TET

siendo la matriz f)T una aproximacién a 3, definida mediante f)T = (ﬁT o 1ZA)T)’1,

con:
T
1 (one. 1)
DT B f Z ( 00 >0—éT

t=1

Puesto que g(6,Yr) es la media muestral de un proceso cuya esperanza

matemdtica es cero, cabe esperar que bajo determinadas condiciones (entre

otras: w; estacionarias, h continuas) g(6g, Yr) satisfaga el teorema central del
limite:

VTg(0o,Yr) — N(0, )

lo cual implicaria:

[VTg(00,Yr)] 571 [VTg(00,Yr)] — ¥

Por otra parte, si 87 es un éptimo interior el problema de optimizacién (20)
con Ar = Sp 1, O seria una solucién del sistema de ecuaciones:

[(ag(g;@)) 0=0r |

(la primera matriz es kxzr, la segunda es rar, y el tercer factor es rzl), por
lo que tendremos:

g:Fl [9(0,Y7)] = O
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Esto significa que hay k combinaciones lineales del vector g(éT, YT) que son
exactamente iguales a cero, por lo que el vector g(éT, Yr) solo contiene r — k
variables no degeneradas y el contraste de cumplimiento de las cndiciones de
ortogonalidad, que se conoce como contraste de sobreidentificacién, se basa en
la distribucién:

T [9(9T,YT)}/5‘51 [g(éT>YT)} — X2k

9.3 Estimacién por método generalizado de los momentos
9.3.1 EIl modelo CCAPM

Si retomamos el problema de maximizacién de la utilidad intertemporal agre-
gada en el tiempo, tendremos una condicion como (18) para cada activo, es
decir:

U'(er)

— Y 14, i=1,2,...m, t=1,23,..
BEU (ct+1) !

Si suponemos que el inversor tiene una funcion de utilidad: U(e;) =
tendremos las condiciones de optimalidad:

Ey

Ct+1 - .
B(1+ry) . =1,:=1,2,...m

t

que significa que, en equilibrio (si todos los agentes son idénticos, todos
optimizan, y los mercados se vacian (la oferta de bienes y de activos es igual
a su demanda), entonces, ponderados por la relacién marginal de sustitucion,
todos los activos ofrecen la misma rentabilidad esperada.

Para cualquier variable Z; conocida en el momento de tomar las decisioens
del periodo t, tendremos:

—y
By (1=8(1+ri) <Ct+1> Zi| =0,i=1,2,....m

Ct

Si denotamos 6 = (7, 8), y por w; al vector de variables: w; = (714, T2t ..y Tt Ce-1; Cty Zt), t€NEMOS
r condiciones de ortogonalidad:

1=g(1+m) (22) 7
hO,w) = | 1P (1+72) (Cgl ) 7

L= 500+ ) (=) "2
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al que aplicarfamos el método de estimacién del modo antes descrito. En esta

Ct41

-
™ ) Z; esté incorrela-

aplicacion, la propia teorfa sugiere que 1—f (1 + 7) (
cionado con variables en {2, por lo que podemos utillizar la expresién mds sen-
cilla del estimador Sr. En la estimacién del modelo, Hansen y Singleton (1982)

o1 . Ct— Ct—
utilizan como instrumentos: Z; = (1, Cffl, ci s %

y Tty Tt —15 -+ T1,t—14+1, T2t T2t —1, ~~-,T2,t—l+1),
sieno 71; la rentabilidad, ajustada por inflacién, de un US$ invertido en cada

accién que cotiza en NYSE, mientars que ro; es la rentablidad, ajustada por in-

flacién, de la cartera completa del NYSE, ponderada por valor (capitalizacion)

ajustada por inflacion.

9.3.2 El estimador MCO en una regresién lineal

Como es sabido, el estimador de minimos cuadrados del modelo de regresién
lineal: y; = x}8 + us es el conjunto de valores numéricos § de los coeficientes 3
tales que los residuos generados 4 = y: — ;3 satisfagan:

B(eyin) = B |ai(y: — /)| = 0

Por lo tanto, en términos de la notacion GMM, h(6,w,) = =} (y; — }3) por
lo que tenemos:

T
. 1 R
9(0.Yr) = > @iy —xiB) =0
t=1

un sistema de ecuaciones que nos prporciona el estimador MCO. La matriz
Jacobiana es en este caso:

2 99(0,Yr) 1
DL = og\, Ir) _ = ’
T ( o0 o—i T ;xtwt
1 T l=x
S = lim 7 Z Z E (uwpuy—mywy_;)
t=1]l=—c

si uy carece de autocorrelacién y de heterocedasticidad, con Var(u;) = o?Vt,
entonces:

E(ww_zx;_)) = o°E(ma))sil=0

= 0sil#0

de modo que:

1z T
St = &%f g zyx, con 63 =T " E 0
t=1 t=1
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es decir:

1 11/(1& 1< Tz - I !

9.3.3 Proceso de difusién de tipos de interés

Si consideramos nuevamente la discretizacién aproximada del modelo de tipos
de interés,

re—Ti—1 =+ Ori1 + 1y

con,

E_m =0 (22)
Et—lﬁf = ‘727}211

La condicién sobre el momento de segundo orden puede escribirse,

B, (77? - 027’311) =0 (23)

por lo que tenemos en el modelo que dos funciones del término de error
tienen esperanza condicional igual a cero.

Como vimos antes, utilizamos en la estimacién condiciones algo mas débiles,
€omo son,

Elzim] = 0 (24)
E [zt_l (nf — azrleﬂ =0

donde z;_1 es cualquier variable contenida en el conjunto de informacién
disponible en ¢t — 1. Las variables z;_; utilizadas en la estimacién del modelo
reciben el nombre de instrumentos, en linea con la denominacién habitual en
econometria, puesto que (24) muestra que son variables incorrelacionadas con
el término de error del modelo.

Para cada conjunto de instrumentos tenemos un estimador MGM. Ademas,
hemos de tener presente que este estimador utiliza un conjunto de condiciones
mads débiles que las que realmente tenemos disponibles. Si escribimos las condi-
ciones anteriores como,

Ehy (ze—1,7¢,m0-130) = 0, hiy = ze_1my
Ehoy (z—1,7¢,7-1;60) = 0, hoy = 21 (77? - 027}211)
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formamos un vector de funciones de dimensién 2k (en general, gk), siendo
k el nimero de variables instrumentales seleccionadas, y buscar en el espacio
paramétrico el valor numérico del vector 6 que minimiza una norma (forma
cuadratica con matriz definida positiva) de dicho vector de funciones, evaluadas
en la muestra disponible,

T
) . 1
]\/_fem Jr = J\/Iem <|| 7 th ||> (25)

t=1

donde hy = (hi;, by, hiy, h3y, .., Wiy, h5y, ), es un vector fila de dimension 2k,
y la diferencia entre hi,, h,,i,j = 1,2,...,k, estriba en que utilizamos en su
cdlculo instrumentos distintos z}_, 2] ; :

1 1 L1 .
h% = Tzztl—lnt’ h% =7 Zzt{mt; oy by = T Zztflnt

1 2 1 2
hy = fzzth (77t - 027“7:71) , hy = T Zzt271 (77? - 027}11) )

donde las variables z;_;,z/_; pueden ser: 1, r,_1,7_2, etc.. Como puede

= % Z i (772

apreciarse, el nimero de condiciones de ortogonalidad muestrales de que disponemos

para la estimacién es igual al producto del nimero de condiciones de ortogo-
nalidad poblacionales (funciones h) multiplicado por el nimero de instrumentos
(2z) que utilicemos en cada una de ellas, que supondremos el mismo.

En este caso, tendremos:

ony
DT—lz( o)
- T o(n;—o ry’,
T t Xi—1 90
En consecuencia, puede apreciarse que la expresién analitica para la obten-

cién del estimador MGM puede escribirse, tomando derivadas en (25),

ant ! T X
1 t—17¢
94, , Al = 2 =0
(T ; Xi1 4(;9”%) > T g Xia (nt s Wl)
donde los 6rdenes de los factores son qznk,nkxnk y nkxl, siendo n el

nimero de condiciones de ortogonalidad poblacionales, 2 en nuestro caso, y
k el nimero de instrumentos. Estas ecuaciones serdn lineales si el gradiente

—UT

am
( o(n? 9, 21 ) lo es, como ocurre en un modelo lineal y sin heterocedastici-
00

dad.

Para iniciar el proceso iterativo de estimacioén, en el que la matriz Ar se va
actualizando en cada etapa, se comienza tomando Ar = I, para obtener en
la primera etapa el estimador que minimiza:

Xy1my
T 2
P (e e - o2) ) (FEL ()
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A partir de las estimaciones obtenidas, se calculan las matrices arriba indi-
cadas y se itera el procedimiento.

Como el nimero de condiciones de ortogonalidad utilizado en la estimacién
debe ser mayor que el nimero de pardmetros a estimar, existe un nimero de
grados de libertad, y podemos contrastar la medida en que las condiciones de
ortogonalidad no utilizadas para obtener las estimaciones de los pardmetros, se
satisfacen. Para ello, conviene saber que el valor minimo alcanzado por la forma
cuadratica (25), multiplicado por el tamafno de la muestra, T, se distribuye
como una X; 41> siendo gdl el nimero de grados de libertad la diferencia entre el
nimero de condiciones de ortogonalidad utilizadas, y el nimero de pardmetros
estimados.

Si tomamos como instrumentos una constante y 7;_1, tenemos las condi-
ciones,

Eny, = E(ry—r1—a—pri1)=0
E (77752 - 0'2sz1) = E|(ry—r—1—a—Bri_1)° — 027}211} =0
E(riam) = El(re—r-1—a—pBria)ria] =0
E an — 027}211) rt,l] = F ([(rt — Ty —— ﬁrt,1)2 - 027“311} 7“,5,1> =0

que en la muestra se corresponden con:

el
[M]=

T

1

T E hiie = [(r¢ —7¢—1) — Prici —a] =0
=1

~
Il
—

H
(]
=
I
Nl =
[M]=

[((rt —r41) — PBri_1 — a)2 — 027",5211} =0

~
|
-
~
Il
-

[M]=

S|
(]
S
I
N -

[(ry = re1) o1 — Bri_y — Cth]) =0

[

S
M=

N =
(]
S

I
N -

(?"t_1 |:(Tt —ri_1) — Brioy — o’ — azrfll]) =0

o~
Il
_
o~
Il
_

que son las 4 condiciones de momentos (hi1¢, h12,¢, ho1,4heo ) que vamos a
utilizar en la estimaciéon. Son cuatro ecuaciones que dependen de momentos
muestrales de distintas funciones de los tipos de interés, todas ellas calculables
a partir de la informacién muestral, y de los cuatro pardmetros desconocidos.
En este caso, tenemos un sistema exactamente identificado. El problema es
que, como facilmente se aprecia, el sistema de ecuaciones no puede resolverse
analiticamente, fundamentalmente porque, salvo en casos muy simples, es un
sistema de ecuaciones no lineales en las incégnitas, que son los pardmetros del
modelo.
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En este caso, si tomamos L = 0, la matriz Dp tiene por columnas las
derivadas parciales de cada condicion de ortogonalidad con respecto a los pardmet-
ros: (e, 8,7,0) :

-1 —2n, —Tt—1 —2mre—1
1 | - —2 —r2 —2n,r2
Dy = Tt-1 MeTe—1 Ti—1 277757"1:571
T-1 —~ 0 72027’;&1 0 7202@1? Inr,_,
= 2 2v+1
0 —20m4 0 —20r,4
tomando esperanzas
-1 —2n, —Tt—1 —2mre—1
1 & 2 2 2,72
_ TT-1 TAM -1 7T _277t7"1t71
T-1 —~ 0 72027’;&1 0 7202@1? Inr,_;
= 2y 2v4+1
0 —207m4 0 2074
mientras que A tiene una estructura:
_ -1
hi1t
1 | &
12,
Ar = E h ( hite hizg hoie hooyg ) =
T-1 21,¢
t=2
L haa ¢
_ 5 -1
- hiy 4 hitthi2e  hitihorse  hirghooy
2
- 1 hi2.thii his ¢ hi2tho1:  higthoo
= E 2
T-14 hotthite  hoithiag h3; 4 hai.thao +
= 2
L hoothi1t  hosthi2  hooihoi h39 4

Habitualmente, en el cdlculo del estimador del método generalizado de mo-
mentos se utilizan mé&s condiciones de ortogonalidad que pardmetros se pre-
tenden estimar, lo que permite contrastar la sobreidentificacién del modelo.
Por ejemplo, en la estimacién de la discretizacion anterior podriamos utilizar
asimismo 7;_o como instrumento, anadiendo entonces dos condiciones de ortog-
onalidad:

E(ri—omy) = FE[(ri—ri—1—a—Bri—1)ri—2] =0
E [(nf — 027“?11) rt,g] = FE ([(rt —Ti1—a— ﬁrt,1)2 - 027“311} rt,2> =0

y sus correspondientes momentos analogos muestrales:

[(r¢ = 1T4—1) Te—2 — Bri—ari—o —ary_o] =0

el
[M]=

1z
=D haiy =
=

1z
=D haas =
=

~
Il

1

Nl =
[M]=

(thz [((rt —74o1) = Brio —a)’ - J%?ZID =0

.
Il

1
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se anadirfan a las anteriores, configurando un vector de 6 condiciones de
ortogonalidad para estimar los 4 pardmetros: («, 3,7, 0). La matriz Dy tendria
dimensién 4x6, pues en cada columna tendriamos las derivadas parciales de cada
funcién A con respecto a los 4 pardmetros estructurales. La matriz A7 tendria

dimensién 6x6, pues se forma a partir de los productos cruzados de las funciones
h.

9.3.4 Ejercicio

1. Obtener la estimaciones, por el Método Generalizado de Momentos, de los
pardmetros a, p, o2 del modelo de regresién constante con errores AR(1).

Solucién: Utilizariamos el hecho de que, bajo el supuesto de que el modelo
esté correctamente especificado, se tienen las propiedades: Fy; = o, Var(y;) =
ol p = %&i;l),ag = 02 (1-p?), por lo que, sustituyendo momentos

poblacionales por muestrales en las igualdades anteriores, tendriamos,

. 1g .A:Z1T(yt—§)(yt—1—§)
D

el

Q»
S

La estimacién de p coincide con la estimacién de minimos cuadrados que
hemos propuesto mds arriba. No asf la de o2 ni la de 02. Tampoco serd exacta-
mente coincidente la estimacién del término independiente « si bien, el argumeo
efectuado al presentar el estimador de Maxima Verosimilitud garantiza que la
diferencia entre los valores numéricos de ambos estimadores no serd muy elevada
en muestras grandes.
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