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Resumo

O dominio matemadtico, inclusive a geometria diferencial de curvas, é essencial
para uma compreensdo adequada dos conceitos e teorias fisicas. Essa disciplina tem se
mostrado muito util em diversas aplicacdes que se estendem desde a mecanica cldssica a
fisica contemporanea, permitindo equacionar de forma mais simples problemas um tanto
complicados usando a metodologia tradicional. Nesse trabalho serd apresentado inicialmente
uma abordagem a respeito da dindmica, a evolucdo histdrica do conceito de forca e alguns tipos
de forcas. Sendo em seguida demonstrado as propriedades basicas da geometria diferencial de
curvas, tais como tor¢do e curvatura. Além disso, serd descrito as relacdes entre aplicacdes
envolvendo dindmica de particulas e a geometria diferencial.

Palavras-chaves: Dinamica, Geometria diferencial, Aplicacdes da geometria a fisica.



Abstract

The mathematical domain, including the differential geometry of plane curves,
and s paragraph essential proper understanding of the concepts and physical theories. This
discipline has proven very useful in various applications that extends from classical mechanics
to modern physics, allowing equate so simplest problems hum so complicated using traditional
methodology. In this work will be presented initially an approach to respect the dynamics, the
historical evolution of the force concept and some Types of forces. Being in next shown as basic
properties of differential geometry of plane curves, Such As torsion and bending. After that step
describe relations between dynamic applications involving particles ea differential geometry.

Keywords: Dynamics, differential geometry, Geometry of the physical applications.
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1 Introducao

A matematica é a principal ferramenta no desenvolvimento e entendimento das
teorias fisicas. No entanto, mesmo assim ha alguns artificios que podem facilitar a compreensao
dessas teorias que quase nio sdo abordados nos livros basicos de graduacdo. Desse modo,
esses artificios se tornam desconhecido por parte dos graduandos.Um exemplo € a relacdo
entre a geometria diferencial de curvas e a fisica, cujo o conhecimento a respeito da mesma
facilita a concep¢do de diversos problemas e teorias fisicas que vao desde a fisica cldssica a

contemporanea.

A geometria diferencial de curvas no espaco tridimensional, por se s6 € uma
disciplina encantadora devido ao seu belo aparato matemadtico, entretanto, sua importancia €
mais ampla, visto que o seu estudo de forma aprofundada estd sendo de grande importancia
para o desenvolvimento da fisica tedrica contemporanea como no estudo do desenvolvimento

de particulas elementares, além de suas outras extensoes a fisica.

Este trabalho trata de uma revisao bibliografica e devido a vastiddo de aplicagdes da
geometria diferencial, nos restringiremos ao estudo dessa disciplina na mecanica do espago
tridimensional. Procuramos estabelecer aqui um equilibrio entre os aspectos histdricos,
conceituais e formais e perante o nosso foco de estudo temos como objetivo principal
evidenciar as relacdes entre a geometria diferencial de curvas e conceitos fisicos de dinamica de
particulas. E em sua especificidade, realizar uma abordagem histérica e conceitual da dinamica,
mostrar algumas caracteristicas da geometria diferencial de curvas e aplicar este conhecimento

matematico a dinamica de uma particula.

Inicialmente iremos realizar uma revisdo da dinamica, que serd util para o
entendimento dos capitulos que se seguem, onde abordaremos o processo evolutivo do conceito
de forca até a formulagdo proposta por Isaac Newton, assim como demonstraremos também

neste capitulo alguns tipos de forcas encontradas na natureza.

No capitulo seguinte, iremos realizar uma abordagem da geometria diferencial de

curvas no espaco tridimensional, sobretudo alguns conceitos essencias para o desenvolvimento
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do trabalho, tais como: reparametrizacdo, curvatura, tor¢do e triedro de Serret-Frenet. A
partir de entdo, ndo se torna vidvel estender o assunto tratado ao nivel médio, uma vez que

a matemadtica aqui utilizada ndo faz parte da realidade do cotidiano desse aluno.

Para findar iremos estabelecer relacdes entre a dindmica newtoniana e alguns
conceitos geométricos abordados no capitulo anterior. Além disso, iremos equacionar de
forma relativamente simples problemas que seriam um tanto obscuros caso fosse empregado

o formalismo convencional.



2 Dinamica

Dinamica € o ramo da fisica que estuda as causas do movimento. Seus principios
basicos foram desenvolvidos ao longo de séculos até serem concretizados por Galileu Galilei e
Isaac Newton, ao formalizarem conceitualmente e matematicamente o termo "forca", que € a
acdo responsdvel por afetar o estado de movimento dos corpos, e ao elaborarem leis e principios

que regem as causas do movimento.

2.1 A Evolucao do Conceito de Forca na Mecanica

A evolucao do conceito de for¢a foi um processo lento, construido gradativamente
e amplamente discutido ao logo de quase toda a historia da ciéncia, pelos europeus e drabes,
tendo inicio na Grécia e antiga estendendo-se durante toda a Idade Média, sendo necessario
mais de dois mil anos de discussdes, aprimoramentos e formagdo de conceitos até que Isaac

Newton a definiu de forma correta.

Os primeiros a tentarem explicar esse conceito fisico foram os gregos, sobretudo
Heraclito (576-480 a.C.). Ele pregava que por trds de todo equilibrio existe uma batalha entre
tensdes ou "forcas" opostas. J4 seu sucessor, Empédocles (492-432 a.C.) afirmava que todos
os fendmenos, inclusive 0 movimento, ocorre pela acdo de duas forcas bésicas a "for¢a amor™"
(atragdo) que aproxima os corpos e a "forca 6dio" que os afastam. Empédocles foi o primeiro a

propor uma explicacao entre as causas do movimento através das forgas.

Para Platdo (428-347 a.C.), a realidade fisica era composta de movimento porque a
natureza tinha uma alma viva e imortal. As particularidades dos seres deveriam advir de forcas
oriundas dessa alma imortal. Mas, ao tentar explicar o movimento dos corpos ele nao usou essa
teoria e sim o argumento que corpos de mesma natureza tendem a permanecerem juntos; terra

¢ atraida pela terra, ar € atraido pelo ar (PIRES, 2008).

Entretanto, foi Aristételes (384-332 a.C.) que de fato elaborou uma teoria concreta

para explicar as causas dos movimentos, sendo aceita como verdadeira por mais de mil anos. A
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fisica proposta por ele é marcada por possuir uma base filos6fica muito profunda além de estar
ligada diretamente as observagdes do cotidiano, como o fato de ndo poder haver movimento
sem forca e que forca e velocidade sdo proporcionais. Deve entdo existir sempre um agente
motor para a manutencdo de um movimento; além disso o meio desempenha um importante
papel. Para ressaltar a importancia do meio ele escreveu:

"Vemos um mesmo corpo se movendo mais rdpido do que outro por duas razoes, ou porque
existe uma diferenca do meio em que eles se movem ou porque, sendo as outras coisas iguais,
os corpos em movimento diferem um do outro devido aos seus pesos". (ARISTOTELES, apud
PIRES, 2008, p. 40).

Figura 1: Aristoteles

Para Aristételes existiam dois tipos de forca a Physis, a forca responsédvel pelo
movimento natural e a "forca" que seria aquela que puxa ou empurra causando o0 movimento
de um outro objeto. Segundo a sua teoria dos movimentos naturais, os corpos tendem a voltar
para seu lugar de origem, que poderiam ser a terra, 4gua, ar ou fogo, por isso que a pedra cai e
a fumaca sobe. Esse movimento seria proporcional ao seu "peso", logo, uma pedra mais pesada
cal mais rdpido que uma mais leve pois, uma tem mais terra do que a outra, entdo hd uma

tendéncia maior a voltar para seu lugar de origem.

Através de suas observagdes ele propode a "lei de forca" para movimentos violentos
ou for¢ados, no qual afirma que s6 € possivel haver um movimento se existir uma forca,
argumento aceitdvel para a época, afinal se deixamos de empurrar um objeto ele pdra.
A velocidade de um objeto seria, portanto, proporcional a forca F aplicada sobre ele e
inversamente proporcional a resisténcia R do meio. Segundo sua teoria, ndo existiria movimento

no vazio, ele descarta a existéncia do vacuo, ja que isso implicaria em uma velocidade infinita.
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Matematicamente, essa "lei dos movimentos" pode ser expressa como

F

v~ —.

E importante ressaltar que Arist6teles ndo deu uma interpretacio matemdtica para
essa lei. Mas, como explicar o movimento violento de um projétil? Para Aristételes a
continuidade do movimento depois da perda de contato é dada pela seguinte explica¢do: quando
se locomove, 0 corpo passa a ocupar um espago em que antes havia ar. Esse ar se movimenta em
torno do corpo e preenche o espaco vazio deixado pelo mesmo. Esse movimento o ar empurra

o corpo para frente, esse movimento foi denominado como antiperistasis (PEDUZZI, 2008).

ANTIPERISTASIS

Movimenta do Projétil

—
Meio torna-se

menos denso Meio torma-se
maig denso

e

Meio flui em torno e
empurra o projétil

Figura 2: Antiperistasis

Ele explicou também como se d4 o0 movimento e o retorno ao solo de um projétil
lancado violentamente por um canhdo. Na subida o movimento seria em linha reta na mesma
direcdo do lancamento, formando uma trajetéria diagonal. O retorno do objeto ao solo se da
através de seu movimento natural na menor distancia que o separa da Terra, ou seja, apds o

objeto alcancar certa altura ele cai verticalmente em direcdo ao solo (PEDUZZI, 2008).

O primeiro a discordar do movimento de Aristoteles foi o astronomo Hiparco
de Nicéia (190-120 a.C.), ele explica o movimento pds-arremesso de uma maneira
consideravelmente diferente daquele elaborada por Aristételes e seus seguidores. No caso de
uma pedra lancada verticalmente para cima a for¢a impressa € responsavel pelo movimento
ascendente. Enquanto a for¢a projetora for maior que a tendéncia natural de queda do objeto
ele sobe, porém, cada vez mais lento. Quando a forca impressa para cima se torna menor
que a tendéncia natural de descida do objeto ele comeca a cair. Outro ponto relevante € que a
forca impressa seria uma caracteristica intrinseca do objeto e ndo do meio como proposto por

Aristoteles.
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Outra importante critica a teoria de Aristételes foi feita por Filoponos de Alexandria
(490-570), no século VI, ao ndo aceitar a teoria antiperistasis como causa do movimento
violento do langamento de objetos. Para ele o ar € facilmente movido e deveria se deslocar
na direcdo da for¢a impressa ou ser disperso e nao retracar o seu curso ocupando o espaco antes
preenchido pelo corpo em deslocamento. Ele acredita que o movimento pds-contato deve-se
a explicac@o proposta por Hiparco, a teoria da for¢a impressa, e acrescenta que a velocidade
da particula em movimento deve ser proporcional a for¢a impressa menos a resisténcia do

movimento (EVORA, 2000). Matematicamente, temos

v~ (F—R).

Filoponos também questionou Aristételes a afirmar que a velocidade de queda dos
objetos nio depende do seu "peso", e sim da altura de onde estdo caindo. Tal afirmacdo, foi
elaborada por meio de observagdes feitas de experimentos de queda livre, sendo, historicamente
o primeiro relato de experimento de queda livre. Acredita-se que suas ideias tenham tido forte

influéncia sobre os demais criticos de Aristételes, inclusive na Idade Média.

A teoria da forca impressa retorna com o filésofo arabe Avicena (980-1037 d.C.).
A forc¢a adquirida pelo corpo apds ser langado € para ele semelhante ao calor fornecido a dgua
depois que ela € exposta ao fogo. Afirma ainda; que essa forca é consumida pelo meio em que
o objeto se locomove, logo seria impossivel existir o vazio ou vacuo, pois ele ndo acreditava em
um movimento infinito. Ele explica o movimento da seguinte forma: inicialmente o corpo se
movimenta em linha reta na dire¢cdo em que foi langcado, até a forca ser totalmente consumida
pelo meio e parar momentaneamente deslocando-se para baixo sobre a a¢do do movimento

natural.

As ideias de Filoponos sdo abordadas novamente no século XIV pelo filosofo
Francisco de Marchia e possivelmente influenciou o francés Jean Buridan (1300-1358 d.C.)
na elaboracdo da teoria do impetus. Burindan usa o caso do pido que ao girar ndo muda de
posicdo para questionar a antipiristasis, ja que, de acordo com esta, para haver o movimento

seria necessdrio o ar preencher o lugar do objeto.

Buridan conclui que existe algo impresso em um movimento que ficou conhecida
como for¢a motriz ("virtus motiva"), sendo isso melhor do que recorrer a afirmagdo que o
ar continua a mover o objeto. Portanto, um motor ao mover um projétil mével, imprime
um "impetus” ou for¢a motriz, na direcio em que o motor move o objeto e quanto maior a

velocidade maior o "impetus" imposto.

De acordo com a teoria do "impetus"” no momento que em um corpo € langado
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ele adquire um "impetus" que reduz com o tempo devido as a¢gdes externas, que podem ser a
resisténcia do ar ou o contato da superficie em que estd ocorrendo o movimento. Segundo

Peduzzi (2008) o impetus de Buridan possui algumas caracteristicas especificas, que sdo:

e Ele s6 € dissipado por meio de acdes externas, o que acarreta na ndo existéncia do vécuo,

uma vez que isso leva a um movimento perpétuo.

e Aplica-se ao movimento circular, que no caso do pido cessa o movimento devido o contato

com a superficie.

e E proporcional a velocidade e a quantidade da matéria do corpo.

Essas ideias foram usadas por Alberto da Saxonia (1316-1390), um seguidor das
ideias de Buridan, para explicar o lancamento horizontal e obliquo. Para isso separou o

movimento em trés etapas

e Primeiro o objeto se movimenta em linha reta na direcdo que foi lancada, porque, o

impetus sobrepde a tendéncia natural dos corpos cairem.

e Depois com a continuidade movimento, o impetus reduz com o tempo, devido a
resisténcia do ar e ao movimento natural de queda. O que acarreta em um desvio do

movimento inicial tornando-se curvilineo.

e Por fim, ao ser completamente consumido o impetus, o objeto em movimento cai

verticalmente para baixo.

Essa teoria foi defendida por outros importantes estudiosos como Leonardo da Vinci
(1452-1519), pintor, escultor, arquiteto e engenheiro e o fisico italiano Giambattista Benedetti
(1530-1590). Ele foi de fundamental importancia para toda a revolucdo cientifica que ocorreu
no século XVII ndo somente pelas criticas a teoria de Aristoteles, mas também pela abordagem

filoséfica e 16gica por trds de seus argumentos.

As ideias de Aristételes voltam a ser rigidamente criticada em 1632 por Galileu
Galilei (1564-1642), sobretudo em seu livro intitulado Didlogos Sobre os Dois Principais
Sistemas do Mundo. Além de questionar a queda natural dos corpos, afirma que a velocidade de
uma particula € maxima no vazio, assumindo a ideia de vacuo, e introduz o conceito de inércia

que mais tarde viria a ser aperfeicoada por Newton e proposta como lei.

O conceito de for¢a veio de fato a ser elaborado de forma mais semelhante a usual

por René Descartes (1596-1650) e seus seguidores, os quais defendiam que a mesma seria
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dada pelo produto da massa de um corpo por sua velocidade, m - v, enquanto Gottfried Leibniz

2

(1646-1716) defendia que a melhor representagdo para forga seria m - v, conhecida como "forca

viva" de um corpo.

Leibniz utilizou o conceito de equilibrio estitico de uma balanca para defender
suas ideias, corpos com massas inversamente proporcionais a distancia que os separam estao
em equilibrio. Ao girar tal sistema Leibniz conclui que uma massa de 4m, a uma altura x é

equivalente a uma massa m a uma altura de 4x (RAMOS, PONCZEK, 2011).

Sistemalll

Sistema | < m,
@ |-

w« A

Figura 3: Experimento de Leibniz

De acordo com a teoria de Galileu as velocidades dos corpos ndo dependem de seus

pesos, e sim da altura de onde caem. Essa relacdo € dada pela férmula de Torricelli

onde v é a velocidade final da queda, h altura que o objeto caiu e k uma constante de
proporcionalidade. Com isso,

vi=kx e v3 = k(4x).

Concluimos portanto que v, = 2v;. Segundo Leibniz, os corpos deveriam ter a mesma for¢a ao
chegar ao solo, supondo que a forca seria F = m?, logo a forca sobre o primeiro e segundo
corpo pode ser

Fi =4mkx e F, = mkdx.
Entdo, F| = F3, ou seja, ele estaria certo e Descartes estaria errado.

Sabe-se hoje que ambos estavam equivocados, a grandeza defendida por Leibniz

[N

o dobro do que conhecemos como energia cinética e a grandeza defendida por Descartes
¢ conhecida hoje como momento linear de uma particula, porém, ambas as teorias t€ém uma

intima relacdo com a teoria newtoniana, e consequentemente com a defini¢cdo de forca dada
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por Newton. Podemos entdo afirmar que a definicdo de for¢a proposta por Newton foi fruto do

amadurecimento de ideais elaboradas ao longo de milé€nios.

2.2 Isaac Newton

Isaac Newton nasceu no natal de 1642 conforme o calendério da Inglaterra ! em uma
casa senhorial de Woolsthorpe, perto de Grantham, no Lincolnshire. Oriundo de uma familia
de fazendeiros era filho péstumo, seu pai morrera trés meses antes de seu nascimento. A partir
dos dois anos de idade foi criado pelos seus avds, apds o novo casamento da sua mae, tendo

uma infancia muito triste, uma vez que, nao recebeu qualquer tipo de afeto de seus parentes.

Figura 4: Isaac Newton

Tornou-se um homem rico e poderoso, presidente da casa da moeda, da Royal
Society e armado cavaleiro (Sir) pela rainha Ana Stuart em 1705. Viveu até os 84 anos,
morrendo em Londres, no final do inverno na madrugada do domingo 19 de mar¢o de 1727,
uma morte prolongada e sofredora devido a problemas renais, sendo velado e sepultado na

Abadia de Westminster.

Nao foi o poder ou a riqueza que consagrou Isaac Newton e sim a sua passagem
no Trinity College de Cambridge, onde estudou e alguns anos mais tarde lecionou. No Trinity
estudou inicialmente a filosofia de Aristételes, pois tinha como objetivo fazer uma licenciatura
em advocacia; entretanto, ao estudar posteriormente a obra prima de Descartes La Géométrie e
a Mecdnica da Astronomia Coperniciana de Galileu e o Sistema da Mecdnica Astronémica de

Kepler, Newton comeca a fervilhar de ideias e muda seu foco para a ciéncia.

A genialidade surgiu quando uma praga assolou a Inglaterra e fechou a

Universidade no Verdo de 1665, implicando o seu retorno a fazenda da sua mae em Lincolnshire.

'Nesse perfodo o calenddrio inglés estava dez dias atrasados em relacio ao calendério do resto do mundo, além
do inicio do ano ser considerado no dia 25 de marco (GLEICK, 2004).
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Durante dois anos (1665-1667) conhecidos como "os anos admirdveis" comegou a apresentar

trabalhos revolucionarios nas areas da matematica, fisica e astronomia.

Na matemadtica ele elaborou o célculo infinitesimal sendo um dos maiores
colaboradores do célculo diferencial e integral. Na astronomia criou o telescépio refletor e
formulou a lei da gravitacdo universal. Na fisica dedicou-se a dptica, cujas primeiras ideias
foram sobre a teoria corpuscular da luz e a explicacdo da decomposi¢cdo das cores ao atravessar

um prisma, denominando-a de teoria das cores, e a publicou em seu livro Opticks.

Mas de fato a sua grande contribuicdo na fisica foi apresentada junta a outros
trabalhos em sua mais célebre obra Philosophiae Naturalis Principia Mathematica (Principios
Matemditicos da Filosofia Natural), onde ele apresentou pela primeira vez a formulacao das leis

do movimento que regem a Mecanica Classica, conhecidas hoje como as trés leis de Newton.

2.3 As Leis de Newton

O estado de movimento dos corpos podem ser compreendidos por meio de trés leis
conhecidas como leis de Newton ou leis do movimento. Elas tratam basicamente de uma analise

entre forcas e variacdes do movimento, que governam a mecanica e serdo evidenciadas a seguir.

2.3.1 Lei da Inércia

A lei da inércia, conhecida como primeira lei de Newton, foi fruto do principio da
inércia proposta por Galileu Galilei, amplamente discutida e explicada em seu livro "Didlogos
Sobre os Dois Principais Sistemas do Mundo", através do didlogo entre os personagens
Simplicio e Salviati (MOYSES, 2013).

Galileu introduz este principio discutindo como seria 0 movimento de uma esfera
perfeita e lisa levemente impulsionada em diferentes situacdes, desde planos inclinados com
atritos a superficies extremamente polidas sem nenhum aclive ou declive. Ele concluiu deste
ultimo caso que, ndo existindo nada que induza a aceleracdo ou desaceleracdo, ou seja, sem
inclinacdo, declive, atrito, resisténcia do ar, e supondo um plano infinito, a esfera devera se

locomover com velocidade constante € em linha reta infinitamente.

Esse € o principio da inércia proposto por Galileu que foi analisado, estudado,
aprimorado e reformulado por Isaac Newton como uma lei, a lei da inércia. "Para ele, a inércia

era um tipo de forca que era inerente (insita) a matéria e latente tdo logo quanto nenhuma
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outra forca aplicada sobre um corpo tentasse alterar seu estado de movimento" (PIRES, 2008,
p. 195). Assim, ela seria portanto, uma espécie de resisténcia que os corpos possuem de mudar

seu estado inicial de movimento. Essa lei pode ser enunciada como

"Todo corpo permanece em seu estado de repouso ou de movimento retilineo
uniforme, a menos que seja compelido a mudar seu estado devido a agdo de forcas aplicadas

sobre ele".

Um dos principais questionamento para essa lei era para quais situacOes ela é
valida? Isto € bastante relevante, ja que, ela € vélida apenas para casos especiais, os chamados

referenciais inerciais.

Para explicar esse tipo de referencial, suponha que exista um observador para quem
nenhuma interacao externa o afete, ou seja, esteja isolado do resto do mundo. Tal observador é
denominador de observado inercial e o referencial que 0 mesmo adota € chamado de referencial
inercial (ALONSO, FINN, 2002). Logo, esses referenciais estardo em estado de repouso ou de
movimento retilineo uniforme, caso contrario apresentard interacdes devidas a forgas externas,
consequentemente uma acelerag¢do, confrontando a primeira lei de Newton. Logo, referencial

inercial pode ser interpretado também como sendo os referencias onde € valido a lei da inércia.

Entdo, de acordo com essa lei, diversos observadores podem estar em movimento,
um em relacdo ao outro, com velocidades constantes, implicando que para cada referencial

inercial pode existir infinitos referenciais.

2.3.2 Principio Fundamental da Dinamica

Uma consequéncia direta da primeira lei de Newton é que qualquer variacdo na
velocidade de um corpo deve estar relacionada com a acdo de uma forga, ou seja, qualquer
aceleracdo deve estar ligada a acdo de uma forca. Experimentos usando molas e conceitos

bésicos da gravitagio mostram que essa relacio é de proporcionalidade (MOYSES, 2013).

Sabemos que para aplicarmos uma mesma aceleragdo em corpos diferentes
precisamos de forcas distintas e € necessdrio, por exemplo, aplicarmos uma for¢a muito
maior em um carro para acelerd-lo a um valor qualquer, do que aquela que aplicamos a uma
motocicleta para deixd-la com a mesma aceleragdo do carro. Portanto, concluimos que a

aceleracdo é inversamente proporcional a inércia do corpo.

E possivel verificar ainda através de experimentos que ao dobrarmos a for¢a sobre
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um objeto dobramos a aceleragdo deste, desse modo podemos afirmar matematicamente que:

a=—,
m

onde textb fa é a aceleracdo do corpo, F € a forca atuante sobre o corpo e m a massa do mesmo

que também é denominada coeficiente de inércia, cujo € a medida da quantidade da matéria.

Desse modo deduzimos a forma mais comum de representar a segunda lei de

Newton, lei de forca para objetos com acelera¢do constante ou instantanea
F = ma, 2.1

sendo a unidade de forca no S.I. (Sistema Internacional de Unidades) é o N(newton) que

equivale a forca aplicada para empregarmos uma aceleracdo de 1m/ s? aum corpo de 1kg.

Essa lei € a base para a compreensdo da dinamica de um corpo e foi intitulada por
Isaac Newton como o Principio Fundamental da Dindmica. Uma das conclusdes que ela nos

permite € que se a ¢ um vetor, m é uma escalar F serd, também, um vetor.

Podemos agora inferir que em um sistema onde n for¢as atuando sobre uma mesma
particula, a forca F que atua sobre a particula serd a soma vetorial de todas as forcas que age
sobre a mesma. Esse fato é conhecido como principio de superposicoes de forcas. Logo, a
expressao (2.1) nos permite entender o movimento da particula de forma superficial, ela nos
mostra 0 movimento a partir da resultante de todas as for¢as que atuam sobre o corpo, sendo
invidvel utiliza-la quando evidenciamos todas as forcas que agem sobre uma particula e quando

queremos avaliar apenas algumas dessas forgas.

Por outro lado, a formulacdo de Isaac Newton para esta lei teve inicio com
a definicdo da quantidade de movimento, também conhecida como momento linear ou
simplesmente momento. A definicdo dada por ele a essa grandeza fisica nos leva a seguinte

conclusio:

o momento de uma particula ou corpo é dado como o produto de duas grandezas

fisicas a saber, massa m e velocidadev.

Representamos na literatura momento por p, na qual possui trés componentes,

definidas ao longo dos eixos X, Y e Z por

Px = MVx, py=mMmvy e p; = mvy,
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ou seja,
p = myv. 2.2)

Vemos que o momento € uma grandeza vetorial que tem a mesma dire¢do da velocidade. Sendo

assim € muito importante, pois ajuda a caracterizar o estado de uma particula.

Em sistemas de massa nao varidveis, temos através da derivacao de ambos os lados
da equagdo (2.2)

F= P

= (2.3)

Para casos com a massa invariavel temos

dp  dv

dr —mz = ma.

A equagdo (2.3) trata-se do Principio Fundamental da Dindmica da forma que o
mesmo foi proposto por Newton. Ela d4 o significado concreto e geral de forca, ou seja, a
variagdo temporal da quantidade de movimento de uma particula € denominada como forca.

Vejamos um exemplo desta lei.

Exemplo 2.1 Considere uma particula em movimento e sujeito a uma forca de resisténcia.
Determine o deslocamento e a velocidade horizontal em um meio em que a forca de resisténcia

é proporcional a velocidade. Iremos representar a forca de resisténcia como
F = —kmv.

Sendo k uma constante de proporcionalidade.

Pela segunda lei de Newton, temos que

dv
F = =m—.
ma mdt
Entdo,
dv dv
—kmy = mM— = —ky = —
my mdt:> v n
d
—kdr =22
v
Integrando

d
—k/dt:/—v = —ki+c; =Inv.
Vv
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Para um tempo to = 0 teremos v =vq e Invy = ¢y, agora

Iny = —kt +Invy = In > = —kt,
V0

—=e Moy =yge .
Vo

dx _
Mas, sabemos ar =V =1pe ke logo,

dx = voe_ktdt.

/dx:vo/ektdt,

kt

Integrando temos

voe
X = — 3 +cr.
Assumindo a seguinte condigcdo xo = 0 teremos
—V0 o 140)
Xp=——¢€ +cp=>Ccr=—.
0 k 2 2 k
Portanto,
—kt
—Voe Vo Vo —kt
x(t)=——+—=—(1—-¢e").
(=" =)

2.3.3 Lei da Acao e Reacao

7z

A terceira lei de Newton € uma consequéncia do principio da conservagdo da
quantidade de movimento e da segunda lei de Newton. Experiéncias mostram que a quantidade
de movimento de um sistema de particulas isolado permanece constante, mesmo apds serem
submetidas a diferentes tipos de colisdes. Em situacOes desse tipo as tnicas for¢as atuantes sao

devidas as interacdes mutuas entre as particulas.

Iremos considerar um sistema livre de interacOes externas e mais simples possivel,
que possuem somente duas particulas, no qual podemos denomind-las como particulas 1 e 2.
Devido as ac¢des internas as velocidades das particulas variam com o tempo, sendo, v{ € v as
velocidades das particulas 1 e 2 em um dado instante de tempo #, v} e v} as velocidades das
mesmas particulas para um instante de tempo ¢/, respectivamente. Assumindo suas massas,
respectivamente, como m; € my. Temos a quantidade de movimento para o instante de tempo ¢
igual

P= P +Pr =mvi+myvy,
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e a quantidade de movimento para o instante de tempo " igual a
P’ =p| +py = m v} +mav;.

Temos que, ao fazer tal medicdo experimentalmente para diferentes instantes de tempo, para

quaisquer valores de ¢ e ¢/, sempre obtemos P = P’.

Esse resultado € na realidade a descri¢c@o do principio da conservacdo da quantidade

de movimento, e pode ser definido como

"A quantidade de momento total de um sistema de particulas perfeitamente isolado,
sujeito apenas as suas acoes miituas permanece constante".

Matematicamente podemos escrever

_>
Bepladbep4ph=P. (2.4)

Apesar da equagdo derivar de um caso particular de um sistema com somente duas particulas,

ela é valida para um sistema de n particulas.

Uma consequéncia da equagdo (2.4) é que podemos representar a variacdo da

quantidade de movimento para colisdo entre duas particulas isoladas como

Ap; =p] —p; = —(py —p2) = —Ap». (2.5)

A ultima equagado acima, trata-se da varia¢do da quantidade de movimento da particula 1 e 2,
respectivamente. Ao dividimos Ap; e Ap, pelo intervalo de tempo decorrido durante a colisdo,
At, teremos

Ap; _ _Ap,

At At

assumindo um Ar muito pequeno, podemos considerar no caso limite que
dp, _ _dp,
dr dr -
A partir da segunda lei de Newton a equagdo acima € reescrita como
Fi; = —Fy. (2.6)
Sendo Fj; a forga exercida pela particula 1 sobre uma particula 2 e F; a forca exercida pela

particula 2 sobre a particula 1. Esse resultado trata-se da 3% lei de Newton descrita por ele como

"A toda a¢do corresponde a uma reacdo igual e contrdria, ou seja, as acoes mituas

de dois corpos um sobre outro sdo sempre iguais e dirigidas em sentidos contrdrios".

Essa lei conhecida popularmente como principio da a¢do e da reagdo como foi
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exposta aqui trata de um par de forcas que ocorre em corpos diferentes com mesma intensidade
e sentidos contrarios. Ou seja, se um corpo A aplica uma for¢ca qualquer em um corpo B, Fyp,

este aplicard uma forcga de igual intensidade porém com sentido contrdrio em B, Fp4.

2.4 Alguns Tipos de Forca

Todos os tipos de forca podem ser obtidos através de quatro interacdes basicas,
conhecidas como as interagdes fundamentais da natureza que sdo: interacdes gravitacionais,

interacoes eletromagnéticas, interacdes fortes e interagdes fracas.

A interacdo gravitacional, regida pela lei da gravitagdo universal, proposta por Isaac
Newton trata da interacdo mais fraca; todavia, devido a sua importincia, principalmente na
astronomia, foi a primeira a ser evidenciada. Ela explica as interacdes gravitacionais entre dois
corpos, sendo mais relevante na mecanica astronémica, devido a algumas caracteristicas como
o fato de atuar em corpos eletricamente neutros € as massas astrondmicas serem muito grandes

(MOYSES, 2013). Matematicamente podemos expressi-la como

mimy
F=-G—7-1,
r
< ~_ T2 o
onde m; € a massa do corpo 1, mp a massa do corpo 2, # = — € o vetor unitirio que
12

vai de 1 para 2, r =| r | é a distincia entre os corpos e, por ultimo, G é a constante de
proporcionalidade conhecida como constante gravitacional cujo valor no Sistema Internacional

(S.1) é de aproximadamente 6,67 - 10~ ' N.m? /kg>.

Outra interagdo, a forca eletromagnética, teve sua lei para cargas elétricas em
repouso elaborada apenas 1785 em por Charles Coulomb (1736-1806) . Embora seja
semelhante a interacdo gravitacional, pode ser de carater atrativo ou repulsivo e, ao invés da
massa das particulas usamos suas cargas que podem ser positivas ou negativas. A lei de forca
escrita por Coulomb € dada por

F=ilEs,
onde g; e gy sdo, respectivamente, as cargar das particulas 1 e 2, e kK € a constante de

proporcionalidade, cujo valor no S.I. é de 9- 10°N.m? /C?.

As interacOes fortes estdo localizadas numa escala de 10~ 5m, ou seja, sdo as
responsdveis por for¢as nucleares. Mas, elas atuam apenas nas particulas elementares, os
hadrons, e além de serem muito mais intensas que as forcas eletromagnéticas, sdo bastante

complexas.
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Por fim as interacdes fracas também constituem forgas nucleares, entretanto, sua
intensidade estd entre as interacOes gravitacionais e eletromagnéticas. Essa interagdo ¢é
responsdvel pelo decaimento beta, que trata da emissdo de elétrons pelo niicleo de algumas

particulas radioativas.

2.4.1 Forcas que Dependem da Velocidade

Em movimentos unidimensionais sdo poucas as for¢as realmente importantes que
dependem da velocidade, podemos citar a for¢a de atrito. A dependéncia dessa forca da-se
devido a ela ser sempre oposta a dire¢cdo da velocidade, sua intensidade, por exemplo,
serd praticamente constante para a forca normal perpendicular a superficie em que ocorre o

movimento (WATARI, 2004).

As demais forcas dependentes da velocidade serdo de resisténcia do ar ou em
fluidos, que além de sempre serem opostas ao sentido do movimento sdo geralmente mais
complexas. Em algumas situacdes s6 € possivel identificar a relacdo com a velocidade por
meio de experimentos. Os casos mais simples desses tipos de forcas sdo aquelas que ndo existe
nenhum outro de tipo de for¢a atuando, sendo a equacdo do movimento para este caso pode ser
representada como

dv

F(v) = m—.

2.7)

Podemos obter manipulando a equagdo anterior o tempo ¢ € a posicao x em funcdo de v, isto €,

mdv

t(v) = ) e x(t):/v(t)dt.

Precisamos ressaltar que essas equagdes podem sofrer pequenas alteracdes de
acordo com as massas dos objetos e do meio em que se locomovem. Por exemplo, um
automovel a alta velocidade varia sua forca de resisténcia do ar com o quadrado da velocidade,
enquanto um grao caindo de uma altura qualquer, tem essa for¢ca relacionada com a sua
velocidade. Podemos citar também, as forcas de resisténcias nos fluidos, onde para baixas
velocidades a forca € proporcional a sua velocidade, ja para altas velocidades é mais conveniente

a proporcionalidade ao quadrado.
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2.4.2 Forca Central

Um dos tipos mais importantes de for¢as sao as chamadas forcas centrais. Elas sdo
compostas por algumas das intera¢des fundamentais da natureza, como as forgas gravitacionais
e elétricas. Normalmente, acredita-se que toda forca dirigida para o centro € uma forga central,
entretanto, para forgas atuantes em dada regido do espago sobre uma particula situada em um
ponto P qualquer dessa regido, recebe o nome de forcas centrais somente quando obedecem as

seguintes propriedades:

e Estd dirigida através de uma linha que liga o ponto P a um ponto fixo O, denominado de

centro de forca.

¢ A intensidade de F depender somente da distancia ao centro de forgas.

Devido a essas caracteristicas as forcas centrais podem ser escritas como
F = F(r)?, 2.8)

onde r = ||r

, 7 é o vetor unitdrio na diregdo radial, F(r) é o médulo da for¢a que depende de
rr e F € forca que pode ser atrativa, apontando para centro, ou repulsiva apontando para longe

do centro, dependendo do sinal da for¢a F(r).

Esse tipo de forca apresenta algumas caracteristicas basicas como o fato de serem
conservativas, ou seja, o trabalho é independente do caminho, descreverem trajetdrias planas o
que consequentemente acarreta na conservacao do momento angular, sendo que a quantidade
de momento angular L. é definida através do produto vetorial do momento linear P pelo raio

vetor r que liga a particula ao centro de forca (MOYSES, 2013).

2.4.3 Forca Eletromagnética

Forcas eletromagnéticas sdo ocasionadas devido a intera¢des provocadas por
campos magnéticos B e campos elétricos E, essas interacdes andavam de forma independente
até o século XIX, quando James Clerk Maxwell (1831-1879) através de quatro equacdes prop0os

a unificacdo das duas forgas, originando entdo a teoria do eletromagnetismo.

A forca magnética que age sobre uma carga g com velocidade v imersa em um

campo magnético E ¢ dada pela equacao

FB:qVXB.
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As particulas eletrizadas criam em torno de se um campo elétrico, propriedade do
espaco em torno das cargas elétricas, que ao serem aproximadas de outras cargas geram forgas
elétricas. Tais campos sdo definidos normalmente como for¢a por unidade de cargas e s@o
facilmente identificados em cargas de provas colocadas em regides do espaco vazio a partir da

acdo de forcas sobre essas cargas.

J4 a forca elétrica que atua sobre uma ¢ situada em um campo elétrico E €

representada, matematicamente, como F = gE.

Desse modo a forca resultante sobre uma carga g € a soma da forca resultante
elétrica com a forca resultante magnética, gerando o que conhecemos como forgas

eletromagnéticas ou for¢a de Lorentz que € dada por
F=¢g(E+vxB). (2.9)

A equacdo anterior recebe o nome de forca eletromagnética ou forca de Lorentz, em

homenagem ao fisico holandez Hendrink Antoon Lorentz (1853-1928).

A forg¢a de Lorentz foi de grande utilidade ao longo da historia tendo contribui¢des
fundamentais na evolugdo da teoria do eletromagnetismo, como os estudos realizados por Edwin
Hall em 1879 sobre o movimento de cargas em condutor submetido em um campo magnético, e
a experiéncia realizada em 1897 por J. J. Thomson, que conseguiu medir com precisdo a razao

£ qe
entre a carga e massa do elétron —.
m



3  Elementos da Geometria Diferencial
de Curvas

A matemédtica € a linguagem utilizada pelos fisicos para evidenciar os conceitos
fisicos e fendmenos a eles relacionados, incluindo a geometria diferencial. Tal disciplina
matematica desempenha um papel importante para a fisica tedrica contemporinea: suas

aplicacdes estendem-se da mecanica cldssica a fisica das particulas elementares.

Apresentaremos neste capitulo um breve estudo sobre geometria diferencial de
curvas, nos limitando a curvas no espaco tridimensional R?. Porém, h4 uma teoria geral de

curvas em R", que € de fundamental importancia para a teoria da relatividade geral de Einstein.

3.1 Curvas Parametrizadas

Intuitivamente, a ideia de curva é entendida como a trajetéria descrita por um
ponto em movimento. Esta ideia é tornada matematicamente precisa pela no¢do de curvas

parametrizadas.

Seja R? o conjunto dos ternos (x,y,z) de nimeros reais. Iremos caracterizar certos
subconjuntos de R3, que chamamos de curvas. Podemos imaginar uma curva em R? como o
conjunto de pontos que € descrito com um dnico parametro ¢, isto €, para cada t em um intervalo

I € R, a curva o é dada pelo ponto

a(t) = (ou(t), (1), 05(t)),

em R3. Rigorosamente, o é uma fungio de I em R>, e as fungdes (1), ay(t) e az(t) sdo

chamadas fun¢des coordenadas euclidianas de «.

Definiciio 3.1 Uma curva diferencidvel parametrizada em R> é uma aplicagdo infinitamente
diferencidvel o, : I — R> de um intervalo aberto I = (a,b) da reta real R em R3, na qual tem-se

—o0 > a < b < oo,
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Quando dizemos que o € diferencidvel na defini¢do acima, significa que o é uma
correspondéncia que leva para cada r € I em um ponto o(z) = (a(r), 0a(t),03(t)) € R®, de

modo que as fungdes coordenadas o (1), 0 (1) e o (f) sejam diferencidveis.

Convém denotar 1 como pardmetro da curva e a imagem a/(I) C R? é chamada o
traco da curva o.. Em virtude desta defini¢do, ndo se deve confundir uma curva parametrizada,
que é uma aplicacio diferencidvel, com seu traco, que é um subconjunto de R3. Além disso,
observe que o (1) = (ay(t),0(t),03(t)) é o vetor posicdo do ponto da curva para o qual o
parimetro tem valor ¢, que os fisicos costumam denotar pelo vetor r(¢). Vejamos alguns

exemplos:

Exemplo 3.1 (Catendria) E a curva que representa o formato de um fio flexivel de massa
especifica uniforme suspensa pela suas extremidades sobre a agdo da forca gravitacional,
estudada principalmente na engenharia na construcdo das pontes de pénsis (os cabos que

sustentan as pontes e viadutos).

Galileu Galilei foi o primeiro a propor matematicamente a forma da curva dada
por um fio suspenso entre dois ponto sob a acdo unicamente da gravidade, sendo segundo ele
uma pardbola. Suas ideias foram refurtadas por alguns matemdticos como Jakob Bernoulli
que também desafiou publicamente os matemdticos a propor uma solu¢do para o problema,
surgindo entdo trés solucoes (dos matemadticos Johann Bernolli, Huygens e Leibniz). A partir

de entdo, foi formulada uma equacdo diferencial que descreve uma catendria, a saber

dx k

= ==Z
dt s
sendo k uma constante positiva e s o comprimento de arco. Cuja a solugdo é igual a

x(t) = g(et/k e 'y,

Exemplo 3.2 (Hélice) A curvat — (acost,asint,0) trata de um circulo de raio a > 0 no plano
xyde R3. Mas, se ela cresce ou diminui a uma certa taxa constante em torno do eixo z obteremos

uma hélice o : R — R3, determinada pela equacdo
t — (acost,asint,bt),

onde a >0, b # 0.

Podemos visualizar uma curva o em R3, como um ponto em movimento. Entdo,
para todo pardmetro de "tempo" ¢ existe um vetor tangente ao ponto o (z), que é o chamado de

velocidade instantanea de & neste instante de tempo.
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Figura 5: Hélice

Definiciio 3.2 Seja o : I — R3 uma curva diferencidvel e parametrizada de R>, na qual
a(t) = (oq(t),0n(t),as(t)). Para cadat em I, o vetor velocidade de o em t no ponto a(t) € R?

€ dado pela derivada

= (G0 G0 G0)

. do .. . )
onde o.(t) = ar ou seja, iremos representar, a partir deste momento, o ponto como a derivada

em relagdo ao pardmetro t.

A ultima defini¢do acima pode ser interpretada da seguinte forma geométrica: sabemos que a

derivada de uma funcao real em relagdo ao parametro ¢, € dada por

af . . flt+at)—f(1)
0= Jim

Esta formula ainda faz sentido se f é substituida pela curva a(t) = (o4 (1), 00(t),03(t)). De

fato, teremos
[a(t+At) —a(r)] = [og (t +Ar) — oy (1), 00(t + At) — aa (1), a3 (t + Ar) — o (1)] .

Este € um vetor com origem no ponto ¢(¢) e extremidade no ponto a(f + At), multiplicando
| alar —, obt
pelo escalar ., obtemos
o(t+At)—oy(t) ap(t+At)—op oz(t+At) —os(t)

1
— r+AH)— o) =
Ay O+ A1) =) Ar ! A Ar

Agora fazendo Ar muito pequeno, temos que o (z + At) tendo a aproximar-se de a(¢). No caso
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1
E[a(f + At) — oft))

limite com Ar — 0, temos o vetor velocidade (tangente) a curva & no ponto ¢(z), a saber

() = (450,520, 520) ) = (1), ). o)

Exemplo 3.3 Encontre o vetor velocidade ou tangente 0.(t) da curva regular dada pelo vetor

202 283 B _
ot) = . Das equagoes anterios afirmamos que

1422714142
, d [ 22 d [ 23
OC(I): - s 7.
dt \14+12)7dt \ 1+1¢2

usando a regra do quociente,

o (M4 =48 62 (1+17) — 4t 4t 61>+ 2t
@‘( G 2F (1407 )‘(u+ﬂfu+w0'

Podemos, a partir do resultado anterior, encontrar também a velocidade instantdnea. Para isso,
basta substituirmos o valor de t pelo instante desejado. Como por exemplo emt = 1 temos um
o(t) =(1,2).

A existéncia de reta tangente em todos os pontos da curva € de fundamental
importincia para o desenvolvimento da geometria diferencial. Porém, podemos ter ¢(f) =0
para algum pardmetro ¢ em /. Para o ponto de & na qual ¢&(¢) = 0 chamamos de ponto singular

de . Convém, portanto, restrigirmos as curvas sem pontos singulares.

Definiciio 3.3 Uma curva diferencidvel parametrizada o, : I — R> é chamado regular quando

o(t) #O0paratodot € 1.

A partir de agora consideraremos apenas curvas diferencidveis parametrizadas

regulares, na qual iremos chama-las apenas de curvas parametrizadas regulares.
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Definiciio 3.4 O comprimento de arco de uma curva parametrizada regular o, : I — R3, a partir

do ponto ty € 1, é a funcdo s : R — R definida por

0= [ (o) e,

onde || a(t)|| = /(0 (t)2+ (0 (t))2+ (a3(t))? é 0 comprimento do vetor &(t). Como &(t) #

ds )
0 para todo t, o comprimento de arco s é uma fungdo diferencidvel de t e 7= || e(2)]]-

Dado qualquer curva o, € possivel construir uma nova curva que segue a mesma

trajetdria de o.

Definiciio 3.5 Sejam o : [ — R> uma curva parametrizada regular e h : J — I uma funcéo
diferencidvel no aberto J C R. Podemos entdo considerar a nova curva B : J — R3, definida
por

B(s) = (acoh)(s) = a(h(s))-

A curva B é chamada de reparametrizacdo de o por h.

Figura 6: Reparametrizacdo

Para calcular as coordenadas de f3, simplesmente substituimos ¢t = h(s) sobre as
fungdes coordenadas (1), 0, (t) e o3(t) de o(t). Por exemplo, dada o(t) = (Vt,t/t,1 —1)
com/:0 <t <4, entdo se h(s) =s2emJ:0<s<2tem-se

B(s) = (s,s3,1—s2).

Definiciio 3.6 Sejam o : I — R? uma curva parametrizada e &(t) o vetor velocidade de o em 1.

Assim, definimos como a rapidez de o emt ao comprimento v(t) = ||&(t)|| do vetor velocidade,
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v(e) = )] = [(%)2+ ()" (%)2] ,

para a(t) = (a (1), (1), 0a3(t)).

isto é,

Definicao 3.7 Uma curva regular o : [ — R? ¢ dita parametrizada pelo comprimento de arco,

se para cada ty, t € I, 1y < t1, tem-se
t .
/ () |lde =t —1o.
)

Agora iremos enunciar o resultado que afirma a possibilidade de qualquer curva regular poder

ser parametrizada pelo comprimento de arco.

Teorema 3.1 Sejam o : 1 — R? uma curva regular e s : I — s(I) C R a fun¢do comprimento
de arco de o a partir do instante ty. Entdo, existe a funcdo inversa h de s, definida no intervalo
aberto J = s(I), e B = aoh é uma reparametrizacdo de o, onde B estd parametrizada pelo

comprimento de arco.

Prova. Por hipétese, & é uma curva regular, portanto
$(t) =[]l >0,

f € uma funcdo estritamente crescente. A partir disso, existe uma func¢do inversa de s, a saber,
h:J — 1. Como paratodor € I, h(s(t)) = t, teremos que
dh PN dh ds |
dt ds dt
ou seja,
dh 1 50
ds (@) @l
u

Concluimos que B(s) = (oo h)(s), s € J, é uma reparametrizagio de «, e

dp
ds

dr ds

_‘da dh

= et =

Portanto, 3 estd parametrizada pelo comprimento de arco, pois

b
[ 1B(s)las =b—a.
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Proposiciio 3.1 Uma curva o : I — R3 estd parametriza pelo comprimento de arco se, e

somente se, ||a(t)| = 1.

Prova. Suponha que a curva o estd parametrizada pelo comprimento de arco. Entdo, s(f) =

t
/ ||a(t)||dt =1t —tg, e s(t) = 1. Como s(t) = ||&(¢)]|, concluimos que ||&(¢)|| = 1, para todo
fo

t t
t € 1. Reciprocamente, se ||&(¢)|| = 1 implica que s(f) = / ||a()||dt = / dt =t —ty.
o o

3.2 Curvatura e Torcao

Iremos abordar agora, as principais caracteristicas geométricas das curvas
parametrizadas pelo comprimento de arco, comecando pela curvatura. A mesma mede a taxa

de variacdo do vetor tangente de uma curva parametrizada pelo comprimento de arco.

Definiciio 3.8 Seja o : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, chama-se

curvatura de o0 em s € I a fungdo escalar
k(s) =la(s)]-

A proposi¢do a seguir caracteriza as retas como sendo as curvas de curvatura

identicamente nula.

Proposiciio 3.2 Seja o : I — R3 uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco.

Entdo, a(I) é um segmento de reta se, e somente se, k(s) =0, para todo s € I.

Prova. Se o(I) é um segmento de reta, entdo ¢t(s) = p+vs onde p € R? e v é um vetor
unitario de R3. Portanto, para todo s € I, ¢(s) = v e &(s) = 0 , donde k(s) = ||&(s)|| = 0.
Reciprocamente, se ||&(s)|| = 0, para todo s € I, entdo ¢(s) = 0. Integrando, tem-se que ¢(s) =

ve ||v|]| = 1. Integrando novamente, obtemos o (s) = p + Vs, cujo traco é um segmento de reta.
|

Dado o : I — R3 uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco, entdo

|’ (s)]| = 1. Com isso,
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para todo s € I. Assim, @(s) é ortogonal a ¢&(s). Portanto, para todo s € I, onde k(s) # 0, isto

é, a”(s) # 0, podemos definir um vetor unitério na dire¢do de & (s) # 0.

Definicdo 3.9 Chama-se produto interno em um espago vetorial V, denota-se por (V,(,)), as
operagdes que associam a cada par de vetores w,v € V. um niimero real (u,v) de modo que
sejam satisfeitas os seguintes axiomas para u,v e w €'V sendo eles linearmente independentes

e o constante pertencendo aos reais:

1. Simétrica: (u,v) = (v,u)

2. Distributiva: (u,v+w) = (u,v)+ (u,u)

3. Homogeneidade: {(au,v) = a(v,u)

4. Positiva Definida: (u,v) >0e (u,v)=0<=u=0
5. Linear: (Qu + Buz) = ot{uy,v) + Buz,v)

Definicdo 3.10 Seja o : I — R? uma curva parametrizada pelo comprimento de arco tal que

k(s) # 0. O vetor
) )
k(s)’

é denominado vetor normal a o em s. A reta normal a o em sy € I é a reta que passa por o(sg)

na dire¢do do vetor normal n(sy).

Denotamos por t(s) = &(s) o vetor unitdrio tangente a curva a. Além disso, temos
que t(s) e n(s) sdo vetores ortonormais, visto que & e ¢ sdo ortogonais. Assim, podemos

escrever
Em todos os pontos da curva em que k(s) # O definimos um terceiro vetor que,
juntamente com os vetores t e n, formam uma base ortonormal de R3.

Definiciio 3.11 Seja o : I — R uma curva regular parametrizada pelo comprimento de arco,

tal que k(s) > 0. O vetor binormal a o. em s é o vetor unitdrio

Desta forma fica definido um triedro positivamente orientado {t(s),n(s),b(s)} em cada ponto

da curva com curvatura diferente de zero, conhecido como triedro de Frenet.
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Cada par de vetores do triedro de Frenet determina um plano. O plano de R? que
contém o(s) e é normal ao vetor t(s) é o plano normal & curva & em s. O plano que contém
o(s) e é normal a b(s) é chamado de plano osculador, e o plano que contém o(s) e é normal a

n(s) é o plano retificante da curva @ em s. Note que a derivada de b(s) é dada por

b(s)

plano retificante
plano normal

/ * n(s)
fa(s)

\

\ plano oscular

\
N
AN
\

t(s)

b(s) = t(s) x n(s) +t(s) x n(s) = t(s) x n(s),

pois t(s) é paralelo a n(s). Portanto, b(s) é ortogonal a t(s). Como |/b(s)|| = 1, entdo
2(b(s),b(s)) = 0 implica b(s) ortogonal a b(s). Assim, inferimos que b(s) é paralelo a n(s),

isto &, b(s) é igual
b(s) = 7(s) -n(s), 3.1)

onde 7(s) € R é denominado de tor¢ao da curva em s.

Definicao 3.12 Seja a(s) uma curva parametrizada pelo um comprimento de arco. O niimero

7(s) definido pela equagdo (3.1) é chamado de tor¢do de o em s.

Diferentemente da curvatura, a tor¢do pode ser negativa. Se a curva é plana, os vetores t(s) e
n(s) pertencem ao plano que contém o trago e b(s) =#(s) x n(s) é um vetor unitério constante
e perpendicular a esse plano. Segue-se que b(s) = 0 e, portanto, a tor¢io é nula. A tor¢io mede
a rapidez com que muda a dire¢do do vetor unitdrio b(s), isto é, a rapidez com que a curva se

afasta do plano osculador.

A definicdo de curvatura e tor¢do foram consideradas para uma curva que esteja
parametrizada pelo comprimento de arco. No caso de uma curva regular com qualquer

parametro, a curvatura e torcao sao dadas conforme a proposi¢ao seguinte.

Proposiciio 3.3 Seja o : I — R® uma curva regular de pardmetro t e B :J — R> uma

reparametrizacdo de o pelo comprimento de arco, ou seja, B(s(t)) = o(t), para todo t € I.
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Sejam k(s) > 0 e T(s) a curvatura e a tor¢do de B em s € J, entdo

_ lle(n) x e

k(s(t)) = TP (3.2)

_ (o) x a(r),a(r)))

R TRl .

Prova. Sabemos que (s(7)) = (). Assim, derivando em rela¢do ao pardmetro ¢ obtemos

dp ds
Y — =9 4
derivando novamente, tem-se
2B (ds\* dB d%s
Ll B T — ). 3.5
ds? (dt) a5 an ~ 20 (33)

Assim, dessas duas ultimas equacdes segue que

, ) dBds d?B (ds\*> dBds dBd%s
at)xa(t)=——xX—5 | — —— X ——.
(1) alt) =50 X a2 (dt) s ar ¥ s ar
Portanto,
. ) ds|’ ||d*B
o) xolt)|| = |— —
ety < a@)l = || | =]
. . . ) d
onde usamos o fato de que 3 estd parametrizada pelo comprimento de arco e, com isso, Is e
s
d? d
el séo ortogonais. No entanto, d—: = ||&(t)]|. Assim, podemos concluir que
s
d*B|| _ [le(r) x a(r)
|| - =

No caso da tor¢do, vamos utilizar os vetores norma e binormal dados por

1 d°B
n(s(t)) = MW’
b(s(r)) = % xn(s(t)).
d*s _ (a(r),a(r))

d
Substituindo d—j =||é(r)] e nas equagdes (3.4) e (3.5), e usando o valor da

arr — a()]
expressdo de k(s(z)), teremos

ao)llo(o)|? — a(r){e(r), o(r))

n(s(t)) = lec(@)[[llex(e) > a(@)]l;
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o) x af(t)
b(s(r)) = ot
loc(z) x ()]
Derivando a ultima igualdade em relacio ao parametro ¢, temos
db((t)) o X o (G x 0,0 xa@)yox o
— (s —— —
ds leellfler < e el ffex > a?

Por outro lado, a tor¢do pode ser dada da seguinte forma

#(s0) = {6060,

com isso, concluimos que
_ {o(r) x 0i(r), (1))
)= e < aor

Logo, k(s(t)) e T(s(¢)) sdo, respectivamente, a curvatura e a tor¢do de o em ¢.

Observe que com o emprego da equagdo (3.2), podemos ter a tor¢do com a forma

equivalente

(3.6)

3.3 Férmulas de Frenet

A derivada do triedro de Frenet, composto pelos vetores unitdrios t(s),n(s) e b(s),
nos fornecem informagdes sobre o comportamento da curva em uma vizinhanga de s, além de
poderem ser expressas como combinacao linear desses vetores, jd que eles formam uma base

ortonormal. Sabendo que n(s) = b(s) x #(s), temos
n(s) = b(s) x t(s) +b(s) x t(s) = 7(s)n(s) x t(s) +k(s)b(s) x n(s),
no entanto, n(s) x t(s) = —b(s) e b(s) x n(s) = —t(s) resulta em
n(s) = —7(s)b(s) —t(s)k(s).
Resunindo as trés equacdes que fornecem as derivadas dos vetores t,n e b, temos

t(s) = k(s)n(s), (3.7)
n(s) = —k(s)t(s)—t(s)b(s), (3.8)
b(s) = t(s)n(s). (3.9)



3.3 Formulas de Frenet 40

As equagdes anteriores sdo conhecidas como férmulas de Frenet ou férmulas de Serret-Frenet.

Como aplicacdo das férmulas de Frenet, veremos que as curvas planas sdo

caracterizadas por terem tor¢ao nula.

Proposicio 3.4 Seja o : I — R> uma curva regular, com curvatura ndo-nula. Entdo, se T =0

implica que Q. é uma curva plana.

Prova. Se T = 0 para toda s € I, entdo por (3.9) tem-se que b(s) = 0 e b(s) = b é constante.
No entanto, fixando sg, considere a fungdo g(s) = (a(s) — a(sp),b). Derivando temos g(s) =
(a(s),b) = (t(s),b) =0, pois b e t sdo ortonormais. Portanto, g(s) é constante. Como g(so) =0,
concluimos que g(s) = 0 para todo s, ou seja, a(I) estd contido num plano que contém @ (sg) e

¢ ortogonal ao vetor b.



4 Aplicacoes a Dinamica

Neste capitulo iremos utilizar a mecanica newtoniana e as propriedades da
geometria diferencial abordados, respectivamente, nos capitulos dois e trés desse trabalho
para mostrar uma relacdo entre as grandezas dindmicas e os entes matemdticos da geometria

diferencial de curvas.

Para a mecinica newtoniana, num referencial inercial, o movimento de uma
particula é dado pela equacgao

mit =F,

onde m € a massa da particula, ¥ € sua aceleracdo e F € a for¢a resultante que age sobre ela. Com
isso, dado a posi¢do e velocidade iniciais da particula, € possivel determinar a posi¢io como

fungdo do tempo, isto €, determinar a curva descrita pela particula.

E conveniente mudarmos algumas notagdes para estabelecer a relacio mencionada:
os vetores unitdrios t,n,b que compdem o triedro de Frenet passardo a ser escritos,

respectivamente, COmo €y, €2), €(3). Agora as formulas de Frenet assumem a seguinte forma

e _ oy 4.1
el COF (4.1)
de

2 _
W = —ke(l)—’ve(3), “4.2)
de(3)
W = Te(z). (43)

4.1 Relacao Entre as Grandezas Dinamicas e a

Curvatura
[ ]
Seja r(t) = (x(t),y(¢),z(t)) o vetor posi¢do da particula em um instante de tempo
. . . . . s 1 dt
t. A partir da definicdo de comprimento de arco, inferimos que v = e sendo entdo — = I
y s

onde v = ||| € o médulo da velocidade ou velocidade escalar. Também pelas defini¢des vistas
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. dr ) .
no capitulo anterior, e(;) =t = I Aplicando a regra da cadeia temos
S

dr drdt v
- T __ 4.4
€ ds dtds v’ 44

sendo v o vetor velocidade da particula. Usando a equagdo (4.1) e o resultado anterior

obteremos

de(l) ﬂde(l) B li (z) 1 <1dV dv V)

ds ds dt  vdr\v v\vdt dt?
a v
= ﬁ — VV—3 = ke(z), (45)

a saber, a = v = é o vetor aceleracdo da particula. A partir disso, podemos calcular a norma

quadrada na ultima expressao, resultado em

2 2

2 a _v|2 /a v .a _V\ a 2'<a,v> % 46
=2 V3| =\ VeV T A s T (4.6)
1% 1% 1% L e % 1% 1% 1% 1%

essa expressao relaciona grandezas cineméticas com a curvatura.

Podemos ainda por meio das equagdes (4.4) e (4.5) escrever a aceleracdo como
a=ve(y) +kv’ep), 4.7)

observe que trata-se da aceleracdo decompostas em suas componentes tangencial (paralela ao
vetor e(1)) e normal (paralela ao vetor e(y)). A componente tangencial possui intensidade dada

por v, enquanto que a componente normal, conhecida como aceleracdo centripeta,tem modulo
. v - 1 . .
igual a —, sendo por defini¢do r = z o raio de curvatura. Sabendo que v € ortogonal a e(,), e
\4
que e(j) = —. Entdo, temos que
v

;2
(a,v) = ((ve() +hv’ep)),v) = % +0 =

Aplicando este resultado na equagdo (4.6) e usando o fato da curvatura ser uma fungéo

nao-negativa, podemos escrever a curvatura como

a2 v V2 a2 w2 v
_ ’ — — 2 2

1% 1% 1% 14 1%

Com a finalidade de estreitar os lacos entre curvatura e as grandezas dindmicas
comegaremos a usar a = F /m, onde F é o médulo da forga resultante que atua sobre uma

particula. Por outro lado, a energia cinética de uma particula de massa m e velocidade v € dada

2
my ) dT dv
por T = - Derivando em relagdo ao tempo ¢, obtemos i mvE. Em outra notacgao,
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TZ

2 — — . Mas, o teorema do
2mT

. ) T . . .

temos 7" = myv. Ou ainda, vv = — que é equivale a escrever v
m

trabalho-energia (trabalho é igual a variagdo da energia cinética) nos fornece que 7' = (F,v). A

partir desses resultados, a equagdo (4.8) pode ser expressa como

(L [P 1 (F,v)*
w2\ m?2 2m T

colocando m? em evidencia

v = iz\/% (Fz_m«g,Tv»z)

1 m
k = —|F?——
2T 2T

(F,v)%. (4.9)

Agora um de nossos objetivos foi alcancado, associar curvatura a grandezas dinamicas. Observe

que quando a forca e a velocidade forem sempre colineares o movimento serd retilineo e,

consequentemente, a curvatura serd nula. Visto que neste caso (F,v) = £Fv. Porém, se a

forca e a velocidade forem perpendiculares a curvatura serd igual k = —, sendo T constante.
2T

Se o médulo de F for constante a curvatura também serd, e descreverd uma trajetoria na forma

circular ou na forma de hélice.

4.2 Relacao Entre as Grandezas Dinamica e a Torcao

Iremos dar continuidade em nossa abordagem de grandezas dinamicas associadas
aos entes matematicos da geometria diferencial, sobretudo, neste momento, a tor¢ao. Podemos
rescrever a tor¢do, vista no capitulo anterior na equagdo (3.6), como

B 1

——W<V><a,a>. (4.10)

Substituindo o valor de k da equacdo (4.9) na equagdo da tor¢do acima, teremos

(vxa,a) (vxa,a)
T = "5 T 6m2 6 27
v_( 2—£(F v>2> WFS v’m(F,v)
412 2T 472 873
o 8T3(v x a,a)

2WOTF2 —m®(F,v)

m3°

Substituindo 7" por (F,v) e T por na equacao anterior, chegaremos a



m’ (v x a,a)

.
2T Fz—mT—
2T

= (PxXEF) 4.11)

2T Fz—m—T2 7
2T

lembrando que P = mv é o momento linear da particula.

T=—

Distribuindo m?, teremos

Cumprimos assim o dever de mostrar as principais caracteristicas geométricas da

curvas descritas por particulas em fun¢do de grandezas dinamicas.

4.3 Forcas que Produzem Somente Trajetdrias Planas

Aproximando nossa relacdo entre a geometria diferencial e a dindmica, podemos
através de equacoes responder a questionamentos que ndo seriam esclarecidos de forma concisa
pela matemadtica convencional: que condi¢des devem ser impostas para que as Orbitas descritas

por uma forga sejam sempre curvas planas?

Como vimos na dltima proposi¢do do capitulo anterior, a tor¢ao nula equivale a uma

curva plana. Com isso, em uma trajetdria plana, usando a equagéo (4.11), ocorrerd quando

(FxF,v)=0.

Essa equacdo relaciona forga e velocidade, entretanto, pretendemos achar condi¢des
que sejam escritas exclusivamente em termos de for¢ca. Porém, estamos buscando condi¢des

para que as Orbitas sejam planas independentes das condi¢des iniciais.

4.3.1 Forca lindependente da Velocidade

Com a finalidade de facilitar a descricdo deste topico, convém usar as seguintes
notagdes

r:<X1,X2,x3), V:(V],V27V3>,

F=(F,RF), d==- 0= 4.12)
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Suponha que tenhamos a for¢a dependente somente da posic¢do e do tempo, isto é, F = F(r,1).
Entdo a partir da equagdo (4.12) pela regra da cadeia

oF: dx, OJF;dx, OF;dxz OF;

£ ofidx | ofidx
= mat toma Tomar T o

3
F = Y vioiFi+oF, (4.13)
!
onde dX1 dXQ dX3 8E 8F, aF,
Vv = - = RS —
! dt dt dl‘ i 8)61 ’ 8)62’ 8)63
Por outro lado, as componentes de um produto vetorial de dois vetores A e B em
R3 podem ser dadas por
3
(AxB); =) &pA;jB,
Jk

sendo que &;jx € o simbolo ou conexdo de Levi-Civita, isto €,

1, se (i, j, k) = (1, 2, 3) ou permutagdo par dos indices;
&jk =4 —1, sefor permutacdo impar dos indices;
0, se algum indice for igual repetido.

Com isso, podemos expressar a seguinte componente do produto vetorial de F por F, como

3
(F X F)l‘ = Zé‘iijij. (414)
J.k

Substituindo as equacdes (4.13) e (4.14) na expressio (F x F,v) = 0, teremos

3
(FxF,v) = Y (FxF)v,
i
3 3
=Y <Z£kaF Fk) Vi,
i J.k
3 3
= Z [ZE,]kF (ZV;&[F]{-I-a,Fk)
i | jk
3 3
= Z <Z€,,kF] ZV[&[F](—}—ZEU K 8;Fk) Vi,
i J.k Jj.k
3 3
= Z <Z£,ij] Zvﬁﬂ) Vi —|—Z (Zsl]kF 8;Fk) Vi,
i J.k i J,k
3 3
(FxF,v) = Y (Zs, ,kF,Za,Fk> ViV +Z (Zs, Fj 8,Fk) vi=0. (415
i J.k i J,k

Estamos a procurar condi¢cdes que garanta Orbitas planas, independentes das
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condi¢des iniciais. Assim, os coeficientes de v;v; e v; em (4.15) devem ser identicamente nulos.
Neste caso, o coeficiente do termo linear, a saber, v; € exatamente igual as componentes do

) JF ) ) )
produto vetorial de F por —. Assim, podemos ter a seguinte condi¢do

ot

JF
Fx—5-=0. (4.16)

No caso dos coeficientes do termo quadrético, v;v;, apés algumas manipulacdes algébricas
chegamos a um conjunto de seis equacdes diferenciais parciais de primeira ordem.

Explicitamente sio as seguintes

FoFs—FoF = 0, 4.17)
P Fi —FoF = 0, (4.18)
FisF, — B,3F, = 0, (4.19)
F0\F) — FiO\Fs + F,00Fy — F;00F, = 0, (4.20)
FiO\F, — 0\ Fy + F,05Fs — F303F, = 0, 4.21)
FiooF, — F,0F, + F303F —FL03F; = 0. (4.22)

Concluimos que para a forga produzir somente trajetdria plana, suas componentes
cartesianas deve satisfazer um sistema de nove equacgdes diferencias parciais. Por isso, sdo
raras as forgcas que produzem exclusivamente Orbitas planas. A solu¢do geral, que fornece a
forca mais geral possivel que produz orbitas planas; infelizmente estd fora do alcance devido
ao elevado grau de complexidade dessas equagdes. No entanto, estas equacdes caracterizam e,

portanto, servem como um critério para identificar tais forgas.

Um exemplo de for¢as que geram sempre Orbitas planas, sdo as forgas centrais. Tais

forgas centrais fornecem um teste simples para os resultados acima.

Uma forga central € caracterizada pela forma

F=f(rnt)r ou F,= f(rt)x, (4.23)

onde r =|| r ||. Assim, segue que

o fror

— 7.

al_ ) b

. Of . .
na qual f = 5 Com isso, verifica-se que
JoF ,
Fx — = f(rnt)rx f(r,t)r=0,

ot
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que, de fato, € identicamente nulo visto que F e — sdo colineares. Cumprindo assim a condi¢@o

ot
da equagdo (4.16).
Por fim se aplicarmos a equagdo (4.23), nas seis equagdes diferenciais parciais
citadas acima, podemos, apés alguns célculos, garantir que serdo todas identicamente nulas. Ou

seja, a forca central satisfazem aos critérios das forcas que produzem somente Orbitas planas.



5 Consideracoes Finais

Desde Galileu a matemédtica vem sendo reconhecida como o instrumento primordial
para descri¢c@o das leis da natureza. Esse papel tem se tornado mais evidente a cada dia com
o desenvolvimento das novas teorias e de seus conceitos e principios. Podemos afirmar que
ambas se complementam, uma vez que, a fisica dd um sentido mais concreto a matematica
e esta € o meio pela qual a primeira pode evoluir. Desse modo, os estudantes de fisica para
compreenderem sua drea de atuacdo, os conceitos fisicos e se manterem atualizados com os
avancos da ciéncia, precisam dominar aparatos e ferramentas matemdtica que abarquem os
varios caminhos pela qual uma teoria possa ser interpretada. Sendo que a geometria diferencial

€ uma dessas importantes ferramentas matematicas.

Como mostrado neste trabalho, o dominio dessa disciplina proporcionard uma
ampla visdo ao estudante, possibilitando o mesmo a compreender de forma mais simples
alguns problemas relativamente dificeis se tratados com a matemaética usual, servindo ainda
como alternativa para o desenvolvimento de determinados temas. Desse modo escrever um
trabalho de conclusdo de curso sobre tal tema, representa um desafio, uma vez que o mesmo
requer do estudante de graduag@o conhecimentos historicos, conceituais e habilidades fisicas e

matematicas, requerendo conhecimento de toda a vida académica.

As contribui¢des desse trabalho sdo minimas diante da plenitude e da potencialidade
que podem ser alcancadas a partir da geometria diferencial aplicadas na fisica. Entretanto, ndo

quer dizer que nao sao importantes, sendo de grande valia no amadurecimento académico.
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