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EINLEITUNG

In dieser Masterarbeit mochten wir uns mit Erweiterungen von reellen endlich erzeug-
ten konvexen Kegeln auf Matrixlevel beschiftigen. Statt Kegelpunkten (x, ..., x,) mit
x; € R mochten wir nun symmetrische reellwertige Matrixtupel (A1, ..., A,) zulassen.
Im reellen Fall konnen wir solche konvexen Kegel auf zwei Arten charakterisieren, ei-
nerseits mittels eines Systems linearer Ungleichungen, andererseits mit Hilfe einer Basis
von Vektoren, welchen den Kegel durch Bilden von konischen Kombinationen erzeugen.
Der Hauptsatz fiir endlich erzeugte Kegel besagt, dass im Falle eines Kegels im IR" obi-
ge Charakterisierungen dquivalent sind. Beim Erweitern auf Matrixlevel trifft man hier
jedoch auf Probleme, denn dort ist die Aquivalenz der beiden Kegeldarstellungen nicht
immer gewdhrleistet.

Sie finden also im ersten Kapitel eine Zusammenfassung aller wichtigen Begriffe und Ei-
genschaften konvexer endlich erzeugter Kegel im R". Wir werden dort auch den Haupt-
satz fiir endlich erzeugte konvexe Kegel vorstellen und beweisen. Dieser Satz stellt die
Aquivalenz der Kegeldarstellungen im reellen Fall sicher.

Im zweiten Kapitel werden wir uns mit positiv semidefiniten Matrizen beschiftigen,
dies ist notwendig, da wir mit Hilfe solcher Matrizen den Begriff des endlich erzeugten
konvexen Kegels auf Matrizen erweitern werden.

Im dritten und letzten Kapitel werden wir uns mit den Hauptziel dieser Arbeit beschif-
tigen. Wir werden dort die beiden Kegelcharakterisierungen auf Matrixlevel definieren
und ein Beispiel liefern, bei dem die beiden Darstellungen unterschiedliche Kegel defi-
nieren. In [Tobias Fritz, 2017]] wird bereits mit etwas abstrakten Hilfsmitteln bewiesen,
dass die beiden Charakterisierungen nicht dquivalent sind, hier werden wir eine nun
Konkretisierung des dortigen Beweises vorstellen.



1. DER REELLE FALL - HAUPTSATZ FUR ENDLICH ERZEUGTE KEGEL

In diesem Kapitel werden wir die wichtigsten Erkenntnisse iiber konvexe Kegel im R"
beziehungsweise konvexen Mengen wiederholen. Der Grofiteil dieses Kapitels wird aus
meiner Diplomarbeit [Huber, 2018]] {ibernommen mit den Unterschied, dass wir uns nun
hier auf den homogenen Fall von konvexen Kegeln beschrianken werden. Hauptziel die-
ses Abschnittes ist der Hauptsatz fiir endlich erzeugte Kegel im IR", welcher besagt,
dass jeder konvexe Kegel eine Darstellung als Losungsmenge eines endlichen Systems
linearer Ungleichungen bzw. eine Darstellung mittels konischer Hiille von endlich vielen
Erzeugenden besitzt. Das besondere im reellen Fall ist, dass diese beiden Darstellungen
dquivalent sind, also denselben Kegel erzeugen.

Betrachten wir Kegel in anderen Rdumen, wie zum Beispiel Kegel im Raum der n-Tupel
(A1, ..., Ay) symmetrischer Matrizen, so kann es sein, dass die beiden Kegeldarstellun-
gen nicht dieselbe Menge charakterisieren. (siehe Kapitel 3).

1.1. Konvexe Kegel. Zundchst mochten wir die Grundlagen iiber konvexe Mengen, spe-
ziell konvexer Kegel, wiederholen. Dieses Thema wurde bereits in meiner Diplomarbeit
[Huber, 2018] aufgearbeitet und wir geben hier die dort ausgearbeiteten Resultate wie-
der. Teilweise werden wir auch fiir das Hauptresultat meiner Masterbeit notwendige
Ergéanzungen hinzuftigen.

Definition 1.1 (Affine und konvexe Kombinationen). Es seien vq,...,v; € R"” Elemente
des euklidischen Raumes. Wir bezeichnen

k k
2 n;0; mit Z o = 1
i=1 i=1

als affine Kombination. Gilt zusitzlich noch die Bedingung, dass «; € [0, 1] fiir alle 7, so
sprechen wir von einer Konvexkombination.

Wir nennen die Menge K C R" konvex, falls fiir je zwei verschiedene Punkte v, w in
K auch deren Verbindungsstrecke {av + (1 — a)w|0 < a <1} in K enthalten ist.

Definition 1.2 (Konvexer Kegel). Es sei V ein Vektorraum und K C V. Wir nennen die
Menge K einen Kegel, falls K konvex, 0 € K und fiir alle A > 0 und fiir jedes Element
v € Kgilt,dass A - v € K. Bei dem hier definierten Kegel handelt es sich um eine konvexe
Menge und wird deshalb auch als konvexer Kegel bezeichnet.

Bemerkung 1.3. Den Begriff des konvexen Kegels hitten wir auch alternativ folgender-
mafien definieren konnen. Eine Teilmenge K C V eines Vektorraums V heifit konvexer
Kegel, genau dann wenn 0 € K und fiir je zwei Elemente v, w € K und beliebige positive
Skalare a, B > 0 der Punkt a - v + B - w ebenfalls in K liegt.

Definition 1.4 (Konische Hiille). Es sei V ein Vektorraum und vy, ...,v, € V. Fir nicht-
negative ay,..., &, entsteht v als konische Kombination von vy, ..., v, nach folgender

Vorschrift:
m
v=1>Y a;-v
i

=1
Fiir eine Menge S C V bezeichnet cone(S) die Menge aller konischen Kombinationen
von Elementen in S.



Definition 1.5. Es sei V ein Vektorraum und S C V. Betrachten wir den Kegel
K = cone(S), dann nennen wir K den von S erzeugten Kegel. Ist S = {vy,...,v,} eine
endliche Menge, dann heifit K endlich erzeugt von den Elementen vy, ..., vp,.

Proposition 1.6. Der Schnitt von zwei konvexen Kegeln ist wieder ein konvexer Kegel.

Beweis. Seien Kj, Ky zwei konvexe Kegel. Dann gilt offensichtlich, dass 0 € K; N K; liegt.
Fiir ein weiteres Element x € K; N Kj gilt, dass fiir alle A > 0 das Produkt Ax in Kj und
in K liegt und damit auch im Schnitt der beiden Kegel.

Nun miissen wir noch die Konvexitdt von K; N K; nachpriifen. Dazu betrachten wir
x,y € Ky N Ky Somit sind x und y in K; bzw. K, enthalten. Da beide Mengen nach
Vorraussetzung konvex sind, liegt deren Verbindungsstrecke sowohl in Kj als auch Kj;
und damit im Schnitt. O

Bemerkung 1.7. Die Vereinigung zweier konvexer Kegel ist im Allgemeinen kein Kegel.
Beispielsweise betrachten wir die zwei positiven Halbstrahlen der x- bzw. y-Achse im R?.
Die Vereinigung dieser beiden Strahlen ergibt gerade die positiven Achsenrichtungen.
Diese Menge offensichtlich nicht konvex sind.

Lemma 1.8. Ist M C R? eine konvexe Menge, so ist das Innere M° ebenfalls konvex.

Beweis. Wir betrachten die Punkte x,y € M° im Inneren von M. Wir zeigen, dass fiir
jedes 0 < A <1 derPunktz = Ax+ (1 —A)y € M° erfiillt.

Im Falle A = 1 ist die Aussage klar, denn z = x € M°.

Fir A < 1, wihlen wir zum Inneren Punkt y einen offenen Ball Bc(y) C M mit Mit-

telpunkt y und Radius €. Dabei sei € derart gewahlt, dass Be(y) C M ebenfalls in M
enthalten ist. Wir bezeichnen mit s; bzw. mit s, die Schnittpunkte der Tangentialebenen

t1 bzw. t; an Be(y) C M durch x.

ABBILDUNG 1. Konstruktion offener Umgebung

Klarerweise gilt 51,50 € M und da M konvex ist, folgt die Teilmengeneigenschaft
conv(x,y,s1,52) C M

Der kleinere Ball B.(;_,)(Ax + (1 — A)y) ist dann in conv(x,y, s1,s2) enhalten und damit
auch in M. Insgesamt ist dann Ax + (1 — A)y ein innerer Punkt von M. O
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Definition 1.9. Die Dimension eines Kegels K € V ist gegeben durch die Dimension der
affine Hiille seiner Punkte

dim(K) = dim(aff(K))

Definition 1.10. Wir betrachten eine konvexe Menge C im Vektorraum V und einen
Halbraum H der C enthélt. Der Schnitt der Menge mit dem Rand des Halbraumes C N
0H heifit Seite von C. Die Dimension einer Seite F wird durch die Dimension der affinen
Hiille ihrer Punkte gegeben dim(F) = dim(aff(F)). Je nach Dimension bezeichnet man
die Seiten dann als

Ecken bei Dimension 0

Kanten bei Dimension 1

Flachen bei Dimension 2

Facetten bei Dimension dim(K) — 1

Definition 1.11 (Extremaler Punkt und Strahl). Es sei K ein konvexer Menge. Der Punkt
e € K heifst Extremalpunkt, wenn sich dieser nicht als Konvexkombination zweier ver-
schiedener Punkte in K darstellen ldsst. Insbesondere bedeutet dies, dass e nur als Kon-
vexkombination durch sich selbst dargestellt werden kann.

Betrachten wir weiters einen konvexen Kegel K und es sei S C K ein Strahl. S heifst
extremaler Strahl, genau dann wenn fiir u € S und v,w € K mit u = (U;—w) folgt, dass
v,w € S.Ist S = cone(z) fiir ein z € K, dann sagen wir z erzeugt den extremalen Strahl

S.
Lemma 1.12. Es seien x1,...,x;.1 € RY affin unabhingige Punkte. Wir bezeichnen
M := conv(xy,...,X441)
als d- dimensionalen Simplex. Die Menge M hat nicht-leeres Inneres.
Beweis. Um die Aussage zu beweisen, nehmen wir an, dass M leeres Inneres hat. Dement-
sprechend liegen alle Elemente am Rand von M, also auch der Punkt
1 4+l

z:—d+1i_zlxi.

Da z € dM, ist z in einer Facette F mit um 1 geringeren Dimension enthalten. Das
hat zur Folge, dass wir z noch als Konvexkombination der Erzeugenden dieser Facette
darstellen konnen. Wir nehmen 0.B.d.A an, dass die Facette von xj, ..., x; erzeugt wird.
Fiir bestimmte Aq,...,A; € [0,1] und ¥ A; = 1 gilt also

d+1 d

1
Z:—in:ZAixi
d+1 i=1 i=1
1 d 1
g = L g

Il
—_

i

Xap1 =) (Ai(d+1) = 1)x;

|
™=

~
Il
—_



Also ist x;1 eine affine Kombination von x1, ..., x;, denn

d
Y (Ad+1)-1)=(d+1)-1-d=1
i=1
und damit ergibt sich ein Widerspruch zur Annahme. 0

Definition 1.13. Wir betrachten einen endlich dimensionalen Vektorraum und eine kon-
vexe Menge M. Fiir einen Punkt x ¢ M nennen wir eine Hyperebene H mit x € H
isolierend, wenn M komplett in einem der beiden offenen durch H erzeugten Halbradu-
men liegt.

Proposition 1.14. Es sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum und M eine offene nicht-leere
konvexe Menge. Dann gibt es fiir x & M eine Hyperebene H, die x enthilt und die Menge M
isoliert.

Beweis. Zundchst konnen wir O.B.d.A annehmen, dass der Punkt x ¢ M der Ursprung
x = 0 ist, ansonsten konnen wir dies jederzeit durch eine lineare Transformation erzwin-
gen.

Aufgrund von Isomorphie reicht es aus, die Behauptung fiir den Vektorraum R" zu
beweisen. Wir betrachten dazu zunéchst den Spezialfall des zweidimensionalen euklidi-
schen Raumes IR?.

Mit S bezeichnen wir die Einheitssphére in
IR2. Wir betrachten also die Projektion

m:R?— S:={y cR?|y|| =1}

il

Da die Menge M konvex und damit zusam-
menhédngend ist, folgt auch dass das Bild
(M) zusammenhidngend ist. 71(M) ent-
spricht also einem Kreisbogen b auf dem
Einheitskreis.

Dieser Bogen b ist offen in S, denn fiir einen Punkt y = ﬁ € b betrachten wir die Paral-

lele durch v zur Tangenten durch y an die Einheitssphédre S. Der Schnitt dieser Parallelen
mit der offenen Menge M entspricht einem in der Parallelen offenen Intervall I welches
durch die Projektion 7t auf einen offenen Kreisbogen in b abgebildet wird.

Klarerweise muss das Bild 7w(M) = b einem kleineren Bogen als einem Halbkreis ent-
sprechen. Denn wére dem nicht der Fall, so miisste M zwei antipodale Punkte y und —y
enthalten und damit aufgrund der Konvexitdt auch den Steckenmittelpunkt x = 0.

Wir wahlen nun als gesuchte Hyperenene H die Gerade durch 0 und einen der beiden
Randpunkte des Abschlusses von b. Diese Gerade enthdlt also x und erfillt HNM = @,
da die Randpunkte von b nicht in b enthalten sind.

Nun wollen wir den Fall dim(V) = n > 2 beweisen. Wir betrachten dafiir einen affi-
nen Unterraum H mit grofitmoglicher Dimension und den Eigenschaften 0 € H und
MNH = @. Wie tiblich bezeichnet grofitmoglich einen Unterraum, der nicht in einem
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grofleren Unterraum mit denselben Eigenschaften enthalten ist. Ein solcher Unterraum
existiert wirklich, denn wir behaupten, dass wir eine Gerade durch x = 0 finden kénnen,
deren Schnitt mit M leer ist. Betrachten wir dazu eine beliebigen zweidimensionalen Un-
terraum H durch 0. Der Schnitt H N M ist entweder leer oder eine offene zweidimensio-
nale konvexe Menge. Ist der Schnitt leer, so haben wir bereits unsere gesuchte Hyperebe-
ne H hoherer Dimension gefunden. Andernfalls konnen wir mit Hilfe des vorhin bewie-
senen Spezialfalles n = 2 eine Gerade H finden, fiir die x € Hund HN (HN M) = @ gilt.

Wir zeigen nun, dass dieser Unterraum H eine Hyperebene in V ist. Betrachten wir
also den Faktorraum V/H := {v+ H|v € V} und die Projektion

pr:V—V/H

Ist H keine Hyperebene, also dim(H) < (n — 1), so ist die Dimension dim(V/H) > 2.
Da Projektionen offene Abbildungen sind, ist das Bild pr(M) eine offene Menge in V/H.
Dann konnen wir wieder Dank des zweidimensionalen Spezialfalles eine Gerade G in
V/H mit 0 € G und GNpr(M) = @ finden. Das Urbild G = pr—!(G) ist dann ein
Unterraum in V, sodass 0 € G und GNM = @. Es gilt offensichtlicher Weise, dass
H C G und da G strikt groler als H ist, folgt ein Widerspruch zur urspriinglichen Wahl
von H. Insgesamt erhalten wir also, dass H eine Hyperebene sein muss. O

Bemerkung 1.15. Wahlen wir in der obigen Situation fiir eine nicht-leere abgeschlossene
konvexe Menge einen Punkt x € dM. So erhalten wir mit eine isolierende Hyper-
ebene fiir M° und x. Man kann zeigen, dass diese Hyperebene auch M und x isoliert.

Proposition 1.16. Es sei K eine abgeschlossene, konvexe Teilmenge des R? und x € 9K ein
Punkt am Rand von K. Dann gibt es eine echte Seite F von K die x enthiilt.

Beweis. Nach Lemma [1.8ist das Innere K° ebenfalls eine konvexe Menge und da x € 0K
liegt, ist also x kein Element des Inneren. Dann kann man also mit Hilfe von eine
Hyperebene H finden, sodass diese K° isoliert. Mit Bemerkung isoliert diese sogar
K und die gesuchte Facette ergibt sich als Schnitt

KNH=F.
U

Proposition 1.17. Wir betrachten die konvexe Teilmenge K C R?. Ist dass Innere von K leer, so
existiert eine affiner Unterraum U C RY in dem K nicht-leeres Inneres hat und dimU < d.

Beweis. In K kann es keine (d 4 1) affin unabhédngige Punkte v1,...,v;.1 geben, denn
ansonsten wire conv(vy,...,v;41) C K und nach das Innere von K nicht leer.

Bezeichne k die maximale Anzahl an affin unabhéngigen Punkten in K und wir bezeich-
nen diese mit x7, ..., xx. Fiir jeden Punkt z € K gibt es eine Losung des Gleichungssystem

AMxi+ ...+ Mxr+7z=0
M+...+A+7=0
so, dass v # 0 und es gilt



6

Jeder Punkt z besitzt also eine affine Darstellung beziiglich x1, . .., x;. Wir definieren nun
U als jenen Unterraum, welcher durch die affine Hiille der Elemente x1, ..., x4 definiert
wird. Klarerweise ist dann K C U und dimU = (k—1) < d. g

Lemma 1.18. Es sei K # @ eine abgeschlossene konvexe Menge, die keine Geraden enthiilt.
Dann hat K einen extremalen Punkt.

Beweis. Wir beweisen die Aussage mittels Induktion iiber die Dimension 4.

e Induktionsvorraussetzung;:
d = 0: M ist also ein Punkt und die Behauptung ist klar.

e Induktionsschritt:
(d — 1) — d: Wir konnen annehmen, dass K nicht-leeres Inneres hat, ansonsten
reduzieren wir die Dimension des betrachteten Raumes mit Hilfe von sodass
K nicht-leeres Inneres hat.
Wir wéhlen nun einen Punkt x € K° und und eine beliebige Gerade G durch x.
Da x € GNK gilt, ist der Schnitt der Geraden mit K nicht leer. Aufserdem ist der
Schnitt G N K C G eine echte Teilmenge von G, da K nach Vorraussetzung keine
Geraden enthdlt. Das heifit also, dass der Schnitt einem abgeschlossenem aber
nicht zwingender Weise beschranktem Intervall entspricht.
Es sei r ein Randpunkt dieses Intervalles. Es gilt also r € 0K und nach Proposition
gibt es dann eine echte Facette F von K, die r enthélt. Diese Facette entspricht
aber wieder einer abgeschlossenen konvexen Menge mit niedriger Dimension als
K. Somit gilt nach Induktionsvorraussetzung, dass F einen extremalen Punkt e
enthilt, welcher ebenfalls in K extremal ist.

O
Definition 1.19. Enthélt ein Kegel C in V keine Geraden, so nennen wir diesen spitz.

Proposition 1.20. Ist C ein spitzer Kegel, so ist 0 ein extremaler Punkt und es gilt
C ist spitz < CN(—C) = {0}.

Beweis. Nach Lemma [1.18 wissen wir, dass C einen extremalen Punkt enthilt. Nehmen
wir also an, dass 0 kein extremaler Punkt ist. Dann gibt es zwei Elemente a, b, sodass

0=Aa+b

mit A,y > 0. Damit folgt also, dass —Aa = b und damit, dass b = —{a ein negatives
Vielfaches von a ist. Damit liegt aber die Gerade Ra im Kegel.

Angenommen es gibe ein weiteres Element 0 # x € C N (—C), dann miisste x in C und
—C enthalten sein. Da x # 0 folgt also, dass x, —x € C und x, —x € —C gilt. Damit liegt
aber die Gerade Rx in C und dieser kann somit nicht spitz sein. l

Nun werden wir einen weiteren Begriff 4hnlich dem Begriff Facette kennen lernen, wel-
cher fiir uns im Folgenden noch wichtig sein wird. Wir werden uns dabei auf die wich-
tigsten Erkenntnisse beschrianken, welche in [Ziegler, 2002] nachzulesen sind.

Definition 1.21. Wir betrachten eine endlich erzeugte konvexe Menge C = conv (v, ..., v;)
mit v; € R". Eine solche Menge bezeichnet man als Polytop im R". Dann ist eine Vertex-
tigure jener Schnitt von C mit einer Hyperebene H, welche einen einzigen Eckpunkt vj,
j=1,...,r von den {ibrigen abtrennt.



ABBILDUNG 2. Vertex-figure
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ABBILDUNG 3. Vertex-figure Kegel

Bemerkung 1.22. Eine Vertex-figure eines Polytopes ist wieder ein Polytop. Betrachten
wir nun statt eines Polytops die homogene Version, also einen endlich erzeugten kon-
vexen Kegel, so ist eine Vertex-figure eines Kegels der Schnitt einer Hyperebene durch
Null, welche genau einen der erzeugenden Extremalstrahlen von den iibrigen trennt.
Die entstehende Schnittfldche ist, wieder ein konvexer Kegel.

Da wir schon ab Dimension 3 Schwierigkeiten damit haben, uns Objekte wie Kegel oder
dergleichen vorzustellen, ist es oft hilfreich, diese Objekte mit Hilfe deren niederdimen-
sionaleren Facetten oder Vertex-figures zu untersuchen. Die folgende Proposition ist eine
wichtige Charakterisierung hoherdimensionaler simplizialer Polytope, welche auch im
homogenisierten Fall fiir Kegel zutrifft. Fiir unsere Belange reicht die Formulierung der
Kernaussage, einen Beweis finden Sie in [Ziegler, 2002].
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Proposition 1.23. Wir betrachten ein Polytop P C IR" der Dimension d, das heifSt, der kleins-
te lineare Unterraum, welcher P enthilt hat Dimension d. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent

(1) P ist simplizial, also von n Elementen erzeugt

(2) jede Facette von P ist ein Simplex niedrigerer Dimension

(3) jede k-dimensionale Facette hat (k 4 1) Ecken, fiir Facetten der Dimension
k=0,...,d—1

Ebenso gilt die Aquivalenz der Aussagen

(1) P ist simplizial, also von n Elementen erzeugt
(2) jede Vertex-figure von P ist simplizial
(3) jede Ecke ist in d Facetten enthalten.

Beweis. In [Ziegler, 2002] wird ein Beweis der obigen Aussage mit Hilfe von partiell ge-
ordneten booleschen Mengen vorgestellt. U

Bemerkung 1.24. Wir mochten nun eine Version der obigen Aussage fiir endlich
erzeugte, konvexe, spitze Kegel erhalten. Dazu betrachten wir einen Schnitt des Kegels
C mit einer Hyperebene, welcher alle Extremalstrahlen von C schneidet. Dieser Schnitt
entspricht dann einem Polytop niedrigerer Dimension, welches von gleich vielen Ele-
menten erzeugt wird wie C.

Wenn der Kegel C nicht simplizial war, wird das Schnittpolytop von d > n Elementen
erzeugt und ist also ebenfalls nicht simplizial. Somit gibt es wegen [I.23]eine Facette oder
eine Vertex-figure des Polytops, welche ebenfalls nicht simplizial ist.

Nach Homogenisierung folgt fiir nicht-simpliziale, endlich erzeugte konvexe Kegel also,
dass es entweder eine Facette oder eine Vertex-figure des Kegels existiert, welche nicht
simplizial ist.

Nun mochten wir noch kurz eine Transformation vorstellen, mit dessen Hilfe wir die
Form eines von vier Vektoren erzeugten konvexen Kegels fiir unsere Zwecke verdndern
konnen. Grundsétzlich ist es mittels linearer Abbildungen moglich, die Lage von Kegeln
zu beeinflussen. Nicht ganz so klar ist es, dass es auch moglich ist, die Form eines
Kegels zu verdndern. Im Falle von Polytopen bendétigt man fiir diesen Zweck projektive
Tranformationen. Da fiir unsere Zwecke nur Kegel von Interesse sind, befinden wir uns
also schon im homogenisierten Fall und die projektive Transformation reduziert sich auf
eine lineare Abbildung.




Proposition 1.25. Wir betrachten jenen Kegel C € R3, der von den vier Elementen
v1 = (x1,11,1) vy = (—x2,y2,1)
v3 = (x3,—y3,1) vy = (—xg,—Y4,1)
mit x;,y; € Rsq erzeugt wird. Dann ist C isomorph zum Kegel mit den Erzeugern
e1 = (1,1,1) e =(-1,1,1)
es=(1,-1,1) es = (—1,-1,1).
Beweis. Beim Beweis werden wir dhnlich wie in [Jonas Gomes, 2012] vorgehen. Wir kon-

struieren eine lineare bijektive Abbildung, welche den Kegel erzeugt durch ey, ..., e4 auf
C abbildet. Gesucht ist also eine Abbildung, welche

[(e1) =0

[(e2) = 1202 = 72(—x2,y2,1)
[(e3) = 7303 = 73(x3, —y3,1)
I'(es) = 404 = Yya(—x4, —y4,1)

mit y; = 1 erfiillt. Betrachten wir nur die letzten drei Bedingungen, so ist die Abbil-
dungsmatrix von I' beziiglich der Standardbasis gegeben durch

—Y2X2  Y3X3  —Y4X4
T2Y2  —Y3Y3s —Y4Y4
72 73 Y4

Die Bedingung, dass I'(e;) = v; bedeutet dann, dass

—Y2X2  Y3X3  —YaXy4 1 X1
T2Y2 =73y —vaya | - |1 = | n
T2 3 Y4 1 1

gelten muss. Dieses System konnen wir aber auch als lineares Gleichungssystem in 5, y3
und 4 deuten:

—X» X3 —X4 Y2 X1
Yo —Ys —Ya]l-|T3]=1|WN
1 1 1 Y4 1

Obige Matrix ist invertierbar, wie man leicht aufgrund der Vorzeichen der Eintrdge er-
kennen kann. Daher kénnen wir (77, v3,v4) berechnen und erhalten den gesuchten Iso-
morphismus. U

1.2. Der duale Kegel. Nun mochten wir uns noch zur Vollstindigkeit kurz mit der
Dualitdt von Kegeln beschiftigen. Wie in vielen Teilbereichen der Mathematik kénnen
auch fiir Kegel Dualititseigenschaften von Interesse sein. Im folgenden Kapitel 2] werden
wir ein besonderes Beispiel eines selbstdualen konvexen Kegels kennen lernen, namlich
jenen der positiv semidefiniten Matrizen. Hier werden wir uns jedoch nur kurz der
Dualitat von Kegeln widmen und die wichtigsten Begriffe vorstellen.

Definition 1.26. Es sei K C IR" ein Kegel und bezeichne (-, -) das Standardskalarprodukt
in R", also

x,y € R": (xy) =Y .
i=1
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Dann nennen wir
K':={xeR"WVyeK: (x,y) >0}
den dualen Kegel von K. Gilt fiir einen Kegel K* = K so nennen wir K selbstdual.

Bemerkung 1.27. Die obige Definition des dualen Kegels ist wirklich ein Kegel.

Beweis. Der Nullvektor ist klarerweise ein Element von K*. Wihlen wir nun ein beliebi-
ges x € K* und ein A > 0 dann gilt

Yy € K: (Ax,y) = A{x,y) > 0.
Es sei nun weiters v € [0,1] und a,b € K. Dann ist
x="ya+ (1—)b

ebenfalls in K. Dies gilt da fiir beliebige y € K gilt (a,y) > 0 bzw. (4,y) > 0 und wegen
der Bilinearitdt des Skalarproduktes folgt:

(y) = (ra+1=7)by) =gy +1-7)by) =0
Damit ist K* ebenfalls ein konvexer Kegel. U]

Beispiel 1.28. Der duale Kegel des ersten Orthanten K = cone(ey, . ..,e,) C R" ist der erste
Orthant. Somit ist K selbstdual, denn betrachten wir ein Element des ersten Orthanten x, dann

gilt

n
Vy € K: (x,y) =) xy; >0
i=1
wobei x;,y; die fiir den ersten Orthanten positiven Koordinaten von x,y beziiglich der Standard-
basis ey, ..., ey, darstellen. Weitere Elemente kann der duale Kegel K* nicht enthalten, denn es
Qibt zu jedem x € R™ \ K mindestens eine negative Koordinate x;. Wihlen wir dann y = e;, so
ist (x,y) = x; < 0 und damit gilt x ¢ K*.

1.3. Hauptsatz fiir endlich erzeugte Kegel. In diesem Abschnitt mochten wir den Haupt-
satz fiir endlich erzeugte Kegel vorstellen. Dieser besagt einerseits, dass wir zu jedem
endlich erzeugten konvexen Kegel C = cone(vy, ..., v,) ein System endlich viele lineare
Ungleichungen finden konnen, welches als Losungsmenge C hat. Die Umkehrung gilt
ebenfalls: Wir konnen also zu jedem Kegel, welcher durch ein System endlich vieler li-
nearer Ungleichungen definiert wird, endlich viele Erzeuger vy, ..., v, finden, die den
Kegel durch konische Kombination erzeugen.

In dieser Arbeit werden wir nur eine verkiirzte Zusammenfassung der Resultate aus mei-
ner Diplomarbeit [Huber, 2018] widergeben. Wir werden uns dabei nur auf den homoge-
nen Fall beschranken und diesen eventuell noch durch fiir diese Arbeit relevante Inhalte
erganzen. Allgemeine Ergebnisse sind in [Huber, 2018], [Diir, 2014], [Florian Jarre, 2013]
bzw. [Ziegler, 2002] nachzulesen.

Definition 1.29. Ein System homogener linearer Ungleichungen im R" ist gegeben durch
lineare Funktionen /; fiir i € {1,...,m}. Gesucht sind alle Elemente
x = (x1,...,%,) € R" fur die

<0
<0
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gilt. Die Menge L(; < 0|1 <i <m) = {x € R"|[;(x) <0, 1 <i < m} bezeichnen wir
als Losungsmenge des homogenen Systems linearer Ungleichungen.
Wie tiblich kann ein System linearer Ungleichung in Koordinatenform mittels
(m x n)—Matrix A beschrieben werden. Also gesucht sind alle Spalten x € R", derart,
dass

Ax <0
gilt.

Bemerkung 1.30. Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass die Losungsmenge einer ho-
mogenen linearen Ungleichungen einem Halbraum im R"” mit dem Ursprung am Rand
entspricht. Folglich handelt es sich dann bei der Losungsmenge eines System endlich
vieler solcher homogenen Ungleichungen um den endlichen Schnitt solcher Halbrédu-
me. Die Losungsmenge entspricht also im schlimmsten Fall nur dem Ursprung, welcher
einem recht einfachen konvexen Kegel entspricht. Unten werden wir sehen, dass die
Losungsmenge generell einem konvexen Kegel entspricht.

Bemerkung 1.31. Betrachten wir ein System endlich vieler homogener linearer Unglei-
chungen wie in Dann ist es nicht schwer festzustellen, dass dessen Losungsmenge
einem konvexen Kegel entspricht, denn 0 ist klarerweise in
C=L{x € R"[l;(x) <0 far alle j}
enthalten. Fiir nicht-negatives A € R und ein Element x € C gilt, dass
li(A-x)=A-Tj(x) <0

und damit auch, dass A - x € C. Fiir die Konvexitat betrachten wir zwei Losungen x, y
des Systems homogener linearer Ungleichungen und v € [0,1]. Dann gilt aufgrund der
Linearitiat von l]-, dass

Li(yx+ (1 =7)y) =7-Li(x)+ (1 —7) Liy) >0

fur alle j und somit liegt yx + (1 — )y ebenfalls in der Losungsmenge. Schwieriger ist
es Erzeugende fiir die Menge C zu finden, weshalb wir die folgenden beiden Lemmata
bendtigen.

Lemma 1.32 (Schnitt mit Hyperebene durch 0). Es sei C ein endlich erzeugter Kegel mit den
Erzeugenden y = (y1,...,Ym), also C = cone(yy, ..., Ym). Fiir eine lineare Funktion

I : R" — R definieren wir die Mengen
I-={ee{l,...,m}|l(y.) =0}
L ={g e {1...,mi(y,) > 0}
I ={ke{l,...,m}|l(y) <O}

als jene Indexmengen, an denen die Funktionswerte der Erzeugenden von C unter | gleich, grofier
oder kleiner als 0 sind.
Dann ist die Menge

KNker(I)

ein Kegel und wird von den endlich vielen Vektoren
Ye fiire e I

Yok = Hye)yie — Lyr)yg fiirgels undk € I
erzeugt.
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Beweis. siehe [Huber, 2018] ]

Lemma 1.33. Es sei y= (y1,--.,Yn) eine beliebige Basis des R" und ey, ..., ey bezeichne die
Standardbasis des R™. Des Weiteren seien Iy, . . ., 1, lineare Funktionen und

F:R" — R"
x — (I1(x),..., Im(x)).
Dann ist die Menge
K:={(x,z) e R" x R"|l;(x) < z,ie{l,...,m}}

ein Kegel und wird von den endlichen Mengen

A={(0,¢) e R" x R"|1 <i<m}

B = {£(y,F(y;) € R" x R"|1 < j < n}
erzeugt.
Beweis. Zunéchst tiberpriifen wir, ob es sich bei der Menge K wirklich um einen Kegel

handelt. Der Punkt (0,0) € R” x R™ ist in K enthalten. W&hlen wir also eine positive
Konstante A > 0 und ein Element (x,z) € K. Fiir A(x,z) = (Ax, Az) folgt

Li(Ax) = A - Li(x) < Az Vi<i<m

und damit A(x,z) € K. Fir die Konvexitit betrachten wir zwei Elemente (u,z1) bzw.
(v,2z2) € Kund A € [0,1]. Da

LAu+(1—=MNo)=A-Li(u)+(1—A) - Li(v) <A-z1+(1—A) -2
istA-(u,z1)+(1—A)-(v,22) € K.

Man kann leicht erkennen, dass die angegebenen Erzeugenden von A und B in K enhal-
ten sind. Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass A und B den Kegel erzeugen.

Es sei dazu (x,z) € R" x R" und aj, ..., &, die Koordinaten von x beziiglich der Basis
Y1i,...,Yyn. Dann gilt

(x,2) = (%, F(x)) + (0,2 — F(x)) = ; ailsign(as) - (i, F(yi)) + i(zi “5(x) - (0,e).

Also konnen wir jedes Element von K als positive Linearkombination von Elementen
aus A U B darstellen und damit ist A U B ein Erzeugendensystem von K. 0

Proposition 1.34 (Hauptsatz fiir endlich erzeugte Kegel: 1. Richtung). Die Losungsmenge
eines Systems endlich vieler homogener linearer Ungleichungen ist ein endlich erzeugter Kegel.

Beweis. Es sei das System linearer Ungleichungen durch die linearen Funktionen [y, ..., I
gegeben. Setzen wir
K:={(x,z) e R" x R"|li(x) <z, i € {1,...,m}}

und berechnen mit Lemma die endliche Menge der Erzeugenden A U B. Betrachten
wir die Projektionen

T R" x R" — R

(¢, (Y, ym)) — v
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konnen wir mit Lemma sukzessive Erzeugende von KN, ker(7;) berechnen, in-
dem wir fiir k = 1,..., m Erzeuger fiir

k-1
KN () ker(m;) Nker ()
i=1
bestimmen. Da

m
Kn () ker(m;) = {(x,0) € R" x R"|[;(x) <0, 1 <i<m}
i=1
folgt die Behauptung. t

Propositon zeigt nicht nur, dass jedes homogene System linearer Ungleichungen
einem Kegel entspricht, sondern liefert speziell auch ein Verfahren um Erzeuger dieses
Kegels zu berechnen. Wir konnen also immer zu einem homogenen Systems linearer
Gleichungen definiert durch lineare Funktionale /4, ..., [, Vektoren vy,...,v, € R" fin-
den, die dann die Losungsmenge des Systems durch das Bilden von konischer Kombi-
nationen erzeugen.

Umgekehrt konnen auch zu einem von Elementen vy, ...,v, € R" erzeugten Kegel de-
finierende homogene Ungleichungen gefunden werden. Es wird hierfiir das sogenannte
Fourier-Motzkin Verfahren benétigt, welches ich in meiner Diplomarbeit [Huber, 2018]
bereits ausfiihrlich vorgestellt habe. Hier werden wir dieses Verfahren in Schnellfassung
speziell fiir den homogenen Fall vorstellen.

Hierfiir betrachten wir das System endlich vieler linearer Ungleichungen definiert durch
li, ...,y in Koordinatenform. Das System wird also durch eine (m x n)- Matrix A, de-
ren Zeilen den Koeffizienten der Funktionale /; entsprechen, beschrieben. Gesucht sind
somit alle Elemente x € R" fiir die

Ax <0
gilt. Wir werden mit Ay, die k-te Zeile von A bezeichnen, dann entspricht
lk(x) = Akx.

Beim Fourier- Motzkin Verfahren werden definierende Ungleichungen der Projektion
der Losungsmenge des Systems Ax < 0 auf eine Koordinatenebene x; = 0 bestimmt.
Die Elimination der Komponente x; erfolgt durch die sukzessive Berechnung von oberen
bzw. unteren Schranken aus den definierenden Ungleichungen.
Fiir positive Koeffizienten a;;, ergeben sich obere Schranken der Form
Xy < Ajxg — Ajx

und fiir negative a4j analog untere Schranken

— kX > —aAjk Xk + A]x

Durch Kombination jeweils einer Negativ- und einer Positivzeile durch Multiplikation
der positiven mit dem positiven —aj; und Multiplikation der negativen Ungleichung mit
ajr erhdlt man die von x; unabhingigen Bedingungen
aikij < ajkAix
(aikA]' - lljkAi) -x <0.
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Die erhaltenen Ungleichungen und alle von x; unabhédngigen Ungleichungen aus dem
urspriinglichen System linearer Ungleichungen beschreiben somit das Urbild der Pro-
jektion auf die Koordinatenhyperebene x; = 0.

Proposition 1.35 (Fourier-Motzkin Elimination: homogene Version). Wir betrachten das
homogene System linearer Ungleichungen definiert durch Iy, ..., 1, bzw. Ax < 0. 11 bezeichne
wie gewohnt die Projektion auf die Koordinatenhyperebene mit x; = 0.

Dann werden die beschreibenden Ungleichungen fiir das Urbild 7, ' (m(IL(Ax < 0))) durch die
Matrix A repriisentiert, deren Zeilen (,A|0 aus den folgenden Zeilen besteht

o jene Zeilen (A;|0) von A, fiir die aj = 0

o den Zeilen (agAj — ajA;|0) mit ag > 0 und ay < 0.
Die Projektion auf die Hyperebene Hy := {x € R"|xy = 0} ergibt sich dann als Schnitt
m(L(Ax <0)) = L(,Ax <0) N Hy

Beweis. Das System Ax < 0 definiert wegen einen Kegel, den wir mit C bezeichnen.
Das Bild der Projektion 7t; ist dann gegeben durch
(C)=HN{x—t-elteR, x € C}
Im Folgenden zeigen wir nun, dass fiir
Li={x—t-¢g|teR, xeC}

die Bedingung L = L(,Ax < 0) gilt. Betrachten wir also v € L, dann existiert ein
t € R, sodass v = p —t - ¢ fiir ein p € C gilt. Da wir die Zeilen in ;A durch positive
Linearkombinationen aus den Zeilen von A erhalten haben, gilt

L(Ax < 0) C L(,Ax < 0).

Da p € C gilt, folgt wegen der obigen Inklusion auch, dass p in L(,Ax < 0) enthalten
ist. Des Weiteren ist aufgrund der Konstruktion die k-te Spalten von ;A eine Nullspalte
und damit das System Ax < 0 unabhéngig von xi. Das impliziert aber dann, dass fiir
ein p € L(,Ax <0) auch v = p+tey € L(,Ax <0) fiir alle t € R gilt und damit

L Cc L(Ax <0).
Betrachten wir umgekehrt v € IL(, Ax < 0). Wir zeigen nun, dass es ein geeignetes f € R
gibt, sodass
v—te € C

Damit ein solches t existiert, miissen die definierenden Ungleichungen des Systems
Ax < 0 erfiillt sein. Also

Ai-(v—te) <0
AiU <t- Ajk
Wir bezeichnen wieder mit i jene Indizes fiir die 4 > 0 gilt und mit j jene mit aj < 0.
Wir erhalten also daher die Bedingungen:

A;v

ayg >0 C<t
ik
A]'U

ﬂjk <0 — Z t.

Cl]'k
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Also muss das gewiinschte ¢ die Ungleichungskette

A; A;v
max{ ZZ]: aik>0} <t < min . a]-k<0
Ajk Ajk
erfiillen, was nur dann der Fall ist, wenn die linke Seite auch wirklich kleiner gleich der
rechten Seite ist. Dies gilt jedoch immer, da fiir v € IL(, Ax < 0) folgt, dass
(aixAj—apAi)v <0
Av | A
Ajk Aik

g

Proposition 1.36. (Hauptsatz fiir endlich erzeugte Kegel: 2. Richtung) Es sei C € IR" ein Kegel
der von den Elementen vy, ..., vy erzeugt wird. Dann ist C die Losungsmenge eines Systems
linearer Ungleichungen.
Beweis. Wir konnen nun den Kegel C = conv(vy, ..., v,,) darstellen als
C={AteR"|0<teR"} wobei A = (v1]...|om)
={xeR"|FteR":t >0und x = At}

Die Menge K mit
K:= {(x,t) € R™™"|t > 0 und x = At}
ist die Losungsmenge eines Systems linearer Ungleichungen gegeben durch

x— At <0
—x+ At <0
—t<0

also ein Kegel definiert durch ein System linearer Ungleichungen.

Projizieren wir nun diesen Kegel K mit 71—y auf die Koordinatenhyperebene t = 0, so
erhalten wir

ﬂtzo(K) =C.

Diese Projektion kann durch sukzessive Fourier-Motzkin-Elimination auf die k-te Koor-
dinatenebenen t; = 0 berechnet werden. Die definierenden Ungleichungen des Bildes,
also von C, werden dabei durch die Matrix ;A gegeben und somit ist C die Losungs-
menge eines Systems linearer Ungleichungen. U

Bemerkung 1.37. Dank des Hauptsatzes fiir endlich erzeugte Kegel kénnen wir also zu
einem konvexen Kegel cone(vy, ..., v,) immer ein System homogener linearer Gleichun-
gen definiert durch [y, ..., [, finden und umgekehrt.
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2. POSITIV SEMIDEFINITE MATRIZEN UND EINIGE EIGENSCHAFTEN

In diesem Abschnitt mochten wir uns kurz einige grundlegende Eigenschaften und Re-
sultate zum Thema positiv (semi-)definiter Matrizen ins Gedéchnis rufen, die beispiels-
weise in [Barvinok, 2002] oder in [Plaumann, 2012] nachzulesen sind. Im Folgenden wer-
den wir uns nur mit reellwertigen n x n -Matrizen beschiftigen. Im ersten Abschnitt die-
ses Kapitels, werden wir Kriterien fiir die Semidefinitheit von Matrizen vorstellen und
uns im zweiten Abschnitt mit dem Raum aller positiv semidefiniten Matrizen beschéf-
tigen, welcher einen konvexen Kegel im Raum aller symmetrischen Matrizen bildet. In
Kapitel 3 werden wir diese Erkenntnisse nutzen, um den Begriff des konvexen Kegels
zu erweitern.

2.1. Positiv semidefinite Matrizen.

Definition 2.1. Eine Matrix A := (a;;);; € Mat;x,(R) heiflit symmetrisch, wenn a;; =
aji tir alle 0 < 7,j < n gilt. Die Menge aller reeller, symmetrischen n x n- Matrizen
bezeichnen wir mit Sym, (RR).

Definition 2.2 (Positiv (semi-) definite Matrix). Es sei n € IN fixiert. Wir bezeichnen eine
symmetrische n x n- Matrix A als positiv definit, wenn fiir alle x € R" \ {0} gilt, dass

xTAx >0

A heifst positiv semidefinit, sofern xTAx > 0 fiir alle x € R" gilt.
Die Menge aller positiv semidefiniten n X n- Matrizen bezeichnen wir mit S’} und die
Menge aller positiv definiten n x n- Matrizen mit SZ.

Bemerkung 2.3. Eine positiv semidefinite Matrix A mit Rang rank(A) = r ist kongruent
zu einer Matrix D4 = diag(dy,...,d,,0,...,0). Das heifit es gibt eine invertierbare Matrix
Q, welches A durch

D4 = QTAQ = diag(dy,...,d,,0,...,0)
mit positiven Zahlen dy, ..., d, diagonalisiert.

Proposition 2.4 (Hauptachsentransformation). Es sei A € Sym, (R) mit rank(A) = r.
Speziell existiert sogar eine orthogonale Matrix U, dass UT AU Diagonalgestalt hat und deren
Diagonalelemente den Eigenwerten von A entsprechnen.

Oft werden positiv semidefinite Matrizen auch mit Hilfe deren Eigenwerten charakte-
risiert. Wir verwenden hierfiir die tibliche Bezeichnung Spec(A) fiir die Menge aller
Eigenwerte einer Matrix A. Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass die Eigenwerte
einer positiv semidefiniten Matrix nur Werte grofler oder gleich Null annehmen. Grund-
sdtzlich kann man positiv semidefinite Matrizen auch mit Hilfe dieser dquivalenten Ei-
genschaft definieren.

Proposition 2.5. Es sei A € Sym, (R) mit rank(A) = r. Dann sind die folgenden Aussagen
dquivalent:

(1) Fiir alle x € R" gilt, xT Ax > 0.

(2) Alle Eigenwerte von A sind nicht-negativ.

(3) Es gibt eine r X n- Matrix B, sodass A = BT B gilt.

(4) Es gibt eine symmetrische n X n- Matrix P € Sy, sodass A = PTP = P2 gilt.
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(5) Alle Hauptminoren von A sind nicht-negativ.
(6) Alle Hauptminoren bis zur Grofe r sind nicht-negativ.

Beweis. (1) = (2)
Es sei A € Spec(A) und v € R" ein zugehoriger Eigenvektor zum Eigenwert A. Dann
gilt fiir v:
vTAv=A-(vT0)=A-||v]|>* >0
Somit muss A > 0 gelten.

(2) = (D)
Wir betrachten die positiven Eigenwerte A4, ..., A,. Da A symmetrisch ist, gibt es wegen
2.4 eine orthogonale Matrix O, derart, dass

OTAO = diag(Ay,...,A,,0,...,0).

Die Matrix OT AO ist wegen der nicht-negativen Diagonaleintrigen positiv semidefinit
und daher mus dies auf fiir A gelten. Denn es gilt fiir alle 7 = Ov

0 <0v'OTAOv = (vTOT)A(Ov) = 3T Ad.

(1) = (4)

Zur positiv semidefiniten Matrix A wahlen wir wieder eine orthogonale Matrix O mit
der Eigenschaft Dy = OTAO = diag(Ay,...,A4,0,...,0), wobei die Diagonaleintrage
aufgrund der Aquivalenz von (1) und (2) nicht-negative Zahlen sind. Wir kdnnen also

Wurzelziehen, wobei Dy = /D4 - /D4 und /D4 = diag(+/Aq,...,V/A,0,...,0) gilt.
Wir setzen P = O/D,07, dann ist P symmetrisch und positiv semidefinit, weil dies fiir
D4 gilt und

PTP = 0/D,0T0/D,0T = 0y/D, 0T = 0D,0T = A

(4) = (3) Es sei O wieder eine diagonalisierende orthogonale Matrix zu A = P2. Dann
gilt
diag(Ay,...,A.,0,...,0) = OTAO = (PO)T(PO).

Setzen wir B = PO, dann muss B in den Zeilen mit Indizes k > r nur Nullen haben, da
die Diagonalteintrage in OT AO eine Summe von Quadraten ist

n
Vk >r: O—Zbkz lk—Zbkl).
i=1

Die letzten n — r Zeilen spielen also keine Rolle tiir das Produkt und wir kénnen daher
B so wihlen, dass B aus B durch weglassen ebendieser Zeilen entsteht.

(3)= (1)
Es sei B wie in (3) beschrieben und x € R". Dann gilt

xTAx = xTBTBx = (Bx)T(Bx) = ||Bx||*> > 0.

(1) = ()
Da fiir alle x € R”" gilt, dass xT Ax > 0, gilt dies auch fiir die speziellen %, deren j-ter
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Eintrag 0 ist. Das Produkt ¥ A% entspricht dann dem Produkt der j-ten Streichungsma-
trix A; von A mit dem verkiirzten Vektor ¥;, der durch streichen des j-ten Eintrages (also
Null) aus ¥ hervorgeht. Die Matrix A; muss ebenfalls positiv semidefinit sein, da fiir alle
v € R" mit j-tem Eintrag gleich Null gilt

0< vl Av = v]-TAv]-

wobei hier v; € R"~1 durch Streichen der Null entsteht. Insbesondere konnen wir wieder
eine orthogonale Matrix O; wéhlen welche A; auf tibliche Weise diagonalisiert. Dann gilt

det(A;) = det(O] A;0;) HA > 0.

Analog fiihrt man dhnliche Uberlegungen fiir Mehrfachstreichungen durch und erhilt
so die gewiinschte Inklusion.

(5) = (6)
Klar.

(6) = (1) Wir beweisen die Aussage mittels Induktion tiber die Anzahl der Nicht-Rang-
Spalten k:

e Induktionsvorraussetzung IA:

k = 0: Somit hat A vollen Rang r = n und damit ist A reguldr. Insbesondere gilt
dann, dass A keinen Eigenwert gleich Null haben kann. Es gibt also nur die Mog-
lichkeit, dass alle Eigenwerte positiv sind, oder es gibt Eigenwerte, die negativ
sind. Im ersten Fall folgt wegen der Aquivalenz (1) < (2) die Induktionsvorraus-
setzung.

Nehmen wir nun an, es gibt Eigenwerte, die negativ sind. Wir kénnen auch an-
nehmen, dass sich diese Eigenwerte nach dem Diagonalisieren an den letzten [
Matrixeintragen befinden. Nun betrachten wir die Untermatrix von A, die durch
streichen der letzten | — 1 Spalten bzw. Zeilen entsteht. Die Eigenwerte dieser Ma-
trix entsprechen dann den positiven und einem einzigen negativen Eigenwert von
A. Dementsprechend ist die Determinante dieser Untermatrix also negativ. Somit
ist ein Hauptminor negativ und wir erhalten einen Widerspruch zur Annahme.

e Induktionsschritt IS:

k — k+ 1: Wir nehmen an, dass die Matrix A derart vorliegt, dass die ersten
r Spalten den Pivotspalten entsprechen, sonst vertauschen wir entsprechend die
Zeilen und Spalten, dass dem der Fall ist. Sei A, ; die Streichungsmatrix, die
durch weglassen der (r + 1)-ten Zeile und Spalte entsteht. Da in A, eine Nicht-
Rang-Spalte weniger vorkommt und alle Hauptminoren bis zur Grofie r positiv
sind, ist A,;1 nach Induktionsannahme positiv semidefinit. Dementsprechend
gibt es eine orthogonale (r + k) x (r + k)- Matrix O, dass OT A, 10 auf gewohnte
Weise Diagonalgestalt mit den Eigenwerten von A auf der Diagonalen hat. Wir

setzen
~ 010
o= (51D
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Dann gilt, dass

0 - 0o ... 0| =*
0O 0 A 0 0] *
- - T r
oTao= (OA0] « Y _| ¢ 0 0 0] x
* | ann
0 0 0| =%
0 0] =
* DY *ann

und da A Rang r hat, kann man wegen mit Hilfe eines Produktes invertierba-
rer Matrizen P weiter umformen, sodass P'OT AOP = diag(A4,...,A,0,...,0) =:
D 4. Somit ist A kongruent zu D 4, welche postiv semidefinit ist, also selbst positiv
semidefinit.

g

Bemerkung 2.6. Fiir eine positiv semidefinite Matrix A gilt, dass aus xT Ax = 0 fiir ein
x € R" direkt folgt Ax = 0 gilt. Es folgt also aus x Ax = 0, dass x ein Eigenvektor
zum Eigenwert 0 ist. Also gilt, dass jede positiv semidefinite, aber nicht positiv definite
Matrix mindestens einen Eigenwert gleich 0 besitzt, also auch nicht vollen Rang haben
kann.

Beweis. Fiir den ersten Teil betrachten wir die Darstellung von A mit Hilfe einer symme-
trischen 1 x n- Matrix P, sodass A = PTP gilt. Dann ist

0=xTAx = xTPTPx = || Px|?

und somit Px = 0. Nun ergibt sich Ax = PTPx = PT0 = 0.
Der zweite Teil ist offensichtlich direkte Folgerung aus dem Ersten. U

Bemerkung 2.7. Des Weiteren gilt fiir jedes x € R" \ {0}, dass xx! symmetrisch und
positiv definit vom Rang 1 ist. Jede positiv semidefinite Matrix von Rang r kann also
Summe solcher Rang 1 Matrizen mit hochstens » Summanden geschrieben werden.

Beweis. Dass xx! positiv semidefinit ist folgt direkt aus
al (xxT)a = (xTa)T (xTa) = ||xTa|)> > 0 a € R"

Rang 1 ergibt sich mit Hilfe von 2.5/ und der Wahl B = x.
Fiir die Summendarstellung betrachten wir wieder die Diagonalisierung mittels ortho-
gonaler Matrix O

r
OTAO = diag(My, ..., A, 0,...,0) = Y o],
i=1
wobei v; = [0,...,0,v/A;,0,.. .,O}T. Dann ist

.
A=Y 0v;(0v;)"
i=1
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Beispiel 2.8. Eine symmetrische 2 x 2- Matrix

)

ist also nach genau dann positiv semidefinit, wenn ihre Hauptminoren ac — b, a und c
nicht-negativ sind.

Bemerkung 2.9. Fiir eine positiv semidefinite Matrix A werden wir des Weiteren ofters
die Schreibweise A = 0 statt A € S’} verwenden. Fiir zwei Matrizen A,B € Sym,
definieren wir A > B, wenn (A — B) > 0 gilt. Mittels > wird eine Halbordnung auf die
Menge der symmetrischen n x n Matrizen definiert, fiir die also

(Reflexivitat) Ax A
(Transitivitat) A>Bund B>C=A*>C
(Antisymmetrie) A>Bund BB~ A= A=B

gilt.

In folgenden Kapitel werden wir dies Halbordnung benutzen, um den Begriff eines
Kegels im IR" auf Matrixebene zu erweitern indem wir statt posivtiv Kombinationen
solche mit positiv semidefiniten Matrizen als Koeffizienten zulassen.

Zur Vollstandigkeit mochten wir noch kurz {iber Bilinearformen sprechen. Aus der linea-
ren Algebra ist bekannt, dass symmetrische Matrizen mit symmetrischen Bilinearformen
identifiziert werden konnen. Wir betrachten also

Definition 2.10. Es sei | : R" x R"” — R eine bilineare Funktion iiber R”. Dann nennen
wir | symmetrisch, falls fiir alle x,y € R"

I(x,y) = 1(y,x).

Bemerkung 2.11. Die Matrix einer symmetrischen Bilinearform beziiglich einer Basis ist
genau dann symmetrisch, wenn dies fiir die Bilinearform gilt. Genauer betrachten wir
eine Bilinearform [ : R” x R” — IR und sei v eine Basis von IR"” und es bezeichne A die
Matrix von [ beziiglich v. Fiir beliebige Elemente x,y € R mit Koordinatenspalten %, i
beztiglich v gilt dann

n n
l(x,y) = Z(Z fﬂ)i, g]U]) = Zflg] . l(?)l’,?)]') = ZfiAijgj = fTAg
i=1 j=1 i,j i,j
Ist also eine Bilinearform symmetrisch, so gilt A;; = [(v;,v;) = I(vj,v;) = Aj;. Umgekehrt
ist die Matrix beziiglich der Basis v symmetrisch, so folgt nach der obigen Anmerkung,
dass fiir alle x,y € R"

I(x,y) =" Aj = (21 Ap)" =7 ATx = 7' A% =1(y,x)
gilt.

2.2. Der Raum der positiv semidefiniter Matrizen. Im folgenden wollen wir die Ei-
genschaften der Menge der symmetrischen bzw. positiv semidefiniten Matrizen einge-
hender studieren. Wir werden also die Menge S’} im Hinblick auf die wichtigen Begriffe
wie Facette, Extremalstrahlen oder Dualitidt aus dem vorigen Kapitel iiber konvexe Kegel
untersuchen.
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n

n-(n+1)

Proposition 2.12. Die Menge Sym (IR) bilden einen Untervektorraum des Vektorraums der
n X n- Matrizen der Dimension d := —— :

Beweis. Es gilt offensichtlich, dass Summen uns Skalare Vielfache symmetrischer Matri-
zen wieder symmetrisch sind, also handelt es sich bei der Menge der symmetrischen
Matrizen wirklich um einen linearen Unterraum der n x n- Matrizen.

Fiir die Dimension betrachten wir die Identifikation

®:Sym, — R?
A= (aij)ij — (011,(112, cee A, 22,044, A2, - - '/ann)-
O

Die Menge S’I kann klarerweise keinen solchen Unterraum bilden, da bereits negative
Vielfache einer positiv semidefiniten Matrix nicht mehr positiv semidefinit sind. Es gilt
jedoch folgende Proposition

Proposition 2.13. Die Menge aller positiv semidefiniten Matrizen bildet einen konvexen Kegel
in Symy, der spitz ist (also keine Geraden enthiilt).

Beweis. Die Nullmatrix ist offensichtliche positiv semidefinit. Wir miissen also nur nach-
priifen, dass skalare Vielfache einer Matrix A = 0 mit positiven Zahlen wieder positiv
semidefinit ist. Dies ist aber offensichtlich, da

Vx € R": xTaAx = a(xTAx) >0
gilt. Fur die Konvexitét betrachten wir y € [0,1] und zwei positiv semidefinite Matrizen
A, B. Dann gilt
Vx € R": xT(yA+(1—9)B)x = yxTAx + (1 — y)x"Bx > 0,

da xTAx > 0bzw. xTBx >0 gilt. Oben haben wir gesehen, dass sich die Eigenwerte der
Matrix a A als Multiplikation der Eigenwerte von A mit « ergeben. Somit kann fiir die
positiv semidefinite Matrix A die Matrix —A klarerweise nicht positiv semidefinit sein
und damit gilt St N (—S5") = {0} und damit ist der Kegel S’;..

O

Proposition 2.14. Der Kegel S". ist abgeschlossen.

Beweis. Wir fixieren ein Element x € R" und betrachten zunéchst die Abbildung;:
Py : Sym, — R
A xT Ax

Die Abbildung 1, ist stetig, da sie als Hintereinanderausfiihrung zweier stetiger Funk-
tionen entsteht.

Sym, -5 R? L3 R

¢ entspricht dabei der Abbildung zur Idenfifikation von Sym,, mit R? aus und f
entspricht einer polynomialen Abbildung von Grad 2. Offensichtlich gilt, dass
S" C ([0, 00)) fiir alle x € R™. Ebenso leicht erkennt man, dass

st = 95 ([0,0))

x€R4
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gilt. Da 15 1([0,00)) als Urbild einer abgeschlossenen Menge unter einer stetigen Abbil-
dung abgeschlossen ist und der Schnitt beliebig vieler abgeschlossener Mengen abge-
schlossen ist, folgt, dass S einen abgeschlossenen Kegel in Sym, bildet.

d

Definition 2.15. Es sei A = (a;j);; eine beliebige n x n- Matrix. Wir bezeichnen die Sum-
me der Diagonaleintrige

tr(A) := i aj;
als Spur (trace) der Matrix A. -
Proposition 2.16. Seien A, B beliebige n x n- Matrizen. Dann gilt
tr(AB) = tr(BA)
und fiir eine invertierbare Matrix Q € GL,(R), dass
1r(Q 1AQ) = tr(A)

Beweis. Das I-te Diagonalelement von AB ergibt sich durch

n

(AB); =Y ayiby.
i

Somit erhalten wir nach Vertauschen der Summationsreihenfolge, dass
n n n n
tr(AB) = ) ) ajby =) ) bya; = tr(BA)
I=1i=1 i=11=1
gilt. Der zweite Teil fiir Q € GL,(R) folgt dann direkt aus dem Ersten, wegen
tr(Q'AQ) = tr(QQ ' A) = tr(A).
OJ

Definition 2.17. Es seien A und B zwei symmetrische Matrizen, dann handelt es sich bei
der Abbildung

n
(A, B):= ) aiby
=1

um ein Skalarprodukt auf Sym, (R) und wird Frobenius-Skalarprodukt genannt. Es in-

duziert die Frobeniusnorm
lal = /(a8 = /¥a

Proposition 2.18. Fiir zwei symmetrische Matrizen A, B gilt die Beziehung
(A,B) =tr(AB)

Beweis. Das i-te Diagonalelement von AB ergibt sich durch Multiplikation der i-ten Zeile
von A mit der i-ten Spalte von B. Die Summe aller dieser Eintrdge entspricht der Spur

tr(AB) = i iaijbji = i iﬂijbij = (A, B)

i=1j=1 i=1j=1
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Bemerkung 2.19. Das Frobenius-Skalarprodukt ist invariant unter orthogonaler Konju-
gation, d.h. es gilt fiir zwei Matrizen A, B € Sym, und eine orthogonale Matrix O, dass

(A, B) = tr(ABOO") = tr(OT ABO) = (0T A0, 0T AO)
Proposition 2.20 (Satz von Fréjer). Eine symmetrische Matrix A ist genau dann positiv semi-
definit, wenn
(A, X) >0
fiir alle positiv semidefiniten Matrizen X > 0. [Florian Jarre, 2013]

Beweis. Nach ist A genau dann positiv semidefinit, wenn eine Matrix P = 0 mit
A = P? existiert. Dann gilt

(A, X) = (PTP,X) = tr(PTPX) = tr(PXPT)
und da die Matrizen X ebenfalls positiv semidefinit sind, folgt fiir X = Y2
(A, X) =tr((YP)T(YP)) = (YP,YP) >0
Umgekehrt betrachen wir nun A derart, dass fiir alle positiv semidefiniten Matrizen X

gilt, dass
(A, X) > 0ist. Es gilt dann fiir alle x € R" die Bedingung:

xTAx = tr(xT Ax) = tr(xTI, Ax) = tr(Ax(Lix)T) = tr(AxxT) = (A, xxT).

Da xxT eine symmetrische und positiv semidefinite Matrix ist, muss nach Vorrausset-

zung das Skalarprodukt (A, xxT) groBer gleich Null sein. Also gilt x” Ax = (A, xxT) >0
und damit A > 0. O

Proposition 2.21. Es sei A € S} eine symmetrische positiv semidefinite Matrix. Ist A strikt

positiv definit, so liegt A im Inneren des Kegels S'}.. Ist A positiv definit mit rank(A) =r < n,

so liegt A auf einer Facette F von S" mit Dimension ",

Beweis. Sei also A > 0 und damit hat A Rang n nach Wir zeigen zunédchst, dass
wenn A > 0 wir in einem kleinen Bereich in Richtung einer symmetrischen Matrix
B € Symy,(RR) immer noch in S’ bleiben. Damit folgt also, dass eine strikt positiv definite
Matrix im Inneren von S’} liegt. Sei also B € Sym_ . Wir suchen also § > 0, sodass immer
noch

A+6B =0

gilt. Da A = 0 gilt, sind alle Eigenwerte von A positiv und wir finden somit ein €, sodass
alle Eigenwerte von A grofier € sind. Es gilt dann, dass

A—¢€l, =0,
denn fiir das charakteristische Polynom yx gilt

Die Eigenwerte, also die Nullstellen des charakteristischen Polynoms werden somit um
—e verschoben, bleiben also wegen der Definition von € alle positiv. Des Weiteren exis-
tiert wegen eines dhnlichen Argumentes wie oben ein y > 0, derart, dass

B+, =0
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gilt. Die Wahl § := £ liefert, dann
A+06B=(A—ely) +el,+ 0B = (A—eln)+%(B+'yIn) =0
und somit liegt jede positiv definite Matrix im Inneren von S}..

Andererseits betrachten wir eine Matrix A > 0, die aber nicht strikt positiv definit ist.
Dann existiert ein x € R”, sodass x’ Ax = 0. Wir nehmen dabei an, dass x| = 1,
ansonsten wird x entsprechend normiert. Dann gilt fiir alle € > 0

xT(A—el,)x = xTAx —¢||x||? = —e.

Also kann A — €I, nicht in S} liegen und damit muss A am Rand von S’} liegen.

Es sei nun rank(A) = r < n. Wir bezeichnen mit Aj,..., A, die nicht-negativen Ei-
genwerte von A. Im Folgenden konstruieren wir eine Hyperebene H, die A enthilt und
S, isoliert.

Da A positiv semidefinit ist, gibt es eine orthogonale Matrix O, sodass OT AO = D 4 eine
Diagonalmatrix mit Eintrdgen A4,...,A;,0,...,0 in der Diagonale ist. Betrachten wir des
Weiteren eine Diagonalmatrix D¢ deren Diagonale in den ersten r Eintrdgen aus Nullen
und den letzten n — r Eintrdgen aus len besteht.

Dy = OTAO = diag(Ay, ..., A, 0,...,0)
D¢ = diag(0,...,0,1,...,1)

Die Matrix C = ODcO7 ist ebenfalls eine positiv semidefinite Matrix ungleich der Null-
matrix. Fiir das Skalarprodukt (C, A) folgt also wegen der Invarianz aus 2.19

(1) (C,A) = (ODcOT,0D,0T) = (D¢, Dy) = 0.

Des Weiteren gilt fiir jede positiv semidefinite Matrix X, dass die Matrix OTXO = Y
positiv semidefinit ist und damit gilt

(C,X) = (ODcOT,0Y0T) = (D¢, Y)
Da die Diagonaleintrage von Y alle grofier gleich 0 sind (siehe (5)), folgt insbesondere
(2) (C,X)>0
Wir definieren nun die gesuchte Hyperebene H folgendermafien:
H:={X e Sym, |(C,X) =0}

A ist wegen Gleichung (1) in H enthalten. Zusitzlich isoliert H laut Gleichung (2) die
Menge S’ . Somit liegt A auf der Facette

F=HNS" = {X € 5"[(C,X) = 0}.

Wir betrachten die lineare und nicht-entartete Abbildung [ : Sym  — Sym _mit
M +— OTMO. Dann gilt klarerweise

Z(A) = DA und l(C) = Dc.
Die Facette F wird dann wieder auf eine Facette von S'| abgebildet, ndmlich

{y =0TX0 € §"|(C,X) = (ODOT,0Y0T) =0} = {Y € " |(D¢,Y) = 0}.
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Da D¢ nur in den letzten n — r Diagonaleintrdgen Eintrdge ungleich Null enthélt, muss
entsprechend Y an diesen Stellen Nullen enthalten. Da Y positiv semidefinit ist, besteht
Y somit in den letzten n — r Spalten bzw. Zeilen ebenfalls nur aus Nullen. Y hat also
Blockgestalt mit nur Nullen aufler dem linken oberen r x r- Block, der einer beliebigen
positiv semidefiniten r x r-Matrix entspricht. Wir konnen also die Facette F mit dem

Kegel S', identifizieren, welcher nach [2.12/ Dimension r(r;r U hat. O

Proposition 2.22. Wir betrachten einen linearen Unterraum L C R" der Dimension r. Dann
definiert die Menge
F :={X € Sym, |L C ker(X)}

eine Facette von S'}, deren Dimension @ ist.

Beweis. Wir wiahlen zunichst eine lineare Transformation, sodass die Koordinaten von L
vereinfacht als

L={xeR'xy=x=...=x =0}
angenommen werden konnen. Weil L C ker(X) gelten muss, besteht die Menge F; aus

Matrizen der Form B
(A0
A= (ﬁ)

wobei A = 0. Wihlen wir D¢ wie im Beweis von dann definiert die Menge
H = {X € Sym, |(X,Dc) = 0}

eine Hyperebene. Wir zeigen F; = S} N H. Betrachten wir also A € F;. Da L C ker(A)
und alle Spalten von D¢ in L enthalten sind, folgt AD¢ = 0 und damit

<A, Dc> = tr(ADc) =0.
Umgekehrt sei B € H N S, wobei wir B in Blockmatrizen

(B |CT
B_(C Bz)

aufteilen, mit By € S, und B, € S7"". Da
0= <B, Dc> = tI‘(BDc) = tI‘(Bz)

muss By = 0 (wegen Symmetrie und positiv Semidefinitheit) gelten. Aufgrund der Cha-
rakterisierung mittels Minoren aus 2.5 folgt auch, dass C = 0 gelten muss. Somit ist B

von der Form
_( B1|0
B—( ! 0).

Damit gilt also L C ker(B). Die Dimension ergibt sich wie in Beweis von [2.22] O

T

Proposition 2.23. Die extremalen Strahlen von S’} werden von den Elementen xx* erzeugt.

Beweis. Wir betrachten den Kegel cone(xx") fiir ein
x € R". Es ist also zu zeigen, dass fiir ein Element A € cone(xxT) und C,B € S’} mit
A = J(C + B) folgt, dass B, C € cone(xxT).

Weil A € cone(xxT) existiert ein & € R>(, dass A = a - xxT und nach @ ist xxT posi-
tiv semidefinit von rank(xxT) = 1. xx” besitzt also einen einzigen Eigenwert ungleich
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Null A. Weil xxT = 0 ist, gibt es eine orthogonale Matrix O die xxT auf iibliche Weise
diagonalisiert.

A0 ... 0
T T T 0O ... ... 0 1, 1 T
O"A0=a0"'xx'O=un | . : :E(O BO + O CO)
0O ... ... 0

Da B und C positiv semidefinit sind und diese Eigenschaft unter orthogonaler Konjugati-
on erhalten bleibt, sind auch OT BO und OTCO positiv semidefinit. Die Diagonaleintrige
dieser Matrizen entsprechen wegen [2.5 nicht-negativen Zahlen. Vergleich mit der diago-
nalisierten Matrix OT AO zeigt, dass alle bis auf den ersten Diagonaleintrag Null sein
miissen und da die Matrizen symmetrisch und positiv semidefinit sind, konnen diese
nur einen Eintrag ungleich Null an der links-obersten Stelle enthalten. Es ist also

5 AT . b|0 =~ AT . cl|0
B=0O BO_(%W C=0CO= 0o

mit b, ¢ > 0. Ist ohne Beschrdankung der Allgemeinheit einer der beiden, wie zum Beispiel
b gleich Null, so gilt offensichtlich

OTAO = aOTxxTO = %oTco

und damit C = 2axx” und somit B und C positive Vielfache von A. Sind nun beide
Werte b und ¢ ungleich Null, dann existiert eine positive Zahl 7y sodass b = -y - ¢ und

OTAO = %(1 + y)oTco.
Es gilt also C = (1%;"7) -xxTund B = fj'ﬁ—zy - xxT. O

In Kapitel 1 haben wir uns ein wenig mit dem Begriff des dualen Kegel auseinander
gesetzt. Diesen Begriff haben wir dort mit Hilfe des Standardskalarproduktes des R"
definiert. Wir haben nun auch ein Skalarprodukt auf dem Raum der positiv semidefi-
niten Matrizen mittels Spur definiert und kénnen somit auf analoge Weise den dualen
Kegel eines Kegels positiv semidefiniter Matrizen definieren.

Definition 2.24 (Dualer Matrizenkegel). Es sei K C S’} ein Teilkegel des Kegels der
positiv semidefiniten Matrizen und bezeichne (-, -) das Frobeniusskalarprodukt in Sym, .
Dann definieren wir analog zum reellen Fall

K*:={A €Sym, |VB € K: (A,B) >0}
den dualen Kegel von K. Gilt fiir einen Kegel K* = K so nennen wir K selbstdual.

Proposition 2.25. Der Kegel der positiv semidefiniten n X n- Matrizen S ist selbstdual.

Beweis. Siehe U
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3. ERWEITERUNG KONVEXER KEGEL AUF POSITIV SEMIDEFINITE MATRIZEN

Nun mochten wir uns mit dem Hauptziel meiner Masterarbeit widmen. Wir werden nun
den Begriff konvexer Kegel auf Matrixlevel erweitern. Dies wird, wie wir unten sehen
werden, auf zwei Arten moglich sein. Einerseits konnen wir lineare Ungleichungen in
symmetrischen Matrizen betrachten und wie im Falle von Vektoren einen Matrixkegel
als Schnitt der Losungsmengen endlich vieler homogener linearer Ungleichungen defi-
nieren.

Andererseits haben wir in [2.9) gesehen, dass die Bedingung A > 0 fiir Zahlen der Be-
dingung A > 0 fiir Matrizen entspricht. Wir konnen also auch Matrixkegel mit Hilfe
Linearkombinationen mit positiv semidefiniten Matrizen als Koeffizienten definieren.
Im reellen Fall stimmen die beiden Definitionen mittels linearen Ungleichungen bzw.
mit Hilfe von Positivkombinationen von endlich vielen Erzeugenden tiberein, wie wir
in Kapitel 1 ausgiebig diskutiert haben. In diesem Teil meiner Arbeit werden wir die
Gleichheit der beiden Definitionen auf Matrixebene untersuchen und werden sehen,
dass die Begriffe bereits ab einer Matrixgrofie von 2 x 2 nicht mehr iibereinstimmen.
Dieses Resultat wurde bereits auf etwas abstrakterem Level in [Tobias Fritz, 2017]] fiir
Operatorsysteme (siehe [Iobias Fritz, 2017]) bewiesen. Hier mochten wir uns dem Pro-
blem konkret fiir reelle symmetrische Matrizen widmen und werden eine anschauliche
Version des dortigen Gegenbeispiels vorstellen.

3.1. Der verallgemeinerte konvexer Kegel. Im Folgenden betrachten wir einen endlich
erzeugten konvexen Kegel C C IR", der spitz ist und einen inneren Punkt besitzt. Wir
mochten diesen nun auf Tupel positiv semidefiniter Matrizen der Grofie k erweitern. Im
ersten Kapitel haben wir gesehen, dass endlich erzeugte konvexe Kegel immer auf zwei
Arten darstellbar sind.

Das heifst insbesondere, dass zu jedem Kegel, welcher durch endlich viele lineare Un-
gleichungen definiert ist auch endlich viele Erzeuger gefunden werden konnen, die den-
selben Kegel definieren. Umgekehrt existieren auch endlich viele lineare Ungleichungen
fiir konisch definierter Kegel mit endlich vielen Erzeugern. Bei den obigen Darstellun-
gen muss jedoch beachtet werden, dass die Anzahl linearer Gleichungen nicht zwingend
der Anzahl an Erzeugern entsprechen muss.

Wie gewohnt werden wir mit [y, ..., [, die bestimmenden linearen Funktionale und mit
v1,...,0r die endlich vielen Erzeugenden bezeichnen. Dann sind

C={xeR"li(x)>0furl <i<m}
bzw.
r
C. = cone(vy,...,0,) = {Z Avi |A; > 0firallel <i<r}.
i=1

die zwei moglichen Kegeldarstellungen eines reellen endlich erzeugten konvexen Kegels
und es gilt C = C; = C..

Wir werden nun beide Kegeldefinitionen auf Matrixlevel erweitern. Dafiir starten wir
bei einem gegebenen reellen Kegel C; = C. wie oben. Intuitiv konnen wir die Bedingun-
gen an C; erweitern, indem wir Matrizentupel A = (A;,..., A,) mit fixer Matrixgrofie
als Argumente zulassen und verlangen, dass die Linearkombination /;(A) einer positiv
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semidefiniten Matrix entspricht.
Ciri={A=(A1,...,Ay) € Sym}|L;(A) = 0 fiir 1 <i < m}

Bei der Erweiterung C’C,k von C. soll der neu entstehende Kegel ebenfalls von den Er-
zeugern vy,...,0, definiert werden. Dazu setzen wir fiir einen beliebigen Vektor x =
(x1,...,%,) und eine positiv semidefinite Matrix P = 0

PRx:=(x1-P,...,x,-P).

Dann konnen wir C. mit Hilfe von ® erweitern zu
r
Cor :={)_ P ®uvj|P; = 0}
i=1
Definition 3.1. (Erweiterter konvexer Kegel) Wir betrachten einen konvexen endlich er-
zeugten spitzen Kegel C C IR"” mit innerem Punkt, der durch

C={xeR"|j(x) >0furl <i<m}=cone(vy,...,0)

definiert wird. Die konische Erweiterung von C sei gegeben durch

.
Cor :={)_ P ®uv|P; = 0}
i-1

und die funktionelle Erweiterung sei durch
Ciri={A=(A1,...,Ay) € Sym}|;(A) = 0 fir 1 <i < m}

definiert. Wenn die Matrixgrofie klar ist, werden wir den Index k zur Vereinfachung
nicht angeben.

Beweis. Die beiden Definitionen C; bzw. C. sind wegen den obigen Ausfithrungen wohl-
definiert. Wir priifen nun nach, dass beide Mengen auch wirklich einem konvexen Kegel
entsprechen.

Im Falle Cl ist dies offensichtlich. Fiir C, erkennen wir, dass fiir zwei Matrixtupel
A=Y,P®v;, B=1);=Q;®v; und eine nicht-negative Zahl a folgende Gleichungen
gelten

1=~

A+B=) (P+ Qi) ®v;

1

= |l
N

A=) (a-P)®v
i=1
und damit alle Bedingungen fiir einen konvexen Kegel erfiillt sind. U

Nun wollen wir die Zusammenhénge zwischen den beiden Kegeldefinitionen untersu-
chen. Leicht zu erkennen ist, dass folgende Beziehung zwischen den erweiterten Kegel-
definitionen immer gilt:

Proposition 3.2. Es seien C; bzw. C, wie in Defintion Dann gilt
CC g Cl.
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Beweis. Es sei P = 0. Wir betrachten zundchst P ® v; fiir alle i und zeigen, dass
I(P ®wv;) = 0 gilt. Da I linear ist und die Summe positiv semidefiniter Matrizen positiv
semidefinit ist, gilt das dann auch fiir beliebige Summen )}, P; ® v; wegen

r r
() P®v)=) I(P®v;) =0
i=1 i=1

Wir betrachten also P ® v;, dann ist
l(P ® UZ') = l(villp,. . -rvi,np) =P- l(Ul').

Da fiir all i die Vektoren v; nach Vorraussetzung die definierenden Ungleichungen von C;
erfiillen, gilt also offensichtlich, dass I(v;) > 0 fiir alle i und damit ist /(P ®v;) = 0. O

Die Umkehrung von [3.2| gilt allerdings nur fiir Simplexkegel, also Kegel, welche von so
vielen Vektoren erzeugt werden wie der Dimension des Raumes entspricht. Fiir mehr
Erzeuger ist die Umkehrung immer falsch, unabhéngig von Dimension n des Raumes
bzw. der Matrixgrof3e k, wie das einfache Beispiel aus 3.4 visualisiert.

Proposition 3.3. Es sei C C R" ein Simplex-Kegel definiert durch C; = C.. Das heift also der
Kegel C. wird von n linear unabhingigen Vektoren vy, ..., v, erzeugt. Dann gilt

Cek = Crpe
Dabei gilt die obige Gleichheit fiir beliebige MatrixgrofSen k.

Beweis. C. C Cl haben wir bereits in bewiesen. Umgekehrt konnen wir weil C ein
Simplex ist eine lineare Transformation finden, die die Erzeuger vy, ..., v, auf die Erzeu-
ger ey, ..., e, des ersten Orthanten abbildet. Die definierenden Ungleichungen des ersten
Orthanten entsprechen dann natiirlich

fuirj=1,...,n: lj(g):szo.

Betrachten wir also eine Element A = (Ay, ..., A,) in der konischen Erweiterung von C.
Wenn alle A; >~ 0 wéren, so wire
n

A=) Ai®e
i=1
die gesuchte Darstellung von A mittels ®. Dass A; = 0, folgt aber einfach direkt aus
li(ej) > 0 und, dass fiir alle j

n
i=1
gilt. U

Beispiel 3.4. Betrachten wir den Kegel in R3, welcher erzeugt wird durch die Vektoren
v1=(1,1,1)
v =(-1,1,1)
vs3=(1,—-1,1)
( 1

U4 = —1,— ,1)
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Durch eine leichte Rechnung konnen die definierenden
Ungleichungen

hx)=—x+2z2>0
h(x)=-y+z2>0
Lx)=x+z>0
h(x)=y+z2>0

bestimmt werden. Wir erweitern diesen Kegel wie oben in
zu C; bzw. C.. In Proposition 3.2 haben wir gesehen,
dass C. C C; gilt. Die Umkehrung ist nicht zwingend
richtig, betrachten wir nimlich

== (¢ )5 2.0 )

so ist A € C; enthalten, wie leicht nachgerechnet werden kann. Wiire nun A € C,, so giibe es
positiv semidefinite Matrizen Py, P, P3 und Py, sodass die Bedingung

(A1,A2,A3) = (P —Py+P3— Py, Py + P, — P3 — Py, P + P, + P5 + Py)
erfiillt ist. Aus den letzten beiden Bedingungen erhalten wir, dass

20
Ay + Az = (0 O) =2(P; + P,).

Da Py und P, beides postiv semidefinit sind, und daher deren Diagonaleintriige grofier gleich Null
sein miissen, folgt, dass diese Matrizen von Gestalt

0 1-a 0
n=(o) m=(" )

mit 0 < o < 1 sind. Betrachten wir nun

11 a 0
A1+A3:<1 1>:2(P1+P3):2'((0 0)+P3)
, 1(1-2a 1 , . :
Somit muss P; = 5 1 1 gelten und weil P3 = 0 folgt, « = 0, da sich sonst ein
Widerspruch zum Hauptminorkriterium

(1-20)—12>0
ergibt. Insgesamt erhalten wir also, dass wegen
A3 =P +P,+P3+ Py

G060 (Y0 )

der links-oberste Eintrag von Py gleich —% sein muss, was ein Widerspruch zur Annahme, dass
P4 > 0 ist.

In der Proposition 3.3| haben erkannt, dass die beiden erweiterten Kegelbegriffe im R"
nur iibereinstimmen, wenn der Kegel von n Vektoren erzeugt wird. In Beispiel haben
wir gesehen, dass bereits Gegenbeispiele im R® zu finden sind. Generell gilt, dass fiir
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mehr als 3 Erzeuger die beiden Kegeldefinitionen C; und C, fiir C € R3 nie iibereinstim-
men, wie wir in Proposition 3.6 zeigen werden. Zunachst bendtigen wir noch folgendes
Lemma:

Lemma 3.5. Wir betrachten den erweiterten Kegel C,. eines reellen, spitzen Kegels
C = cone(vy,...,vy) C R3 mit nicht-leerem Inneren. Mit Hilfe der Transformation aus
konnen wir einen Kegelquerschnitt durch x3 = 1 wie in Abbildung 4 erreichen.

Wir nehmen also an, dass alle Erzeuger des transformierten Kegels in der x3 = 1 Ebene liegen
und die Menge aller v Erzeuger die Elemente

01 = (1,1,1) Uy = (1,—1,1) U3 = (—1,—1,1) U4 = (—1,1,1)
enthiilt.

ABBILDUNG 4. Kegelquerschnitt auf Hohe x3 = 1

/

w

v4 vi

0.5

v3 v2

° " T

Weiters betrachten wir den Kegel C, = cone(vy, v3, v4, w) mit einem geeigneten
2-tan(a) =k > 0und w= (1,k+1,1). Dann gilt

C~'C(Z71/- . -/UI’> C CC(UZI 03,04, w)

Beweis. Wir betrachten also A € C.(vy,...,v,). Dann gibt es eine Darstellung mittels
positiv semidefiniter Matrizen P;, sodass

7 4 r

A=) P®u=P@u+) PRvi+) PRy

i=1 i=2 j=5
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gilt. Da v; durch Konvexkombination aus v; und w entsteht und fiir j = 5,...,r die
Erzeuger v; Konvexkombinationen von v;, v4 und w sind, konnen wir diese Elemente
schreiben als

v1 =Ap+(1-ANw

vj:)\]évz—i—)\im—l-)\]@.,,w j=5,...,r

wobei alle Koeffizienten zwischen 0 und 1 liegen und )L]é + )LZL + A, =1 gilt.

Nun erhalten wir durch einsetzen der konvexen Darstellungen, dass die untere dqui-
valente Darstellung fiir A existiert.

4 r
A:P1®7)1+ZPZ'®UZ'—|— P]®U]
i=2 j=5

4 r . . .
=P @A+ (1—-N)w) + Y P®oi+ Y P ® (Myovs + Moy + Ayw)
i=2 j=5
- (/\pl—f—Pz—i— 2/\]213]) ® U2
j=5
+ P3® 03

r .
+ (Py+ Y _A,P)j® vy
j=5

r .
+ ((1 — /\)Pl + Z/UWP]) K w.
j=5
Da alle auftretenden Koeffizienten vor den Matrizen nicht-negative Zahlen sind und weil
P; = 0 ist, sind auch die auftretenden Matrixsummen ebenfalls wieder positiv semidefi-
nit. Daher folgt die Behauptung. 4

Proposition 3.6. Wir betrachten einen konvexen, spitzen Kegel C im R3, der einen Inneren
Punkt besitzt und von r > 3 und nicht von weniger als r Elementen erzeugt wird. Dann stimmen
die Kegel C; und C. nicht iiberein.

Beweis. Wir konnen wie in Lemma [3.5{annnehmen, dass die Kegelerzeuger von der Ge-
stalt aus Graphik 3.5/ haben, also die Menge der Erzeuger enthilt die Vektoren
v1=(1,1,1) v =(1,-1,1) v3=(—1,-1,1) vy =(—1,1,1)

und deren restliche (r —4) Vektoren ebenfalls in der x3 = 1 Ebene liegen. Wir betrachten
den gofieren Kegel C;, aus Lemma der von den Vektoren v,,v3,v4 und w erzeugt
wird.

In Beispiel 3.4/ haben wir gesehen, dass die Pauli-Matrizen

ammmnr= (2 D¢ 20 )

in dem von vy,...,v4 erzeugten erweiterten funktionellen Kegel Ci(v1,...,04) liegen.
Der um w vergoBerte Kegel C;(v2, v3, v4, w) enthidlt dann ebenso A, denn die schwéchere
fehlende definierende lineare Ungleichung fiir w = (1,1 +k, 1) mit k > 0 lautet

k-x—=2y+(2+k)z>0
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A erfiillt also fiir jedes k > 0 diese Bedingung, da die Matrix

(5 0) 2 (o B) (o 9) = (F ate)

fiir positives k immer positiv semidefinit ist.

Wir zeigen nun, dass A nicht im erweiterten konischen Kegel Cc(vz, ...,04,w) enthal-
ten ist, und damit wegen auch nicht in C.(vy,...,v,) liegen kann. Nehmen wir also
an, dass es doch eine Darstellung

A=P Ry +P3Rv3+P,Ruvs+ P5sQw
mittels positiv semidefiniter Matrizen P, ..., P5 gibt. Dann gilt also

(1) Ay =P —P3—Py+ P5

(2) Ay =—Pp—P3+ P4+ (k+1)Ps

(3) Az = Py + P3+ Py + Ps.

Betrachten wir die Summe der beiden letzten Gleichungen so erhalten wir

)+ (3) (g 8) — 2P, + (k +2)Ds.

Da die Koeffizienten vor den Matrizen in der obigen Gleichung beide positiv sind und
die Matrizen in den Diagonalen nur nicht-negative Eintrdge enthalten sein diirfen, folgt,
dass die beiden positiv semidefiniten Matrizen P, und Ps5 der Form

_ (P O _(ps O
=) r=(F)
sein miissen. Betrachten wir die Differenz (3) — (1), so ergibt sich
1 -1 . |2 0
o (4 )= (D)
und damit muss P; von der Gestalt

1
X3 —31

Py = ( 1 12>
1

sein. Wir beobachten, dass wegen dem Minorenkriterium fiir die positiv Definitheit
x3 > % gelten muss. Aus Gleichung (1) erkennt man durch dhnliche Uberlegungen, dass

P, die Gestalt
X2 %
R=({71 1)
2 2

mit der Bedingung x, > % haben muss. Aus der dritten Gleichung (3) und den beiden
Forderungen x3, x4 > % folgt, dass P, = Ps =0 und x3 = x4 = % gelten muss. Also gilt

11 11
P2:<i i) P3:(_21 2) Py = Ps = 0.
2 2 2

(2) — Py —P3+ P+ (k+1)Ps = <_01 _01> + Ay

gilt nicht und daher folgt die Behauptung. g

N[—

Aber,
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Bemerkung 3.7. In Proposition 3.6 haben wir gesehen, dass im R? die beiden Kegeldefi-
nitionen fiir mehr als 3 Erzeuger nie iibereinstimmen. Wir haben dabei ein Gegenbeispiel
im Fall von 2 x 2 Matrizen gefunden. Es folgt dann auch fiir allgemeine Matrixgrofien,
dass die beiden erweiterten Kegeldefinitionen nicht dquivalent sein kénnen. Ein Gegen-
beispiel fiir hohere Matrixdimensionen erhidlt man zum Beispiel einfach durch Anhén-
gen ensprechender Nullzeilen und Nullspalten an die Pauli-Matrizen.

Wir mochten nun versuchen, uns den Unterschied zwischen den beiden Kegelerweite-
rungen vorzustellen. Wir betrachten dafiir wieder den Kegel, welcher durch vy,v;,v3
und v4 bzw. durch die linearen Funktionale

hix)=—-x+z>0
L(x)=—-y+z2>0
Ii(x) =x4+z2>0
l4( =Yy +z2>0
aus Proposition .6 definiert wird. Es sei

0 b a 0 a 0
C:= {A:((b O)’(O —a)’(O a))|a,bE]Runda,b20}§Symg(lR)

Wir wollen nun untersuchen, fiir welche Belegungen von 4, b die Menge C ein Teilkegel
von C; bzw. C, gilt. Zunachst iiberpriifen wir die linearen Bedingungen

0 b a 0 a =+b
j:(b O>+(O a):<:l:b a>t0
a 0 a 0 2a 0
(o —a)+(0 a) = (0 0) = 0
a 0 a 0 0 0
_(0 —a)+(0 a) = (o Za) = 0.
Offensichtlich sind diese Bedingungen fiir a > b und a,b > 0 immer erfiillt, wir visua-

lisieren diese in Abbildung durch die blaue Fliche mit a > b. Nun versuchen wir
Bedingunen an 4, b zu finden, sodass Elemente aus C in C, liegen. Es muss also

x)
x)

0 b
(1) <b 0>:P1+P2—P3—P4

a 0
(2) (0 —a) =P —-DP—-P+P

0
(3) (g a):P1+P2+P3+P4
gelten. Durch dhnliche Uberlegungen wie in 3.6 erhalten wir

0 b L 0
he (%1 0)'P2: (2’2 §>’P3: (f% %2>’P4: (%4 0>'

Um eine Darstellung zu finden, miissen wir also untersuchen, fiir welche py,...,ps > 0
die Matrizen P; = 0 sind. Wir betrachten also jeweils den links-obersten Eintrag in (1)-(3)
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und erhalten das Gleichungssystem

1 1 -1 -1\ (! 0

1 -1 -1 1 P2 — (4

1 1 1 1 P3 a
P4

welches dquivalent zu

10 -1 0\ (7 a
01 1 o] [P2]=10
00 1 1) a
Pa
ist. Wir suchen also Elemente aus

D (4

0| ta _1 aeR
g —1

deren Eintrdge alle positiv sind. Dies ist offensichtlicherweise nur fiir « = 0, der Fall
(Vergleiche die 2. und 3. Komponente). Daher haben also die Matrizen P; die Gestalt

a0 0 ¢t
n= (o) = D)
3 = b L4 = .
~L % 0 0

Nun erkennen wir also, dass wir nur eine Darstellung mittels positiv semidefiniter Ma-
trizen P; erhalten konnen, falls 2 > 0 und b = 0 gilt. Wir sehen also in Abbildung

bereits einen Unterschied zwischen C; und C..

ABBILDUNG 5. Unterschied: C; in blau und C, in rot
b
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3.2. Verallgemeinerte Kegel in hoheren Dimensionen. In haben wir den dreidi-
mensionalen Fall behandelt. Wir mdchten nun einen Schritt in hhere Dimensionen ma-
chen und uns mit dem allgemeinen Fall von spitzen, konvexen Kegeln mit nicht-leerem
Inneren im R" widmen. Die Folgende Proposition soll das Hauptresultat fiir diese
Masterarbeit sein und liefert einen konkreten Beweis dafiir, dass die beiden Kegeler-
weiterungen nie {ibereinstimmen konnen. Interessanterweise entscheidet sich dies auch
im R" ab Matrixgrofie 2. Somit folgt, dass unabhédngig von der Dimension des Raum-
es 1, der Anzahl der Erzeuger r > n des nicht simplizialen Kegels und der Grofie der
Matrizen, dass die beiden Definitionen nicht iibereinstimmen konnen.

Proposition 3.8. Wir betrachten wieder einen konvexen, spitzen Kegel C C R" mit nicht-leerem
Inneren, der von r > n und nicht weniger als r Vektoren erzeugt wird. Dann gilt

CC C C~l.

Beweis. Proposition liefert C. C C;. Es bleibt also zu zeigen, dass C. G o gilt. Wie
gewohnt werden wir die Erzeuger mit vy, ..., v, bezeichnen.

Wir beweisen die Aussage mittels vollstandiger Induktion {iber die Dimension n. Fiir
n = 3 liefert Proposition 3.6/ die gewiinschte Aussage. Nehmen wir also an, die Aussage
gelte fiir Kegel im R" 1.

Da wir einen nicht-simplizialen Kegel im IR" betrachten, treten nach zwei mogli-
che Falle auf. Entweder besitzt der Kegel C eine nicht-simpliziale Facette, oder es gibt
eine Vertex-figure, welche nicht simplizial ist.

1. Fall: Nehmen wir an, der von den r Vektoren erzeugte Kegel habe eine Facette S,
die nicht simplizial im R"~! ist, also von mehr als (17 — 1) Vektoren erzeugt wird. Wir
konnen O.B.d.A annehmen, dass diese Facette in der Ebene mit x; = 0 enthalten ist und
von den letzten m > (n — 1) Elementen v,_,, . .., v, erzeugt wird.

Dann ist diese Facette ein Kegel niedrigerer Dimension und laut Induktionsvorrausset-
zung stimmen dort die beiden erweiterten Kegelbegriffe nicht iiberein. Es gibt also ein
Element A = (A,,...,A,) € C;, welches keine Darstellung in Ce(vy—m, ..., vr) besitzt.
Ergdnzen wir nun A durch die Nullmatrix und setzen

A: (OIAZI"'/ATZ)/

dann gilt offensichtlich A € C;, da alle definierenden Ungleichungen von dem Matrix-
tupel A erfiillt werden und damit dies auch fiir das um die Nullmatrix erganzte Tupel
gilt. Es bleibt nur noch zu zeigen, dass es keine Darstellung

r
A=) P®ov
i=1
geben kann. Da die Facette S = C N {x € R"|x; = 0} ist, miissen die noch nicht betrach-
tete Erzeuger vy, ...,0,_,,—1 in der ersten Komponente einen Eintrag ungleich Null mit
gleichem Vorzeichen besitzen. Da alle anderen Erzeuger v,_, ..., v, in der x; = 0 Ebene
liegen, sind die ersten Vektoren vy, ...,v,_,_; die einzigen Erzeuger, die in der Summe
einen Beitrag zur ersten Komponente liefern konnen. Da in der ersten Komponente des
Matrixtupels A jedoch die Nullmatrix steht, und die Vorzeichen der ersten Eintrdge in
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vy bis v,_,,_1 immer dasselbe sein muss, folgt aus der Bedingung
0= (%W P1 + ...+ U(m—r—l),lpmfi’*ll

dass P; = ... = Py,_,—1 = 0 sein miissen(Vergleiche Diagonaleintrdge). Daher erkennen
wir also, dass vy, ...,v,_,_1 auch fur die Darstellung von A keine Rolle mehr spielen.
Da jedoch auch keine solche Darstellung mittels restlichen v,_y, . . ., v, existiert, folgt die
Behauptung.

Fall 2: Wir gehen wie oben davon aus, dass der Kegel von den Vektoren vy, ..., v, er-
zeugt wird und es eine nicht simpliziale Vertex-figure im R"~! ist. Aufgrund einfacher
linearer Transformationen bzw. durch Umnumerieren konnen wir annehmen, dass sich
diese Vertex-figure jene zum Punkt v; ist und sich in der Hyperebene {x € R"|x; = 0}
befindet. Die Erzeuger v; und vy,...,v, werden also durch die Vertex-figure getrennt
und wir konnen ebenfalls annehmen, dass der erste Eintrag von v; negativ und die
Eintrdge in der ersten Komponente der vy, ..., v, positiv sind. Wir wechseln nun die Er-
zeuger des Kegels, indem wir mit ensprechenden positiven Zahlen skalieren, sodass die
erste Komponente der Erzeuger v, ..., v, gleich 1 und die von v; gleich —1 ist. Dies ist
klarerweise moglich, da Kegel abgeschlossen unter positivem Skalieren sind.

Nun folgt, da die Vertex-figure ein nicht simplizialer Kegel im R" ! ist, dass diese durch
mindestens 7 — 1 und maximal durch die r Elemente

1 1 .
wj:ivl_'_ivj j=2,...,r

erzeugt wird. Laut Induktionsvorraussetzung kénnen wir nun in dieser Vertex-figure
ein Matrixtupel (Ay,..., A,) finden, welches alle Ungleichungen von Cl erfiillt, jedoch
keine Darstellung in C, (wy, ..., wy) besitzt. Wir erweitern nun dieses Matrixtupel wie im
ersten Fall durch die Nullmatrix in der ersten Komponente und erhalten ein Matrixtupel

A: (OIAZI---/AH) € Cl

Wir zeigen nun wieder, dass dieses Tupel nicht in Cc(vl, ...,0r) enthalten sein kann.
Nehmen wir also an, dem wére doch so, dann gébe es positiv semidefinite Matrizen P;,
j=1,...,r,sodass

(0,A2,...,A) =P ®v1+...+ P ®0,
gilt. In der ersten Komponente erkennen wir also, dass

O=-P+P+...+P

wegen den entsprechenden Skalierungen der v; gelten muss. Somit folgt, dass

(0,A2,...,A,) =P+ ... 4P) Q@0+ P Rv+... + P, R0,
=P ®(v1+0)+...+ P& (v +0)
:2P2®w2+...+2pr®wT'

Somit folgt, dass A € Cc(wz, ..., wy) liegt, was ein Widerspruch zur Annahme ist. ]
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3.3. Anmerkung Operatorsysteme. Abschliefend mochten wir noch kurz damit be-
schéftigen, warum es iiberhaupt von Interesse ist, sich mit dem obigen Erweiterungen
von reellen Kegeln auf Matrixniveau zu beschéftigen. Zugrunde liegt hier die Theorie
tiber Operatorsysteme, welche in vielen Bereichen wie beispielsweise positiv semidefi-
niten Programmen eine Rolle spielen. Die in meiner Arbeit behandelten Kegelerweite-
rungen entsprechen im Grunde einen Spezialfall der in [Tobias Fritz, 2017] behandelten
Operatorsystemen

Wir stellen also hier kurz Operatorsysteme und deren Erweiterungsmoglichkeiten vor,
so wie sie in [Tobias Fritz, 2017] behandelt werden. In [Tobias Fritz, 2017] finden Sie auch
einen abstrakteren Beweis fiir Operatorsysteme, welcher den speziellen reellen Fall aus
Proposition [3.8] impliziert.

Ab nun betrachten wir den komplexen Vektorraum C" und bezeichnen mit * jene Ab-
bildung, die einem Element dessen konjugiert Komplexes zuordnet. Wir betrachten den
Vektorraum als topologischen Raum, indem wir ihn mit der feinsten lokalkonvexen To-
pologie auf C" versehen. Aussagen iiber Abgeschlossenheit und dergleichen werden sich
im Folgenden immer auf diese Topologie beziehen. Mit Index ;, bezeichnen wir den

R -Unterraum der hermiteschen Elemente, es gilt also x* = x fiir alle x € Cj}.

Definition 3.9 (Operatorsystem). Ein abstraktes Operatorsystem auf C" ist eine Folge
von abgeschlossenen, konvexen und spitzen Kegeln (Cs)seny mit Cs C Matsxs(C)j, wel-
che die zwei Bedingungen

(1) Fur A € Cs; und U € Mat;(C) folgt, dass U*AU € C;
(2) Fiir jedes s € N hat C; nicht-leeres Inneres

erfiillt.

Bemerkung 3.10. Bei der zweiten Bedingung reicht es aus, dass C; einen inneren Punkt
besitzt, dann gilt dies automatisch auch fiir alle anderen. Es sei x ein innerer Punkt von
C; und A € Mat,ys(V), beliebig. Wir zerlegen A in

n .
A=Y oA

i=1
mit A; € Matsys(C);, und o) € V,. Da x im Inneren von C; liegt, konnen wir ein A
finden, sodass

:I:v(i)-l—)\xECl furallei=1,...,n

gilt. Fir A; konnen wir positiv semidefinite Matrizen P;, Q; € Matsxs(C);, finden, dass
Ai = Pi - Qi ist. Dann ist
n

W@ (P - Qi) +A-x® Y (P + Q)
i=1

WRA+Ax2 Y (Pi+Q)
i=1

I
gt

~
Il
[y

f ((v(i) +Ax) ® P+ (o) + Ax) @ Qi)
i=1

Il

N
Il
—_

n

A+A-x® )Y (P+Q;) € Cs.
i=1
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Wahlen wir nun y > 0 grof8 genug, dass vI; — Y ;(P; + Q;) >~ 0 gilt, so ist
n n
A+ Apx@ L =A+Ax@L+A-x@ Y (B+Q)—A-x® ) (P + Q)
i=1 i=1

- <A+A-x® i(PHFQz’)) +Ax® (715 - i(Pﬁer’))

i=1 i=1
ebenfalls in C; enthalten. Und somit ist x ® I5 ein Innerer Punkt von C;

In Bezug auf solche Operatorsysteme stellt sich nun die Frage, inwieweit man ein solches
System nach Vorgabe eines Kegels C; konstruieren kann. Im einfachsten Fall kénnen wir
den Vektorraum V = C" der komplexen Zahlen betrachten. Auf Level 1 starten wir al-
so mit einem Kegel C; C R", welcher endlich oder unendlich erzeugt sein kann. Nun
bleibt die Frage, inwieweit wir die Erweiterungen Cs wéahlen miissen um ein Operator-
system zu erhalten. In [Iobias Fritz, 2017] werden zwei Moglichkeiten vorgestellt, wie
man einerseits das gofite bzw. kleinste Operatorsystem definieren kann.

Definition 3.11. (Kleinstes und grofites Operatorsystem) Gegeben sei ein abgeschlosse-
ner, konvexer und spitzer Kegel C; € R"” mit nicht-leerem Inneren. Dann ist das grofite
Operatorsystem tiiber Cy, jenes mit

Ci® = {(Aq,...,An) € Hersxs(C)"|(x"A1x, ..., x"Apx) € C; fir alle x € C°}
und das kleinste Operatorsystem iiber C; mit

Chin.— [(Ay,..., Ay) = Y P ®uvi|v; € C1, P € Hersy5(C) mit P; = 0}
i

Wobei wir die tibliche Notation Her;s(C) fiir die Menge der hermiteschen Matrizen der
Grofie s verwenden.

Bemerkung 3.12. Die obigen Systeme aus sind wirklich Operatorsysteme:

(1) kleinstes Operatorsystem: Wir betrachten (Ay,...,A,;) € C™" und U € Mat,x(C)
wie oben. Dann ist

(U AU, ..., U AU) = U* ( Y (P ®vi)) U =Y (U*PU) @ o; € C"
i,v,€Cq i

wegen U*P;U = 0 fiir P; = 0.

Da c;nin einen inneren Punkt besitzt (siehe [Tobias Fritz, 2017]) handelt es sich
wirklich um ein Operatorsystem.

(2) grofStes Operatorsystem: Ist namlich (A1, ..., Ay) € C® und U € Mat;;(C), so ist
y := Ux € C° fiir jedes x € C'. Damit ist also

(XU A Ux, ..., x"U"AUx) = (Y A1y, ...,y " Any) € C

Wir haben oben gesehen, dass C™" einen inneren Punkt enthélt. Da CIMn ¢ Cax
hat auch C{"® einen inneren Punkt.

Bemerkung 3.13. Im Hauptteil dieser Masterarbeit haben wir uns mit Kegelerweiterun-
gen C; und C, fiir fixierte Matrixgroflen beschiftigt. Ausgang war dabei ein eindlich
erzeugter, spitzer konvexer Kegel mit nicht-leerem Inneren, der auf ein Matrixlevel mit
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Matrixgrofie s gehoben wurde. Betrachten wir nun nicht nur reelle, sondern komplexe
Matrizen und statt einen solchen Kegel mit fixierter Matrixgrofse eine Folge von Kegel
mit immer grofier werdender Matrixdimension, so erhalten wir einen Spezielfall eines
solchen Operatorsystems.

Crs = {(A1,..., An) € Hergus(C)"|li( Ay, ..., Ay) = 0, fiirallei =1,...,m}
7
Cc,s = {Zpi®vi|Pi = 0}
i

(Cis)sen entspricht dann dem maximalen Operatorsystem aus Definition und (Ccs)seN
dem minimalen (C™M)cn

Beweis. Dass C.,s dem Kegel C™™ entspricht ist klar. Seinun A € C; s und x € C* beliebig.
Wegen

©) x'i(A)x = lj(x"Ax) > 0

folgt, dass auch x*Ax € C;. Umgekehrt fiir A € C"®™ ist x* Ax € C, muss daher also alle
definierenden Ungleichungen /; des Kegels C; erfiillen. Wegen Gleichung (3) folgt nun,
dass I;(A) = 0. O

Bemerkung 3.14. Man kann zeigen, dass C"® wirklich das grofite Operatorsystem un-
ter allen Operatorsystemen (Ds)sen mit D1 C Cq. Analog fiir CIM™.

Nun ist es natiirlich interessant zu untersuchen, wann minimales bzw. maximales Ope-
ratorsystem tiibereinstimmen oder auch ob dies ab einem bestimmten Level s der Fall
ist. In dieser Arbeit haben konkret ein Gegenbeispiel konstruiert und dadurch bewie-
sen, dass bereits ab Matrixgrofie 2 die beiden Kegelerweiterungen eines spitzen, endlich
erzeugten konvexen Kegels C € R" mit innerem Punkt und mehr als n Erzeuger nicht
tibereinstimmt. In der Sprache von Operatorsystemen bedeutet dies also, dass bereits ab
Level 2 ein Unterschied zwischen minimalem und maximalen Operatorsystem besteht.
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