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¿cómo saber la importancia (o poder) de cada miembro?
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Miguel Romance Un paseo matemático entre Google y las redes sociales



Introducción
Centralidad y poder

Motivación y objetivos
Un paseo por el análisis de redes complejas
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¿Qué es una red compleja?

Definición

Una red compleja (dirigida o no) G = (X ,E ) es un grafo,

es decir
un par de conjuntos G = (X ,E ), donde

X es finito (lo llamamos conjunto de nodos).

E es un conjunto de parejas (ordenadas o no) de X (aristas).
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¿Por qué son interesantes las redes complejas?

Gracias a los avances de la informática de los últimos años se
pueden calcular propiedades de redes (muy grandes) que
corresponden a aplicaciones reales, como por ejemplo:

Redes de Comunicaciones:

Redes de transporte (redes de metro, de tren, de ĺıneas aéreas).
Redes informáticas (redes de servidores, Internet, ...).
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¿Podemos simular (y predecir) la evolución de una epidemia?

Por ejemplo, ¿podemos pronosticar el desarrollo de una
enfermedad sexual?

...en muchas situaciones, por privacidad, no disponemos de la red...
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Miguel Romance Un paseo matemático entre Google y las redes sociales



Introducción
Centralidad y poder

Motivación y objetivos
Un paseo por el análisis de redes complejas
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Herramientas matemáticas en análisis de redes complejas

Las herramientas matemáticas empleadas son muy diversas y
proceden de campos muy diferentes, como por ejemplo:

Matemática Discreta (Teoŕıa de grafos y combinatoria)

Análisis Matricial (Álgebra lineal y teoŕıa de Perron-Frobenius)

Ciencias de la computación

Probabilidad (matrices aleatorias, procesos estocásticos)

Ecuaciones diferenciales no lineales

Mecánica Estad́ıstica

e involucra a cient́ıficos de diferentes áreas, como por ejemplo:

F́ısicos teóricos,

Informáticos,

Biólogos y neuro-cient́ıficos,

Sociólogos and psicólogos,

...y, por supuesto, ¡también matemáticos!
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Biólogos y neuro-cient́ıficos,
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Ecuaciones diferenciales no lineales

Mecánica Estad́ıstica

e involucra a cient́ıficos de diferentes áreas, como por ejemplo:
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Herramientas matemáticas en análisis de redes complejas
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Informáticos,
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Matemática Discreta (Teoŕıa de grafos y combinatoria)

Análisis Matricial (Álgebra lineal y teoŕıa de Perron-Frobenius)
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Matemática Discreta (Teoŕıa de grafos y combinatoria)
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Un paseo por el análisis de redes complejas

Principales ĺıneas de trabajo

Los principales campos de trabajo en la actualidad son:

Análisis estructural de redes complejas.

Estructura global vs. estructura local.
Análisis espectral y centralidad.
Detección de comunidades.
Problemas de diseño y mejora óptima.

Modelos aleatorios en redes complejas.

Modelo de Ërdos-Rénji y redes aleatorias clásicas.
Modelo de Albert-Barábasi y el preferential attachment.

Dinámica en redes complejas.

Sincronización.
Propiedades estructurales vs. propiedades dinámicas.
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Modelos aleatorios en redes complejas.
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Modelo de Albert-Barábasi y el preferential attachment.

Dinámica en redes complejas.

Sincronización.
Propiedades estructurales vs. propiedades dinámicas.
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Centralidad y poder

Si tenemos una red compleja G = (X ,E ),

...no todos los nodos juegan el mismo papel ni tienen la misma
influencia en toda la red.

Pregunta

¿Cómo podemos medir la importancia de cada nodo de la red?
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Centralidad y poder

Si tenemos una red social

podemos modelarla como una red G = (X ,E ), donde los nodos
X = {1, . . . , n} son los miembros de la red y los enlaces son las
interacciones (amistad, relación, etc.) entre los miembros.
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Centralidad y poder

En socioloǵıa la centralidad (y el poder) está asociado con la
cantidad y calidad de los contactos de cada individuo.

Definición

Si G = (X ,E ) es una red de n nodos, y tomamos
i ∈ X = {1, . . . n}, se define el grado (de entrada) de i como el
número de enlaces que terminan en i (es decir de la forma j → i).
Este valor se denota como grin(i).

Este concepto solo mide el número de contactos, pero no su
calidad.
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cantidad y calidad de los contactos de cada individuo.

Definición

Si G = (X ,E ) es una red de n nodos, y tomamos
i ∈ X = {1, . . . n}, se define el grado (de entrada) de i como el
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Centralidad y poder

Pregunta de socioloǵıa

Por ejemplo, si consideramos la red social Facebook, ¿podemos
ordenar las siguientes personas por su influencia (poder) en la red
social?

Figura: ¿Quién es el jefe de la red?
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Miguel Romance Un paseo matemático entre Google y las redes sociales



Introducción
Centralidad y poder

Redes Sociales: Centralidad Bonacich
Buscadores y Centralidad PageRank
Algunos problemas sobre centralidad

Centralidad y poder

...en este caso el número de contactos no parece buena idea...
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Miguel Romance Un paseo matemático entre Google y las redes sociales



Introducción
Centralidad y poder
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Buscadores y Centralidad PageRank
Algunos problemas sobre centralidad

Idea Sociológica

En una red social tenemos que tener en cuenta tanto la cantidad
como la calidad de los enlaces si queremos medir apropiadamente
la importancia de un nodo, es decir

Heuŕıstica Sociológica

Si G = (X ,E ) es una red compleja con nodos X = {1, . . . , n},
buscamos una función c : X −→ R t.q.:

c(i) ≥ 0 para todos los nodos i ∈ X .

c(1) + · · ·+ c(n) = 1.

existe λ > 0 t.q. c(i) =
1

λ

∑
j→i

c(j).

¿Cómo podemos localizar una de estas funciones (si existen)?
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Heuŕıstica Sociológica

Si G = (X ,E ) es una red compleja con nodos X = {1, . . . , n},
buscamos una función c : X −→ R t.q.:

c(i) ≥ 0 para todos los nodos i ∈ X .

c(1) + · · ·+ c(n) = 1.

existe λ > 0 t.q. c(i) =
1

λ

∑
j→i

c(j).
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Heuŕıstica Sociológica

Si G = (X ,E ) es una red compleja con nodos X = {1, . . . , n},
buscamos una función c : X −→ R t.q.:

c(i) ≥ 0 para todos los nodos i ∈ X .

c(1) + · · ·+ c(n) = 1.

existe λ > 0 t.q. c(i) =
1

λ

∑
j→i

c(j).
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Heuŕıstica Sociológica

Si G = (X ,E ) es una red compleja con nodos X = {1, . . . , n},
buscamos una función c : X −→ R t.q.:

c(i) ≥ 0 para todos los nodos i ∈ X .

c(1) + · · ·+ c(n) = 1.

existe λ > 0 t.q. c(i) =
1

λ

∑
j→i

c(j).
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Reformulación Matemática

Consideremos la matriz de adyacencia A(G ) = (aij) ∈ Mn×n del
grafo G dada por

aij =

{
1, si existe una arista i → j ,
0, en otro caso.

Entonces la heuŕıstica anterior se re-escribe de forma vectorial del
siguiente modo:
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Reformulación Matemática

Forma vectorial/matricial

Si G = (X ,E ) es una red con nodos X = {1, . . . , n}, buscamos un
vector c = (c(1), · · · , c(n)) tal que:

c(i) ≥ 0 para todo i ∈ X , es decir c ≥ 0.

c(1) + · · ·+ c(n) = ‖c‖1 = 1.

existe λ > 0 tal que para todo i ∈ X

c(i) =
1

λ

n∑
j=1

ajic(j)

por tanto c =
1

λ
Atc , es decir c es vector propio de At .
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Existencia y unicidad

Teorema de Perron-Frobenius

Si B ∈ Mn×n es una matriz con todas sus entradas no negativas,
entonces, existe vector c ≥ 0 t.q. ‖c‖1 = 1 y además

B c = ρ(B)c .

Es más, si

O bien todas sus entradas son positivas (B > 0),

O bien B es matriz de adyacencia de un grafo conexo,

entonces este c es único.
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Centralidad y poder

Redes Sociales: Centralidad Bonacich
Buscadores y Centralidad PageRank
Algunos problemas sobre centralidad

¿Cómo funciona un buscador?

De forma simplificada, un buscador de páginas web se compone de:

una araña de páginas web,

un método para ordenar páginas web, de acuerdo con su
relevancia.

¿Cómo sabe Google qué páginas son más importantes?
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¿Cómo sabe Google qué páginas son más importantes?
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Modelo Matemático

WWW puede modelarse matemáticamente como una red compleja
dirigida G = (X ,E ), t.q. cada nodo X = {1, . . . , n} es una página
web y hay una arista entre dos páginas si hay un hiper-enlace entre
ellas.

Idea: Usar caminos aleatorios

Si navegamos de forma aleatoria, con mayor frecuencia pasaremos
por los nodos de mayor importancia.
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Caminos aleatorios y centralidad

En el instante t = 0 elegimos un nodo al azar.

Si en el instante t estamos en el vértice j , en el instante t + 1
nos movemos de forma equiprobable a uno de los vecinos de j ,
es decir para cada 1 ≤ i ≤ n, la probabilidad de que pasemos
de j a i es

pji =
aji

grout(j)
.

Por tanto para cada t > 0 tenemos un vector
pt = (pt(1), . . . , pt(n)), de forma que cada pt(i) nos dice la
probabilidad de que en el instante t estemos en el nodo i . A la
vista de lo anterior

pt(i) =
n∑

j=1

pt−1(j)pji =
n∑

j=1

pt−1(j)
aji

grout(j)
.
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nos movemos de forma equiprobable a uno de los vecinos de j ,
es decir para cada 1 ≤ i ≤ n, la probabilidad de que pasemos
de j a i es

pji =
aji

grout(j)
.

Por tanto para cada t > 0 tenemos un vector
pt = (pt(1), . . . , pt(n)), de forma que cada pt(i) nos dice la
probabilidad de que en el instante t estemos en el nodo i . A la
vista de lo anterior

pt(i) =
n∑

j=1

pt−1(j)pji =
n∑

j=1

pt−1(j)
aji

grout(j)
.
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Caminos aleatorios y centralidad

Es decir si definimos la matriz B = (bij) dada por bij = pji ,
entonces tenemos que

pt = B pt−1.

Si pt = (pt(1), pt(2), . . . , pt(n)), entonces la frecuencia de pasar
por el nodo i es

ĺım
t→∞

pt(i).

Teoŕıa de Perrón-Frobenius

Por ser B una matriz estocástica, pt −→ v , cuanto t −→∞,
donde v es el valor propio de B asociado a ρ(B) tal que v > 0 y
‖v‖1 = 1.
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Caminos aleatorios y centralidad

Por tanto si tenemos una red de páginas web

Para calcular la relevancia de cada página web basta con calcular
un vector c = (c1, c2, . . . , cn) t.q. ci ≥ 0 y además c es vector
propio de la matriz Φ = (φij)

φij =
aji

grout(i)
.

...esto da problemas si grout(i) = 0...
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Centralidad PageRank

En este caso, tomando 0 ≤ q ≤ 1 (que sera el factor de salto
imprevisto), consideramos la matriz Φ = (φij) dada por

φij = (1− q)
aji

grout(j)
+

q

n
.

Centralidad Page-Rank (tipo Google)

Usando de nuevo la teoŕıa de Perrón-Frobenius, si tenemos la
sucesión de vectores (pt)t≥0, entonces pt tiende al valor propio de
Φ asociado a ρ(Φ) tal que w > 0 y ‖w‖1 = 1. Este w es la
centralidad Page-Rank de G con factor de salto q.
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Algunos problemas relacionados

Si tenemos una red de páginas web

¿Qué hiper-enlaces debemos añadir para mejorar lo máximo
posible el PageRank de un nodo fijo j?

¿Cómo afectan los nuevos hiper-enlaces en el PageRank de las
páginas?

¿Pueden algunos nodos de la red controlar la centralidad de
toda la red?
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posible el PageRank de un nodo fijo j?
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Controlabilidad de Redes

Si tenemos una red G = (X ,E ) con pesos positivos (wij) en las
aristas,

podemos definir su centralidad Bonacich y Pagerank tomando
como matriz de adyacencia

aij =

{
wij , si existe una arista i → j ,
0, en otro caso.
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Controlabilidad de Redes

Por fijar ideas, trabajemos con la centralidad Bonacich.

Definición

Si tenemos una red G = (X ,E ) con pesos positivos en las aristas,
un subconjunto de nodos Y ⊆ X es un conjunto controlador de G
si modificando el peso de las aristas que salen de Y , podemos
obtener la centralidad que queramos para todos los nodos de G .
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Controlabilidad de Redes

Teorema de Existencia

Si tenemos una red G = (X ,E ) con pesos positivos en las aristas,
tal que grin > 0 para cualquier i ∈ X , entonces siempre existe al
menos un conjunto controlador de nodos.

Pregunta

¿Qué tamaño relativo tienen los conjuntos controladores?

Red Real Nodos Aristas Tamaño relativo
astro 13259 123838 16 %

Internet AS 11174 23409 8 %

US Airports 500 2980 14 %

ENRON 2351 139579 7 %

Jazz 198 2742 8 %

Miguel Romance Un paseo matemático entre Google y las redes sociales



Introducción
Centralidad y poder

Redes Sociales: Centralidad Bonacich
Buscadores y Centralidad PageRank
Algunos problemas sobre centralidad

Controlabilidad de Redes

Teorema de Existencia

Si tenemos una red G = (X ,E ) con pesos positivos en las aristas,
tal que grin > 0 para cualquier i ∈ X , entonces siempre existe al
menos un conjunto controlador de nodos.

Pregunta
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