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Uvodem

Prezentace predmétu BMA2 je spjata se studijnimi texty pro tento predmét vytvore-
nymi:

e Matematika 2 autoru Zdenka Svoboda Jiftho Vitovee

a starsi texty
e Matematika 2 autort Frantiska Melkese a Martina Rezéce.

Podobné je i ¢lenéni, které vychazi ze stejné osnovy predmétu a zakladni pojmy a
véty maji stejné formulace. Forma prezentace také zohledniuje moznost jejitho uziti
jako podkladu pro samostatnou praci. Zajemci o hlubsi porozuméni mohou snadno
hledat navazujici informace a ilustrace v citovanych textech, prezentované postupy
jsou v téchto textech detailnéji popsany a prezentované piiklady se lisi od prikladt
pouze konkrétnim zadanim nikoli typy. To umoznuje ovéreni postupu prostudovanim
podobné fesenych prikladl. Soucasti zminovanych textd jsou i cviceni na, kterych je
mozno overit pochopeni problematiky. Dalsi moznosti jak ovétit znalost postupi je
déana uzitim MAPLET, které jsou vzdy uvedeny na konci tématickych celki.




1  Diferencialni pocet funkci
vice proménnych

Definice 1.1. Necht § # D(f) C R" Zobrazeni f : D(f) — R se nazyva redlnd funkce n re-
alnych proménnych a mnozina D(f) se nazyva definicnim oborem funkce f. Funkci obvykle za-
pisujeme ve tvaru y = f(x1,22,...,2,). V piipadé funkce dvou proménnych, resp. tii promén-
nych obvykle preferujeme zépis z = f(z,y), resp. u = f(z,y,2z). Mnozinu H(f) definovanou jako
H(f)={f(z1,22,...,2,) | [r1, 22, ..., 2,] € D(f)} nazyvame oborem hodnot funkce f.

Objem rota¢niho vélce V' je funkci svého poloméru r a vysky v, coz zapiSeme jako

V =V(r,v) =nr.



Grafem funkce dvou proménnych z = f(z,y) je mnozina vSech bodu [z, y, f(z,y)]. Pro grafické znazor-
néni funkce z = f(x,y) Casto vyuzivame i tzv. metodu rovinnych fezii. Casto se pouzivaji vrstevnice, coZ
jsou prusecnice grafu funkce f s rovinami z = ¢. Tento nazev je ve shodé s bézné pouzivanym pojmem v
kartografii, kde uvazovanou funkci je nadmorska vyska v zavislosti na zemépisné sitce a délce.

Pro funkce n proménnych lze analogicky definovat tzv. hladinu funkce f(xq, s,

.., xy) na trovni ¢ € R
jako mnozinu vSech bodu {[z1,...,x,] € D(f)| f(x1,...,2,) = c}.

Na nésledujicim obrazku jsou znazornény vrstevnice ke zminéné funkci V. = V(r,v) = nr?v
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Pomoci m-tice redlnych funkeci n redlnych proménnych y = fi(z1,...,2,), kde i = 1...m, pro které

plati D(F) () D(f;) # 0 definujeme zobrazeni F' z R™ do R™ predpisem:
i=1

(1, ..., 2] - [fi(ze, oy xn)y oy f(n, o 20)]

Pak tekneme, Ze zobrazeni F' je urceno funkcemi fi,..., f,, a tyto funkce nazyvame slozkami zobrazeni.
Poznamenejme, Ze zobrazeni z R? do R?, m4a mnoh4 vyuZiti v geometrii a d4 se jim do jisté miry dobie
popsat i funkce komplexni proménné, jak uvidime pozdéji.

Poznamka 1.2. Zobrazeni F' z R? do R? (resp. z R" do R") si miiZeme piedstavit jako , pfemistovani“ bodi
v roving R? (resp. v n-rozmérném prostoru R"). V takovém to pripadé nazyvdme zobrazeni F transformaci.

Casto uzivanym zobrazenim z R? do R? je transformace do polarnich soufadnic, kterd umozni v roviné
R? prevést kruh nebo vyse¢ mezikruzi na obdélnik. Transformace je definovana vztahy:

T = Trcosy

Yy = rsing.

Pro bod roviny [z,y] € R? znad¢i prvni slozka zobrazeni r(x,y) = /22 + y? vzdélenost bodu [z,y| od
pocatku soustavy soufadnic. Druhé slozka o(z,y) znaéi thel, ktery svira vektor uréeny pocatecnim bodem



[0,0] a koncovym bodem [z,y] s kladnou &asti osy z, a jejim oborem hodnot je tedy interval (0, 27). Uhel

@ lze urcit ze vztaht:
€ Y

Pro funkce n proménnych, které maji neprazdny priinik svych defini¢nich obori, zaviddime analogicky
jako u funkce jedné realné proménné algebraické operace jako s¢itani, od¢itani, nasobeni a déleni funkci a

cos p =

nasobeni funkce konstantou. Necht x = [z1,...,2,] a ¢ € R, potom:
(f £9)(z) = f(z) £ g(x), (c- f)(z) =c- f(z),
(F - 9)(a) = f(a) - g(a) (2) @0 =22 oo o ekt zeg(0) 0

vvvvvv

popiseme pro zobrazeni a odtud vyplyne, jak je to se skladanim funkci vice proménnych.

Definice 1.3. Necht n,m,k € Na X CR", Y CR™, Z;, Z, C R¥ jsou mnoziny takové, ze Z, C Z;. Déle
necht F': Z; - Y a G : X — Zy. Potom zobrazeni F'o G : X — Y piifazujici kazdému bodu x € X bod
y € Y predpisem

y=FoG=F(G(z))

nazveme slozenym zobrazenim.



Poznamka 1.4. Bod z € Z, musi lezet souc¢asné v oboru hodnot zobrazeni GG, které nazyvame vnitinim, a
v defini¢nim oboru zobrazeni F', které nazyvame vnéjsim, coz znamena, ze pocet slozek vnitiniho zobrazeni
musi byt stejny jako dimenze definicniho oboru vnéjsiho zobrazeni.

Priklad 1.5. Slozte funkce f(z) = /r +Inz a g(x,y) = 22 +y* + 1.

Reseni. Oborem hodnot funkce g je ziejmé interval (1, 00), coZ je podmnozinou definiéniho oboru funkce
f, jimz je interval (0, 00). Tedy

fog=flg(z,y) = Va2 +y>+1+In(=x*+y> +1).

Metrické vlastnosti R"

P1i studiu ,,Jokalnich“ vlastnosti funkci vice proménnych je vhodné zavést nékteré pojmy popisujici vlast-
nosti podmnozin v prostoru R”. Zakladnim pojmem je vzdalenost dvou bodt.

Definice 1.6. Necht © = [z1,...,2,], y = [y1, ..., yn] jsou libovolné body prostoru R™. Potom ¢islo

v(@,y) = V(@ —y)? 4+ (T — Yn)?

nazyvame vzdalenosti bodt z a y. Vzdalenost dvou mnozin X, Y C R" definujeme jako

min{v(z,y) |z € X,y € Y}.



Definice 1.7. Nechf ¢ > 0. Mnozinu
Udc(xo) ={z € R" |v(z,20) < €}
nazyvame e-okolim bodu xg € R™. Mnozinu
P.(xg) ={z € R"|0 < v(x,z0) < €}

nazyvame e-ryzim nebo e-prstencovym nebo téz e-redukovanym okolim bodu zy € R™. Pokud neni vzdale-
nost £ podstatné, budeme symbol € vynechévat a psat jednoduse U(zy), resp. P(zy).

Definice 1.8. Necht A C R" je libovolnd mnozina, a € R™ bod v R™. Bod a se nazyva:

(i) vnitinim bodem mnoziny A, jestlize existuje okoli U(a) takové, ze U(a) C A. Mnozina vSech vnitinich
bodi mnoziny A se nazyva vnitiek mnoziny A a znaci se A°.

(i) bodem uzavéru mnoziny A jestlize pro kazdé okoli U(a) plati U(a) N A # (. MnoZina vSech bodu
uzévéru mnoziny A se nazyva uzavér mnoziny A a znaci se A.

(iii) hrani¢nim bodem mnoziny A, jestlize v kazdém okoli U(a) existuji body 1, x5 takové, Ze soucasné
plati x; € A, x9 ¢ A. MnoZina vSech hrani¢nich bodd mnoZiny A se nazyva hranice mnoziny A a
znadci se 0A.



(iv) hromadnym bodem mnoziny A, jestlize kazdé okoli U(a) obsahuje nekoneéné mnoho bodt mnoziny
A. Mnozina v8ech hromadnych bodi mnoziny A se nazyva derivace mnoziny A a znaci se A'.

(v) izolovanym bodem mnoziny A, jestlize existuje okoli U(a) takové, ze U(a) N A = {a}.
Déle definujme nejznamé;jsi typy mnozin v R”.

Definice 1.9. Necht A, B C R" jsou libovolné mnoziny. Rekneme, Ze mnoziny A a B jsou oddélené v R™
pokud AN B = () = AN B. Déle fekneme, Ze mnozZina A je:

(i) oteviena, pokud obsahuje pouze své vnitini body, tedy A° = A.
(ii) uzaviend, pokud obsahuje pouze body svého uzavéru, tedy A = A.

(iii) komplementem nebo-li doplitkem mnoziny B, pokud B = R"\ A. Mnozinu B pak znac¢ime A®.

Limita a spojitost funkce

V pripadé funkci vice proménnych se mizeme do bodu z( blizit nekone¢né mnoha zpisoby, tj. po libovolné
kiivce. Pokud limita existuje, musi ndm (at se do bodu zy blizime jakkoliv) vychazet vZdy stejnd hodnota.

vvvvvv



Z vyse uvedenych divodt nebudeme pii vypoctu limity funkce vice proménnych v bodé
xo pozadovat, aby funkce byla definovana ve vSech bodech néjakého ryziho okoli bodu
xo. Aby ovSem definice limity v bodé xy davala smysl, budeme v dalsim textu, aniz
bychom tento fakt stale zdaraznovali, predpokladat, ze bod z, je hromadnym
(klidné i hrani¢nim) bodem svého definiéniho oboru.

Mnozinu R™ spolu se vSemi jejimi nevlastnimi body budeme oznac¢ovat symbolem (R*)™.

Definice 1.10. Rekneme, 7e funkce f: R" = R (n > 1) m4 v bodé a € (R*)" limitu L, L € R*, jestlize
ke kazdému okoli U(L) bodu L existuje ryzi okoli P(a) bodu a takové, ze pro kazdy bod = € P(a) N D(f)
plati f(x) € U(L). PiSeme

lim f(x) = L.

T—ra

Limita se nazyva vlastni, jestlize L € R, v opa¢ném piipadé (L = +oo) se limita nazyva nevlastni. Bod
a € (R*)"™ se nazyva limitni bod.
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Pro zobrazeni z R" do R™ se definuje limita analogicky touto m-tice ¢isel. Z definice limity (podobné
jako u funkce jedné proménné) lze piimo ukazat platnost mnohych tvrzeni. Uvedme si ty nejdtlezitéjsi, jez
budou obdobou téch, ktera dobfe zname z teorie funkce jedné proménné.
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Véta 1.11. Funkce f: R" — R md v bodé a € (R*)" nejvyse jednu limitu.

Véta 1.12. Necht f,g,h: R" = R jsou funkce, a € (R*)™. Ddle necht f je ohranicend v néjakém ryzim
okoli bodu a. Pokud plati lim g(x) = 0 a lim h(z) = oo, pak
r—a r—a

i glﬂlgillf(x)g(x) =0, i iﬂ%% = 0.

Véta 1.13. Necht a € (R*)" a necht existuji vlastni limity funkci f,g : R" — R v bodé a. Potom pro
algebraickeé operace s funkcemi plati

i Hm(f(x) + g(x)) = lim f(z) + lim (),

it limaf(x) = alim f(z), kde o € R,
T—a

r—ra

iti lim (f(x) g(z)) = lim f(x) lim g(z),

r—a T—ra Tr—ra

. . _ z—a .
v ilircll o)~ lmg(@)’ pokud glclg(llg(m) £ 0.
T—a

Spojitost funkce vice proménnych je definovana analogicky jako u funkce jedné proménné.
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Definice 1.14. Rekneme, 7e funkce f : R® — R, resp. zobrazeni f : R® — R™ je spojité v bodé a € R",
jestlize ma v tomto bodé vlastni limitu a plati

lim f(x) = f(a).
Tr—a
Poznamenejme, ze vzhledem k existenci limity funkce, ktera je vysledkem algebraickych operaci s funk-
cemi majicich limitu, plati také, ze vysledkem algebraickych operaci se spojitymi funkcemi je spojita funkce.
Pro zobrazeni plati nasledujici tvrzeni.

Véta 1.15. Necht F' a G jsou zobrazeni. Existuje-li kompozice F(G(z)) a lim G(z) = b a navic je-li

r—a
zobrazeni F' spojité v bode b, potom

lim F(G(x)) = F(b).

Tr—a

Tato véta spolu s predchazejici poznamkou umoznuje tvrdit:

Elementarni funkce (jedné i vice proménnych) jsou spojité tam, kde jsou definované,
pricemz za elementarni funkce povazujeme mocninné funkce, exponencialni funkce,
goniometrické funkce a vSechny funkce k nim inverzni. Dale mezi elementarni funkce
fadime vSechny funkce, které vznikly z téchto funkci koneé¢nym poctem algebraickych
operaci nebo operaci skladani.
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Tyto skutecnosti jsou podstatné pri stanoveni postupu pii vypoctu limity u elementarnich funkei, kdy
nejdfive zkusime vypocitat hodnotu funkce (resp. zobrazeni) dosazenim limitniho bodu do pfedpisu funkce.
Pokud tato hodnota existuje, tj. po dosazeni obdrzime urcity vyraz, je limita rovna této funkcéni hodnoté.

Priklad 1.16. Vypoctéte limitu

[2,y,2]—[1,2,3] arctg %

. [\/3x3+y2—z
lim

T+ y]
,arccotg ——
z

zobrazeni z R? do R2.

Reseni. Piimym dosazenim dostavame

323 + 42 — 3(1)% + (2)2—3 142
V3B +y z)arccotgx_ﬂ/] _ [\/ (12 +(2) +
z

arccotg ——
Ttz 143 )
[,y,2]—[1,2,3] arctg - arctg 55 3

-3

Zobrazeni ma limitu (je spojité) pravé tehdy, kdyz maji limitu (jsou spojité) vSechny slozky tohoto
zobrazeni. Proto se v dalsim zamétfime pouze na vypocet limit funkci vice proménnych. Obecné je jednodussi
ukazat neexistenci, obvykle pomoci nalezeni dvou cest s rtiznymi vysledky, nez ukazat existenci limity

]
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Priklad 1.17. Vypoctéte limitu lim -2
[y} {00 TV

ResSeni. Vysetiime viechny limity vzhledem k pfimkim prochézejicim po¢atkem majici tvar y = kx.
Potom plati

2zy . 2y . 2xkx 2k
im —— = im = lim = .
[yl =00 2 + Y2 [zy]-00 22 +y* 022 + k222 14 k2
[z,y]€lx,kx]

To znamend, Ze hodnota limity v bodé [0, 0] vzhledem k pfimkdm tvaru y = kx zavisi na volbé k. Tudiz
vysledek limity je pro rizna k rizny a vysSetfovana limita neexistuje, viz Obrazek. [

z
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Priklad 1.18. Rozhodnéte, zda funkce
oy [EEEE o ] £ 0.0
’ 1 pro [z,y] = [0, 0]
je spojita v bodé [0, 0].

Reseni. Abychom zjistili spojitost v bodé [0,0], je nutné (dle Definice 1.14) porovnat funkéni hodnotu a
limitu funkce f v bodé [0, 0].
Protoze se jedna o podil 8 poubijeme transformaci do polarnich souradnic:

1—cos?(z? +y*)  1—cos?[r?(cos? p +sin® )] 1 — cos?(r?)
@+’ [PloPptsi’o)r et
U vysledné funkce se limitni pfechod x — 0, y — 0 nahradi pouze r — 0. Pfi vypoc¢tu pouzijeme

L’Hospitalovo pravidlo:

1 — cos?(2? + y?) 1 — cos?(r?) 4r sin(r?) cos(r?)

im 5 = lim = lim =
[2,y]—[0,0] (22 + y?) r—0+ r4 r—0+ 4r3
(2 2 (2
= lim sin(r’) cos(r’) = lim sin(r?) | lim cos(r’) =1-1=1.
r—0+ 72 r—0t 12 oot
Jelikoz plati  lim  f(x,y) = 1 = £(0,0), funkce je v bodé [0, 0] spojita. O

[,y]—[0,0]
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1.1 Parcialni derivace, derivace ve sméru

Pro funkce vice proménnych se zavadi pojem parcialni derivace, ktery vyuziva pojem derivace funkce jedné
promeénné.

Definice 1.19. Parcidlni derivaci funkce y = f(xy,...,2,) v bodé a = [ay,...,a,] podle proménné x;
rozumime derivaci funkce jedné proménné

y(x) = flar, ..., 4i—1, T, Qip1, .-, Q)

v bodé a;. Tuto derivaci zapisujeme dvéma moznymi zplisoby:

of

X

fi(a)  mnebo

xT; (a’)

Je-li navic tato definovana v kazdém bodé mnoziny M C R", funkci pfifazujici kazdému bodu této mnoziny
hodnotu této parcidlni derivace, nazyvana parcialni derivaci funkce y = f(z1,...,x,) podle proménné z;,
coZ zapisujeme

f;i(lj,-..,In) nebo ﬁ(l‘l,...,l‘n).

8:&-

Situace je znézornéna na nasledujicim obrazku.
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Priklad 1.20. Vypoctéte vSechny prvni parcidlni derivace funkce
B y y
z = arctg = v bodé [1,1].
x
Reseni. Derivujeme jako sloZenou funkci, tj.

/

1 < y) -y , 1 1 x
A _—— = ——— yA— —_ = —
T4\ 22 2?4y Vo145 \z/) a2ty

Odtud z,(1,1) = —1/2 a z,(1,1) = 1/2. O

Z existence parcialnich derivaci funkce v bodé neplyne spojitost funkce v tomto bodé.

Definice 1.21. Derivaci funkce f(xy,...,z,) v bodé a = [aq,...,a,] ve sméru §= (sy,...,s,) rozumime
derivaci funkce jedné proménné y(t) = f(a1 + ts1,...,a, + ts,) v bodé t = 0 a zapisujeme ji fi(a). To
znamena, ze
f4(a) = lim flay +tsy, ... an +tsy) — flas,... ,an).
t—0 t
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Volime-li vektor § = (0,..,1,..,0) tvofeny nulami s vyjimkou i-té pozice (kde je 1), derivace funkce

y = f(x1,...,2,) v bodé a = [a,...,a,| ve sméru je rovna parcidlni derivaci ﬂ(xl, Cey Tp)
Abychom uvedli i souvislost parcidlnich derivaci s derivaci ve sméru, je vhodné zavést pojem gradientu
funkce f(z1,...,2,) v bodé a = [ay,...,a,| jako vektor.

wad fl0) = (2@ 7L @)

parcidlnich derivaci podle vSech proménnych x;, pokud existuji.

Véta 1.22. Ezxistuje-li okoli bodu a = [ay, ..., a,], v némzZ md funkce y = f(x1,...,x,) spojité parcidlni
derivace podle vsech proménnych x;, potom pro libovolny vektor § = (s1,...,S,) existuje derivace funkce y
ve sméru S a plati:
9f 9f
(a) = (grad f(a) - §) = ——(a) sy + -~ Sp.
fia) = {grad f(a) - ) = 5-(a) s+ + 520

Interpretaci derivace ve sméru je predstava, ze funkce f lokalné popisuje nadmotskou vysku zemského
povrchu. Postavime-li se s lyzemi na svah v bodé tak, ze lyZe se ndm pfi rovnobézném promitani ve sméru
osy z promitnou do vektoru (si, s3), potom podil rozdilu nadmoiskych vysek $picek a pat lyzi ku délce lyzi
je roven derivaci funkce f v daném bodé a sméru.

Jak jsme jiz uvedli dfive, lze parcialni derivaci chapat jako funkci vice proménnych na mnoziné M.
Jestlize ma funkce f(xq,...,z,) na této mnoziné parcialni derivaci g—i(%l, .y Zy), kterd méa v bodé a =
= [a1,...,a,] € M parcilni derivaci podle proménné x;, nazveme tuto parcilni derivaci parcialni derivaci



1.1 PARCIALNI DERIVACE, DERIVACE VE SMERU 20

druhého fadu funkce f podle z;z;, tj.

Sy ()
fxixj(a) - axlamj (CL - a—z](a)

Opakovanim uvedeného postupu definujeme rekurentné i parcidlni derivace vyssich fadd. Pro parcialni
derivace vyssich radu plati tzv. Schwarzova véta o zaméné poradi derivovani.

Véta 1.23 (Schwarzova). Necht funkce f(x,y) md v bodé a = [ay,as] parcidlni derivace proniho Tddu
spojitou parcidlni derivaci f;, nebo f;. a druhd existuje. Potom jsou spojité obé tyto derivace a navic jsou
zamenne, tj. platy

fye(a) = [f,(a).

Pro jednoduchy zapis gradientu se pouziva symbolického vektoru nabla

> 0 0
V = (8_{[1,”"8_%)’

0 0
radf(a) = —,..., =— a).
ad f(0) = (51 5 ) £@)
Dalsim dilezitym operatorem je tzv. Laplacetiv operator, ktery mizeme symbolicky vyjadiit jako
- o? 0?
A=Vi=_"__1+...0
0z} ox?
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Poznamenejme, ze s tzv. Laplaceovou rovnici pro funkei u(z,y), tj. s rovnici
_ Q%u N PPu
02 o2

se setkame pozdéji u funkci komplexni proménné.

Au 0,

1.2 Uziti parcialnich derivaci

1.2.1 Diferencial funkce a jeho uziti

Diferencial funkce jedné proménné v bodé xy vnimame jako nahrazeni funkce tecnou v bodé xy a jeho
existence je rovnocenna existenci derivace v tomto bodé. Situace v pripadé funkci vice proménnych je

vz

komplikovanéjsi, i kdyz z forméalniho hlediska je vyznam diferencialu totozny.

Definice 1.24. Rekneme, Ze funkce f(x1,...,7,), f: R® — R, definovana v néjakém okoli bodu a =
= lay,...,a,] je v tomto bodé diferencovatelnd, jestlize existuji konstanty Dy, ..., D, € R takové, ze plati
hm f(a1+h17'-‘7an+hn) _f(al)-"aan) - (Dlhl ++Dnhn)

[R1,e.shn]—[0,...,0] A /h% 4+ h%

Linearni vyraz D1hy + - - - + D, h,, proménnych hq, ..., h, se nazyva diferencial nebo téz totalni diferencial
funkce f v bodé [aq,...,a,] a znaéise df(aq,...,a,).

=0
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Véta 1.25. Je-li funkce f(x1,...,x,) diferencovatelnd v bodé a = [ay, ..., a,|, pak je v tomto bodé spojitd.
Navic v tomto bodé existuji vsechny parcidlni derivace prvniho Tadu a plati

(f2.(a),.... fr.(a)) = (D1,...,Dy).
Poznamka 1.26. Vyrazy Prirtstky h; lze znacit jako duz;.

Pti geometrické interpretaci se opét omezime pouze na funkci dvou proménnych. V tomto pripadé
diferenciél funkce z = f(z,y) v bodé [z¢, yo| obvykle zapisujeme ve zkrdcené podobé

0 0 / /
dz = 8_£<l‘0,y0)h1 + 8_§(x07y0)h2 = fac(‘r()’ yo)dx + fy(wOa yo)dy ’

Vyjadiime-li prirtustky dz = x — xo, dy = y — 4o, dz = 2z — 2y a dosadime do vySe uvedené rovnice, vznikne
nam pro promeénné x,y, z linearni rovnice

Z— 20 :f;;(%,yo)(x—xo)+f;($0,yo)(y—yo)7 (1.1)
ktera je vzorcem tecné roviny k funkci z = f(x,y) v bodé [xg, yo, 20], kde zo = f (0, yo).

Priklad 1.27. Napiste rovnici tené roviny a normély (normalové piimky), tj. pfimky kolmé k te¢né
roviné k funkci f(z,y) = arccotg £ v bodé [1,1,7].
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1
1
soufadnice [1,1, 7]. Déle vyu6ijeme vysledky z piikladu 1.20 a dostavame f; (1

Reseni. Nejdifve vypodteme tfeti soufadnici z, teéného bodu z, = arccotg
Dosazenim do vztahu (1.1) dostdvame hledanou rovinu, tj.

=7 Tedly teé,ny bod mlé
,1) = —3 a fy(l,l) = 5-

T -1

1
imy =g le-D+sy-1) = T—y+2— = =0.
Normalovy vektor te¢né roviny 7 = (1,—1,

2
= 1,2)
znalosti jednoho bodu normaly, tj. bodu [1,1,7
primky:

je smérovym vektorem normalové pfimky, coz spolu se
], umoziiuje napsat napt. kanonickou rovnici normélové

O

Kromé urceni tecné roviny je dalsim moznym vyzitim diferencidlu ptiblizny vypocet funkéni hodnoty
f(b) funkce vice proménnych f(z1,...,x,) v bodé b = [by,

..., byl ktery je ,blizko“ bodu a = [a4,
jehoz funkéni hodnotu zndme presné. Plati totiz f(b) = f(a) + df(a), nebo-li

ce Ay,

Fb) = f(ar, ... an) + Zf;i(al, ap)de = f(ay, .. an) + Zf;i(al, o an) (b — a).

Piiklad 1.28. Pomoci diferencialu piiblizné vypoctéte 1/(1,02)2 + (3,97)% + (7,99)2.
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Reseni. K vypoctu vyuzijeme diferencial funkce f(z,y,z) = /22 + 32 + 22 v bodé [1,4, 8] s piiristky
dr = 0,02, dy = —0,03 a dz = —0,01. Plati
df(z,y,2) = < dx + Y dy + : dz

/I2+y2+22 /I.2+y2+22 /I.2+y2+22

a odtud
1 4 8 1-0,02—4-0,03—-8-0,01
df(1,4,8) = §dx—i— §dy+ §dz = ’ 9’ = -0,02. =

V(1,05)2 1 (3,97)2 + (8,02)2 = £(1,05;3,97;8,02) = £(1,4,8) + df(1,4,8) = 8,98.

[]

Déale miizeme vyuzit totalniho diferencidlu k symbolickému odvozovani ,vzorci“ pro parcialni derivo-
vani slozenych funkci.Uvazujme funkci f(U) = f(uy,...,u,) m proménnych jako vnéjsi slozku a zob-

razeni tvorené m-tici vnitfnich slozek (...,u; = w;(xy,...,xy,),...) = U(X) funkei n proménnych. Poté
FUX)) = flury ooy tum) (@1, ooy ) = flur(z, .oy @n),y ooy U (21, ...y ) 0znacuje slozenou funkei o n pro-
ménnych. Prii zavedeni symbolického vyjadfeni parcialni derivace g—i = j—i, které je analogické s funkci
jedné proménné, dostavame:
OfUWX) _ df(W) _ ot of duy of du;
ox; o dx; dz; =t du al:zcZ Z auj ox;
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Priklad 1.29. Transformujte Laplacetv operator Az = V2 = g— 4 9 o5 22 do polarnich soutadnic.

Reseni. UvaZzujme nezndmou funkci z = z(z, y) a polarni soufadnice ve tvaru dvojice funkci dvou promén-
/ _ _ . ’ e . ’ . _ 2 2 _ Y v
nych x = pcosp,y = psin p. Inverzni zav1slf)st je popsana vztahy: p = \/x® +y? ¢ = arctg £. Zatneme
pomocnym vypoctem, ktery je pfimym pouzitim vzorce uvedeného vyse dostavame:
/ —Y / /N A Y / x

x
Y Y Y Y — = e e——
Zy = ZpPy t 2P0y = Zp——:ﬁ vy + 2, 2+ g Zy = 2Py T 2,0y = 2, Y " + Z@xQ el

P1i vypoctu vyssi derivace postupujeme podle definice vyssi derivace:

2%z _ 0 o T 4+ o =y _ 0z, /g T 8% +
Ox? ox p \/x2+y2 P x2+y? Bx /a:2+y P@a: /x2+y2 Ox x2+y2
10—y — " T "o =y T / Y
%o bz 251y “pp N T Zpp x2+4y? \/x2+y2 s V(@2 +y2)°
" x "o = Ty
2, —— 1t Z + 2, e =
( PP\ [0 42 <P<Px2+y ) 2-i-y2 (m2+y )2
no 2 " 2zy y2 + 2 y2 ; 2xy
B ] p)

\/(ﬂc2+y2)3 T (z2+y2)°

St P ey o
Analogicky dostavame i parcialni derivaci:
0?2z y? 21y T , x . 2xy

A Zl/ + Z//
Oy? PP 2 4 g2 PP ($2+y2)3 W(w2+y2)2 p (a:2+y2)3 ¢(x2+y2)2
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Po dosazeni do Laplacidnu a upravé (p = /2?2 + y?) dostaneme:

" "no__ . n " 1 ! 1 M 1 _n 1
zm—l—zyyfzppjtz@wuﬁ—i—zp =2z, + =5z,,+ =z

Funkce zadané implicitné

Uvazujme funkci dvou proménnych F(z,y). Mnozinou M, definovanou jako M = {[z,y] € D(F) | F(z,y) =
= 0}, mtZe byt kfivkou v roviné R?. piipadné i funkeci.

Uvazme jednoduchou rovnici 2 = y%. ReSeni této rov- 4
nice muzeme popsat pomoci funkci jedné proménné, a
to dvéma zpusoby y = +x nebo y = +|z|. Uvazime-li :
toto feseni pouze v okoli néjakého bodu, ktery je fe-
Senim dané rovnice je tato funkce lokalné urcena jed- 42 ;*f\_ﬁ EI A
nozna¢né. Toto plati s vyjimkou jediného bodu (0, 0). 4 N
Analogicky pro funkci F'(z,y) = 22 +y? — 1 je kiivka ]
M jednotkova kruznice se stifedem v pocatku. ]
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Véta 1.30. Necht ma funkce y = f(x1,xa,...,2,) v néjakém okoli bodu a = [ay,...,a,], pro ktery plati
f(A) =0, spojité parcidlni derivace pruniho Tddu. JestliZe %(a) £ 0, potom existuje funkce

T = g(T1, o0y Tio1, Tig1, -y Tp)
takovd , Ze a; = g(as, .., a;_1,a;41,..,ayn) a tato funkce je TeSenim dané rovnice, tj.
f(xl, i1, g(i[)l, ey L1y Lj1y -+ Z‘n), Litly -y CCn) =0.
Navic md funkce v; = g(x1, .., %i—1, Tit1, .., Tn) Spojité parcidlni derivace pruniho fadu v néjakém okoli bodu
[a1,..,a;-1,0;41, .., 0y (je spojitd) a plati

1%

/o
gx‘j - f;v

Uvedené vztahy pro parcialni derivace 1ze odvodit pomoci derivaci slozené funkce vice proménnjch. Toto
odvozeni je mnohdy vhodnéjsi nez aplikace vzorci. Situaci budeme ilustrovat pro funkci jedné proménné.

proj=1,...,i—11+1,...,n.

(F(z,y(x))) = Fi(z,y(2)) + F(z,y(x))y'(z) = 0= ¢/(z) = -

(F(z,y(2))" = Fy(z,y(2)) + 2Fy, (v y(2)y' (2) + F, (2, y(@) (¥ () + Fy(z,y(2))y" (z) = 0
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Priklad 1.31. Ukazte, ze funkce dané implicitné rovnici
F(z,y) =y*+ (x2—4) Y —2 (:c2+2) y? —82%y — 1627 + 32 = 0 a bodem A = [0, 2]
ma v tomto bodé lokalni extrém a urcete jej.

Reseni. Nejdiive ovéiime, Ze zadany bod je fesenim rovnice F(0,2) = 2% —4.23 —2.2.22 4+ 32 = 0. Déle
danou rovnici chapeme tak, Ze y je funkce proménné z, tj. y(z), potom ji derivujeme (podle x):

y(z)* + (z* —4) y(z)® —2 (2* +2) y(z)? —8z%y(x) — 1622 +32=0

4y(2)’y () + 2ay(2)’ + 3 (2% — 4) y(2)*y'(x)~
dxy(x)? — 4 (2® +2) y(2)y (v) — 16 2y(z) — 827y (x) — 322 = 0.

Po dosazeni z = 0, y(0) = 2 dostaneme pro y'(0) rovnici: 423y (x) + 3 (—4) 2%/ (z) — 4 (+2)2¢/(z) =
=0 < 3/(x) = 0. Pro druhou derivaci dané rovnice odvodime:

12y(2)*y (2)" + 4 y(2)*y" (2) + 2y(2)° + 122y(x )2 (2) + 6 y(2)y'(z)"* — 24y(0)y (2)"+
2 ( 2

)
3y(w)*y"(z) 2* — 12y(2)*y" (z) — 4y(x)® — 16 2y(w)y (z) — 4y (z)"2"—
8y'(x)” — dy(z)y"(z) 2* — 8y(x)y"(z) — 16y(x )—32:vy (z) — 82"y "(z) —32=0
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Po dosazeni x = 0, y(0) = 2, /(0) = 0 dostaneme pro y”(0) rovnici:

122207 4 423y"(0) 4 223 + 120220 + 6 20%0? — 24 20*+
32%y"(0) 0% — 122%”(0) — 42% — 16 020 — 40%0*—
807 —42y"(0)0* — 82y"(0) — 162 — 3200 — 80%”(0) — 32 =
+42%/(0) +22° — 122%y"(0) — 42* — 82y"(0) — 162 — 32 = —32"(0) — 64 < y"(0) = —2.
Pro funkci danou implicitné plati ¢'(0) = 0 a y”(0) = —2, tedy mé v tomto bodé lokalni maximum. O

Poznamka 1.32. Podobné je mozné ukéazat, ze vSechny derivace vyssiho fadu této implicitné dané funkce
maji nulové derivace a dosazenim do Taylorovy fady je mozné urcit toto feseni explicitné
/!
0
Toto je jedna z moznosti vyuziti derivovani funkce dané implicitné.
Dalsi standardné probiranou aplikaci je stanoveni normalového vektoru k plose implicitné zadané rovnici
F(z,y,2z) =0.

Libovolna kiivka [z(t),y(t), z(t)] lezi v ploSe, jestlize F'(x(t),y(t), 2(t)) = 0. Derivovanim této rovnice podle
t dostavame:

0= (F(z(t),y(t),2(1)) = Fpa' + E)Y' + FL2' = ((Fu(z,y, 2), F,(x,y, 2), F.(z,y,2)) - (2", 2")).

To znamena, ze vektor VF je kolmy na libovolny tecny vektor, tedy je normalovym vektorem te¢né roviny.
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Priklad 1.33. Napiste rovnici teéné roviny k plose zadané implicitné rovnici
(2%y + 2) exp(z(y + 2)) = 0
a bodem A =[1,1, —1].
ReSeni. Nejdiive ovéfime, bod A je fefeni rovnice F(x,y, z) = (2%y + z) exp(x(y + z)) = 0:
F(1,1,-1)=(1—-1)exp(0) =0
Déle vypoc¢teme parcialni derivace a sestavime gradient:

F! = e*W+2) (2y 4+ 2% + 2%yz + 2y + 22)
F) = 2e"WF) (z + 2%y + 2) = grad F(A) = (2,1,1)
F! = e*W2) (1 + 2%y + 12)

Ze skutecnosti, ze normalovy vektor je kolmy na kazdy vektor lezici v roviné ( tj. i na vektor B =X -
—A=(x—1,y—1,2+1)) lze pomoci skaldrniho soucinu, ktery je pro kolmé vektory roven 0 odvodit
rovnici:

O=(x—-1l,y—1,24+1)-(2,,1)=2x4+y+2z—2.
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Prostorové krivky je mozné zadat i jako spolecné body dvou ploch. Jsou-li tyto zadany implicitné
rovnicemi Fy(z,y,z) =0, Fy(z,y,2) = 0 je potom mozné uréit teény vektor k této kiivce (existuje-li) jako
vektorovy soucin norméalovych vektord jednotlivych ploch.

Priklad 1.34. NapisSte rovnici teny ke kiivce, kterd je implicitné zadana jako prusec¢nice kulové plochy
se stfedem v pocéatku o poloméru 3 a roviny x = y a bodem A = [2,2,1]:

Fi(z,y,2) =2+ +22-9=0 F(z,y,2)=z—y=0.
Reseni. Nejdiive ovéfime, bod A fesi obé rovnice:
Fi(2,2,1)=4444+1-9=0 F»(2,2,1)=2-2=0.

Dale vypocteme parcialni derivace a sestavime gradienty:

IR _ 9, 9k _ 1

ﬁ—Q dF(A) = (4.4.2 @——1 dF(A) = (1, -1
oy ) = gra 1( )_(7 7) oy = gra 1( )_(7_70)
a_ﬁl:%, ﬁzo

0z 0z

Déle urcime smérovy vektor tecny

T = (4,4,2) x (1,-1,0) = (2,2, —8)
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a napiseme kanonické rovnice primky

Maplety
Kliknutim na nésledujici odkazy si lze pomoci mapleti procvicit tato témata:

1. Vypocet parcidlnich derivaci funkce vice proménnych.

2. Urceni te¢né roviny k funkci dvou proménnych.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/parcialniDerivace.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/tecnaRovina.html
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2 Obycejné diferencialni rovnice

Piiklad 2.1 (Motivaéni). Rychlost chladnuti hmotného bodu je pfimo timérna rozdilu jeho teploty
minus teploty okoli. Pfedpokladejme teplotu bodu 30°C' v ¢ase t = 0 a Case t = 30 min jsme naméfili
teplotu 20°C'. Teplota okoli je 10°C'. V jakém case klesne teplota hmotného bodu na 15°C?

Reseni. Oznaéme T(t) teplotu hmotného bodu v &ase t. Pro tuto funkei plati rovnice
T'(t) = k(T (t) — 10), navic plati T(0) = 30, T'(30) = 20,
kde £ je ,materidlova“ konstanta, ktera bude stanovena pozdéji z vyse uvedenych podminek. Danou rovnici

miizeme ,feSit* tak, ze rovnici vydélime a dostaneme rovnost pro urcité integraly:

In(7'(t) — 10) — In(30 — 10) = [In |T'() — 10|}, = /t . T'(¢)

t
———dt = kdt =kt < T'(t) =10+ 20 kt).
ol | (1) = 10 + 20 exp(h)
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t
on. on I s/l B 1\ 30 .
T(30) = 20: 20 = 10+ 20exp(k30) > = exp(30K) > exp(k) = §/5 & 7(1) =10+20 5 ) *. Odeud;
[ to
1\ 30 1 /1
15 = T(t,) = 10 + 20 <§> 30 1= (5) 30 o 4, = 60min.

2.0.2 Zakladni pojmy

Definice 2.2. Obycejnou diferencialni rovnici n-tého fadu nazyvame rovnici, v niz se vyskytuje neznama
funkce jedné proménné a jeji derivace az do fadu n. Zapisujeme ji obecné ve tvaru

F(z,y,y,...y") =0, (2.1)

kde F je funkce n+ 2 proménnych definovan na oteviené mnozing 0 C R™*2. Tento tvar rovnice nazyvame
nerozieseny vzhledem k nejvyssi derivaci nebo-li implicitni.
Speciélnim ptipadem rovnice (2.1) je rovnice, ktera se da zapsat ve tvaru

v = f(zy gy, (22)
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kde f je funkce n+ 1 proménnych definovand na oteviené mnoziné 0 C R**!. Tento tvar rovnice nazjvame
rozieseny vzhledem k nejvyssi derivaci nebo-li explicitni.

Priklad 2.3. Urcete FeSeni diferenciilni rovnice:

y =2y
Reseni. I v tomto pfipadé lze modifikovat pfedchozi postup, tj. odseparovat proménné a integrovat:

'd d
y T —y®x+0—\/§<:)y:(:p—|—c)2, kde = > —c.

2\/— 2./9

Tedy fesenim je funkce dvou proménnych: nezavislé proménné x a integracni konstanty c. Resenim je talé
kazda konkrétni funkce napt. y = 22, y = (z +5)?. Potom m4 ptivodni rovnice i jedno feSeni ,,jiného“ typu

1=

Definice 2.4. Resenim obyéejné diferencidlni rovnice fadu n na intervalu I nazyvame kazdou n—krat di-
ferencovatelnou funkci na intervalu I, ktera vyhovuje dané rovnici. Obecnym fesenim obycejné diferencialni
rovnice rozumime obecny predpis zavisejici na n riznych parametrech ¢y, co, ..., ¢y, [c1,02,...,¢,] € M C
C R", kde libovolnou volbou téchto parametrtt dostaneme konkrétni feseni, které nazyvame partikularnim
(¢Asteénym) fesenim. Reeni diferencidlnich rovnic, kterd nelze ziskat z obecného feseni Zaddnou volbou
konstant ¢y, o, . . ., ¢, 0zna¢ujeme jako singularni (vyjimecna).
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Ne vzdy se feSeni diferencidlni rovnice podaii vyjadiit ve tvaru y = f(x), tj. v explicitnim tvaru. Casto
feSeni y(x) dostaneme ve tvaru F(z,y) = 0, tj. v tzv. implicitnim tvaru.

Priklad 2.5. Je dan elektricky RL obvod s civkou o indukci L, ohmickym odporem R a konstantnim
napétim U. Popiste pribéh proudu 7 v zavislosti na case .

Reseni. Podle prvniho Kirchhoffova zakona je soucet vSech elektromotorickych sil v uzavieném obvodu
roven nule a hledané funkce i(¢) je feSenim obycejné diferencialni rovnice prvniho fadu

Li'(t) + Ri(t) = U.

Reseni vyse uvedené rovnice (ziskané postupem, ktery uvedeme v dalsim odstavci této kapitoly) je

kde proud i je funkci ¢asu t a ¢ € R je libovolna (integracni) konstanta. Tato zavislost ¢ na t predstavuje
obecné Feseni (tj. popis obecné situace) dané diferencialni rovnice.

Pocatecni velikost proudu byva obvykle zndma. V case t = 0 je proud obvykle nulovy. Tato podminka
k4, Ze mame najit funkei i(t) v situaci, kdy ¢(0) = 0. Dosazenim zjistime, Ze v tomto piipadé ¢ = —%, tj.
hledana zavislost ¢ na t je potom
R
L

)

a predstavuje partikuldarni reseni zadané diferencialni rovnice. n

it) = %(1 e
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2.1 Diferencialni rovnice prvniho radu

Definice 2.6. Necht M C R? a f : M — R? je funkce dvou proménnych. Potom diferencialni rovnici
prvniho fadu (rozieSenou vzhledem k prvni derivaci) nazjvame rovnici

y' = f(z,y). (2.3)
Véta 2.7 (Existenéni). Necht f(x,y) je spojitd na oteviené mnoZiné M C R2. Pak md Cauchyho pocd-
tecni uloha
y' = f(z,y), y(xo) = vo, (2.4)
kde [xg,yo] € M, alespori jedno Teseni definované na néjakém otevieném intervalu J C (a,b), xg € J.

Véta 2.8 (O Existenci a jednoznac¢nosti feSeni). Necht f(z,y) je spojitd na oteviené mnoziné M C
C R? a v kazdém bodé mnoZiny M je splnéna Lipschitzova podminka, tj. existuje L > 0 tak, Ze plati

‘f($>y1>_f('ray2)| SL‘yl_y2| (25>

pro kazdé dva body [z,v1], [x,ya] z néjakého okoli bodu [xg,yo|. Pak pro libovolny bod [xg,yo] € M md
Cauchyho pocdtecni iloha (2.4) prdvé jedno tesend.

V prikladu 2.3 jsme mél feseni ,vyjimecné“ feSeni y = 0, které je tvoreno body kde neni jednoznacnost
feSeni (bodem [zg,0] prochézi 2 feseni y = 0 a y = (x — x¢)?). Prava strana rovnice z tohoto piikladu
(f(x,y) = \/y) nespliiuje pfedpoklady véty 2.8, nebot tato ma na piimce neohranic¢enou parcialni derivaci
podle y.
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2.1.1 Separovatelné diferencialni rovnice prvniho fadu y' = f(z)g(y).

Definice 2.9. Separovatelnou diferencialni rovnici prvniho radu nazyvame rovnici, ktera se da upravit na
tvar

y' = f(x)g(y). (2.6)
Postup pri hledani reseni separovatelné rovnice.

Pokud je rovnice tvaru (2.6) nebo ji lze na tento tvar pfevést, mizeme postup shrnout do jedné véty:

« . ;. v s . Yy . . , .
odseparovat proménné a integrovat. Navic je mozné vyraz y' nahradit — a celou rovnici vynésobit dz.

dz
Poté odseparujeme (oddélime) proménné véetné dy a dz a integrujeme obé strany rovnice zvlast.

1—-2x
y3

Priklad 2.10. Reste separovatelnou diferencialni rovnici 3’ =

Reseni. Postupujeme dle navodu:

1-2 4
dy = 3xdx@ygdy:(1—2x)dx<:>/y3dy:/(1—2x)dx<:>%+C:x—x2+[{7
)

kde C' a K jsou integracni konstanty. Pfevedenim konstanty C' na pravou stranu rovnice dostaneme feseni

4 7 . /v v Ve
ve tvaru 4- = o — 2?2 + K — C. Oznac¢ime-li konstantu K — C' = ¢, dostaneme obecné feseni

4
y 2
1 r—x° 4+ c.
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]

Tuto upravu s konstantami mtzeme udélat pokazdé, a proto staci psat integracni konstantu pouze
jednou (obyc¢ejné ji piSeme na pravou stranu rovnice).

Reseni, ktera se dostanou pfi feseni separovatelné rovnice, jsou obvykle v implicitnim tvaru, tj. g(x,y) = 0.
Upravou se nékdy podafi ziskat explicitni tvar feseni, tj. y = o(z).

Nékdy pfi hledani feseni diferencialni rovnice délame tpravu, ze délime celou rovnici vyrazem v pro-
ménné y (podobné tomu bylo i v minulém piikladé). Vzdy je pak nutné tento vyraz polozit rovno nule a
dofesit vzniklou rovnici. Pokud je jejim feSenim funkce y = ¢(z), musime se presvédéit, zda tato funkce
neni feSenim zadané diferencialni rovnice.

Piiklad 2.11. Reste separovatelnou diferencialni rovnici 3’ =

Reseni. Po odseparovani a upravé dostaneme rovnici

dy dz
Vi—y?  VIi+a?

Integraci této rovnice dostaneme obecné feseni

arcsiny = In (x +V1+ 172) +c.
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Nesmime vSak zapomenout, Ze jsme pri ,,odseparovavani“ rovnice provedli tpravu déleni vyrazem /1 — 42,
ktery je nulovy pro y = £1, Jelikoz funkce y = 1 a y = —1 jsou fesenim zadané rovnice a nedaji se zahrnout
do obecného feseni, jsou tyto funkce singularnim resenim zadané rovnice. O]

2.1.2 Linearni diferencialni rovnice prvniho radu

Definice 2.12. Linearni diferencialni rovnici prvniho fadu nazyvame rovnici tvaru

v = f(x)y + g(x). (2.7)
Pokud je g(z) # 0, nazyvame tuto rovnici nehomogenni.

Nejcastéji pouzivanou metodou pro nalezeni nehomogenniho feseni rovnice (2.7), je tzv. metoda variace
konstanty.

Postup pri feseni linearni rovnice metodou variace konstanty.
1.Nejprve metodou separace proménnych najdeme obecné feseni y;, odpovidajici homogenni rovnice

y = fla)y & % = f(z)dz & In|y| = c+ /f(:c)dx. Tedy yp, = cF(x).

2. Partikuldrni feSeni linedrni rovnice (2.7) predpokladame ve tvaru Y = c(z)F(x), kde ¢(x) je nezndméa
funkce. Po dosazeni Y do (2.7) se c¢(x) odecte; ze vzniklé separovatelné rovnice uréime c(x) a dosadime
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doY.
3. Obecné feseni (2.7) je ve tvaru souctu y = y, + Y, nebot

v =yp Y =+ @)y + f(@)Y + g(x) = f(2)y + g(x).
Poznamenejme, zZe krok 2. a 3. lze sloucit tak, ze funkei ¢(x) dosadime do soucinu i s integra¢ni konstantou
1,2

Priklad 2.13. Reste linearni diferencialni rovnici ' + 22y = e~

Reseni. Nejdiiv vyfesime homogenni rovnici 3’ + 2zy = 0 :

d 1 1
y =21y & & 2y & —dy=-2zdr < /—dy = / —2xdx.
) Y

dx
Integraci posledni rovnice dostaneme In |y| = —2? + C. Potfebujeme vyjadfit y, a proto musime dal upra-
vovat:
y=e @t o yl=cTe’ o y=ce ¥,

kde ¢ = +e“ U {0}, tedy ¢ € R. Nulu mfizeme do konstanty ¢ zahrnout, nebot y = 0 je fesenim homogenni
rovnice. Nasli jsme tedy obecné feseni

yp =ce c € R,
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linedrni homogenni rovnice 1’ + 2zy = 0. Obecné feseni linedrni nehomogenni rovnice budeme hledat ve
tvaru
2
y = clz)e™
Abychom mohli uré¢it ¢(z), musime dosadit y do zadané diferencialni rovnice, a k tomu musime nejdiiv y
derivovat.

y = c(z)e™ = y = (@)™ + c(z)e ™ (—2z).
Po dosazeni do nehomogenni rovnice dostaneme podminku pro ¢'(z) :

2

d(x)e™ + c(x)e ™ (—22) 4 2zc(x)e ™ = e,

coz je ekvivalentni s /() = 1. Z toho integrovanim dostaneme, ze c(z) = [ 1dz =z + c. Zbyva uz jenom
dosadit za ¢(z). Hledané obecné feseni bude

2 2 2 2

y=clx)e ™™ =(r+c)e ™ =ce ™ +xe .

LY

Tz =S pocéatecni podminkou y(0) = 2.
T

Priklad 2.14. Reste linearni diferencidlni rovnici 3’ —

Reseni. a) Hleddni homogenniho teseni:
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, Ty 1 1 2z
= & —dy = - dz.
4 1+ 22 /yy 2/1—1—35251j
Odtud integrovédnim dostaneme In|y| = 1 In(1 + 2%) + C = Inv1+ 22 + C, tedy
yn = eV 1+ 22
b) Variace konstanty:
x
=clz)V1+22 = o =d(@)V1+22+c(r)—.
y=cla) /= VIF 4 clo) s
Po dosazeni:
, , T x
dx)Wl+z2?=2 < dx)= c(x) dz.

V14 22

Substituce 1 + 22 = t? vede na

c(z) =v1i4+2?+c.

c) Obecné Teseni dané rovnice:

y=cVl+a24+a®+1.

d) Partikularni veseni dané rovnice:
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Dosadime poc¢ateéni podminku: 2 = y(0) = ¢v/1 +1 = c+ 1. Z toho ¢ =1 a hledané partikularni

feseni bude
y=vV1+az2+a2’+1

Reseni line4rni rovnice je mozné také vyjadrit ,,vzorcem®.

Véta 2.15. Necht funkce [ a g jsou spojité na otevieném intervalu I. Pak obecné feSeni linedrni diferen-
cialni rovnice (2.7) na I zavisejici na jedné konstanté ¢ je tvaru

y(x,c) = cel f@dr 4 eff(z)d”/ (g(x) e_ff(m)dm> dux, (2.8)

kde kaZdy integrdl chdpeme jako funkci proménné x bez aditivni konstanty.
Dusledek 2.16. Zavedeme-li tzv. vahovou funkci ¢(x,xq) vztahem
é(x, 7o) = eJzo flu)du
muzeme pri zachovani predpokladi Véty 2.15 turdit, Ze rovnice (2.7) s poédtecni podminkou y(zo) = yo pro

xo € I ma na I partikularni resent

y = yo ¢(z,x0) + /m g(u) ¢(z,u)du.

zo

Tato funkce souvisi s tzv. impulsni charakteristikou obvodil.
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Poznamka 2.17. Na zavér poznamenejme, ze linearni diferencialni rovnice (at uz prvniho nebo n-tého
fadu, jez budeme studovat v dalsim odstavci) neobsahuji (na rozdil od separovatelnych rovnic) singularni
feseni, tedy kazdé jejich feseni se da zahrnout do obecného. Navic se d& vyjadrit explicitné.

2.2 Linearni diferencialni rovnice vyssich radua

Velmi dilezitym typem obycejnych diferencidlnich rovnic vyssich fadd jsou linedrni diferencidlni rovnice.
Definice 2.18. Linearni diferencialni rovnici n—tého radu nazyvame rovnici
Lly] = an(@)y"™ + ap 1 (@)y" ) + - + a1 (2)y’ + ao(a)y = f(2), (2.9)

kde a;(x),i=0,1,...n a f(z) jsou funkce, a,(x) # 0. Pokud je f(x) # 0, nazyvame tuto rovnici nehomo-
genni. Pokud polozime f(z) = 0, dostaneme rovnici

an(x)y™ + an-1(2)y" Y + -+ ar(2)y + ag(x)y =0, (2.10)
kterou nazyvame homogenni nebo-li pridruzenou homogenni rovnici k rovnici (2.9).

Véta 2.19. Necht funkce ag(z), ..., a,(z) a f(z) jsou spojité na intervalu I. Pak md pocdtecns uloha dand
rovnict (2.9) a podminkami

y(xo) =vo, Y'(wo) =11, ..., y(nfl)(l“o) =Yp—1, To€1

pro libovolné xy € I prdavé jedno teseni y(x). Toto TeSent existuje na celém intervalu I.
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Nasledujici véta, v literatufe Casto nazyvana jako princip superpozice, popisuje zakladni vlastnosti a
vztahy mezi FeSenimi homogenni a nehomogenni rovnice (2.10) a (2.9).

Véta 2.20 (Princip superpozice). Pro feseni rovnic (2.9) a (2.10) plati nasledujici turzend.

i Necht je y; pro i = 1,2 teSenim rovnice (2.9) s funkci fi(x) na pravé strané. Pro libovoln€ ci,co € R
je funkce y = c1y1 + cayo je TeSenim (2.9) s pravou stranou ¢y fi(x) + cafao(x).

i1 Nechtyy ayq jsou fesenimi nehomogenni rovnice (2.10). Potom také funkce y = c1y; +coys je Tesenim
homogenni rovnice (2.10).

Dukaz. Ozna¢me levou stranu rovnice (2.9) pomoci operatoru linearniho L[y|, ktery n—krat diferencova-
telné funkci y pritadi(dosazenim) konkrétni funkci. Plati:

L] = fi(x) a Llya] = fo(x) = Lleiyr + cayo] = erLly1] + caL[yo] = c1 - fi(x) + ca - fa(),
Ly =0=Lly.] = Llcyyr — cayo) = c1Lyn] — coL[ya] = 0,

coz jsme chtéli dokazat. O]

Poznamka 2.21. Definice linearni nezavislosti funkci je analogii definice linearni nezavislosti vektorta. To
znamena, ze funkce y1, s, ..., y, jsou linearné nezavislé na intervalu I, pokud pro vSechna z € I plati

ay(z) + coya() + -+ () =0 = g =cp=---=¢,=0.
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Véta 2.22. Necht a;(z) a jsou spojité funkce na I. Potom obecné teseni homogenni rovnice (2.10) je
tvary

y(x) = ey (@) + caya () + - - + cpyn(2), (2.11)

kde c1,¢9,...,¢, € R jsou libovolné konstanty a yi(x),...,y.(x) jsou linedrné nezdvisld Teseni rovnice
(2.10), kterd nazgvdme fundamentalni systém reseni rovnice (2.10). Tento systém tvori bazi vektorového
prostoru dimenze n.

Jak poznat, zda dané n-tice funkei je linedrné nezévisla a zaroven generuje obecné feseni rovnice (2.10),
uvadi nasledujici véta.
Véta 2.23. Necht funkce y1(x), y2(x), ...yn(x) jsou TeSenimi homogenni diferencidlni rovnice (2.10) na
intervalu I. Ddle necht det(W (x)) je determinant, tzv. wronskidn, z ndsledugjici matice

w(e) () e (@)
vilr) () - y(e)
W(x) = 1: 2: - :
n—1 n—1 n—1
W) @) e ()
Potom je-li det(W(x)) = 0 pro néjaké x € I, pak det(W(z)) = 0 pro vSechna x € I a funkce y,(x),
y2(x), ..., yn(x) jsou linedrné zdvislé a metvori (negeneruji) obecné Feseni rovnice (2.10). V opacném

pripadé, tj. je-li det(W(x)) # 0 pro néjaké x € I, pak det(W(x)) # 0 pro vSechna x € I a funkce y;(x),
y2(x), ..., yo(x) jsou linedrné nezdvislé a tvori (generuji) obecné resent rovnice (2.10).
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Véta 2.24. Necht'Y je jedno libovolné partikuldrni reseni nehomogenni linedrni rovnice (2.9). Ddle necht
yp, je obecné tesent k ni pridruzené homogenni rovnice (2.10). Potom obecné feseni y rovnice (2.9) md tvar

y=ynt+Y. (2.12)

Diikaz. Tato véta je pfimym dusledkem principu superpozice a Véty 2.22. Totiz, pokud je y libovolné feseni
rovnice (2.9) a Y né&jaké konkrétni feSeni rovnice (2.9), pak jejich rozdil je vzdy (podle (ii) Véty 2.20) néjaké
homogenni feSeni rovnice (2.10). Vezmeme-li za toto feSeni mnozinu vSech feseni, tj. feSeni y,, pak kazdé
feseni y rovnice (2.9) se da vyjadrit ve tvaru (2.12). O

Véta 2.25 (Variace konstant). Necht (2.9) je nehomogenni rovnice pro niZ plati, Ze obecné TeSent pii-
slusné homogenni rovnice (2.10) je tvaru yp, = c1y1 + - - - + CuYn. Pak partikuldrni feseni Y rovnice (2.9)
je tvaru Y = ci(z)yr + -+ + cn(®)yn, kde c1(x),...,cn(x) jsou libovolné primitivni funkce k funkcim
A(x),...,d (), které vyhovuji ndsledugici soustavé rovnic

@)y + -+, (2)yn =0,
@)y + -+ (x)y, =0,
: (2.13)

c/l(x)yyb_l) + ..+ c%(x)yé”_l) = f(x).

Priklad 2.26. Najdéte obecné feSeni rovnice 3" — %y’ + %y = x, zname-li obecné feseni prislusné homo-
genni rovnice y” — %y’ + %y = 0, které je rovno y, = 1 + cox?.
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ResSeni. Nejprve uréime partikularni feeni Y zadané rovnice. Podle pfedchozi véty ho budeme hledat ve
tvaru Y = ¢1(z)x + co(x)x?. Po dosazeni do (2.13) dostdvame soustavu

dy(x)z + cy(x)r* = 0,

¢y (z) + dy(x)2x = z,

jejiz feSsenim jsou funkce ¢} (x) = —z a c4(x) = 1. Integraci dostavame napf. primitivni funkce ¢;(z) = —%
acy(x) =x. Odtud Y = —% + 2 a po pravé Y = ‘%3 Podle Véty 2.24 je hledané obecné feseni

3

x
Yy =11 + ez’ + o

]

Poznamka 2.27. Podobné jako pro rovnice prvniho fadu lze metodu variace konstant popsat jednodu-
chym vzorcem s vyuzitim pojmu vahové funkce. To je funkce ®(z, s) uréend podminkou, ze pro kazdé s je
funkce y(x) = ®(x, s) FeSenim homogenni rovnice (2.10) spliiujici spliujici Cauchyho pocateéni podminky
y(s) =9/ (s) = - =y (s) = 0, y"Y(s) = 1/a,(s). Potom lze partikulérni feseni Y (x) rovnice (2.9)
podminku Y (x¢) = 0 vyjadfit ve tvaru:

Y(x):/f(s)@(x,s)ds.



2.2 LINEARNI DIFERENCIALNI ROVNICE VYSSICH RADU 50

Ovsem najit obecné FeSeni homogenni rovnice (2.10) s libovolnymi koeficienty a;(x), i = 0,1,...,n
stale predstavuje problém. Proto se v nasledujicim odstavci omezime pouze na jednodussi situaci, kdy
tyto koeficienty jsou konstantni funkce, tj. ve skutecnosti se na jejich misté vyskytuji redlna cisla a;,
1=0,1,...,n.

2.2.1 Homogenni rovnice s konstantnimi koeficienty

Definice 2.28. Linearni diferenciilni rovnici tvaru
any™ + a1y + 4+ a1y + agy = 0, (2.14)

kde ag, . ..,a, € R, a, # 0, nazyvame homogenni linearni diferencialni rovnici n—tého fadu s konstantnimi
koeficienty.

Predpokladejme feseni rovnice (2.14) ve tvaru y = exp(At). Po dosazeni této funkce do(2.14) dostdvame
rovnici:
(ap A" + an A"+ a )+ ag) exp(Mt) = 0.
Protoze y = exp(At) je kladné funkce, zavedeme nasledujici pojem.
Definice 2.29. Necht je dana rovnice (2.14). Algebraickou rovnici
A"+ A A+ a A+ ag =0 (2.15)

nazyvame charakteristickou rovnici diferencialni rovnice (2.14).
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Z odvozeni charakteristické rovnice je zfejmé, Ze pro kazdy kofen A rovnice (2.15) je funkce y = exp(Az)
feSenim rovnice (2.14). Situaci komplikuje nasobnost kofenii a komplexni kofeny.

Véta 2.30. Meéjme homogenni linedrni diferencidlni rovnici s konstantnimi koeficienty tvaru (2.14) a jeji
charakteristickou rovnici (2.15). Pak plati:

1. Je-li A € R k—ndsobny koten A charakteristické rovnice, k > 1, pak funkce y = exp(At) je TeSenim
2.14.
y1(z) = e, ya(x) = ze .. k() = pF e
jsou Tesenim a soucdsti fundamentdlniho systému rovnice (2.14) .

2. Je-li A2 = a £ bj dvojice komplexné sdruzenych k—ndsobnych komplexnich koteni charakteristické
rovnice, k > 1, a,b € R, b # 0, pak funkce

y1(7) = e cosbx, y3 = e cosbx, ..., Y1 = 2" 1% cos bz,

yo(x) = e sinbx, y, = xe®®sinbx, ..., yop = 2 e sin b

jsou tesenim a soucdsti fundamentdlniho systému rovnice (2.14).

Poznamka 2.31. Jelikoz charakteristickd rovnice (2.15) je n—tého fadu, existuje pravé n (ne nutné
ruznych) komplexnich kofent. Tomu odpovida n funkei fundamentalniho systému a mnozina vsech FeSeni
rovnice (2.14) tvofi vektorovy prostor dimenze n, coz je ve shodé s Vétou 2.22. Bézi tohoto prostoru jsou
napriklad vSechna feseni ziskana podle navodu Véty 2.30.
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Priklad 2.32. Pomoci Véty 2.30 najdéte obecné feseni rovnice y(¥ + 5y® — 36y” = 0.

ResSeni. Charakteristickda rovnice diferencialni rovnice je A7 + 5\ — 3603 = 0. Je zfejmé, Ze jejim
trojndsobnym kofenem je \; 53 = 0. Zbyvajici kofeny uréime z rovnice A* +5X% —36 = 0. Jedna se o rovnici
4. stupné, ale pro proménou A\? se jedné o rovnici kvadratickou, tedy plati: A\* +5\2 —36 = (\? —4)(\2+9)
Nyni dofesime tyto dvé kvadratické rovnice (v komplexnim oboru), dostaneme celkem zbyvajici kofeny
A5 = £2, X7 = £3j. Proto podle Véty 2.30 ziskdvame nésledujici feSeni, kterd tvori fundamentalni
systém zadané diferencialni rovnice:

Ox

era}7 ?/3@) xzeoxa
—2x

, y2(@) =
e 2 ye(r) = " cos 3z, yr(r) = €’ sin3z.

, Ys()

y1()

ya(z) = e

2z

Obecné feseni je pak tvaru
Y =1 + cot + c32? + 4% 4 c5e 2% + ¢ cos 3x + 7 sin 3.
O

Pti hledani feseni charakteristické rovnice (podobné té, co je uvedena v Ptikladu 2.32) je mozné pouzit
metody postupného rozkladani polynomu. V zadném pripadé se vSak nejednéd o postup jednoduchy. Prave
v tom tkvi problém pfi hledani obecného feseni homogenni linearni diferencialni rovnice s konstantnimi
koeficienty. Zatimco feseni diferencialni rovnice druhého radu je jednoduché — fesime kvadratickou rovnici,
je Teseni rovnic vyssich fadi komplikovanéjsi
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2.2.2 Nehomogenni rovnice s konstantnimi koeficienty
Definice 2.33. Linearni diferencialni rovnici tvaru
a,y™ + ap_ 1y + L ay +agy = f(x), (2.16)

kde ag,...,a, € R, a, # 0, a f(x) # 0 je funkce nazyvame nehomogenni linearni diferencialni rovnici
n—tého fadu s konstantnimi koeficienty.

K nalezeni obecného FeSeni rovnice (2.16) je mozné pouzit Vétu 2.24. Je vSak otézka, jakym zptisobem
hledat partikularni feseni zadané nehomogenni linearni diferencialni rovnice. Univerzalni metoda variace
konstant pfirozené funguje i pro rovnici s konstantnimi koeficienty (2.16). Dokonce v pfipadé linedrnich
rovnic s konstantnimi koeficienty se zjednodusi i uziti vzorce z Poznamky 2.27, protoze funkce bude mit

tvar ®(z,s) = ®(x — s). Partikularni feSeni je potom dano vzorcem

Priklad 2.34. Naleznéte obecné feseni nehomogenni diferencidlni rovnice.

1

Y +y=—,
Sinxr
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ResSeni. Nejprve uréime homogenni feSeni y,. Charakteristické rovnice piidruzené homogenni rovnice je
A2 +1=0. Odtud A\, = £j a fundamentdlni systém této rovnice mé tvar y; = cosz a y = sinz. Nyni
urc¢ime partikularni feseni Y zadané rovnice dle predchozi poznamky:

Urcime konstanty c¢; , cq tak, aby platilo y(s) =0, ¢/(s) = 1:

0 sins coss 0
€c1co8Ss + cosins =0 1 coss —sins —sins 1
) = = , = , (g=-————— =2C(O0S$
—C18InS + C2CO08S = 1 COS S sin s 1 1
—sins coss
Dostéavame vahovou funkci ®(z,s) = —sinscosx + cos ssinx = sin(z — s) a partikularni Feseni (z¢y = 7/2

nemize byt xy = 0, nebotf neni v tomto bodé prava strana rovnice definovana):

T o3 . x
Y(z)= sm(.a:—s)ds = [ sinzcotgs — cosaxds = [—scosz + In|sin s|sinz]7 =
sin s x 5

INIE]
N

—xcosx +sinzln|sinz| + gcos(x) —In|sin(7/2)sinx = —zrcosx + sinzln|sinz| + 0+ gcos(x).
Podle Véty 2.24 je pak hledané obecné feseni

Y =¢1Co8T + cosinx + —xcosx + sinz In |sinz| + gcos(x) = (Cy —x)cosx + (Cy +In|sinz|)sinz
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Pouzitim metody variace konstant by vypocty byly prakticky totozné, proto vypocty nebudeme podrobné
provadét Podle Véty 2.25 ho budeme hledat ve tvaru Y = ¢;(x) cosz + ¢o(x) sinz. Po dosazeni do vzorce
(2.13) dostavame soustavu

¢i(z) cosz + cy(z) sinz = 0,

) 1
—c(x)sinz + dy(x) cosx = ——.
sin
Vyfesenim této soustavy (miizeme pouzit Cramerovo pravidlo) dostavame cj(x) = —1 a ch(x) = <2, Inte-
sinx
grovanim dostavame neznamé funkce ¢;(x) = —z a co(2) = In|sinz|. Celkové dostavame jiné partikularni
feSeni Y = coszIn | cos x| + xsinz. O

Predvedené dvé metody nejsou jedinym zptisobem, jak nalézt obecné feseni nehomogenni linearni rov-
nice s konstantnimi koeficienty.

V praxi se casto pouziva tzv. metoda neurcitych koeficientl. Tato metoda je sice ,uzivatelsky privéti-
vEjsi“, avsak je pouzitelnd pouze pro rovnice (2.16) se specidlni pravou stranou. Pfi FeSeni vyuzivame opét
Vétu 2.24 a obecné TeSeni hledame ve tvaru

y=uyn+Y.

Rozdil je vsak ve zptisobu hledani partikularniho feseni Y. Nyni popiSeme, jak lze toto feseni metodou
neurcitych koeficient najit. U této metody se predpoklada, Ze pravé strana rovnice (2.16), to jest funkce
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f(z) = e**(P(x)cos fr + Q(z)sin fz) je v tzv. specidlnim tvaru. Uvazme, Ze derivace funkce, ktera
mé tvar jako funkce f(x) je funkei stejného tvaru podobné jako linedrni kombinace funkei tohoto tvaru
mé stejny tvar jako funkce f(z). Tato ivaha nas opraviiuje predpokladat existenci partikuldrniho feSeni ve
stejném tvaru jako je funkce f(x). Navic je tfeba uvazit moznou komplikaci a sice je-li dvojice komplexnich
Cisel a7 kofenem charakteristické rovnice potom po dosazeni funkce exp((a=+j3)x) do levé strany rovnice
dava nulu a ne funkci uvazovaného typu. V takovém ptipadé mluvime o rezonanci a tuto situaci musime
zohlednit pri predpovédi partikularniho fesSeni.

Véta 2.35. Necht je ddana linedrni diferencidlni rovnice s konstantnimi koeficienty (2.16) s pravou stranou
f(z) = e*(P,(z) cos fx + Qu(x) sin fz),
kde P,(x), resp. Qm(x) jsou polynomy stupné n, resp. m. Potom existuje partikuldrni feseni rovnice (2.16)
Y (z) = e**(P,(z) cos Bz + Q,(x) sin fz)z*,

kde ]Bp(x), @p(:c) jsou vhodné polynomy stupné p = max{m,n} a k je ndsobnost o + jf jako korene
charakteristickeé rovnice. Poznamenejme, Ze neni—li o+ j3 korenem charakteristickeé rovnice, potom k = 0.

Tento tvar obsahujici neurc¢ité (realné) koeficienty dosadime do dané rovnice (2.16). Porovnanim obou
stran rovnice (podobné jako napt. pii hledani koeficientd u rozkladu racionalni lomené funkce na parcialni
zlomky) tyto koeficienty dopocitame. Nékteré tvary FeSeni jsou pro prehlednost uvedeny v tabulce.
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Prava strana f(x) Tvar partikularniho feseni Y’
f(z) =e™P,(x), Y = e®2kQ,(x),
kde P,(x) je polynom a je k-ndsobny kofen char. rovnice,
n-tého stupné, a € R Q. (z) je obecny polynom n-tého stupné
f(z) = e** (M cosbx + N sin bx), Y = e"zF(Acosbr + Bsinbr),
kde M, N,a,b jsou redlna cisla | a + bj je k-nasobny kofen char. rovnice,
A, B jsou realna ¢isla

Priklad 2.36. Najdéte obecné feSeni linedrni diferencidlni rovnice druhého Fadu se specidlni pravou

stranou:
a)y’ — 4y =10 b) y" + 4y = 82% — 32z + 4
)y +2y —3y=(4z —3)e" d) 3y" — 2y’ = 10cos 2z

ReSeni. a) Vyfesime homogenni rovnici y” —4y = 0. Mdme A? —4 = 0. Kofeny charakteristické rovnice
jsou Ao ==+2 a y, = c1€** + cpe”?*. Prava strana je tvaru

f(z) =10e* = " Py(x).
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Zde o = 3 neni kofen charakteristické rovnice (3 # £2), a proto k = 0. Obecny polynom nultého stupné je
konstanta, odtud Py(x) = A. Potom partikularni feseni bude mit tvar

Y =e3204 = Ae*”
a musi spliiovat rovnici Y” —4Y = 10 e3*. Nyni musime Y dvakrat derivovat a dosadit do zadané rovnice:
Y =34e%, Y" =9Ae>.

Po dosazeni dostavame
9Ae3® — 4463 = 10e>".

Rovnici nejdifv vydélime e3* a dostaneme 94 — 4A = 10 a odtud A = 2. Mame jedno partikularni fegent
Y = 2e3% a obecné feSeni nehomogenni rovnice je

y=1y, +Y = 1" + cpe 2 + 263,
b) Vyiesime homogenni rovnici 3" + 4y = 0. Charakteristick4 rovnice je A2 +4 = 0 a jeji kofeny jsou
M2 ==£2i a y, = c1cos2x + cosin2z. Prava strana je tvaru

f(z) =82% — 320 + 4 = " (82% — 327 + 4) = " Py(v).
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Zde a = 0 neni kofen charakteristické rovnice (0 # +2i), a proto k = 0. Obecny polynom druhého stupné
je Py(z) = Ax? 4+ Bx + C. Potom partikularni feSeni bude mit tvar

Y =e"2%(Ax* + Bx + C) = Ax* + Bx + C
a musi spliiovat rovnici Y” +4Y = 822 — 322 + 4. Nyni musime Y dvakrat derivovat:
Y'=2Ax+ B, Y"=2A.
Po dosazeni do zadani dostavame
2A + 4A2* + 4Bz + 4C = 82° — 32z + 4.

Na obou stranach rovnice jsou polynomy druhého stupné. Aby platila rovnost musi se rovnat koeficienty u
jednotlivych mocnin (odtud nézev metoda neurcitych koeficientt):

2?2 4A =8,

' 4B = -32,

2% 2A+4C =4.

Dostali jsme soustavu rovnic. Po vyfeseni mame A =2, B = —8, C' = (. Ziskali jsme jedno partikularni
feseni nehomogenni rovnice Y = 222 — 8x. Potom obecné feseni nehomogenni rovnice bude

y=yh—l—Y:clcos2x+cgsin2w+2x2—8m.
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c¢) Vyfesime homogenni rovnici y” + 2y’ — 3y = 0. Jeji charakteristickd rovnice je A2 + 2\ —3 =0 a
jeji kofeny jsou Ay =1, A = —3 a y, = c1e® + cpe 3%, Prava strana je tvaru

f(z) = (4z — 3)e® = " Py ().

Zde a =1 je jednonasobny kofen charakteristické rovnice, a proto £k = 1. Obecny polynom prvniho stupné
je Pi(x) = Az + B a partikuldrni feSeni bude mit tvar

Y = ez’ (Az + B) = e"(Ax* + Br)
a musi spliiovat rovnici Y” +2Y’ —3Y = (4z — 3)e®. Nyni musime Y dvakrat derivovat:

Y =e“(Ax? + Bux),
Y' =e"(Ax? + Bz) + e"(2Ax + B) = e"(Ax? + Bz + 2Az + B),
Y" = e"(Az® + Bz + 2Az + B) + €*(2Ax + B+ 2A) =
= e"(Az? + Bx + 2Ax + B + 2Ax + B + 2A) = e*(Ax® + Bz + 4Ax + 2B + 2A). Po dosazeni

do zadani dostavame
e (Azx? + Bx + 4Ax + 2B + 2A) + 2¢*(Az? + Bx + 2Ax + B) — 3¢"(A 2* + Bx) = (4o — 3)e”.
Rovnici nejdriv vydélime vyrazem e” a dostaneme

Ax® + Br + 4Ax + 2B + 2A + 2A2% + 2Bx + 4Ax + 2B — 3Ax% — 3Bx = 4x — 3.
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Porovname koeficienty u jednotlivych mocnin.

2?2 A+24-3A4=0,
z': B+4A+2B+4A—3B =4,
2 2B+24A+2B=-3.

Dostali jsme soustavu 84 =4, 2A+4B = —3. Odtud A = %, B = —1. Partikularni feSeni je

Potom obecné feseni bude
72
y=uyn+Y = cre’ + coe 3 4 " (——x) )

d) Vyfesime homogenni rovnici 3y” — 2y’ = 0. Charakteristicka rovnice je tvaru 3\ — 2\ = 0 a jeji

. . 2 , .
kofeny jsou A =0, Ay = % a yp = 1 + coe3”. Prava strana je tvaru

f(z) = 10cos 2z = e**(10 cos 2z + 0sin 2z).

Zde a4 13 = 0 + 2i neni kofen charakteristické rovnice, a proto £ = 0. Partikularni feseni bude mit tvar

Y = e 2%(Acos2x + Bsin2z) = Acos 2z + Bsin 2z
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a musi spliiovat rovnici 3Y” — 2Y’ = 10 cos 2z. Nyni musime Y dvakrat derivovat:
Y’ = —2Asin 2z + 2B cos 2z, Y" = —4Acos2x — 4B sin 2.
Dosadime do zadani a dostavame
3(—4Acos2z — 4Bsin 2x) — 2(—2Asin 2z 4 2B cos 2x) = 10 cos 2z,
coz je ekvivalentni s
—12Acos2x — 12Bsin 2z 4+ 4Asin 2x — 4B cos 2z = 10 cos 2.
Aby toto platilo, musi se koeficienty pfi cos2z a sin2x rovnat na obou stranach rovnice:

cos2x: —12A —4B =10,
sin2zx: —12B+4A=0.

Opét jsme dostali soustavu rovnic: —124 —4B =10, A—-3B =0.

Odtud A= -3, B = —1 Partikularni feseni je

_3 1
4 4

Y = —§COS2I' — —sin 2z.
4 4
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Obecné feseni nehomogenni rovnice bude

3 1
y=yn+Y =qc —ir02e§m — Zcos?x— Zsian.

]

vvvvv ’

Na zavér pripomenme, ze pomoci principu lze metodou neurcitych koeficient fesit i slozitéjsi pravé
strany.
Priklad 2.37. Naleznéte obecné feSeni rovnice:
y' — 2 +y=4+4sin2zx — 6cos’x

Reseni. Charakteristicka rovnice A2 — 2\ + 1 = 0 ma dvojnasobny kofen A = 1, proto je obecné reseni
)
rovnice homogenni ve tvaru
Yn = CleZ + CQlL'eLB

. . , , 9 cos 2z + 1
Pravou stranu rovnice nejprve upravime pomoci vztahu cos® z = — 5
. . cos2x +1 .

4 +4sin2x — 6cos’x = 4+ 4sin 22 — 6———— = 1 + 4sin 2z — 3 cos 2z,

2

ktera je souctem dvou pravych stran ve specialnim tvaru:

filz) =1 fo(z) = 4sin 2z — 3 cos 2z.
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Partikularni feseni mizeme predpovédét ve tvaru souctu odpovidajicich partikularnich feseni:
Y = A+ Bsin2zx + Ccos2r & Y' =2Bcos2r —2Csin2r < Y" = —4Bsin 2z — 4C cos 2x.
Po dosazeni do rovnice dostavame
A+ (=3B —4C)cos2x + (4B — 3C')sin 2x = 1 — 3 cos 2z + 4sin 2z,
z ¢ehoZ plyne A=1, B=1,C =0aY =1+ cos2x = cos® z. Obecné feseni dané rovnice m4 tvar

y=uyp+Y = cre” + core” + 2 cos? .

Maplety
Kliknutim na néasledujici odkazy si lze pomoci mapleti procvicit tato témata:

1. Urceni typu diferencialni rovnice.
2. Ovéreni, zda je funkce feSenim zadané diferencialni rovnice.
3. Reseni diferencialni rovnice prvniho fadu se separovanymi proménnymi.

4. ResSeni linearni diferencidlni rovnice prvniho fadu.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/typODE_nove.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/odetest.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/separable.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/linearODE.html
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5. Reseni linearni diferencialni rovnice druhého fadu s konstantnimi koeficienty metodou variace konstant.
6. Reseni linearni diferencidlni rovnice druhého fadu s konstantnimi koeficienty metodou neurcitych koefi-
cienti.

7. Nalezeni obecného feseni diferencidlni rovnice.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/ODEDruhehoRaduVariaceKonstant.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/ODEDruhehoRaduNeurciteKoeficienty.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/ODEDruhehoRaduNeurciteKoeficienty.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/dsolve.html
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3  Funkce komplexni proménné

3.1 Komplexni cisla

3.1.1 Zakladni pojmy

Pomoci imagindrni jednotky! j definované vlastnosti j2 = —1 se rozsiii redlny &selny oboru na ¢isla
komplexni z = x + jy, kde x nazyvame realnou casti x = Re z a y imaginarni ¢asti y = Im 2z komplexniho
¢isla z.Mnozinu vSech komplexnich ¢isel znac¢ime C. Pravidla pro séitani a nasobeni ukazeme je na piikladé:

(4—5)+41+2))=8+7] (4—1+2j)=4—j+8—2/>=4+7j+2=06+Tj.

!Casto je zvykem oznacovat komplexni jednotku pismenem i; v technické praxi se ¢asto pouziva oznacovani pismenem j.
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Cislo Z = z — jy nazyvame ¢islem komplexné sdruzenym k ¢islu z = x + jy. Plati, Ze 22 = 22 + y? je kladné
realné ¢islo a pro kazdé z = = + jy € C definujeme jeho absolutni hodnotu (nebo také modul) |z| vztahem

2| = V2Z = \/a? + y2

Podobné postupujeme pti déleni komplexnich ¢isel:

20 -5  20—5j2—j 40 —10j+20j — 55> 45+ 10j

2515  2+j 2— 22 _ )2 5 +2

Lze snadno ovérit, Ze pro vSechna komplexni ¢isla z, 21, 25 € C plati rovnosti

| 2

- — 1
21+ 20 =21+7%Z9, Zi220 =2Z2129 Z2=2, — =
z

Komplexni ¢isla zobrazujeme jako body v roving, pak |z| je vzdalenost bodu z = [z, y] od pocéatku a ¢ thel,
ktery svird pravodi¢ bodu z = [z,y] s kladnym smérem reélné osy = a ¢ = argz nazyvame argumentem
komplexniho ¢isla z. Dalsi moznosti jak vyjadrit komplexni ¢islo z = x + jy # 0 je goniometricky tvar

z=x+ jy = |z|(cos ¢ + jsinp) = |z|(cosarg z + jsinarg z).



3.1 KOMPLEXNI GisLA 68

Im z
y. ........................................... Z—Qj_l’_Jy
|z
arg z Rez
0 T
U R TR PP r PP E P TP PP EPRRREPERRRS: .gzxij

Goniometricky tvar je vhodny pro geometrickou interpretaci nasobeni nebo déleni dvou komplexnich

cisel z1, 2o, plati:

|21 - 20| = |21]|22] argzize = argz; + arg 2o
21 ‘21‘ 21
— arg — = arg z; — arg 2,
22 |22 Z2
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Opakovanym uzitim pii vypoctu n-té mocniny komplexniho ¢isla dostavame tzv. Moivreovu vétu:
(|z](cosp + jsing))" = |z|"(cosny + jsinny). (3.1)
Déle zavadime také exponencialni tvar komplexniho ¢isla
z=x+ jy = |z|(cos o + jsinp) = |z|(cosarg z + jsinarg z) = |z|e’ &%

Problematicka je nejednoznacnost funkce argument, proto definujeme hlavni hodnotou argumentu kom-
plexniho ¢isla z a zapisujeme ji Argz jako tu hodnotu ¢ argumentu arg z, pro kterou plati —m < ¢ < 7.
Situaci ukdZeme na uréeni n-té odmocniny ¢&isla 2. Ze vztahu 3.1 a z rovnosti ({/z)" = 2 plyne n arg WZ) =
= arg z, coz mé za disledek existenci n riznych Arg, {/z, které vyse uvedeny vztah spliiuji.

Piiklad 3.1. Naleznéte feSeni kvadratické rovnice jz? — 2z + 3 +j = 0.
Postup teseni kvadratické rovnice je stejny i v oboru komplexnich ¢isel jako pro realna cisla, proto
nejdfrive vypocteme diskriminant rovnice:

D=(-12—-4j3+j)=1-12j —4j*) =5—12j
Protoze |D| = /(5 —12)2 = /169 = 13 prepiseme diskriminant do goniometrického tvaru:

5 12 5 —12
D =13 (13 —f—jF) , proto plati cosarg D = 3 Asinarg D = 3
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_ [fi+s3 3 153 2
cos((arg D)/2) = £ 5 _i\/ﬁ sin((arg D)/2) = F 5 —$\/ﬁ.

3 2
Tedy plati VD = V13 <j:\/—1_3 FJ —13> = +(3 — 2j) a po dosazeni do vzorce pro FeSeni kvadratické

rovnice ziskdme jeji kofeny:

4-2j -
| = =12
L 12(3-2)) <
12 = N -
2
J —2+2j_1+'
2 J

Poznamka 3.2. Hlavni hodnotu argumentu Arg z je mozné vyjadrit takto:
, proz=x+ jy, kdex <0ay =0,
Argz = (3.2)
y _ . ..
2 arctg pwy wwrd pro z = x + jy # 0, jinak .

K odvozeni tohoto vztahu je mozné vyuzit analogického postupu pro vypocet druhé odmocniny v pfedchozim piikladé. Jestlize
pro libovolné z # 0:

z:a:+jy:\/x2+y2<

VR RN
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71
vybereme z druhé odmocniny pouze hodnotu \//\E takovou, ze Arg \//\E € (—m/2,7/2) dostdvame

cosArg+\/z >0 sgnsinArg+/z = sgny.

Argz = 2 Arg /2 = 2arctg(tg v/2) = 2arctg

siny/z
cos+/z

1 T

1 =

V2 /22 1 y2 /22 + y2 —
2arctg — — = 2arctg = = =

7 1+\/W Vo t+y +x

garctg | VPV —2)(Va2+y? +2)

( 5 = 2arctg Y
Vit iyt

PR
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3.1.2 Rozsifeni komplexnich ¢isel o nevlastni bod

Na rozdil od ¢isel redlnych (£o00) mnozinu komplex-
nich ¢isel rozsifime na mnozinu S = C U co. Zdivod-
néni tohoto postupu miizeme optit o stereografickou
projekci, ktera zobrazuje body komplexni roviny na
body koule jednoznac¢né pomoci ptimek prochézeji-
cich danym bodem roviny a nejvyssim bodem koule
(vrcholem, severnim pélem). Pfi tomto zobrazeni zii-
stane na kouli neobsazeny praveé tento bod, ktery zto-
toznime s oo.

To ma dusledek, Ze nové zavadime operace s oo a z € C takto:

00/z =00 z/oo =0 ztoo=00+z=00 z2-00=00-2=00 pro z#0;

3.1.3 Mnoziny komplexnich ¢isel

Nyni zavedeme oznaceni a analytické vyjadieni dilezitych mnozin v komplexni roviné:
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Otevienym kruhem U.(zp) rozumime mnozinu v8ech komplexnich ¢isel z, které maji od bodu zy vzda-
lenost mensi nez e tedy: U.(z9) = {z € C||z — 29| < €}, To jest mnozina mnozina z = x + jy pro néz
plati:

|2 — 20l <e & (x—20)" + (y —10)* <&
Hranici této mnoziny je kruznice K.(z9) = {z € C||z — 2| = ¢}, kterou miZeme ztotoznit s mnozinou
feSeni rovnice (r —z¢)?+ (y —yo)* = €2. Pro dvojici redlnych éisel 0 < ¢ < e mnozinu P..(z)) = {w € C;e <
< |z — 2| < €}, nazyvame prstencem . V ptipadé volby € = 0 budeme prstenec Py (zp) zapisovat pouze
symbolem P.(zp).

Obecnou rovnici pfimky ax + by + ¢ = 0 mizeme zapsat ve tvaru

Z§0+§ZQ+5:O,

kde zo = &(a+ jb), € = kc, kde k # 0 je libovolné realné ¢islo. Nahradime-li rovnost nerovnosti dostavame
rovnici vymezujici polorovinu.

Mnoziny U.(z) a P-(zp) jsou e-ovym okolim a ryzim okolim bodu z;. Budeme-li hovofit obecné o okoli
budeme pouzivat i oznaceni U(zg) a P(zp). Poznamenejme, ze zavedeme-li vzdalenost dvou komplexnich
¢isel jako modul jejich rozdilu mizeme pouzivat diive zavedené pojmy jako oteviena, uzaviend mnozina
déle uzavér mnoziny (A), hranice mnoziny (0A). Mnoziny A, B nazveme oddélené, jestlize plati ANB = () =
= ANB. Mnozina se nazjva souvisla, jestlize ji nelze vyjadfit jako sjednoceni dvou neprazdnjch oddélenjch
mnozin. Otevienou souvislou mnozinu nazyvame oblasti. Komponentou mnoziny je kazda jeji maximalni
¢ast. Oblast nazveme n-nasobné souvislou, jestlize je jeji komplement tvofen pravé n komponentami. Pro
n = 1 nazyvame oblast jednoduse souvislou.
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3.2 Posloupnosti, fady, mocninné rady

Protoze modul komplexniho ¢isla je analogii absolutni hodnoty ¢isla realného, je snadné prenést znamé
vysledky z redlné analyzy na komplexni ¢isla z € C v ptipadé posloupnosti, fad a mocninnych fad (
definice posloupnosti a fady, véty o existenci nejvysSe jedné limity posloupnosti, vét o souctu, rozdilu,
sou¢inu a podilu dvou posloupnosti ¢ fad ) a vysledky s absolutni konvergenci modifikujeme nahrazenim
absolutni hodnoty jeho ,, rozsifenim na C* — velikosti, modulem komplexniho c¢isla.

Piiklad 3.3. Uvazujme geometrickou fadou s kvocientem ¢ = z a pro |z| < 1 konverguje absolutné plati

=0

3

Nyni pouzijeme goniometricky tvar komplexniho ¢isla z = r(cos o + jsina) a fakt, Ze redlna resp. imagi-
narni ¢ast souctu je souctem realnych resp. imaginarnich c¢asti ¢lent fady spolu s goniometrickym tvarem,
odvodime pro |r| < 1 soucty dvou redlnych fad:

ir"cosna—i—jir"sinn&: 1 .
1 —r(cosa + jsina)

n=0 n=0
Tedy plati:
o0 . [ee)
n o [sineyel n 1 —rcosa
E r" sin na = E r" cosna =
14712 —2rcosa 1472 —2rcosa

n=1 n=0
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3.2.1 Mocninné rady

oo

Pro mocninnou fadu E cn(z — 2o)" nastane jedna ze ti nasledujicich moznosti:
n=0

1. rada konverguje pouze ve svém stredu z,

2. tada konverguje pro vsechna z € C,

3. existuje redlné ¢islo 0 < r (polomér mocninné fady) takové, Ze fada konverguje pro vSechna z takovi,
ze |z — zp| < r a diverguje pro vSechna z takova, ze |z — zo| < 7.

Toto ¢islo r nazyvame polomeér a lze vyjadrit pomoci lim sup, coz je nejvétsi limita ze vsech podposloupnosti
dané posloupnosti:

1
= 3.3
lim sup {/|cy| (3:3)

n—o0

Tuto limsup lze urcit z nasledujicich rovnosti, priCemz z existence vyrazu vlevo plyne existence vyrazu
vpravo a jejich rovnost

Cnt1

lim

n—o0

= lim +/|c,| lim {/|c,| = limsup {/|c,|.
n—00 n—00 n—300

n
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Tyto skutec¢nosti umoznuji rozsitit definici funkci, které jsou rovny mocninné fadé s polomérem konvergence
00, do komplexniho oboru. Ukazme, ale nékolik aplikaci komplexni funkce readlné proménné.

Definice 3.4. Funkci realné proménné rozumime kazdé zobrazeni z(t) = x(t)+jy(t) podmnoziny realnych

¢isel do C. Rekneme, Ze funkce z(t) je spojita je-li dvojice realnych funkci spojita. Rekneme, Ze funkce z(t)
mé derivaci, jestlize funkce x(t), y(t) maji derivaci a definujeme 2'(t) = 2/(t) + jy'(t).

e Impedance sériového RL obvodu je funkei frekvence w pfipojeného stiidavého napéti u(t) = sinwt

podle vztahu Z(w) = R + jwL. Podobné pro sériovy RC obvod je impedance funkei frekvence w
1

ptipojeného stiidavého napéti u(t) = sinwt definovand vztahem Z(w) = R + Wl

e Dalsi ukazkou vyuziti funkce realné proménné je zavedeni komplexni charakteristiky harmonickych
kmit, které popisuji funkce F(t) = F cos(wt + ) resp F(t) = Fsin(wt + ) resp. F(t) = Fel@+¢) =
= Fel¥t kde F = Fel® nazyvame komplexni amplitudou, realné ¢islo F' je amplitudou kmitt a
p = arg F' se naz§vé fazovy posun. S vyuZitim exponencialnfho tvaru komplexniho &sla snadno pro
nenulovy soucet dvou komplexnich kmith lze odvodiit, Ze ma komplexni amplitudu ve tvaru souctu
komplexnich amplitud

F<t) = Fl(t) + FQ(t) = Flejwt + FQijt = (Fl + Fg)ej“’t = F = Fl + FQ.
e Funkce redlné proménné byva casto interpretovana jako pohyb v Gaussové roviné, nebot proménnou ¢

interpretujme jako ¢as a dvojici [z(t), y(t)] jako soufadnice bodu v ¢ase t. Tato interpretace tvori
zéklad pro zavedeni pojmu kiivka.
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3.3 Funkce komplexni proménné

Pii zavadéni inverznich funkci k funkcim, které nejsou prosté, se v redlném oboru uvazuje pouze jejich
ziZeni na interval, kde jsou prosté ( cos na [0, 7], 22 na [0, 00), . . ). V komplexnim oboru hodnotu inverzni
funkce definujeme jako feseni rovnice viz Piiklad 3.1.

VB —12j = +(3—2j) & (£(3—2))? =5 — 124

Necht néjaky predpis f piifadi kazdému komplexnimu ¢islu z = x + jy € G C S alespon jedno komplexni
Cislo w = u + jv € S, potom je na mnoziné G definovana komplexni funkce komplexni proménné z,
coz zapisujeme vztahem w = f(z). MnozinaD(f) = G se nazyva definiéni obor funkce f(z) a nnozina
Hf = {w= f(2)|z € Df} je oborem hodnot funkce f(z). Pro Hf C C se funkce nazyvéa f(z) konecna.
Je-li kazdému ¢islu z € Df pfifazeno pravé jedno ¢islo w = u + jv € S, je funkce f(z) jednoznacna v
opa¢ném piipadé je mnohoznacna a jednoznacnou vétvi funkce f(z) nazyvame funkci f(z), jestlizeDf C Df
a f(z) € f(z) pro vSechna z € D]/”\. Jednoznac¢nou funkci miZeme ji vyjadrit pomoci dvojice redlnych funkei:

w= f(z) = f(z + jy) = u(z,y) + ju(z,y).

Funkei u(x,y) nazyvame realna ¢ast funkce f(z) a znacime ji Rew nebo Re f(2), funkei v(z, y) nazyvame
imaginarni ¢ast funkce f(z) a znacime ji Smw nebo Sm f(z).
Prikladem dvouznac¢né funkce je druhd odmocnina +/z, kdy kazdému z # 0 jsou pfifazeny 2 hodnoty.
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Funkci /2 mtizeme chépat jako sjednoceni dvou jednoznaénych vétvi

—
— —

Vz={[z,w]|w® =2 A Argw = Arg 2/2} Vz={[z,w]|w® =2 A Argw = Arg 2/2 £ 7},

kde znaménko pred 7 volime tak, Ze je opacné nez u Sm z. Obecné je pro prirozené n funkce /z n-znacnou
funkeci.

Protoze kartézsky soucin C x C ma ¢tyfrozmérny geometricky model vznika problém s grafickym zna-
zornénim komplexnich funkci. Jedna moznost je pouziti dvou Gaussovych rovin, prvni obsahujicich Df
prvky oznacujeme z, druhou na zobrazovani funkcénich hodnot, oznacujeme w. Funkce zobrazujem tak, zZe
ke zvolené mnoziné A (bod, kiivka, oblast...) ukdzeme odpovidajici mnozinu f(A) v roviné w. V pfipadé
vice mnozin je mizeme ztotoznit popisky nebo odpovidajici mnoziny spojit Sipkami. Tato zobrazeni maji
pro nékteré funkce dulezité technické aplikace.

Neékteré jednoduché funkce realizuji znaméa zobrazeni rovin. Funkce f(z) = z + a tvofi translaci (posu-
nuti) o vektor (Re a, Im a) podobné jako funkce f(z) = az je otoenim roviny se stfedem v pocatku o thel
a, kde |a| =1 a arga = a. Funkce f(z) = Z tvoii osovou symetrii okolo realné osy, déle funkce f(z) =1/z
realizuje sloZeni dvou zobrazeni a sice kruhovou inverzi v rozsifené roviné S (vnitfek kruhu se stfedem v
pocatku se zobrazi na jeho vnéjsek a naopak) s vySe zminénou osovou symetrii kolem osy Re z. Vyuziti
funkce f(z) = 1/z souvisi v elektrotechnice s pojmem admitance [3, str.58] a zobrazuje opét na pfimky a
kruznice. Slozenim vyse uvedenych funkci miizeme vytvorit linedrné lomenou funkci

az+b
1) = cz+d
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Tato funkce ma znacny vyznam v elektrotechnice, pfi popisu globalnich charakteristik elektrostatickych
poli viz [8, str.58], proto popiSeme jeji vlastnosti.

e f(2) je vzadjemné jednoznacéné zobrazeni mnoziny S na sebe (f(—d/c) = oo, f(00) = a/c).
e Tato funkce zobrazuje mnozinu vSech kruznic a primek na sebe.

f(Z)—f(Zl),f(2’3)—f(21):2—21_23—2’1
f(2) = f(22) * f(z3) — f(z2) T—2 23— 2

e pro libovolné body z, 29, 23, z plati

o , , . . c—1=7 , , v , e

P11 grafickém znéazornéni funkce w = u + jv = —+ T zobrazime systém primek prochazejicich bodem
Z —J

2o = 147 a systém soustfednych kruznic se stfedem v tomto bodé. Proménné z a w nahradime proménnymi

1\? 1)?
proménou z, y a u, v. Pro pfimky k(z — 1) = y — 1 dostavame rovnice kruznic (u — 5) + (v — ﬂ) =

1
SURIPTERI kruznice (z —1)? + (y — 1) = k? jsou 2 moznosti je to pfimka u = 1/2 (k = 2) a kruZznice

k2 2 ) /{4
(u— k:2—4) +wv BRCEIER (k #2).

Néasledujici obrazek ukazuje nékolik zobrazovanych kiivek. Zaroven je obrazek vpravo ve shodé s in-
terpretaci elektrického pole dvou opac¢né nabitych rovnobéznych vldken, v némz modré ¢ary vyznacuji
ekvipotencialy a cervené silokfivky podobné jako obrazek vlevo lze interpretovat jako pole jednoho nabi-
tého vlakna.
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Déle znazornéme jednoznacnou vétev funkce /2 uréenou podminkou Argz = 2 Arg+/z v poloroviné
Smz > 0 pro polopiimky z = k Ay > 0 a primky y = [, kde k£ > 0 a [ jsou realné konstanty.

V tomto pfikladé mizeme postupovat tak, ze uréime redlnou u = Re f(z) a imaginarni v = Im f(2)
cast funkce a dosazenim x = k resp. y = [ dostaneme zobrazeni danych piimek. Nejdfive ur¢ime realnou a
ryze imaginarni ¢ast funkce f(z):

1) = \/ M +jsgn<y>\/ VEZT L ue,y) + o)

Pro proménné = a konstantni y = [ > 0 vyhovuji funkce u a v rovnici hyperboly uv = 1/2:

5"

\/\/x2+l2+x\/\/x2+l2—x 202 —22 ]
uv = = =
2 2 2

Podobné pro proménné y a konstantni & = & vyhovuji funkce u a v rovnici hyperboly u? — v? = k:

> o VEEE PRk Ry -k VPP
- 5 5 —

bude-li x = 0 a y > 0 bude obrazem piimka u = v, nebot u = 1/ @ = .
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I v tomto ptikladé je obrazek vpravo interpretovat jako ekvipotencidly (modré hyperboly) a silokiivky
(Gervené hyperboly) elektrostatického pole dvou na sebe kolmych stén.

Im z

\ Imw
N
\\

/

0 1 Rez 0 1 Rew
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Druhou moznosti jak zobrazovat funkci komplexni proménné f(z) = f(z + jy) je dvojice funkei dvou
proménnych Re f(x + jy) = u(z,y) a Sm f(z + jy) = v(z,y). Z grafu je patrné, ze jednoznaéné vétev
funkce /2 ur¢end podminkou Arg z = 2 Arg /2 mé imaginarni ¢ast nespojitou na zdporné ¢asti realné osy
a realnd ¢ast neni tamtéz diferencovatelna.

u(x,y) realna cast odmocniny v(x,z) imaginarni ¢ast odmocniny
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3.4 Limita, spojitost

Déle rozumime funkei funkci jednoznac¢nou a konecnou, nebude-li zdtiraznén opak.

Limitou v hromadném bodé z; mnoziny Df C S podobné jako v redlném oboru rozumime dcislo wy
takové,ze ke kazdému kruhovému okoli U(wy) existuje alesponi jedno prstencové okoli P(zp) a plati: NM
plati:

Vz € P(z) = f(z) € U(wy),

coz zapisujeme lim f(z) = wp, podobné uvazujeme-li pouze z € P(zy) N M definujeme limitu funkce f(z)
Z—r20

v bodé zp limitu vzhledem k mnoziné M lim f(z) = wo
0
zeM

Véta 3.5. Funkce w = f(z) = u(z,y) +jv(x,y) md v bodé zy = xo+ jyo limitu ug+ jvy prave tehdy, kdyz
jeji slozky u(zx,y) a v(z,y) maji v bodé [xg, yo| limitu a pro redlnou cdst je tato rovna ug a pro imagindrng
cast je rovna vy.

Tato véta umoznuje prenést zndmé véty o limitach funkci dvou realnych proménnych pro funkce kom-
plexni proménné, jedna se predevsim o véty jako jsou véty o existenci nejvyse jedné limity souctu, rozdilu,
soucinu, podilu.
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Je-li w = f(z) je komplexni funkce a zy € Df, potom fekneme, ze funkce w = f(2) je spojita v bodé
20, jestlize plati:

lim f(z) = f(z0),

Z—r20

Véta 3.6. Funkce w = f(z) = u(z,y) + ju(z,y) je spojitd v bodé zy = xo + jyo pravé tehdy, kdyz jeji
slozky u(x,y) a v(x,y) jsou spojité v bodé [xg, yol.

3.5 Derivace funkce komplexni proménné

Pojem derivace funkce komplexni promeénné se opét zavadi podobné jako v realném oboru pro funkci jedné
realné proménné.

Definice 3.7. Necht je funkce f(z) definovina na néjakém okoli U(zp) bodu zy. Derivaci funkce f(z) v
bodé zy definujeme jako limitu

(20) = lim f(2) = f(20) — lim f(z0+h) — f(Zo)'

220 Z— 2 h—0 h

(3.4)

Derivaci funkce f(z) v bodé zy znacime f'(zp). Existuje-li derivace f’(z) v néjakém okoli U(z), pak se
funkce nazyva holomorfni! v bodé f(zq). Existuje-li derivace f’(z) v kazdém bodé& oblasti G, pak fekneme,
ze funkce f(z) je holomorfni na G.

LCasto se také pouziva oznaceni analytickd nebo requldrn.
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Definice derivace je prakticky totozna s definici v redlném oboru, coz vede k mnoha analogiim, napf.
(2) = nz""! pro n piirozené, déle plati i stejnd pravidla jako v redlném oboru pro derivaci linearni
kombinace funkci, souc¢inu a podilu dvou funkci. Totéz plati také pro derivovani slozené funkce a funkce
inverzni.

Véta 3.8. Necht je ddn bod zy = xo + jyo. Oznacme P = [xg,yo]. Funkce w = f(z) = u(x,y) + ju(z,y)
ma v bodeé zy deriwact prave tehdy, kdyz

1. funkce Re f(z) = u(x,y), Sm f(z) = v(x,y) maji v bodé P totdlni diferencidl,

2. plati tzv. Cauchy-Riemannovi podminky'

u,(P) = v;(P) u, (P) = —vl(P). (3.5)
Funkce f(z) md derivaci v bodé zy ve tvaru

f'(z0) = u,(P) + jv,,(P) = v, (P) — ju, (P). (3.6)

Je mozné odvodit i dalsi tvary Cauchy-Riemannovych podminek v zavislosti na pouZitém tvaru (goni-
ometricky, exponencialni) zavislé a nezavislé proménné viz [3, str 53.]

! nékdy jsou také nazyvany d’Alambert-Eulerovy podminky
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Piiklad 3.9. Ukazeme, ze funkce w = |z| = /2% 4+ y? nema derivaci, protoze v bodé z # 0 nespliluje
Cauchy-Riemannovy podminky a pro z = 0 nema realna ¢ast funkce parcialni derivace. .
Plati w =z =2z — jy, tj. u = Rew = /22 + y?> a v = Smw = 0, odtud pro = # 0 resp. y # 0 dostaneme:

/ T / y # /

ul, = #0=v], resp. u, = 0=—v..
/12 + 2 y y /12 + 2

Pro funkci w = |z|?, jejiZ ztZeni na realny obor je funkce y = 22 kterd m4 realnou derivaci, existuje deri-

2
vace pouze v bodé z = 0. Pro tuto funkci plati: w = |z|*> = (x/:zc2 + y2> méme u = Rew = 2° +y> a v =
= Qmw = 0. Odtud dostavame:

2r = uj, = 0 = v}, a souCasné 2y = u, = —v, = 0.
Podminky (3.5) jsou splnény pouze pro bod 2z, = 0.

Geometricky vyznam Cauchy-Riemannovych podminek a derivace funkce komplexni proménné lze
stru¢né vysvétlit tak, Ze teény vektor obrazu kiivky je proti tenému vektoru kiivky otoceny o thel arg f’(zg)
a pomér jejich délek je dan tzv. koeficientem dilatace |f’(29)|. Toto nezavisi na volbé kiivky. Dusledkem
je, ze zobrazeni realizované holomorfni funkei w = f(z) zachovava thly, pod kterymi se kiivky vzajemné
protinaji viz Piiklady uvedené pii zobrazovani funkci, kdy se ortogonalni systémy kiivek transformuji opét
na ortogonalni systémy (ekvipotencialy a silokfivky).
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3.5.1 Holomorfni a harmonické funkce

Ma-li funkce f(x+jy) = u(x,y)+ jv(z,y) derivaci a funkce u(z, y), v(x, y) maji parcialni derivace druhého
fadu lze uzitim Cauchy-Riemannovych podminek a Schwarzovy véty o zaméné derivovani odvodit, ze
vyhovuji tzv. Laplaceové rovnici

wy, + uy, = 0. (3.7)

Funkei u(z,y) se nazyva harmonicka, jestlize mé spojité parcialni derivace druhého ¥adu a vyhovuje
rovnici (3.7). O dvojici harmonickych funkci fekneme, Ze jsou sdruzené harmonické funkce, jestlize pro
né plati Cauchy-Riemannovy podminky (3.5) a plati pro né, ze funkce f(xz + jy) = u(z,y) + ju(z,y) je
holomorfni.

K dané harmonické funkci k ni harmonicky sdruzena je urcena jednoznacné az na aditivni konstantu a
Ize ji urc¢it pomoci Cauchy-Riemannovych podminek.Postup budeme ilustrovat na prikladeé.

Priklad 3.10. Ovsite, ze funkce u(x,y) = e*siny + 22+ 2zy — y* + 4 je redlnou slozkou holomorfni funkce
f(z + jy) a najdéte ji za podminky f(0) =4 + 3j.

Reseni. Nejdiive ovéfime, ze je funkce u(z,y) harmonicka:

u, =e"siny + 2z + 2y ul,, =e"siny + 2
/! T / _ T 3
y=¢€ cosy+2x—2y w —e’siny — 2.

u vy
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Plati tedy v}, + v,, = 0 a harmonicky sdruzend funkce vyhovuje rovnicim

v, = —u, = —e’ cosy — 2x + 2y v, = u, = e’ siny + 2z + 2y.

xT

Integraci prvni rovnice podle z dostavame:
v = / (—e”cosy — 2x + 2y) do = —e" cosy — 2% + 2xy + h(y).

Funkei h(y) uréime z porovnani derivace ziskané funkce v podle y s druhou podminkou:
e”siny + 2z 4+ h'(y) = v, = "siny +2x +2y = W'(y) =y* +c = h(y) =y* +c
Dosazenim funkce h(y) do v a nasledné do f dostaneme:
f(x+ jy) = e"siny + 2* + 22y — y* + 4+ j(—e“ cosy — x* + 2xy + 3 + ¢).
Konstantu ¢ uréime z podminky f(0) =4 + j3:
443j=f0)=4—j+jc = c=4.

Funkei zapiSeme pomoci proménné z = = + jy (vyuZijeme exponencidlni tvar komplexniho ¢isla)

f(2) = fle+jy) = e"siny + 2> — > + 4+ j(—e"cosy — a® + 2xy + y* +2) = —je’ + (1 +j)2° + 4+ 4j
O
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Poznamka 3.11. Pii hledani této funkce jsme mohli nejdiive integrovat podle y a funkce v by byla
urcena nejednoznaéné az na integracni konstantu g(x) a tu bychom uréili analogicky z druhé ¢asti Cauchy-
Riemannovych podminek. Pfi urc¢eni harmonicky sdruzené funkce je mozné postupovat i tak, ze integraci
obou rovnic ziskame dva tvary hledané funkce, které obsahuji neznamé funkce jedné proménné. Tyto funkce
ur¢ime vzajemnym porovnanim. Postup budeme ilustrovat na predchozim piikladu:

—e®cosy—a 4+ 2zy + h(y) + c = /—e“ cosy — 2x + 2y dx = u(x,y)
g9(x)
= /ezcosy—l— 27 4 2ydy = —e"cosy + 2xy + y* +g(x) +c
N

h(y)

Pro holomorfni funkei f(z + jy) = u(z,y) + ju(x, y) je mozné ziskat zapis pomoci proménné z také tak, ze
do funkei u(z,y), v(z,y) ,dosadime z = z, y = 0 resp. © = 0, y = —jz, je-li to mozné.

Po zavedeni elementarnich funkci je dalsi moznosti vyuziti tvrzeni, zZe vSechny holomorfni funkce s redlnou
Casti u(x,y) resp. imaginarni ¢asti v(z,y) maji tvar

Z+20 2 — %o z2+20 z2—29

1@ =20 (52T )+ v 1) =20 (5RETE) < jotamw) + €,

kde zg = ¢ + jyo je vhodné zvoleny bod a C' je redlnd konstanta.
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3.6 Elementarni funkce komplexni proménné

Polynom a racionalné lomenou funkci definujeme stejné jako v redlném oboru a maji stejné vlastnosti.
Chceme definovat i tzv. transcendentni funkce tak, aby v redlném oboru jejich definice byla stejna.
Funkce které maji polomér konvergence Taylorova rozvoje oo lze definovat jako soucet mocninné rady,

znamé z realné analyzy.
Nasledujici vyjadieni uvazujeme pro libovolné z € C.
Komplexni exponencialni funkci e* nazyvame funkci

2 X _n
s _ 1L AL F L
e =exp(z) =1+ TR +...—Zon!
Komplexni funkci kosinus nazyvame funkci
2 4 6 o0 2n
z z z z
=l-=4+—=—-—=+4...= -1)"
sz TR TR ;( ) e
Komplexni funkci sinus nazyvame funkci
3 5 o0 2n+1
) z oz z n %
sz_ﬂ_§+§+'”_z(_1) L

(3.9)

(3.10)
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Tyto funkce je mozné vyjadrit pomoci znamych realnych funkei:

"t = ¢”(cosy + jsiny) (3.11)
cos(x + jy) = cosx coshy — jsinx sinhy (3.12)
sin(x 4 jy) = sinx cosh y + j cos z sinh y. (3.13)

Navic plati kromé zndmych vzorcii z redlné analyzy nasledujici dilezité vztahy:

1, . , 1 . .
cosz = —(e/* 4+ e77%) sinz = —(e* —e™7%). (3.14)
2 27

Ptes shodnost Taylorova rozvoje maji tyto funkce ,,jiné“ vlastnosti nez v redlném oboru. Napft. funkce
e” je periodickd s periodou 27j. Pro hodnoty funkci sin z a cos z samoziejmé neplati, ze nabyvaji hodnot
pouze z intervalu [—1, 1] (pro komplexni ¢isla nema smysl mluvit o intervalech)
Komplexni funkci tangens resp. komplexni funkci kotangens nazyvame funkci

sin z Cos 2z

tgz = , kde cosz # 0. resp. cotgz=
cos z

kde sin z # 0. (3.15)

inz’

Komplexni funkci hyperbolicky sinus resp. komplexni funkei hyperbolicky kosinus nazyvame funkci

1 1
sinh z = §(ez —e ) resp. coshz= é(ez +e77) (3.16)
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Vs8echny uvedené funkce jsou na svych defini¢nich oborech v C holomorfni a derivaci jsou stejné funkce jako
v realném oboru, hovofime o tzv. zakonu permanence pravidel pro derivovani funkei komplexni proménné.
Pro mnohoznac¢né funkce je tfeba se omezit pouze na jednoznacné vétve.

7 periodic¢nosti funkce e* vyplyva, Ze inverzni funkce nemutze byt jednoznacna funkce.

Inverzni funkce k exponencialni funkci e* se nazyva logaritmicka funkce In z. To jest

Inz = {w|lw € C,e" = z}.
Tato funkce je nekoneéné mnohoznacéné a ze vztahu (3.11) 1ze odvodit hodnotu In z
Inz=1In|z| + jargz. (3.17)

Nahradime-li v tomto vztahu funkci arg z funkci Arg z dostdvame jednoznacnou funkci Ln z, kterou nazy-
vame hlavni vétev logaritmické funkce, resp. hlavni vétev logaritmu obé funkce Ln i In jsou v komplexnim
oboru definovana pro vSechna nenulova ¢isla 0 # z € C a ve shodé s aritmetikou nevlastniho bodu
In oo = o0.

Priklad 3.12. ReSme rovnici cosh z = —2 (nemé feseni v oboru redlnych ¢isel). Funkei sinh z nahradime
podle 3.16 a vzniklou rovnici rovnici pro funkci e* vyfesime, vzhledem k e* je to kvadraticka rovnice:

—2-/5

5 —sinhz=-2& (")’ 44 —1 =0 ¢ = :

e’ —e? —4+\/42+4_<
-2+5
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Prvni kofen kvadratické rovnice jsou zaporné realna disla, tedy jeho argument je (2k + 1), kde k je celé
&islo a jeho velikost je 2 4+ /5. Podobné argument druhého (kladného) kofene je 2k7 a jeho velikost je
—2 4 /5. Mnozina feSeni zadané rovnice je sjednoceni dvou mnozin:

My = {In(2+ v5) + j(2k + V)7 |k € Z}, My = {In(—2 +V/5) + j(2k + D)7 | k € Z}
Analogicky lze s vyuzitim vzorca 3.14, 3.16 odvodit i hlavni hodnoty dalsich inverznich funkei:
arcsin z = —j Lin <j2+\/1—22> arccos z = —j Ln (jz—l—\/z2 - 1) (3.18)

AR : S
arctg z = —% Ln . tjz arccotg z = %Ln j +j, (3.19)

arcsinh z = Ln (z + V22 + 1) arccosh z = Ln <z + V22— 1) . (3.20)

Necht a € C jelibovolné, potom obecnou mocninou z%, rozumime funkci
2% =elnz. (3.21)

Tato funkce z* je nekone¢né mnohoznacna a jeji hlavni vétev je definovana pomoci Ln z.
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Piiklad 3.13. Urcete funkéni hodnoty (uvazujte pouze hlavni vétve logaritmu).

1. Vypocitame j~7 tak, Ze podle (3.21) je j~/ = e 71™J Protoze argj = % a [j| = 1,je Lnj = In1+jZ,
tedy po dosazeni

4 i(—3i .
2. Vypocitame arctg(—3j) tak, ze podle (3.19) je arctg(—3j) = —‘%Lnl—{—z—gzg‘j,; = —%Ln(—2),
—J\{—9]
protoze arg (2) =7 a | — 2| = 2, je Ln(—2) = In2 + j7, tedy po dosazeni

, J(=In2 4 jm ™ In2
arctg(~3j) = L 2EIT) T 2

3. Vypoctéte arctg(j). Uvedend funkéni hodnota arctg(j) neni definovdna, nebot po dosazeni podle

. 1 .2 .
(3.19) arctg(j) = —% In 1 +‘7,2 = —% In0, coz neni definovano.
—J
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3.7 Integral funkce komplexni proménné

Zavedeni urc¢itého integralu je pro funkci komplexni v komplexni roviné mozné nahrazenim tsecky (in-
tervalu) jejim spojitym obrazem v komplexni roviné, tj. kfivkou. V dalsim se omezime pouze na tzv.
rektifikovatelné kiivky konec¢né délky.

Kfivkou rozumime kazdé spojité zobrazeni ¢ : [a,b] — C. Bod ¢(a) nazyvame pocatecnim bodem
kiivky a bod ¢(b) nazyvame koncovym bodem kiivky ¢. Mnozinu vSech bodu kfivky [¢] = {¢(t)|t € [a,b]}
nazyvame grafem kiivky .

Nulovost derivace ¢'(t) mtize ,zptisobit neexistenci tecny (p(t) = t — sint + j(= 1 — cost), t = 0),
ale také nemusi (¢(t) =t + jt3, t = 0). V geometrii se obvykle kiivkou rozumi jeji graf tj. [¢] a nalezeni
zobrazeni funkce ¢ : D, — C se zadanou mnozinou [¢| nazyvame parametrizaci kiivky.

Priklad 3.14. Naleznéte rtizné parametrizace tsecky AB, pro A, B rizna komplexni ¢isla.

Reseni. Ukézeme 4 ruzné parametrizace z nich posledni je odlisna.

1. p(t)=A+ (B— A, te[0,1]
2. p(t) = A+ (B— A)sint, t € [0,7/2]

3. o(t) =B+ (B— A)cost, t € [r,31/2
4. @(t) = A+ (B — A)sin*t, t € [0,37/2]
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Podrobnéjsi popis je takovy, Ze prvni parametrizace (standardni) je pohyb rovnomérny (konstantni deri-
vace), druhy je zpomaleny (¢'(7/2) = 0), tieti je zrychleny (¢'(7) = 0) a ¢tvrty se lisi tim, Ze pohyb zacina
v bodé A a jde do bodu B, potom se vrati do bodu A a znovu konci v bodé B. n

Standardni parametrizaci kruznice o rovnici |z — zg| = 7 je p(t) = 2o + re’t, kde t € [0,27]. Jednd se o
pohyb rovnomérny kruhovy.
Pro dvé kiivky o1 : [a,b] = C, ps : [c,d] — C takové, Ze koncovy bod prvni kiivky splyva s po¢atecnim
bodem druhé kiivky, (p1(b) = @a(c)) definujme jejich soucet @1 + ¢y jako kiivku takovou, Ze pohyb po
kiivce 1, ktery skonéi v bodé ¢;(b) pokracuje po kiivce @9 v bodé pa(c).
Jestlize splyva koncovy a pocateéni bod kiivky ¢(a) = ¢(b), nazyvame kiivku uzavienou. Kfivku nazveme
prostou, jestlize p(t1) # ¢(t2) pro vSechny body ti,ty € [a,b] spliiujici 0 < |t; — t2] < b — a. Kazdou
uzavienou prostou kfivku nazyvame Jordanovou kfivkou.

Véta 3.15. Necht ¢ je Jordanova kiivka v C. Potom plati
S =[] = Q1 UQy,
kde 1, Qs jsou neprdzdné disjunktni oblasti, jejichZ spolecnou hranici je graf krivky [¢].

Orientace krivky udava smér pohybu je tfeba fesit pfi geometrickém pojeti kiivky. Pfi mnohych apli-
kacich nezélezi na volbé konkrétniho pohybu, ale na jeho grafu [p] napt. velikost prace. Orientaci kiivky,
ktera neni uzaviend popiSeme stanovenim pocate¢niho a koncového bodu grafu [p]. U Jordanovy kfivky
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(je uzaviend a rovinu rozdéluje na vnéjsek a vnitfek) je smér pohybu dan tim, Ze pfi pohledu ve sméru
pohybu mame vnitfek kiivky po levé strané (kfivku prochazime po sméru chodu hodinovych rucicek) nebo
po pravé strané (kiivku prochdzime proti sméru chodu hodinovych rucicek). V prvnim piipadé hovoiime o
kladné orientaci a ve druhém o zaporné orientaci krivky.

Necht je dana kiivka I'(t) = z(t) + jy(t) kde t € [a,b] tedy (T : [a,b] — C). Kazdému déléni D : a =
=ty <ty- - <ty =>bsnormou déléni v(D) = nax {|tkx —tr—1]} odpovida lomena ¢ara spolu s jeji délkou.
Existuje-li kone¢né suprémum d(I') mnoziny délek vSech lomenych Car, které nazyvame délka kiivky I' a
k¥ivku ¢ nazyvame rektifikovatelnou. Specidlnim pfipadem rektifikovatelnych kiivek jsou hladké kiivky
['(t) = x(t) + jy(t), které maji na celém intervalu [a, b] spojitou nenulovou derivaci I a plati

d(T) = / () + y2(0)dt.

Po c¢astech hladké orientované kiivky jsou kone¢nym souctem hladkych kiivek.

Podobné pro konecnou komplexni funkcif(z), kivku I" : [a,0] — C jeji déleni D : a =ty < t; <
< -+ < t, = b a mnozinu bodu {7}, spliujicich 7, € [tx_1,t] pro k = 1...n definujeme integralni
soucet

o(f(2),0, D, {m}) = Y FO(m)(C(tx) = T(te-1))-

Existuje-li kone¢nd limita (lli)r)n o(f(2),T,D,{m}) uvazovana pro vSechna déleni D a mnoziny {7;}. na-
v(D)—0
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zveme ji integralem funkce f po kiivce [' a zapisujeme ji / f(2)dz. Kfivku I' nazyvame integracni cesta.

r
Nésledujici véta stanovi podminky existence integralu.

Véta 3.16. Necht I'(t) = z(t) + jy(t), t € [a,b] je rektifikovatelnd krivka a funkce f(z) je definovand,

koneénd a spojitda na mnoZiné [[']. Potom existuje /f(z)dz pro jehoZ hodnotu plati navic odhad
r

A f(2)dz

< / F(2)ldz < sup |F()|d(T). (3.22)

z€[l

Jestlize je navic I' po cdstech hladkd krivka, plati

/ f(2)dz = / SN (H)dt = / St + Gy () + jy' (B)dt. (3.23)

Definice integralu ma geometrickou povahu a dle 3.23 jeho hodnota zavisi na parametrizaci po ¢astech
hladké kiivky. Pro kiivkovy integral plati:

/(/ﬁfl( )+ ko fol2)) z_kl/fl dz+k2/f( Jdz (3.24)

T r
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/f(z)dz = /f(z)dz + /f(z)dz, kde ' =T + Ty (3.25)

/f(z) dz = —/f(z) dz kde I'y, I'y maji opa¢nou orientaci. (3.26)

Fl FQ

O ktivkach predpokladejme, ze budou po ¢astech hladké, coz nebudeme zdtraznovat.

Priklad 3.17. Vypoctéte nasledujici integraly / f(2)dz, je-li dano:
T
1. f(z) = 2", kde n je celé ¢islo a I" je kruznice se stiedem 0 o poloméru r kladné orientovand, napi.
2(t) = r(cost + jsint) = re/t, ¢t € [0, 27].

Reseni. Ovéiime, ze kiivka I' : 2(t) = r(cost + jsint) = re’* je hladka, vypoctem jeji derivace
Z/(t) = r(—sint + jcost) = jre’t a miizeme tedy poZit vzorec (3.23) Celkem tedy ziskdvame, ze
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2
jrn+1e(n+1)jt dt =

2
/z"dz:/ re™tirelt dt =
r 0

2
rtt / —sin(n + 1)t + jcos(n + 1)t dt =
0

S—

Jlt)a™ = 247 pron = —1

rn—‘—l
n+1

[cos(n + 1)t + jsin(n + 12" =0 pron # —1.

2. f(z) =€, T je Giseka s pocate¢nim bodem z; = 0 a koncovym bodem z = 2 + j.

Reseni. Nejdiive parametrizujeme tsecku podle vzorce I'(t) = A + (B — A)t, kde t € [0, 1], tedy
konkrétné
D(t)=2t+jt, kde t€[0,1] = TI'(t)=2+

Dosadime do integrélu:
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1
1
/ezdz = /e%(cost + jsint)(2 4 j)dt = / 2¢” cost — e*' sint + j (2e* sint + e* cost) dt =
0
T 0

realna i imaginarni ¢ast je souctem dvou integrall a vzdy prvni z integralii jsme integrovali metodou

per partés a nové ziskany integral se odecetl s zbyvajicim integralem, snadno provérite derivaci
1

— a2ti _
o= ¢ 1.

= [e* cost + je* sin ﬂ(l) = [e@*)1]
O]

Poznamenejme, ze zaménou pocatecniho a koncového bodu se zméni orientace kiivky a tedy znaménko
integralu. V obou ptipadech je integral roven rozdilu funkénich hodnot primitivni funkce v krajnich bodech
kiivky. Motivaci je obecné symbolicky vypocet naznacujici nezéavislost na I'(¢), ale jen na hodnotach v
koncovych bodech.

/ FEM)I(H)dt = [FT())], = F(T(b) — F(I(a))

Jestlize hodnota integralu nezavisi na konkrétnim grafu kiivky, potom integral pro dvé rizné kiivky se
spoleénym pocatecnim a koncovym bodem maé stejnou hodnotu a integral pres uzavienou kiivku vzniklou
souctem jedné kiivky s druhou opacné orientovanou je nulovy, coz obecné neplati viz predchozi priklad.
V odstavci 3.1.3 byla definovana jednoduse souvislé oblast jejimz pfikladem je otevieny kruh U.(zp) na
rozdil od prstenece P.(zp). Tento pojem je podstatny pro formulaci tzv. Cauchyho fundamentalni véty.
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Véta 3.18 (Cauchy). Necht je dina funkce f(z), kterd je holomorfni v jednoduse souvislé oblasti 2. Pak
pro jeji integrdl po kaZdé uzavrené krivce T, kterd lezi v ) plati

/f(Z)dz = 0. (3.27)

Poznamenejme, ze ,opacné“ tvrzeni je predmétem tzv. Morerovy véty:

Véta 3.19. Necht f(z) je koneénd a spojitd funkce na oteviené mnozZiné M C C. Pak funkce f(z) je
holomorfni na mnozine M prdvé kdyz, plati 3.27, pro kaZdou Joradanovu krivku ', pro niZ je intI' C M.

Disledkem Cauchyho je nezavislost na integra¢ni cesté. To znamend, pro holomorfni funkei f(z) v
jednoduse souvislé oblasti a dvé libovolné kiivky stejnym pocatecnim bodem a koncovym bodem, jejichz
grafy lezi v této jednoduSe souvislé oblasti jsou hodnoty integral pres tyto kiivky z holomorfni funkce
stejné. To umoznuje definovat k holomorfni funkei f(z) v této jednoduse souvislé oblasti 2 funkci

F(z) = / T F(O)d¢ (3.28)

a nazyvame je primitivni funkei k funkei f(z), nebot plati F'(z) = f(z). Primitivni funkce k funkei f(z)
neni uréena jednoznaéné (lisi se aditivni konstantou) a plati pro ni analogie Newton-Leibnizovy formule.
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Véta 3.20. Necht funkce f(z) je spojitda a md primitivni funkci F(z) v jednoduse souvislé oblasti €2, ve
které lezi po castech hladkd orientovand krivka I' s pocatecnim bodem z; a koncovym bodem z, potom plati

/f(z)dz = /f(z)dz = F(z) — F(z). (3.29)

Pomoci této véty lze zjednodusit vypocet integralti z holomorfnich funkei, viz Piiklad 3.17, 2):

245 " )
/ezdz = / e’dz = [e*]77 =¥ — 1.
0
T

Na Priklad 3.17, 1) uvedenou vétu pro n < —1 nelze pouzit, protoze kiivka I' je uzaviena a Cauchyho
fundamentalni vétu nelze pouzit nebof funkce je v bodé 0 neni reguldrni a navic tento bod lezi uvnitf
kruznice I'. Situaci budeme dale ilustrovat na ptikladech.
Priklad 3.21. Vypocet integrdalu komplexni funkce
Vypoctéte nasledujici integraly / f(2)dz, je-li déno:

r

1. fi(z) =cosz, I'(t) = m(2cost + 1 + j2sin2t) pro ¢t = [0, 37/2].
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Reseni. Vzhledem k tomu, Ze funkce f)(z) = cos z je na celém oboru C spojit4 a holomorfni a I'; je
rektifikovatelna kiivka, existuje integral a mizeme pouzit Vétu 3.20. S vyuzitim zadkona permanence
pravidel pro derivovani funkci komplexni proménné dostavame:

I'1(37/2) T
/cos zdz = / coszdz = [sin z] =0.
r'1(0) 3T

ry

]

2. fo(2) =1/z, T’y je tisecka z bodu z; = —1 + j do bodu z = 2+ 25 tj. napt. I'(t) = 3t — 1 + j(1 + 2t),
kde ¢ € [0, 1].

ReSeni. Pfestoze funkce f(z) = ! neni holomorfni v bodé 0 mtizeme pouzit Vétu 3.20. Zvolime-li za
oblast €2 okoli bodu 35 o poloméru 2, plati, ze dana kiivka patfi do €2 a nepatii 0, ktery je jediny, kde
funkce 1/z neni holomorfni. Muzeme tedy Vétu 3.20 v oblasti © pouzit. Musime vSak vhodné zvolit
primitivni funkei, kterou je logaritmus. Mtzeme zvolit hlavni hodnotu Ln 2z, nebot ta neni holomorfni
na zaporné ¢asti realné osy a tedy v oblasti {2 je holomorfni.

1 2+2j 4 2+42j 3 ;
/—dz:/ —dz = [an} :1n2\/§+ji—<ln\/§+j—7r) — 22—

Z 145 ? —1+j 4 4 2
r
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Véta 3.22. Necht je funkce f(z) holomorfni wonit uvvniti n-ndsobné souvislé oblasti ) a spojitd na jejim
uzdvéru. Necht je hranice oblasti Q tvorena stejné orientovanymi Jordanovymi krivkami T',T'y, ..., T,_q,
takovymi Ze krivky 'y, ..., Up 1 leZt wonitr krivky I'. Potom plati

/F f(z)de = z::i /F J)d (3.30)

Véta 3.23 (Cauchyho vzorec). Necht funkce f(z) je holomorfni uvvniti Jordanovy kiivky I’ a navic je
spojitd a konecna na krivce I', kterd je kladné orientovand. Potom pro kaZdy bod z, ktery lezi uvnitr krivky
I’ plati:

z .
/() dz =275 f(z0). (3.31)
zZ— 20
I
Dukaz. Pro libovolny pevné zvoleny bod z lezici uvnit¥ kiivky I', 2 € D = intI' definujeme funkci ¢({) =

f(O—f(2) 5
= { =z 7 ks . Nebot funkce g(¢) je v oblasti D holomorfni (s pfipadnou vyjimkou bodu z kde je spojitd),

f'(2), (==x
Ize s vyuzitim Cauchyho integralni véty odvodit / 9(¢)d¢ = 0. Z ¢ehoz plyne tvrzeni véty:
r

[0 [ LD [ 12

T

=2mjf(2).

—
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Pfi vypoctu posledniho integralu jsme pouzili Priklad 3.17 1. pro n = —1. O

Spliuje-li funkce f(z) pfedpoklady Véty 3.23 existuji integrély g,(z) = / 1©)

r(¢—2)"
G(2) = dz/ e /d(

)dc/F(CTc(f}lHdgngnm )

ktery spolu s Vétou 3.23 umoznuje obecnéjsi formulaci predchom véty.

d¢, pro které je mozné odvodit vztah

Véta 3.24 (Cauchyho vzorec pro n-tou derivaci). Necht funkce f(z) je holomorfni woniti Jordanovy
krivky I' a navic je spojitda a konecnd na krivce I', kterd je kladné orientovand. Potom pro kaZdy bod z,
ktery lezi vonitr krivky T' md tato funkce derivace vsech vddi a plati:

F(z0) = n!./ G, (3.32)

Tyto dvé véty maji vyznamné dusledky

1. Pro funkci holomorfni na jednoduse souvislé plati, Ze ma hodnoty ve vSech vniti-
nich bodech oblasti jednoznac¢né urceny hodnatami funkce na jeji hranici.

2. Navic tato funkce ma derivace vsech tadt a je mozno ocekavat jeji rozvoj v
Taylorovu fadu.
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f(2)
P(z)7

kde funkce f(z) je holomorfni a P(z) je polynom, nebot v komplexnim oboru lze tento vyjadrit jako soucin
mocnin linearnich kofenovych ¢initelti. Potom lze integral po uzaviené kiivce nahradit souctem integral
po krivkach, které budou obsahovat pouze jeden kofen polynomu ve jmenovateli uvazované funkce a ktery
je vnitinim bodem kfivky. Tyto integraly lze spocitat pomoci Véty 3.23.

Tato véta spolu s Vétou 3.22 umoznuje vypocet integralti po uzavienych k¥ivkach z funkci typu

coshzdz | . . [ .
5, Je-li I kladné orientovana kruznice

Priklad 3.25. Pomoci Cauchyho vzorce vypoctéte / ——
2(22 + 4n?)

r
se stfedem 277 o polomeéru 7.

Reseni. Polynom lze rozlozit z(2? 4 47%)? = z(z+2mj)%(z — 275)2. V kiivce I lezi dva kofeny jmenovatele
z =0 a z = 2mj. MZzeme volit dvé kiivky I'; jako kruZnici se stfedem v bodé 0 o poloméru 1/2 a kiivku
['; jako kruznici se stfedem v bodé€ 275 o poloméru 1. Podle Véty 3.22 plati:

/ cosh zdz / cosh zdz +/ cosh zdz
2(22 4+ 47m2)2 | 2(22 + 47?)? 2(2% + 4n?)?

r I I

cosh z »
5: Cislo 20 =0 a

V prvnim integréalu je funkei f(2), ktera je pouzita ve Vété 3.23, funkece f(z) = m
z T

tedy f(0) = 6"
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h
V druhém integralu uzijeme Vétu 3.24 s tim Ze, zde dosadime f(z) = LZ,, n =1, zog = 2mj, tedy
2(z + 2mj)?
inh 2 4 27j) — cosh 3 21y —
£ — przy = S0 (2) (22 + 2 7)) cosh Ef)( 2t2mj) £(2mj) = 1. Celkové tedy dostévéme
22(z+27j) 327

/ e“dz / e*dz n / e*dz o 1 1 J
_—_—mm —_—mmm —_—_—mmmm Tr —_— = .
2(2% + 4n?)? 22 ran?)? ) (a2 Y\ T6rt T 3201 ) T 1678
r

Iy Iy

3.8 Rady v komplexnim oboru a singulirni body

Véta 3.26. Necht funkce f(z) je holomorfni v bodé zy. Pak existuje otevieny kruh U(zy, R) (R > 0)
takovy, Ze pro kazdy bod z € K (29, R) plati:

_Oo — )" e a _f(n)(zo)_ 1 f(Z) 5
f(z)—nzzoan(z )", kde ay = =5 = 2wj1/(z—zO)”+1d (3.33)

al, =z +red |t €[0,2n] je kruZnice se stredem zy o poloméru r, pro ktery plati 0 < r < R.
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1
Piiklad 3.27. Rozviite racionalné lomenou funkei f(z) = —————— v Taylorovu fadu se stfedem

(z—2)(z—3)

2’0:0.

Reseni. Danou funkci lze rozlozit na soudet parcialnich zlomkt, které interpretujeme jako soucet geome-
trické fady konvergujici pro |z| < 2:

11 > 1
(2—2)(z—3) 2—-2 z2-3 21— Z(2n+1_3n+1>

z
2 n=0

Uvedenou funkei je mozné vyjadrit jako soucet fady i v dalsich oblastech komplexni roviny.

1 1
2 < |z|] < 3: prvni zlomek upravime P Rk 2 2 = —— Z ( ) a celkové dostavame
oo [ -1 oo
1 1 1 1 2" 2" 2" 2"
(z—=1)(z—2) 1-—z 31—2z/3 _;Z”J"l _;3”“ B _n:Z_OO 2n-1 _;3"“'

Poznamenejme, Ze prvni geometrickd fad konverguje pro 1 < |z| a druhd pro |z| < 2.
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00 00 -1
1 1 1 1 1 2" 3" on-t 4 gn-t
3<z|: —————— = —- - = — = — ) 2"
2 (z—1)(z—2) zl—2/z+21—3/z nz%z”“ +nz%z"+1 nZ@( 6n-t :
Pro konec¢na komplexni ¢isla zg, a,, € C, kde n je celé ¢islo, nazyvame vyraz
Z an(z — 20)", (3.34)
n=-—00

Laurentovou fadou se stfedu v bodé zy a tato rada konverguje v bodé z, jestlize konverguji soucasné obé

] -1 oo
v a—n ’ A ;7 7 7 vz
fady E an(z — 20)", E an(z — 29)" = E —— . Prvni resp. druhd fada se nazyva regularni cast
n=0 n=—oo n=1 (Z - ZO)

resp. hlavni ¢ast Laurentovy fady a jeji souctem je soucet obou jejich c¢asti.

Véta 3.28. Funkce f(z) je holomorfni na prstenci P.gr(z) prave, kdyz pro kaZdé z lezici v tomto prstenci,
lze f(z) vyjadrit jako soucet Laurentovy tady

F)= Y an(z—z)" (3.35)
Pro koeficienty a,, navic plati:
_ 1 f(§)d¢
fin = 27 / (€ — zo)+t (3.36)
r
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kde T" je libovolnd kladné orientovand kruznice se stredem v bodé zy a polomérem T takovym, Zer <7 < R
a bod zy je jejim vnitrnim bodem.

3.8.1 Singularni body a jejich klasifikace

Necht je f(z) holomorfni funkce v prstencovém okoli P.(zg) bodu 2 a soucasné neni holomorfni v bodé 2.
Potom fikdme,ze bod zj je izolovanym singularnim bodem funkce f(z).

Bod 0 neni izolovanym bodem funkce In z, protoze In 0 neexistuje a neni izolovanym bodem jakékoli
jednoznacné vétve funkce /2

Véta 3.29 (L’Hosptalovo-pravidlo). Necht funkce f(z), g(z) jsou holomorfni na prstencovém okoli
P.(z) (r>0) a plati f(z0) =0, g(20) = 0, potom existuji obé ndsledugici limity a plati:

lim /) = lim J) (3.37)

= g(d) 0 g(2)

Klasifikace singularnich bodu

Pro izolovany singularni bod a jeho Laurentiiv rozvoj na néjakém ryzim okoli tohoto bodu miize nastat
jedna ze tii nasledujicich moznosti
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1. Hlavni ¢ast Laurentova rozvoje je identicky rovna 0, potom existuje kone¢na limita lim f(z) a po
Z—20
dodefinovani funkéni hodnoty f(zp) = lim f(z) je funkce v tomto bodé holomorfni. V tomto pfipadé
Z—20
hovofime o odstranitelné singularite.

2. Hlavni ¢ast Laurentova rozvoje ma pouze konecény pocet nenulovych koeficientd a,, # 0 a plati
lim f(z) = co. Siguldrni bod potom nazjvame pélem a absolutni hodnotu nejmensiho indexu nenu-
lového koeficientu hlavni ¢asti Laurentova rozvoje se nazyva rad pdlu.

3. Hlavni ¢ast Laurentova rozvoje méa pouze koneény pocet nenulovych koeficientti a, # 0 a potom
k libovolné zvolenému ¢islu L € S lze nalézt posloupnost {z;}72, takovou, ze plati klim 2r = 20 a

— 00

soucasné lim f(z,) = L. V tomto pfipadé hovoiime o podstatné singularité.
k—o00

Priklad 3.30. Pro uvedené funkce urcete izolované singularni body a pomoci Laurentova rozvoje provedte
jejich klasifikaci

1—cosz
) () =
- : : (=) - :
Reseni. Funkce cosz je definovana jako fada cos(z) = Z W celkové je Laurentiiv rozvoj ve
n)!

n=0
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114
tvaru
1 . i (71)77.2271 S (71)n+122n
1 — cos z = (2n)! = (2n)! & (_1)n+1z2n72 1 (_1)n+122n72
R R Ty RS
n=1
Nejmensi nenulovy koeficient (pro n = 1) je ag = 3, proto je bod z = 0 odstranitelnou singularitou. [
sin z
) 1) =
- 0 (_1)n22n+1
Reseni. Funkce sin z je definovana jako fada sin(z) = Z T celkové je Laurenttiv rozvoj ve
n)!
n=0
tvaru
) (_1)n22n+1
sin z nZ:O @t i (—1)nz?n1
22 22 B (2n)!
n=0
Nenulovy koeficient pro nejmensi index (pro n = 0) je a_; = 1, proto je bod z = 0 pélem fadu 1. ]

3) f(2) = exp (1)

z
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[e.9]

_ 1 n
Reseni. Substituci t = ~ do rozvoje e = Z = dostaneme Laurentiv rozvoj:
z n!
n=0
1 — 1 1 1

exp|—| = =1+-+---+ +... 3.38
P <z) HZ:O nlzn z nlzn (3:38)
a bod z = 0 je podstatnou singularitou. O

Provadeét klasifikaci singularnich bodu pomoci Laurentova rozvoje miize byt naroéné (napft. pro prevra-
cenou hodnotu funkce z 3.30 2), proto ukazeme i jiny postup, zaloZeny na pojmu nulovy bod holomorfni
funkce a jeho nasobnosti.

Rekneme, Ze bod 2y je nulovym bodem holomorfni funkce f(z) (v n&jakém okoli U(z)), jestlize f(zo) = 0,
navic fekneme, ze bod 2y je n-nasobnym nulovym bodem, jestlize plati

flz0) = fl(z0) = -+ = f" D (2) =0, f™(z)#0. (3.39)

Pro bod zp, ktery neni nulovy zavedeme nasobnost 0.
Pomoci Taylorovy fady holomorfni funkce f(z) lze ukézat, Ze bod zy € C je n-ndsobnym nulovym
bodem holomorfni funkce f(z) pravé kdyz, v néjakém okoli U(zy) lze funkei f(z) vyjafit ve tvaru

f(2) = (2 = 20)"F(2), (3.40)
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kde funkce F'(2) je holomorfni v bodé zy a nenulova. Je-li v néjaké oblasti funkce f(z) podilem holomorfnich
funkei tj. f(z) = %, potom v této oblasti mé funkce f(z) singularni body (nejsou podstatnymi singu-
laritami) pouze v nulovych bodech z, funkce 1(z) a f4d pdlu stanovime jako rozdil ndsobnosti nulového
bodu zp funkce 1(z) minus nasobnost nulového bodu zy ¢(z). Je-li tento rozdil roven 0, je v tomto bodé
odstranitelna singularita.
Uvedeny postup provérime na vyse uvedeném prikladé 3.30:
l—cosz  ¢(2)
2 ()
nasobnosti. Pro funkci ¢(z) je ndsobnost 2 ziejma. Pro funkci ¢(z) urc¢ime jeji derivace ¢'(z) = sinz a
¢"(z) = cos z. Protoze plati ¢/(0) = 0 a ¢”(0) = 1 ma funkce ¢(z) bod z = 0 nulovym bodem nésobnosti

2 a tedy uvazovany rozdil je 0, coz znamenad, ze bodé z = 0 je odstranitelna singularita.
sin 2z

Pro funkci f(z) = dostavame v bod& z = 0: ¢'(0) = cos0 = 1 # 0, ¥(2) = 2° ma bod z = 0
z

nulovym bodem néasobnosti 5 tedy bod z = 0 je pélem nasobnosti 5 — 1 = 4.

Uvazme funkci f(z) = . Obé funkce maji bod z = 0 nulovym bodem. Urcime jejich
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3.9 Rezidua a jejich uziti

1
Ze vzorcu 3.36 vyplyva, ze koeficient a_; = 57 / f(2)dz umoznuje ur¢it hodnotu integralu, proto za-
)

T
vadime pojem reziduum funkce f(z), ktera je holomorfni v néjakém prstenci bodu zq, jako koeficient a_;
(o9}

Laurentovy fady f(z) = Y. a,(z — 20)" a piSeme rez f(z) = a_;.
z2=20

n=—oo

Véta 3.31 (reziduova, Cauchy). Necht Q je jednoduse souvisld oblast neobsahujici co a I' uzaviend
kladné orientovand krivka leZici v této oblasti a vnitiek této mnoZiny oznacime I'. Necht komplezni funkce
f(2) je holomorfni uvniti oblasti 2, s pFipadnou s vgjimkou koneéného poctu bodi z1,zs, ..., 2, 2z nichZ
Zadny nelezi na krivce I'. Pak plati:

/f(z)dz =2mj Z rez f(z). (3.41)
2=z
T zr €l
Pro efektivni vyuziti této véty uvedeme stanoveni rezidua v pélu:
Véta 3.32. Necht je ddna funkce f(z), kterd md v bodé zy pdl Fadu m, plati:

vez £(2) = —— lim L[ — 20 f(2)]. (3.42)

2=z (m — 1)l 2520 9zm~1
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Jednda-li se o pol pruniho Tddu, pak se dany vzorec zjednodusi:

rez f(z) = lim (2 — 2¢) f(2), (3.43)
Z=Z20 Z—20
V pripadé prostych pold mizeme vypocet rezidui u funkce, ktera je podilem dvou holomorfnich funkeci
realizovat pomoci nasledujici véty.
Véta 3.33. Necht f(z) = %, kde funkce p(z) a 1(z) jsou holomorfni v bodé zy a plati ¢(zy) # 0,
2
¥(z0) = 0, ¢¥'(20) # 0. Pak md funkce f(z) v bodé zy pdl pruniho tddu a reziduum lze urcit ze vzorce

rez f(z) = (3.44)

2=20 W' (20)

Tato véta je diisledkem pfedchozi véty 3.32 a sice pouzijeme-li vzorec 3.43 a limitu vypocteme pomoci

. TV , 1. z 1
soucinu limit, pricemz plati lim = —— =

=0 P(z)  Y(z0)
Priklad 3.34. Vypoctéte rezidua funkce f(z)

) cosh z
2(22 + 4m?)?
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Reseni. Funkce je ve tvaru podilu holomorfnich funkei, proto jejimi singularnimi body jsou nulové body
funkce ve jmenovateli:
z = 0 je pdl prvniho fddu a z = £27j jsou poly druhého fddu a mutzeme pouzit vzorec 3.42. Pro
reziduum 2z = 0 je m = O:

cosh z ) cosh z 1

20 2(22% + 4m2)? — % (22 4 4m2)? ~ 16m%

Pro rezidua z = £27j je m = 2:

e? ) (2 F 2mj)%e” ) cosh z !
st 2(22 + 4m?)? ==y (2(22 + 47r2)2) T oy (2(22 + 27rj>> a
fim sinh (z) (22 +27j) — cosh (2) (32 + 27 ) _ _iﬁ‘i,
Z—+2j 2(z+275)° 32

sin z

2) f(2) =

Reseni. Funkce sin(z) ma bod z = 0 nulovym bodem f4du 1 a funkce 2°> ma bod z = 0 nulovym bodem
fadu 1, proto ve vzorci 3.42 volime zy = 0 je m = 1:

22

sinz . zsinz . cos(z)
rez = lim =
2=0 22 z—0 22 z—0 1
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Pti vypoctu této limity jsme pouzili L’Hospitalovo pravidlo.
Poznamenejme, ze vysledek je ve shodé s definici rezidua a Laurentovym rozvojem této funkce viz

priklad 3.30 1). O
1—cosz
3) f(z) = 1

Reseni. Funkce je ve tvaru podilu holomorfnich funkci, proto jejim singularnim bodem je nulovy bod
funkce ve jmenovateli z = 0, ktery je p6l druhého fadu, nebot z = 0 je nulovy bod funkce 1 — cos z
druhého fadu a nulovy bod ¥adu 4 funkce z* a miZeme pouzit vzorec kde zy = 0 je m = 2:

! .
1——cosz . 1——cosz . zsinz+2cosz — 2
rez——— = lim | ———— | =lim
z=0 Z4 z—0 2

z z—0 23

Pfi vypoctu této limity uzijeme opakované L’Hospitalovo pravidlo.

. zZsinz -+ 2cosz — 2 . zZcosz —sinz . zsinz
lim =]lim———— = Ilim
z2—0 23 z2—0 322 z—0 62

COs z

4) f(z) = cotgz = 2
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Reseni. Funkce tgz = 32 md pdly prvniho fddu v nulovych bodech funkce sin z, které urcime ze

vztahu sin(z + jy) = sinx coshy — j cos x sinh y vyuZijeme pfitom coshy > 0, sinhy =0 < y = 0.

0 = Resin(z + jy) =sinxcoshy = sinx =0 < x = kr
0 = Smmcos(kr)sinh(y) = (—1)"sinhy = sinhy = 0 <
S y=0,

Tedy nulové body komplexni funkce cotg z jsou stejné jako nulové body realné funkce sinx, tj. z;, = kn
a funkce cotg z ma spocetné mnoho singularnich pélia prvniho fadu. K vypoctu rezidui v téchto pdlech
je vhodné pouzit vzorec (3.44):

oS 2 cos(k)
rez cotgz = —; = =1.
2=k (sin z)/ cos(km)

z=km

]

Rezidui je mozné vyuzit pfi vypoctu integralu z funkce komplexni proménné s izolovanymi singuldrnimi
body po uzaviené krivce. K tomuto vypoctu pouzijeme Cauchyho reziduovou vétu 3.31. Postup predvedeme
na prikladeé.

Priklad 3.35. Vypoctéte nasledujici integraly pomoci rezidui podle véty 3.31.
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cosh zd
1) / #, je-li I kladné orientovana kruznice se stfedem 275 o poloméru 7.
2(22 4 4n?)?

T

Tento integral je v textu jiz spocitany viz ptiklad 3.25.

cosh zdz
2(2%2 4 4n2)?
z = £2mj. Uvniti kiivky T' jsou body vyhovujici rovnici |z — 27j| < 7. Body z = 0 a z = 27j jsou
uvnitt, nebot |0 — 27j| = 2 < 3 a |21 — 27| = 0 < 3, naopak bod z = —27j lezi vné kruznice, protoze
| — 2mj — 27| = 4w > 7. Proto uzitim véty 3.31 dostavame

Reseni. Podobné jako v citovaném piikladé je t¥eba uréit singularni body funkce z =0,

/ cosh zdz o cosh z N cosh z o 1 1 J
————————— =2nj(rez——— =+ 1rez ————— | =27 - | = =
2(22 + 4m?)? T\ 2(22 4+ 4m?)2  2=2j z(2? + 47?)? I\ 167% ~ 3274 32m3

r
Poznamenejme, ze vyse uvedena rezidua byla vypoétena v piikladu 3.341). O

1
2) / exp (— dz, kde je kruznice zaporné orientovana.
z
|z]=1
Reseni. I v pfipadé, Ze kiivka je zaporné orientovéna je mozné pouzit vétu 3.31 a opacnou orientaci
)

1
krivky kompenzovat zménou znaménka integralu. V daném ptipadé ma funkce exp (—) jediny singularni
z
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bod z = 0, ktery je vnitinim bodem kfivky. Reziduum v tomto bodé urc¢ime z Laurentova rozvoje (3.38)
1 1
v prikladée 3.30 rez exp (—> =1 a tedy / exp (—2> dz =27y O
z= z z
z|=1
3.9.1 Uziti rezidui pri vypoctu realnych integrali

P1i vypoctu nékterych urcitych integrali realné funkce vlastnich i nevlastnich lze s vyhodou vyuzit integralt
funkce komplexni proménné. Situaci budeme ilustrovat pouze na dvou typech.
2
Vypocet integrala typu / R(sint, cost)dt.
0

Plz,y)

Q(z,y) ,

ktera je ekvivalentni s podminkou Q(z,y) # 0 pro z? + y* = 1. Integral / R(sint, cost)dt prevedeme
0

Necht je funkce R(z,y) = je racionalni funkei spliujici podminku Q(sint, cost) # 0 pro t € [0, 27],

substituci z = exp(jt) pro, kterou lze s vyuzitim vztaht 3.14 odvodit
2—1/z 22-1 24+1/z  22+1
- / = cost = + / = +

sint = . )
29 27z 2 2z
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. ) 221 2241\ dz L. , , N .
na integral / R 55 2 —, ktery je integralem z funkce komplexni proménné pies kladné
jz z Jjz
|z|=1
orientovanou kruznici se sttedem v poc¢atku o poloméru 1 a ktery miizeme vy¢islit pomoci Cauchy reziduové

véty 3.31. Celkové dostavame:

2 2 2 2 2
-1 1\ d 1 —1 1
/ R(sint, cost)dt = / R : 7 & o E rez R | : 7
0 2j% 2z Jjz [T 27z 2z
k

j2i=1

dt

kd +1.
a? —2asint + 1’ cas

2w
Priklad 3.36. Vypoététe/
0

Reseni. Jmenovatel a? — 2acost + 1 upravime na tvar (asint —1)? 4 (acost)? # 0, nebof cost = 0 = t =
= /27 /2+ k7 a pro druhy s¢itanec plati asin(m/2+k7r) —1 = +a — 1. Tedy integrél je vlastni a substituci
dostaneme:

/27r dt _/ 1 m_/‘ dz B
o a>—2asint+1 Fa2—2a%+1jz_ r(@+1Djz—a(z2-1)

dz . 1
/r e = 2 e

|Zk‘<].
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Protoze funkce ma pouze dva jednoduché pdly aj, j/a, v nichz se rezidua lisi pouze znaménkem:

1
(j—az)(z—aj)

1 —J 1 J
z=aj (j —az)(z —aj) 1—a? e=jfaa(t —z)(z—aj) 1—a®

a uvnitf jednotkové kruznice lezi pouze jedno reziduum dostévame pro a # 0 (pro a = 0 mé evidentné
integral hodnotu 27) hodnotu integralu:

/27r dt _ 2msgn(a® —1)
0

a2 —2asint +1 1—a?

Vypocet nevlastnich integrala typu / f(x)dz

Véta 3.37. Necht je funkce f(z) holomorfni ve vSech bodech komplezni roviny s nezdpornou imagindrni

casti s pripadnou vyjimkou konecného poctu poli z1, . .., z, a steynomeérné plati: Zli_)rgo z2f(z) = 0. Potom
0<Arg 2<7
plati

lim f dr = 27y Z rez f

a—00 2=z
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© 22dx
Priklad 3.38. V Ctét -
rikla ypocee/_oox4+16

Reseni. Integral konverguje a integrovana funkce spliiuje predpoklady véty 3.37 tj.
2

zz
1. 1 =1 = 0.
Jm 2f(2) = m 5
2
2. Funkce I j_ 16 je holomorfni s vyjimkou prostych pdli, které jsou koieny rovnice z* + 16 = 0, tedy
z

z = /=16 = {z|z* = =16} = {z]z = 2exp(jy), kde 4p = 7. Proto méa integfrovana funkce pouze
dva pély s kladnou imagindrni ¢asti 2; = 2exp(jr/4) = (1 +j)V2 a 2 = exp(j37/4) = (=1 + j)V2.

Rezidua v téchto prostych pdlech uréime pomoci véty 3.33:

22 22

oy _ 2 (1425 + 5%)2 +4; (1 —5)V2
=(lev2z 24+ 1 423 :

vz AEL 37372+ %)2v2 8V2(F2 +2)) 16

Pomoci véty 3.37 vypocteme:

A1 6 4

/°° (22 4+ 1)dx 5 ,2—j\/§ B 7r\/§.

—00
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Maplety
Kliknutim na néasledujici odkazy si lze pomoci mapleti procvicit tato témata:

Nalezeni funkénich hodnot funkci komplexni proménné.

Vykresleni grafti v komplexni roviné funkci zadanych parametricky.
Urceni realné a imaginarni ¢asti funkci komplexni proménné.
Hledani druhé slozky holomorfni funkce.

Urceni singularnich bodt funkce komplexni proménné.

Vypocet rezidui v pdlech racionalnich lomenych funkci komplexni proménné.

N Tk W

Kresleni integracnich cest funkci komplexni proménné.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/funkcniHodnotyKomplFunkci.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/paramKrivka_MA2.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/ReImFunkci.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/holomorfniFunkce.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/singularniBody.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/reziduaVPolech.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/kresleniIntegracnichCest.html
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4  Operatorvy pocet

Zejména v technické praxi je pouzivan tzv. operatorovy pocet, kdy néjaka matematicka tiloha, napt. inte-
grodiferencialni rovnice, je pomoci operatoru (obvykle integralni transformace) transformovana na tlohu,
ktera je z matematického hlediska jednodussi. Tuto pretransformovanou tlohu vyfesime a pomoci opac¢ného
postupu k ptivodnimu operatoru nalezneme feseni ptivodni tulohy.

transformovana rovnice aplikace operétoru

integrodiferencidlni rovnice
obvykle algebraicka

jednodussi postupJ/ J{klasicky postup

feSeni transformovaného problému —— feSeni puvodniho problému
Inverzni operator
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V ramci tohoto postupu budeme pracovat i s objekty, které popisuji ,,mezni“ situace v technickych aplikaci,
jako jsou néaraz, proudovy impuls, pro které je charakteristické predani nenulové energie v prakticky nulovém
case. Tyto jevy nelze popsat pomoci klasickych funkci. V dalsim bude probran nejtypictéjsi zastupce tzv.
zobecnénych funkci. V dalsim se vyhneme abstraktnimu pristupu pii zavadéni tohoto pojmu. Pouzijeme
postup analogicky pfi mozném rozsifeni racionalnich ¢isel na ¢isla realna. Kazda iracionalni ¢islo mtzeme
ztotoznit s néjakou posloupnosti ¢isel racionalnich. Nejznaméjsim prikladem je definice ¢isla e pomoci

limity:
) "
° = (Hﬁ> |

4.1 Diracova zobecnéna funkce 4(t), zobecnéna derivace

Zacnéme jednodussi otazkou - jak definovat derivaci k funkci, kterd ji nema vsSude definovanou. Jako
prototyp ndm mize slouzit absolutni hodnota [t|. Z jistého tihlu pohledu muZeme chépat za tuto derivaci

funkei sgn(t), nebot plati
t
t] = / sin(u)du.
0

Nyni se zabyvejme otazkou, jak postupovat u nespojitych funkci? Jako prototyp nespojité funkce uva-



4.1 DIRACOVA ZOBECNENA FUNKCE §(t), ZOBECNENA DERIVACE

130

zujme Heavisideovu funkei jednotkového skoku 7(t), které je definovana:

0, proax <O0;
n(t) =4 3, proz=0;
1, proxz>0.

Tuto Heavisideovu funkci miizeme povazovat za limitu spojitych funkei F, () tj, plati

n(t) = lim F,(t).

n—oo

Kde funkce F,,(t) jsou definovany takto:

0

prot < —1/n;
g(t—%—%), pro —1/n <t <1/n;
1, pro 1/n <t.

Funkce F),(t) jsou spojité a maji a ve vySe uvedeném smyslu maji derivaci:
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Provedenim obvyklého limitniho pfechodu neni mozné ziskat obvyklou funkci.
Motivaci je definice iracionalnich cisel

n—oo n—oo n—o0

, n\" """t 1 1
e=Ilim 1+ — = lim (1+ — =liml+—+---4+—.
n n 21 n!

Podobné posloupnost obdélnikovych kmitt f,(¢) neni jedinou posloupnosti funkei, které jsou derivaci funkei
majicich za limitu Heavisideovu funkci jednotkového skoku. Stru¢né jsou uvedeny nékteré z nich:
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Dirichlet
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Jako zobecnéni téchto posloupnosti zavedeme pojem jehlové funkce. Necht spojita piip. po ¢astech
spojité funkce 6(¢, \)splituje:

1. 6(t,\) =0 pro [t| > A;
2. §(t,\) > 0 pro [t| < A

3. /Oo S(t, \)dt = /_A S(t, \dt = 1,

—00 A

potom se nazyva jehlova funkce. Klasicka limita iin(l) d(t, \) neexistuje, proto uvazujme limitu
—

b 0), pro ab < 0;
lim / s a = TO P
A=0Ja 0, pro ab > 0.,

Definice 4.1. Zavedme oznaceni

lim /  H0)5(t N = /  Fos(a. (4.1)

A—0

Zde uzity symbol §(t) nazyvame Diracovou distribuci, Diracovym impulsem. Je tzv. zobecnénou funkei,
charakterizujici limitni chovani jehlové funkce 0(¢, A) pro A — 0 a uziva se pfi vypoctu integrala.



4.1 DIRACOVA ZOBECNENA FUNKCE §(t), ZOBECNENA DERIVACE 134

Pro Diracovu distribuci 6(¢) a spojitou funkei f(t) plati
/ f()3(t — to)dt = / f(#)d(to — t)dt = f(to) (4.2)

Vztah mezi Diracovym impulsem, Heavisideovou funkci 7(t) a tzv. identickou funkci () je dan vztahy:

t 1 prot>0 t t prot>0
| strio =it - , | wers = vio) - .
—00 0 prot<0 —00 0 prot<O
Diracovu distribuci povazujeme za derivaci Heavisi-
deovy funkce jednotkového skoku, podobné jako tuto ! G
povazujeme za derivaci identické funkce v (t). Tj.

V() =1'(t) = 4(2). —1/ it}

a0

£
L

Situaci ilustruje obrazek vpravo
Toto je motivaci pro zavedeni zobecnéné derivace funkci, které jsou po ¢astech spojité spolu s derivaci. Ma-li

funkce f(t) v to bod nespojitosti prvniho druhu, potom plati f(t) = 1(t) + (tlignJr f(t)— tlign FE))n(t—to),
—10 —tlo—

kde funkce ¢(t) ma v ty odstranitelnou nespojitost a je mozno ji v bodé t, dodefinovat tak, ze bude spojité.

Zobecnénou derivaci f!(t) 1ze 1ze potom vyjadfit ve tvaru distribuce

Jo(e) = 0/ + (Jim, F(6) = Tim ()3t~ to) (43)
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kde ¢'(t) je derivaci klasickou, pokud tato existuje.
Uvedeny postup koresponduje také se zavedenim derivace zobecnéné §(t). Méa-li funkce f(t) derivaci
f'(0) dostavame

: ’ 6(t+h)—0o(t) ,  J—f'(0) pro0e(a,b)
}ngg)/a /) h = {O pro 0 & (a,b)

Necht funkce f(t) ma f'(to) potom zavedeme oznaceni

h—0

lim / fny ot h})L_ Oto) gy / FIO (¢t — to)dt = —f'(k). (4.4)

Zde uzity symbol &' (t) nazyvame derivaci Diracovy distribuce. Analogicky zavadime n—tou derivaci Diracovy
distribuce.

b (n—1) _ D) b _qyn ) 10 0 € (a
}lg(l)/a f(t)5 (t°+h}1 0 (to)dt:/af(t)é(”)(t—to)dt:{(() 1" k) ErOSZEajzi' (4.5)
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4.2 Fourierovy trigonometrické rady

4.2.1 Periodické a harmonické funkce

Rekneme, ze funkce f(z) je periodickd s periodou T, jestlize plati f(z +T) = f(z) Va € R. Specidlnimi

b ) ¥l x

Obr. 4.1: Periodicka funkce

periodickymi funkcemi jsou harmonické funkce.
Realna harmonicka funkce se nazyva kazda realnéa funkce, kterou je mozné zapsat v tzv. fazovém tvaru

f(t) = Fcos(wt+¢), kde —oo<t< 0. (4.6)

Je zfejmé, ze harmonicka funkce f(t) je jednozna¢né uréena trojici parametri F', ¢ a w, které jsou postupné
nazyvany amplituda,pocatecni faze a frekvence harmonické funkce.
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Dale se budeme zabyvat moznosti vyjadrit periodickou funkci pomoci funkci harmonickych se stejnou
periodou. Harmonickou funkci mizeme kromé zakladniho tvaru f(t) = F cos(wt + ¢) vyjadrit také jako
linedrni kombinaci funkei a,, cos(wt) + b, sin(wt) nebo s vyuzitim Eulerovy identity v komplexnim tvaru
¢ exp(jwt) + ¢, exp(—jwt). Linedrni kombinace harmonickych funkei jsou zakladem Fourierovych trigono-
metrickych fad. Tyto fady a vzorce jsou spojovany se jménem francouzského matematika a fyzika Josepha
Fouriera.

4.2.2 Fourierovy trigonometrické rady

Definice 4.2. Necht je funkce f(¢) integrace schopna na intervalu [, 6 + T']. Ozna¢ime w = 27. Potom
radu ~
% + ; a,, cos nwt + by, sin nwt (4.7)

nazyvame Fourierovou trigonometrickou radou funkce f(t), kde konstanty a,, b, jsou uréeny vztahy

2

0+T 0+T
o = % /9 F(t)cos (nat)dt - b= 2 /9 F(#) sin (nwt) dt (4.8)
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a nazyvaji se koeficienty Fourierovy fady funkce f(¢). Tuto fadu je mozné vyjadiit v tzv. komplexnim tvaru
Fourierovy rady:

e ) 1 0+T
Z cne’™" kde ¢, = T/ f(t) exp (—jwnt) dt. (4.9)
n=-—oo 6
nebo tzv. fazovém tvaru Fourierovy fady:
% + Z F, cos(nwt + ¢,,), kde 2c_,, = F,e’*" (4.10)
n=1

Poznamka 4.3. F,, je modul a ¢, je argument komplexniho ¢isla 2¢_,, dale jsou jednotlivé konstanty
svazany vztahy

Fo = lan — jbn| o0 = Arg(a, — jb,)
a, = F), cos v, b, = —F,sin p,
ay = Cp +C_p, by, = jlcn — c_y)
Qn, _jbn Qn +]bn
Cp = ——— Cp=—.
2 2

(oo} .
sin nt

Soucet fady s(t) = Z ]

n=2

neni Fourierovou fadou zadné integrovatelné funkce na intervalu [0, 27].
nn
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Funkci nazyvame po castech spojitou na uzavieném intervalu, je-li mozné tento interval rozdélit
konecnym poctem bodl ti,t,,...,t; tak, ze na kazdém z téchto intervali je spojita a existuji konecné
jednostranné limity v bodech t; proi = 1,. .., k. Dale funkci nazyvame po ¢astech monoténni na uzavieném
intervalu, jestlize je mozné tento interval rozdélit konecnym poctem bodid tak, ze na kazdém z téchto
intervalli je monotoénni.

Definice 4.4. Rekneme, Ze funkce spliiuje na uzavieném intervalu Dirichletovy podminky, jestlize je
tomto intervalu pocastech spojita a pocastech monoténni.

Véta 4.5. Necht funkce f(t) je periodickd s periodou T a spliiuje Dirichletovy podminky na libovolném in-
tervalu délky T, potom Tada na pravé strané vztahu (4.7) resp. (4.9) resp. (4.10) (kde Fourierovy koeficienty
jsou definovany vztahy (4.8) resp. (4.9), resp. (4.10) konverguje pro kaZdé t a jeji soucet je roven

1. f(t) v kazdém bodé spojitosti t funkce f(t)

1 1
2. —(ft)+ f(ty)) == ( lim f(t+h)+ lim f(t+ h)) v kazdém bodé nespojitosti t funkce f(t).
2 2 \ h—0- h—0+
. _t7 pro te [077T)7
Piiklad 4.6. Sestrojte Fourierovu fadu funkce f(t) = pro t € [0, 27|, ktera

2 —t, prot € [m, 2x].
ma periodu 7' = 2.
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Reseni. Pro zjednoduseni vypoc¢tu koeficientii plati pro periodické pokracovani (dodefinovani zadané
funkce i do zbyvajich intervalt tak a vznikld funkce byla periodicka se zadanou periodou), Ze v inter-
valu [—m, 7) je definovéana jako funkce f(¢) = —t. Pro tuto funkci v v intervalu [—m, 7) volime konstanty do
vyse uvedenych vzorclt: w = g—: =1, # = —=. Navic tento posun upozorni na skutec¢nost, ze zadana funkce
je licha s vyjimkou izolovanych bodi (2k + 1)7. Toto umozni snadny vypocet koeficientt a,,:

2 ™

a, = — —tcosntdt =0,

2 J_.
nebot integrovana funkce je soucinem liché a sudé funkce a tedy je liché. Jak je zndmo z predmétu BMA1
je integral z liché funkce na symetrickém intervalu nulovy. Povsimnéme si, Ze i pfi vypoctu koeficientt b,
dojde posunutim intervalu integrace ke zjednoduseni, nebot integrujeme pouze v jednom intervalu a nikoli
ve dvou:

b, = — —tsinntdt = —

2 [T 2 [tcosnt sinnt|” (=1)"2
2 J_. m 0

n n? n
Funkce f(t) spliiuje Dirichletovy podminky podle véty (4.5) fada

konverguje a plati:
i 2(—1)"sinnt

n=1
s vyjimkou bodt nespojitosti (2k + 1)7 kde je soucet roven hodnoté 7. Na nésledujicim obrazku jsou
zobrazeny castecné soucty této rady s potupné 1, 2, 4, 8, 16, 32 sc¢itanci.
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N

]

Priklad 4.7. Naleznéte komplexni tvar Fourierova rozvoje periodicky se opakujiciho obdélnikového sig-
nalu, ktery ma sitku 2e, vysku h a délka periody je T (T' > 2¢). Funkci f(t),kterd vyhovuje zadanym
pozadavkim, zvolime tak, aby byla sud4, tj. v intervalu [—7/2,T/2], ktery ma délku 7" bude signél nenu-
lovy pouze v intervalu [—¢, €].
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Reseni. Pro frekvenci w plati w = 27 /T
_ hsinnwe

1 T/2 - 1 5 ' h e
Cp = — te 7™ dt = —= he 7™t dt = e ™ =

T _T/2f() T/ —jan[ LE T nw

Koeficient ¢y = he/T neni danym vztahem definovan, nebotf se jednd o podil g. Tato skutecnost byva

zejména v technické literatutre fesena zavedenim funkce sinc, kterd je definovana vztahem

—E&

sint - hro t £ 0;
sinct = v prot# (4.11)
1, prot =0,
. Un e € .
coZ umoziiuje zapis ¢, = = sinc(nwe)
> 1 4 h .y}
f(t) = Z ?6 sinc(nwe)e!™! = ?5 +2 ; ?5 sinc(nwe) cos(wt).

n=—oo

Rada vpravo je fazovy tvar Fourierovy fady. Skutecnost, ze funkce f(t) je sudd nam neumoznila uréit ¢ast
koeficientti ¢, ale projevila se diky poznamce 4.3 v tom, Ze ¢, jsou redlné (nebot b, = 0). O]

1
Priklad 4.8. Rozvinte funkci - , kde a > 1 ve Fourierovu radu.
a? —2asint + 1
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Reseni. V tomto pripadé pouzijeme urc¢ime Laurentiv rozvoj funkce se stfedem v pocatku konvergujici
na kruznici |z| = 1 & 2z = ¢/*.Nejdiive vyjadiime zadanou funkci v proménné ¢ jako komplexni funkci

z

proménné z, kterd vznikne z ptivodni substituci z = exp(jt) < sint = . Tento postup vyuziva sou-

vislosti Fourierova rozvoje v komplexnim tvaru a Laurentova rozvoje. Pouzitim dané substituce dostavame
J= JZ . - L.
o) = : 5 = — —, coz je funkce, ktera je
a2_2a%7+1 (@®+1)jz—a(22—-1) (j —az)(z —aj)
na jednotkové kruznici se stfedem v pocatku holomorfni a je tedy mozné urcit jeji Laurenttiv rozvoj roz-
kladem na soucet parcidlnich zlomkt a zpétnym dosazenim ptivodni proménné ¢ ziskdme Fourierovu fadu

v komplexnim tvaru:

jz 1 i, e ) _ 1 e, L)L
(j—az)(z—aj) a®—1\az—j aj—2) a®—1 1—--L 1-= B

1 (&7 \" =(z\" 1 & /2\"1 1 o1
a2_1(2(;) () >:a2_1 ¥ (5) ai-am X

n=1 n=0 n=—00 n=—00

dostavame: f(z) =

V posledni tprave jsme se vratili k pivodni proménné ¢, abychom ziskali standardni tvar Fourierova rozvoje
i—n g —Inl
J "a

5 . Jinou moznost vyjadfeni dané funkce je pomoci Fourierovy
a

v komplexnim tvaru. To znamena ¢,, =
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trigonometrické fady kdy vyuzijeme vztahy
ejnt + e—jnt ejnt o e—jnt
cosnt = ——— sinnt = —————,
2 2]

které dosadime do Fourierovy fady v komplexnim tvaru:

1 ; 1
Jnt — - jnt
A 3 i (1 () -
k

e]2kt okt k
i (X e (G ) 2 85 (¢
k=

J(2k=1)t 1,.—j(2k—-1)
— — t .
]4k 1 +] e’ ) -
1

1 <1+ = 2(—1)k <ej2kt+e J2kt> . > 2(—1)F [ (k-1 +e—g(2k 1)t )> -
a?—1 =

_ a2k a2k—1
k=1 k=1
0 2 2(_1)k+1 .
< + kz_; COS 2]{3t) W s1n((2k: — 1)t)

Abychom nasli i fazovy tvar této fady, vyuzijeme identity sina« = cos(ov — 7/2) a tedy argument ¢,, uzity
ve fazovém tvaru je o, = 0, o1 = —7r/2 < op = ((—1)" — 1)w /4. Fazovy tvar Fourierovy fady je :

1+Z e s(nt+ww),
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kde uzity symbol |-| znaci celou ¢ast ¢isla. O

Poznamka 1. Integrély, které by bylo nutné ve vyse uvedeném prtikladé vypocitat pfi pfimém pouziti
vzorcl 4.8 je v tomto kurzu nelze.

Jestlize funkce f(t) spliiuje Dirichletovy podminky potom pro jeji Fourierovu fadu plati, Ze je mizeme
integrovat ¢len po ¢lenu a ziskame tak, integral puvodni funkce. Podobna vlastnost pro derivace obecné
neplati. Ze zékladnich vlastnosti integralt plati:

e Fourierova fada sudé resp. liché funkce f(t) je tvorena pouze sudymi funkcemi
cos(nwt) resp. lichymi funkcemi sin(nwt), coz znamena b,, = 0 resp. a, = 0.

e Je-li navic funkce f(¢) rovna linedrni kombinaci funkei, které jsou obsazeny ve
Fourierové trigonometrické fad€, potom jeji rozvoj je roven vyse zminéné linearni
kombinaci.

4.2.3 Rozvoj pouze do sintl resp. cosint

Z vyse uvedeného je patrné ze pro funkci definovanou pouze na intervalu [0,T] je mozné ji nadefinovat v
intervalu [—T',0) tak, Ze s piipadnou vyjimkou ¢ = 0 bude tato nové definovana funkce suda nebo licha. To
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ma za nasledek, Ze tuto funkci lze rozvinout pouze v fadu kosint nebo sint. Bude-li funkce f(t) spl+novat
na intervalu [0, 7] Dirichletovy podminky, 1ze ji doplnit v intervalu [T, 0] v sudou resp. lichou funkei fs(t)
resp. fi(t), kterd mé periodu 27. Potom plati pfi splnéni podminek véty v bodech spojitosti funkce f(t)
plati:

oo
nmt

f(t) = % + nz; a, Cos %t, pro xz € (0,7), kde a, = / f(t) cos —— dt
- t
= Z b, sin %t, pro xz € (0,7), kde b, = / f(t) sin ﬂ dt

Priklad 4.9. Na intervalu [0, 7] rozvinte do sinii a cosint funkei f(¢) = sint.
Reseni.

e Pfi rozvoji do sinti funkci dodefinujeme v lichou funkci to znamena ve funkeci sint a ta ma podle vyse
uvedenych vlastnosti Fouriertiv rozvoj ve tvaru linedrni kombinace tj. tvar by =1 a b, = 0 pro 1 < n.

e Pro rozvoj do cosint je tfeba urcit integraly:

2 [T 2
ag = —/ sintdt = — [—cost]y =
0

™ ™ ™
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Vyuzitim zndmé trigonometrické relace sin v cos § = % (sin(a + ) + sin(a — [3)) postupné vypocteme

ay, = 2 /07T sint cos(nt) dt = %/OW (sin((n + 1)t) —sin((n — 1))t) dt =

™

1 cos((n+1)t)  cos((n—1))]" _1( cos((n+1L)m)—1 cos((n—1)m) —1) _
| + J, == ( + )

n+1 n—1 0__ n+1 n—1

o
1 ( (=)t -1 (=)t - 1) 2 (=1t -1 Tr(n+4_1) pro n sudé,
n+1 n—1 7 (n+1)(n—1) 0 pro n liché.

™

flt) = g +) ﬁ cos((2¢ — 1)t)

(=1

]

Tato funkce se v technické praxi nazyva dvoucestné usmérnéni. Kdybychom chtéli ziskat rozvoj tzv. jed-
nocestného usmérnéni tj funkece fi(t) = max(0, sint), které lze vyjadiit jako soucet sudé funkce (dvoucestné

usmérnéni) a funkce sin ¢:

4
£1(t) = max(0, sin t) = |sint| + sint = g +y —ar gy o0 = 1)+ sint.

00
(=1
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4.2.4 Grafické znazornéni Fourierova rozvoje - Spektrum

Graficky Fouriertiv rozvoj reprezentujeme pomoci spektra, kdy jednu ¢iselnou osu uzivame k vynaseni
frekvenci nw = % a v roviné kolmé na osu frekvenci koeficienty a,, = F,, cosy,, b, = —F,sinp, jsou
souradnicemi bodu pfifazeného n-té harmonické slozce Fourierova rozvoje. Tato grafickd interpretace je
ovSem trojrozmérnd, proto se pouziva zobrazeni pomoci dvou rovinnych zobrazeni, kdy se na jednu osu
vynasi frekvence nw = % a na druhou koeficient a,, resp. b,, které znazornime useckou zacinajici na ose
frekvenci a koncici v bodé jehoz druha souradnice je a,, resp. b,. Druhou moznosti je vynaset misto dvojice
Qy, by, dvojici F},, ¢,, hovorime tak o spektru moduli a spektru argumenti.

Analogicky s harmonickymi funkcemi plati pro spektra funkci:
1. spektrum souctu je rovno souctu spekter
2. spektrum « nasobku funkce je rovno a nasobku tohoto spektra

3. posunuté funkce f,(t) = f(t—7) ma spektrum modull stejné jako funkce f(t) a spektrum argumentt
je o nwT mensi tj.
Pon = Pn, — NWT

4. spektrum funkce se zménénym métitkem f(mt¢) ma periodu T'/m a frekvence harmonickych slozek
jsou nasobkem mw, ale koeficienty a,, b, a tedy moduly F;, a argumenty ¢,, jsou stejné.
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4.3 Fourieruv integral

Nyni budeme aplikovat predchozi vysledky na prodluzujici se interval komplexniho tvaru Fourierova roz-
voje periodickych funkei. Podle 4.5pro funkci f(¢) definovanou na intervalu [—%, %], kterd zde spliiuje
Dirichletovy podminky viz. definice 4.4. S vyuzitim véty 4.5 na tomto intervalu dostavame ve vsech bodech
spojitosti funkce f(¢) rovnost:

00 T 00 2
1 2 —inwT inw 1 —jnw(z—
ft) = E T/Tf(x)e IR 0 @I — g T/f(a:)e Jre(@=t) do: kde t € (—%,%)
-3

n=—oo n=—oo T
2

Pfi limitnim pfechodu 7" — oo mtzeme vyse uvedenou sumu interpretovat jako integralni soucet funkce

1 )
Py f(x)e 7@ dy.

|
o8 i

Forméalnim provedenim limitniho pfechodu pro periodu 7' — oo obdrzime Fouriertiv integralni vzorec:

(1) = % / Z < / Z F(a)e—i*0 dx) dz. (4.12)
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Abychom mohli jednoduse formulovat podminky platnosti vyse uvedeného vztahu, fekneme, ze funkce f(t)
je absolutné integrovatelna, jestlize plati

/OO f(t)] dt < oo.

o0

Véta 4.10. Necht je funkce f(t) absolutné integrovatelnd a f(t), f'(t) jsou po édstech spojité viz. defi-
nice 4.4, potom pravd strana vztahu (4.12) se rovnd

1. f(t) v kazdém bodé spojitosti t funkce f(t)
1 1

2. = (fto)+ f(ty)) == < lim f(t+h)+ lim f(t+ h)) v kaZdém bodé nespojitosti t funkce f(t).
2 2 \ h—0— h—0-+

Tento Fouriertiv integralni vzorec, ve kterém je dvoji integrace rozdélime a prvni integral oznacime za
obraz funkce f(t) a druhy integral za zpétné zobrazeni. Toto je obsahem Fourierovy transformace.
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4.4 Fourierova transfomace

Necht f(t) je funkce redlné proménné t (redlnd nebo komplexni), kterd je spolu se svoji derivaci f'(t) po
castech spojita a navic je absolutné konvergentni. Potom je pro vSechna realnd w definovana funkce

Fjw) = /_ T et ar, (4.13)

kterou nazyvame Fourierorvym obrazem (spektrem) funkce f(¢). Toto pfifazeni se nazyvd Fourierovou
transformaci, funkce f(t) jejim predmétem, funkce F'(w) obrazem Fourierovy transformace.
Druhy vztah, ktery miizeme vysvétlovat tak, Ze ze znamé funkce F'(jw) uréime funkei f(¢):

) = = /_ " P(jw)e du, (4.14)

21 J_ o

nazyvame zpétnou Fourierovou transfomaci. transformaci. Vztah mezi funkcemi f(¢) a F(jw) stru¢né za-
pisujeme

F(ft) = F(w)
FHF(jw) = f(@).

(
Poznamenejme, Ze zde pouzity zapis F'(jw) je tfeba chapat tak, Ze se jedné o slozenou funkci, kde vnéjsi
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slozkou je integral obsahujici komplexni proménnou

F = / h f(t)e " dt

za kterou dosadime vnitini slozku jw. Tato forma zapisu se vyskytuje v literatufe a je zvykem. Tento
zpusob zépisu neni ovSem jednotny, proto poznamenejme, Ze je mozna nalézt i oznaceni F'(w)

Obecné plati, ze v pripadé sudé funkce f(—t) = f(t) se vySe uvedené integraly 4.13 a 4.14 zjednodusi
(vyuzijeme Eulerovu identitu) na tzv. Fourierovu cosinovou transformaci:

F(w) = /_Oo f(t) cosnwt dt f(t) ! /OO F(w) cos nwt dw

:% N

podobné v pfipadé liché funkce f(—t) = — f(t) dostavame tzv. Fourierovu sinovou transformaci:

o0 1 o0
F(w) = / f(t) sinnwt dt ft)=— / F(w) sin nwt dw
Aby uzivané integraly 4.13 a 4.14 konvergovaly musime se pii pouziti Fourierovy transformace omezit
pouze na urcitou skupinu funkci. Specifikaci urcuje Situaci se zabyva nasledujici véta, ktera stanovi dosta-
tecnou podminku existence obrazu Fourierovy transformace a také udava ,,opa¢nou“ podminku pro funkci
komplexni proménné, kterou musi spliiovat obraz Fourierovy transformace realné funkce.
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Véta 4.11. Necht je funkce f(t) absolutné integrovatelnd, potom obraz Fourierovy transformace F(jw)
existuje a je spojitd funkce, pro kterou plati lirjIEl F(jw)=0.
wW—r00

Poznamejme, Ze se budeme zabyvat i funkcemi komplexni proménné nespliiujicimi uvedenou podminku,
které budou obrazem zobecnénych funkci napt. Diractiv impuls viz. nize. Dalsi vlastnosti usporadame pro
vétsi prehlednost do tabulky.

Pied uvedenim véty, ktera shrne zdkladni vlastnosti Fourierovy transformace uvedme operaci dvou
realnych dvou absolutné integrovatelnych funkeci jejiz vysledek je nazyvan konvoluce.

Definice 4.12. Nechft jsou funkce f(t), g(¢) absolutné integrovatelné. Potom funkeci definovanou vztahem
fxg(t)= / f(t—m1)g(r)dr. (4.15)

nazyvame konvoluci funkei f(t), g(t) a zapisujeme ji f * g (t).

Poznamka 4.13. Poznamenejme, Ze pro funkce f(t), g(t), které jsou nulové pro zaporny argument, je
tato definice ve shodé s drive uvedenym vztahem

reat- [ flt— )g(r) dr

Pro vétsi prehlednost budeme nasledujici vétu zapisovat do tabulky shrnujici zakladni vlastnosti Fou-
rierovy transformace.
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Véta 4.14. O predmétech Fourierovy transformace (funkce v tabulce vlevo) predpokliddme, Ze jsou abso-
lutné integrovatelné. Navic oznacme F f(t) = F(jw), pripadné Fg(t) = G(jw).

Véta o predmét obraz
linearité af(t) + bg(t) aF'(t) + bG(t)
: 1 t
podobnosti f(rt) -F (—)
roo\r
posunuti predmétu flt—r) | exp(—jrw)F(jw)
posunuti obrazu | exp(jrt)f(t) Flw—r)
derivaci predmétu f0() (Jw)"F(jw)
d"F(j
derivaci obrazu tf(t) j"M
d wn
t F(3
integraci predmétu f(r)dr (,jw)
0 Jw
konvoluci predmeétu | f(t) * g (t) F(jw)G(jw)
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Pti zavadéni Fourierovy transformace pro funkce nesplnujici vyse uvedené podminky nebo pro zobec-
néné funkce postupujeme tak, ze uvedenou funkci pripadné zobecnénou funkci chapeme jako ,limitu“ po-
sloupnosti funkci, které uvedené predpoklady spliuji a Fourieriv obraz potom chapeme jako limitu obrazi
funkci dané posloupnosti. Takto mizeme nalézt obraz Fourierovy transformace Diracovy distribuce a jejich
derivaci, ale v téchto konkrétnich pripadech miizeme formalné postupovat i tak,ze u Diracovy distribuce
vyuzijeme tzv. filtracni vlastnost (4.2):

Fo(t—ty) = / S(t — to)e I dt = eIt (4.16)

Pro derivaci Diracovy delta funkce lze odvodit:

o n

Fot—t0) = [ 8t = to)(~1)" e de = (e (4.17)

— 0o
Pro funkci jednotkového skoku mtzeme primym vypoctem ziskat:

00 ) 00 ) —jwt ] 4
Fn(t) = / n(t)e 7 dt = / e 7 dt = [_e } - (4.18)
- 0

0o JwW 1o w

P1i vypoctu tohoto integralu je vhodné si uvédomit, ze konverguje pouze pro w s kladnou redlnou c¢asti.
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4.5 Uziti Fourierovy transformace

Uziti nékterych z uvedenych vlastnosti budeme demonstrovat pfi vypoctu Fourierova obrazu nékterych
specidlnich funkei (signédli) a pfi FeSeni diferencidlnich rovnic.

4.5.1 Fourierova transformace nékterych funkci

Priklad 4.15.

Naleznéte obraz obdélnikového signalu, ktery ma sitku
2¢, vysku h, ktery je navic umistén tak, aby funkce
f(t),kterd jej popisuje byla sudé, tj. signal bude umistén
v intervalu [—e, €] viz. obréazek vpravo

Reseni.

[e‘jmtr _ sin nwe
—&

2h

Ff(t) = F(jw) = / f(t)e "t dt = / he ¥t dt = — = 2he sinc(nwe).
—00 —e —Jjnw nw
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Na dané prikladu a prikladu 4.7 je mozné ukézat limitni pfechod spektra Fourierova rozvoje perio-
dického obdélnikového signalu (s periodou T') viz. ukézka 4.7 v obraz Fourierovy transformace jednoho
obdélnikového signalu. Koeficienty ¢, Fourierova rozvoje jsou integraly (4.9) jsou déleny periodou T',jez se
v limité ,pouzije” ve vnéjsim integralu ve Fourierové integralnim vzorci a proto zobrazime modifikované
také spektrum bez tohoto déleni. V tabulce jsou zobrazena pouze spektra moduld, protoze argumenty jsou
nulové. Uhlovy kmitocet zakladni harmonické slozky je w = 27/T.
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T modifikované spektrum spektrum
L I:l I L E ‘
4
S ] N—_— i
16
64
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Z uvedenych spekter je patrné, ze pro zvétsujici se T' roste hustota spekter a pro hodnotu 7" = 64 pfi
zvoleném grafickém znazornéni (tloustka ¢ar) modifikovaného spektra obraz spektra je stejny jako integral
vyjadiujici Fourierovu transformaci.

Poznamka 2. Dalsi uziti obrazu studovaného sudého obdélnikového impulsu je ovéfeni vzorce pro jiz
dfive uvedeny Fouriertiv obraz Diracova impulsu 6(¢). Tuto Diracovu funkci chapeme jako limitni chovani

jehlové funkce, za kterou volime posloupnost obdélniki (t,e) = . (n(t —e) —n(t +¢)). Pro stanoveni

této limity obrazii jednotlivych obdélnikovych impulstt dostavame obraz Diracova impulsu:

-
F(t) = lim Fo(t, ¢) = lim — 29
e—0 e—0 2¢ nw

V dalsim prikladé s vyhodou uzijeme Fourierova obrazu Diracova impulsu k nalezeni Fourierova obrazu
tzv. obecného trojihelnikového impulsu.

Piiklad 4.16. Naleznéte Fourieriiv obraz obecného trojthelnikového impulsu f(t) zadaného grafem, ktery
je mimo interval [t1, ¢3] nulovy a vrchol trojihelnika ma pro t = t5 (¢; < to < t3) hodnotu v.

(t —t)v/(t2 — t1), pro t; <t < ty;

ft) =19 v—(t—t)v/(ts —t3), proty <t <ts; ‘/\

0, jinak. | O T
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Reseni. K jeho urceni vyuzijeme druhé zobecnéné derivace této funkce. Znazornéni na obrazku je pro
tlzl,t2:2,t3:4,1}:2.
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Daéle pouzijeme také vétu o derivaci pfedmétu a pro obraz F'(jw) a dostaneme rovnici

v ((tg — tg)e_jwh + (tl — ng)e_jwt2 + (tQ — t1>e_jUJt3)

—W?F(jw) = FfI(t) = (ta — t1)(ts — t2)

Co po upravé dava:

) ((tg — tg)eijwtl + (tl — t3)eijwt2 4+ (tg — tl)eijwh’)

F(jw) = — w2(ty —t1)(ts — t2)

Poznamenejme, ze pro sudy trojuhelnikovy impuls tj, t; = =T, t; = 0, t3 = T l1ze obraz zapsat jednoduse:

F(jw) =wv o2 =0 T2 o7 sinc >

‘ 4 2
TeiwT — 9T 4 Te—iwT 2(coswT — 1) o (sin %) o < wT>2
2

]

Pi hledani obrazt nékterych signalt se pouzivaji i jiné postupy. Naptiklad pii hledani obrazu funkce
f(t) = e=* nalezneme diferencialni rovnici pro obraz této funkce, kterou vyfesime. Celkové tak dostavame

e_“2t2 _ ﬁe_
a

S
;:M‘ €,

N
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4.5.2 Diferencialni rovnice

Pro feseni pocatecnich tloh diferencidlnicj pripadné integro-diferencialnich rovnic se obvykle pouziva poz-
déji probirana Laplaceova transformace. Proto tento postup naznacime na znamém prikladu z literaturya
sice na feSeni parcialni diferencialni rovnice vedeni tepla v nekonecné dlouhé a tenké tyci, kterou ztotoznime
s osou x a popisujeme ji pomoci funkce u(x,t), jejiz hodnota udava teplotu v bodé o soufadnici x a v ¢ase
t. Tato funkce vyhovuje tzv. pocatecni diferencialni tloze:

"
T

aul, = uj, u(z,0) = g(z), t>0, —00 <& < 00

Obraz feseni budeme ptfedpokladat ve tvaru ZFu(x,t) = U(jw,t) potom s rovnice zobrazi na diferencialni
rovnici (proménné t), kterou vyfesime (G(jw) = .Fg(x) je obraz rozloZzeni teplot v ¢ase t = 0):
aUu dU
a(jw)*U = T —aw?dt = U(jw,t) = G(jw) exp(—aw?t),

Reseni je konvoluci vzoru, ktery byl odvozen vyse:

00 (o (@=€)?
u(z, t) = / p(2 m >g<§>d§.

—0o0

Pouziti Fourierovy transformace omezuje prostor funkci ??, které je mozno takto ziskat. Konkrétni priklad
je mozné nalézt v [8] (ukdzka 7.2). Slovnik Fourierovy transformace
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Predmét Obraz Predmét Obraz
I'(n+1) 1 T
n —at _ _ > 0
t"e™ ™ a>0,n>0 —(a+jw)"+1 o aexp( alw|)a
at? 0 \/? W2 sin at \/?( 1 1 )
e ", a> —e da I\ 5 -
a 1 |Ve\Ye=d Viera
W _w? cos at T 1 1
te_a'fZ7 a>0 —j\/7_r e 4a —( + )
2av/a |t] 2\Vw—al  V/|w+d
e ¢ >0 - 2a 5 _1 2_7T
a® + w |t] |w|
2(a® — w?
_a‘tl v T 2
[tle™™", a >0 (@ 1 2)2 sin at? \/g cos(;u—a + %)
—alt| 2 2
) , a>0 \/27T w2+a 2+CL cos at? \/ZCOS(W—Q—E)
VIt at+w a 2 4
exp(—a/+/|t]) 4> 0 V2(cos /27 |w| — sin /27 |w]) sin ¢
— o] — m(n(w+1) = n(w — 1))
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4.6 Laplaceova transformace

Mnoho technickych problémii studuje déje, které ,zacinaji“ od né€jakého casového okamziku, napt. ptipo-
jime elektricky obvod k napéti, spustime stroj, atd. O takovych procesech mizeme predpokladat, Ze jejich
studium zacne v c¢ase t = (0. Pro studium dé€ji popsanymi integro-diferencidlnimi rovnicemi pouzivano
tzv. operatorového poctu. Pro jevy tohoto typu je elektrotechnice uzivana Laplaceova transformace, ktera
realné funkci f(t) pfifazuje funkei komplexni tak, ze pro ¢ € R a p € C konvergentni nevlastni integral je
to funkce:

F(p) = / " R exp(—pt) dt, (4.19)

Funkci F(p) nazgvame Laplaceovym obrazem funkce f(t). Naopak funkci f(t) nazgyvame vzorem funkce
F(p). Zobrazeni pritazujici funkci f(¢) funkci F(p) nazyvame Laplaceovou transformaci a zapisujeme
F(p) = Zf(t) nebo f(t) < F(p). Funkce f(t) = exp(t?) neméd Laplaceliv obraz, protoZe integral di-
verguje. Proto funkci f : R — R nazveme predmétem neboli originalem Laplaceovy transformace .2,
jestlize splnuje nasledujici t¥i podminky

(i) f(t), f'(t) jsou po ¢Eastech spojité pro vSechna t € R,

(ii) f(t) =0prot <0,

(iii) existuji kladné konstanty M, t, a konstanta s € R tak, ze plati | f(t)| < M exp(st) pro vSechna t > .
Rikame, Ze f (t) je funkei ohraniceného rustu s indexem s.
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Predpoklad (ii) je zaveden z divodu jednozna¢nosti zobrazeni definovaného Laplaceovou transformaci.
Elementarni funkce, které nesplnuji uvedeny predpoklad, nasobime Hevisideovou funkci jednotkového skoku
n(t). V literatufe je zvykem, Ze tuto skutecnost ¢asto mlcky predpokladdme a nezapisujeme.

Priklad 4.17. Pomoci definice naleznéte Laplaceovy obrazy nasledujicich funkci

1. funkce jednotkového skoku 7(t).

Reseni. Ovéfit, Ze integral definujici obraz konverguje. U Heavisideovy funkce snadno ovéfime i
platnost predpokladu (iii) dané definice, napt. volbou konstant M = 2, t, = 1 a s = 0. Pfimym
vypoctem ziskame:

o0

Zn(t) = /exp(—pt) dt = lim

U—+00
0

0 P u—oo D P

2. exp(at)n(t), kde a € R je libovolné.

ReSeni. Pro ovéfeni predpokladu (iii) staci volit M = 1, t, = 1 a libovolné realné s > a.
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Z(exp(at)n / exp(at) exp(—pt) dt =
0
i [ 22T L, ooty 1
U—00 p—a 0 p—a u—oo p—a p—a

3. funkce t"n(t), kde n je celé nezaporné ¢islo.

Reseni. U této funkce snadno ovéfime i platnost pfedpokladu (iii) dané definice nap¥. volbou kon-
stant M =1, ty = exp (n) a s = 1. Nejdiive odvodime rekurentni vztah:

o0

Lien(0) = [ ¢ exp(—pt)de = Jim {_M%

U— 00 p

o0

n o . exp(—pu) _ n o1
ol et exp(—pt) = — lim 2P T oy ) =—-Z(t t)).
pO/ p(—pt) = — lim == S L) = 2 (1)
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Pro n = 0 dostavame:

—pt)]" 1 — 1
J U—$00 P 0 P u—oo D [
a uzitim rekurentniho vztahu celkové dostaneme:

n!

Z(t"(t)) =

pn+1 '
]

Podobné jako u Fourierovy transformace shrneme zakladni vlastnosti do jedné véty, kterda ma podobu
tabulky a misto dokazovani jednotlivych tvrzeni (nékterd jsou ziejma) budeme tyto vlastnosti ilustrovat
na vypoc¢tu nékterych dilezitych obrazi. Poznamenejme, ze pro funkce f(t), g(t), které jsou nulové pro
zaporny argument (jsou origindlem Laplaceovy transformace), je dfive uvedeny integral definujici konvoluci
modifikovan na vztah:

f(t)*g(t)z/o f(t—7)g(r)dr.

Véta 4.18. Predpokldadejme, Ze plati F(p) = L f(t), G(p) = ZLg(t). Necht r > 0, w € C jsou konstanty.
Ddle necht f(07) = lim f@) a fO0) = lim f@O(t). Potom plati ndsledugjici tvrzend.
t—0 t—0
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Twrzeni o Predmet Obraz
1. linearité af(t)+ bg(t) aF(p) + bG(p)
1
2. podobnosti f(rt) —-F <]—9)
r_ \r
3. posunuti obrazu e f(t) F(p—a)
posunuti predmétu _ _ —rp
g o (e =it =) P (p)
5 posunuti predmeétu £t + 7)) ePE(p) — [e P f(t) dt
vlevo 0
6.  derivaci predmétu f'(t) pF(p) — f(0T)
7. 2. derivaci predmétu 1" (¢) p?F(p) — pf(0T) — f/(07)
8. 3. derivaci predmétu 17 (t) pPF(p) —p*f(0%) — pf'(0F) — f7(07)
n-té€ derivaci nl . ,
(n) n _ @) (nt+),,n—1—1
9 redmetu Fm(@) prEp) = 2 FO00)p
10. derivaci obrazu tf(t) —F'(p)
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Tvrzeni o Predmeét Obraz
deriwaci podle , y
11 parametru o fo(t, @) F(p, a)
¢
F
12. integraci predmeétu / flr)ydr )
0 P
p P ot ot tn1 F
13. ncvzsobnve integract . f(t,)dt, ... dt;dt, (p)
predmétu o Jo 0 P
‘ . f(t) -
14. integraci obrazu — F(z)dz
p
15. konvoluci predmétu ft) =g (t) F(p)G(p)
16. Duhameliv vzorec FON)g(t) + f'(t) x g (¢) pF(p)G(p)

Priklad 4.19. Odvodte vztah piikladu 4.17 3. pomoci tvrzeni 9. tabulky uvedené v predchézejici véte.

Reseni. Obraz funkc f(t) = " je mozné uré¢it pomoci funkénich hodnot derivaci této funkce:

fP@t) =n!, fD0)=0 proi=0,...,n— 1.
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Uzitim tvrzeni o n-té derivaci funkce dostavame:

n—1
n! . . n!
— =2t =przt" =y ("W = gt - 0 = L = :
’ (™) =p ;0( )| P p o

]

Priklad 4.20. Pomoci tvrzeni uvedenych v predchéazejici tabulce odvodte Laplaceovy obrazy funkci sin at,
cosat, tcosat.

ReSeni. Nejdiive uré¢ime obraz funkce cos at uzitim linearity (1.) a uzitim Eulerova vzorce:

U eI LI 4 LTI
2 - 2

Lcosat =&

1t v\ _ L phjetlpjo __p
2\p—ja p+ja) 2 p? + a? Cop24a?

Laplacetiv obraz funkce sinat bychom mohli ziskat obdobné. Druhou mozmosti je vyuziti pfedchoziho
vysledku a tvrzeni o derivaci pfedmétu dostavame:

2
p 1 a

—aZsinat = L (cosat) =p Lcosat —cos0=p+ ——— — 1= ——— _
( ) =p Py p* +a? p* +a?
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Derivaci obrazu funkce sin at podle parametru a (11.) odvodime Laplacetiv obraz funkce t cos at:

. a
Osinat O=t=2 2 _q?
peta

da da (p? 4+ a?)?

ZL(tcosat) =L

Stejny vysledek ziskdme také aplikaci derivace obrazu (10.) na obraz funkce cos at:

Opiz _ P +ad—p2p  p*—a

8p - (p2+a2)2 (p2+a2)2'

Z(tcosat) = —
[

Priklad 4.21. Pomoci tvrzeni uvedenych v pfedchazejici tabulce odvodte Laplaceovy obrazy funkci
e sinh bt, e cosh bt.

ReSeni. Nejdiive uréime obraz funkce cosh bt a sinh bt uzitim linearity (1.) a definice obou funkei:

gcoshbtzgebt+e_bt:gebt—i_gebt 1( : 1 >_1.p+b+(27—b)_ p

27 ~ 9 p—b+p—i—b 2 p? — b2 Cop2 =2

9 p2_b2 _p2—b2'

elt — et Pebt _ Pebt

Fsinhbt = & i 2

(L_L):l.ﬁb—(ﬁ—b) b
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U obou rovnosti nyni vyuZijeme posunuti obrazu (3.) a dostavame:

b p—a
at _: _ at _
Le®sinh bt = —(p SAERE Le” cosh bt = —(p i

O

Déle ukazeme, Ze pii stanoveni obrazu periodického pfedmétu, presnéji plati f(t+ 7)) = f(t) prot >0
sta¢i ur¢it obraz prvni periody fr(t) = f(t) — f(t)n(t —T) v intervalu [0, 7] a mimo tento interval nulovou.
Déle ozna¢me Zf(t) = F(p), ZLfr(t) = Fr(p) Po aplikaci Laplaceovy transformace na tuto rovnost s
vyuzitim tvrzeni o posunuti predmétu odvodime:

F(p) = / F(t) exp(—tp) dt + / " F(t) exp(—tp) dt = Fr(p) + exp(=Tp) F(p).

Po tpravé tohoto vztahu dostavame:

Véta 4.22 ( vétu o obrazu periodické funkce). Necht funkce f(t) je origindlem a navic je periodickd
s periodou T'. Potom plati

Fr(p

F(p) = — 1)

= e To) (4.20)

Priklad 4.23. Naleznéte Laplaceovy obrazy dvou technicky vyznamnych funkci a sice jednocestného
usmeérnéni fi(¢) = max(sint, 0) a dvoucestného usmérnéni fo(¢) = |sint|.
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Reseni. V obou piipadech je nutné ur¢it Laplacetiv obraz funkce

f(t) =n(t)sint — n(t — m)sint,

kterd je nenulova pouze v intervalu (0, 7).

exp(—pt)(cost + psint)|™ 1+ exp(—mp)

ZLft) = /O sint exp(—pt) dt = 241 0 (p* +1)

1. Funkce f; ma periodu 27 a uzitim predchozi véty dostavame

L-exp(—p)

_ (P*+1) — !
I = T2~ 7+ D - exp(—mp)

2. Funkce f; mé periodu 7 a stejny obraz zakladni periody. Uzitim predchozi véty dostavame

14+exp(—mp)
1 1 —
oo B 1 icentm)

L—exp(—mp) (P> +1) 1—exp(—7p)
1 exp () +exp (—22) _ I cosh (%) _ 1
(P> +1) exp (%) —exp(—) (@P*+1) sinh() (p*+1)
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Dalsim typem hledanych Laplaceovych obrazii jsou obrazy predméti, které nejsou originalem Laplceovy
transformace, jako je napf. Diracova distribuce. Pfi hledani téchto obraziu postupujeme podobné jako u
Fourierovy transformace. Vyuzijeme toho, Ze takovyto predmét je limitou predmétii, jez jsou originaly
Laplaceovy transformace. Laplaceovou transformaci téchto predmétti dostaneme posloupnost, jejiz limita
je obrazem hledaného predmétu. Podobné jako u Fourierovy transformace lze u hledani obrazu Diracova
impulsu a jeho derivaci vyuzit tzv. filtracni vlastnost tj.

Lot —to) = / 5(t — to)eP dt — o107, (4.21)
0

280 —t) = [ 90—t = (-1 ()] =pre (4.22)
0

t=to

Uvedme jednu moznost vyuziti obrazu Diracova impulsu pii hledani obrazi nékterych funkei. Pikladem
miize byt funkce definovana pro rtizné intervaly rtiznym predpisem tak, ze zobecnéna derivace dostatecné
velkého fadu této funkce je ve tvaru linearni kombinace Diracova impulsu a jeho derivaci. V téchto ptripadech
muzeme Laplacetv obraz urcit i bez analytického zapisu této funkce pouze s vyuzitim tvrzeni o integraci
predmétu a znalosti obrazu zobecnéné derivace této funkce.

Priklad 4.24. Naleznéte obraz funkce popisujici lichobéznikovy impuls definovany pomoci funkce f,
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t—1, pro ¢ € (1,2); %

1, prot € (2,3); Y , ‘
f(t) = 0 1 . 4 5 6

_t/245/2, proe (3,5); e

0, jinak. '

\

Reseni. Na obrazku je zobrazen graf funkce f spolu s jeji prvni a druhou derivaci. Druha derivace je
zobecnénou derivaci a je vSude nulova kromé linearni kombinaci Diracovych impulsii:

1 1
frt)y=06(t—1)—06(t—2)— 55(1& —3)+ 55@ —5).
Aplikaci Laplaceovy transformace dostavame rovnici

1 1
P’F(p) = ZLf)(t) =e? —e ™ - 56_3” + §e—5p,
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odkud jednoduchou tpravou ziskdme obraz F'(p) funkce f(¢),

et — e3P — 2P 4 1
e

O

Vv

formaci nalezneme feseni nasledujiciho systému diferencialnich rovnic.

Piiklad 4.25. Naleznéte nezndamé funkce i;(t), io(t) uréené poc¢atecnimi podminkami i;(0) = i5(0) = 0
vyhovuji systému diferencialnich rovnic

A0 +ir6) + 50 = (o),

%@'; (8) + i4(8) + iat) = 0.

Tato uloha muZe byt interpretovana jako nalezeni proudu i;(t), i2(¢) dvou induktivné vazanych obvodi,
pficemz jsou indukéné svazany dvé civky o stejné indukci 1 a induktivni vazba mezi civkami je 1/2 Pri-
marni obvod (proud je oznacen i1(t)) je tvofen vyse zminnénymi indukéné svidzanymi civkami a ohmickym
odporem o velikosti 1 a druhy obvod je tvoren kromé indukéné svazanych civek jesté ohmickym odporem
o velikosti 1. V ¢ase t = 0 pfipojime k primarnimu obvodu napéti majici pribéh jednotkového skoku n(t).
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Pocatecni podminky jsou nulové, coz znamena, ze v ¢ase t = 0 je energie magnetického pole civek nulova.
il 1'2
@

-7
Lo
Ry
Volba konkrétnich hodnot je Ry = Ry = Ly = Ly = 1, l;5 = 1/2. Z Laplaceovova obrazu této soustavy,
P 1
L +phLp)+580) = -
p
p
L)+ (1 +p) L(p) = 0,

2
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muzeme snadno uré¢it funkece I4(p), I2(p) (naptiklad uzitim Cramerova pravidla):

o) 0 (I+p)  0+p)  4p+4
T A g | ep2- () PO SR
L (1+p)
(1+p) 5
S I R
2(p) = Gip) & T tpr— (1) GRSy )
L (1+p)

Pti hledani proudt (), i2(t) zjednodusime situaci tim, ze rozlozime funkei [;(p) na soucet dvou zlomki
a zlomky upravime, tak abychom dostali obrazy z ptriklad 4.21 a 4.17.

1 3p+4 1 p+3 2
Lp)=---—*P*2 _ - L) =—
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Nyni ke kazdému zlomku najdeme vzor.

() = 1 — exp (—%t) cosh (;t) in(t) = — exp (—%t) sinh <§t) |

Chovéani daného obvodu popisuji grafy Feseni i;(t), ia(t).

0,8
0,6
0,4

0,2
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Jednoznacnost takto nalezeného teSeni je dale v textu Tesena ve Vété 4.28. Tento priklad doklada
dilezitost inverzni Laplaceovy transformace, jez ¢asto je nejobtiznéjsi ¢asti feseni prikladd tohoto typu.
Uvedeme vlasnosti obrazii origindlu Laplaceovy transformace.

Véta 4.26. Necht funkce F(p) je obrazem origindlu Laplaceovy transformace, potom plati (tzv. nutné
podminky):

1. Ezistuje ¢islo & tak, Ze F(p) je requldrni funkci komplexni proménné v poloroviné Rep > &;.

2. V poloroviné Rep > &, kde & > &, plati: lim F(p) = 0.
p—>00

3. V oblasti |p| < kRep, kde k > 1, existuje konecnd limita lim pF(p) (lim f(¢) = lim pF(p)).
pP—00 Pp—00

t—0t+

Poznamka 4.27. Poznamenejme, Ze budeme pracovat i s funkcemi, které uvedené podminky nesplnuji a
nejsou obrazy v klasickém slova smyslu, zejména se jedna o obraz Diracovy funkce. Podminky uvedené ve
véteé jsou pouze nutné, ale ne postacujici.

Podminky existence inverzni transformace (jeji definice) urc¢uje nasl. véta.

Véta 4.28. Necht vzory fi(t), f2(t) maji stejny Laplaceiv obraz, tj. £ f1(t) = £ f2(t). Potom plati

/ T 1AW = B@)ld =0,

0
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4.7 Zpétna Laplaceova transformace

Pro dva origindly se stejnym obrazem plati, Zze mohou liSit pouze hodnotami v izolovanych bodech, ve
kterych alespon jeden z nich neni spojity. Proto nazyvame zobrazeni, jez funkci komplexni proménné F', k
niz existuje original Laplaceovy transformace, ptifadi takovy oroginal f(t), ktery v kazdém bodé nespojitosti
to spliuje

L. :
F(to) = = { tim f() + tim £(1) ),
2 \tstf tsty
inverzni Laplaceovu transformaci. Tuto skute¢nost zapisujeme .~ ' F(p) = f(t).
Obdobné postupujeme i u inverzni Laplaceovy transformace Diracovy distribuce a jeji derivace. Nej-
jednodussi situace je pri hledani vzoru k racionalni lomené funkci

Zpétna transformace racionalni lomené funkce

Postup je velmi jednoduchy a spociva v rozkladu racionélni lomené funkce (RLF) na soucet parcialnich
zlomki (procvicovalo se v BMA1 pfi integraci).
V piipadé kdy se jednd o zlomek se jmenovatelem ve tvaru kvadratického trojclenu (v readlném oboru
nerozlozitelném) v prvni mocniné je vhodné tento zlomek upravit na soucet obrazt funkei sin a cos:
Ap+B  A(p+a) B — Aa B — Aa

= :Ag —at bt— g —at - bt
(p+a)2+b>  (p+a)2+0® (p+a)+b? e Cos — e "sinbt,
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pricemz bylo pouzito tvrzeni o posunuti obrazu na vysledky Prikladu 4.20.

Misto uvadéni vzorci, které mohou za urcitych predpokladi urychlit vypocet (napf. polynom ve jme-
novateli mé jednoduché kofeny), je vhodné upozornit, Ze v literatufe je mozné dohledat rozséhlé slovniky
transformace.

Nutné a postacujici podminka, aby racionalni lomena funkce F'(p) byla obrazem origi-
nélu, je pfedpoklad, Ze funkce F'(p) je ryze lomend, tj. stupen polynomu ve jmenovateli
je vétsi nez stupen polynomu v citateli.

Neni-li uvedena funkce ryzi je mozné ji vyjadrit ve tvaru souctu polynomu a ryzi racionalné lomené
funkce. Polznom mé vzor ve tvaru linearni kombinace diracova impulsu a je ho derivaci 4.16, 4.17 Cely
postup zahrnujici rozklad na parcialni zlomky budeme ilustrovat na nasledujicim piikladu.

P —p+p+1
(p—1*(p* +1)

Reseni. Piedpokladany tvar rozkladu bude

Piiklad 4.29. Vypoététe £+

P-p+p+1 A LB +C’p+D
P*+1)(p+1)? p—-1 (-12% p>+1°
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Po formalnim souctu na pravé strané porovnavame citatele obou zlomki, tj.
PP-p4p+l _ Ap-D@*+1)+ B’ +1)+(Cp+ D)(p— 1)

P+Dp-172

(p*+1)(p+1)

Rovnice, ze kterych uréime hledané konstanty A, B, C', D, mizeme ziskat bud porovnanim funkcénich
hodnot nebo porovnanim koeficientii u stejnych mocnin proménné p. Prvni dvé rovnice ziskdme porovnanim
funkénich hodnot pro p = 1, p = 0, dalsi dvé rovnice porovnanim koeficient@ u mocnin p?, p, tj.

2

—_ = =

2B,
—~A+ B+ D,
A+C,

A+C—2D.

Tento systém ma feseni A =0, B=1, C' =1, D = 0. Jestlize mame k dispozici rozklad je dalsi vypocet
jednoduchy. Obvykle vyuzijeme vzorcti pro nalezeni predméti. V tomto pripadé mtizeme vyuzit i vysledki

z Pfikladu 4.17 a z Prikladu 4.20:
LGP =pP4p+1l

1

TN e n(t)(te™" — cost).

P+ -2 7 (p—1)2 P +1

]

Uvedené metody lze pouzit i na funkce, které maji jednotlivé parcialni zlomky nasobené vyrazy typu e'”.
P1i hledani jejich vzort vyuzijeme vétu o posunuti obrazu (3.).
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Integralni tvar inverzni transformace

Integrélni tvar Laplaceovy transformace vychéazi z Fourierova integralu, protoze z faktu,ze funkce f(t) ma
idex riistu sg, plyne jehi konvergence. Nasledujici véta popisuje prakticky postup.

Véta 4.30. Necht funkce F(p) je holomorfni vsude s vyjimkou izolovanych singularit py, ..., p, leZicich v
poloroviné Rep < s. Necht funkce F(p) konverguje stejnomeérné k nule na libovolné posloupnosti kruznic

s+joo
lp| = R,, im R, = co. Potom pro konvergentni integrdl / ‘F(p)ept’ dp plati
n—oo SijO
1 st+joo 3 rez (F(p) exp pt rot >0
f(t) = 2_/ F(p)e dp = k;p:pk( (p)exppt) p (4.23)
T Js—joo 0 prot <0

Uziti této véty je v nasledujicim ptikladu. Pro srovnani uréime pomoci rezidui predmét k funkci z
prikladu 4.29.
P —pPtp+tl
(P*+1)(p—1)*
Reseni. Tato funkce splituje predpoklady véty. Ma tii singularni body, jeden pdl p; = 1 druhého Fadu a
dvojici komplexné sdruzenych pdla ps 3 = £j. Vypocteme jednotliva rezidua funkce F'(p)et*

Piiklad 4.31. Urcete vzor k funkci F(p) = £
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p3_p2+p+1 ot . ((p3_p2+p—|—1)ept>/
rez e = —
p=1 (p? +1)(p +1)? p—1 (p?+1)

3p% — 2p + 1)(p? + 1) — (p° — p? 1)2 B p? 1
B2 VA ) =W = A p+ 12 g P P

i
pol (p? + 1)? (p?+1)
2 2ePt 2etit eIt
rez e’ = lim , : ; - ,
p=ti (p2 + 1)(p + 1) =i (pE£j)(p+1)*  (£25)(£25) 2

a dostavame funkci f(¢):

jt —jt
1 2 e’t te

=e'(1+1) - = e 't — cost.
RS PESIE e (1+1) 5 e coS

]

Poznamka 3. Uvedenou vétu lze formulovat i v podstatné silnéjsim znéni [9]. Napiiklad muze byt rezidui
nekonecné mnoho a jejich suma je nahrazena nekonecnou radou, kde rezidua sc¢itame podle velikosti jejich
modulu. Tamtéz je pouziti této véty pii hledédni pfedmétu, ktery je T periodicky; to jest funkce F(p)

je soucinem a jeden cinitel je zlomek Tento zlomek méa nekone¢né mnoho jednoduchych pdli.

1—e?l"
Déle je treba poznamenat, ze predpoklady této véty nejsou splnény ani u jednoduchych funkci. Naptiklad
u funkce R(p)e* (R(p) je raciondlni lomend funkce) postupujeme tak, Ze nalezneme predmét racionalni
lomené funkce R(p) a pouzijeme vétu o translaci. Dalsi moznosti je vyuzit vyjadieni pfedmétu ve tvaru

konvoluce.
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Dalsim ,specidlnim“ pripadem je obraz, ktery je nulovy a holomorfni v nekone¢nu.

Véta 4.32. 1. Heavivideova véta o rozkladu. Necht lze funkci F(p) pro |p| > R > 0 vyjadfit ve tvaru

konvergentni rady:

Fip)=>_ "
n=1 p
Potom plati:
P Z a, " 1 i a_n
(n—1)! —~p"

Uzitecnost této budeme demonstrovat na nasledujicim pirikladu
o .. L. . , sint 1
Priklad 4.33. Pomoci predchozi véty ukazte, ze plati & )= arctg —.
p

Reseni. Uvedenou rovnost ziskdme porovnanim rozvoji obou funkci. Funkce sint ma Taylorovu fadu se

stiedem v tg = 0 ve tvaru sint = » % odtud plyne rozvoj funkce
k=0
S (—1)k2k+1
sint kg T2k i 1)ke2k
t (2k +1)!

n:0
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1 o
Taylorovu fadu funkce arctgt lze ziskat integraci geometrické rady i Z(—l)kt%. Plati tedy

k=0
e (_Uktzk—i-l 1 e (_1)k 1
arctgt = ———— & arctg— = .
8= it & ZQk—I—lp%H
k=0 k=0
, , 0, pro sudé n = 2k; ] . ; )
V obou fadach mame a,, = . Funkce arctg je funkci komplexni a v odvozené
%, pro liché n = 2k + 1.
rovnosti je brana pouze hlavni vétev ve shodé se vzorcem (3.19). ]

Poznamenejme, ze uvedeny piiklad mutze byt vhodnou ukézkou pouziti Heavisideovy véty v obou smé-
: sint - , . <
rech, nebot funkce — ma transcendentni integral a naopak funkce arctg — ma v pocatku podstatnou
p

singularitu.

4.8 Souvislost Fourierovy a Laplacevy transformace

Pti odvozovani integralniho vyjadieni inverzni Laplaceovy transformace jsme ukazali, Ze Laplacetv obraz
funkce f(¢) je ekvivalentni souboru Fourierovych obrazi funkci f(¢)e™*, kde s > s¢. Z toho plynou nékteré
nasledujici dusledky.
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Fourierovy obrazy lze nékdy pocitat pomoci Laplaceovych obrazii, které se snaze pocitaji, nebot to jsou
holomorfni funkce. Je-li funkce f(t) je nulova pro ¢ < 0 a obraz Fourierovy transformace existuje, potom je
funkce f(t) Laplaceovy a Fouriertiv obraz dostaneme tak, Ze v Laplaceovu obrazu za p dosadime p = jw:

F[(t) = F(w) = ZLf(0)] -

Jestlize naopak je funkce f(t) pro t < 0 je nenulova a ma obraz Fourierovy transformace, oznac¢ime f*(t)
zzeni funkce f(t) na (0,00) a f ( ) = f(—t) pro t € (0,00). Pfedpokladejme, Ze navic jejich Laplaceovy
obrazy Fi(p) = .i”fJ“( ), Fa(p) = Zf~(t) existuji. Potom plati

z/_ f(t)e—jwtdt:/o f(t)e_j“tdt—i—/Ooof(—t)ej“tdt:Fl(jw)—i—Fg(—jw).

sint
Uziti této identity umozni v navaznosti na vysledek Ptikladu 4.33 urcit Fouriertiv obraz funkce —

e sint . (s
Uvazime, ze funkce — je suda a dostavame:

sint 1 -1
F | — | = arctg — + arctg —.
t Jw Jw
S pouzitim vzorce (3.19) dostavame rovnost

int TR R B 1 —1
7 sin :—an .]1 —ZLn .11:_2 an—l— +an .
27 1-j5 2 1-jim 2\ w-1l w+l
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Pro realnou proménnou w nastavaji dvé mozné varianty

w —

1
1. |w| > 1, z ¢ehoZ plyne 1 > 0 a dané logaritmy jsou redlnymi funkcemi, které se vzajemné sec¢tou
w

na 0, nebot jejich argumenty jsou pfevracenymi hodnotami.

w—1
2. < 1 z éehoz pl
|w] z e ozpynewle

< 0 a pro dané logaritmy plati:

| w—i—1+, 1 w—1
n|l—— T+ 1In
w—1 J w+1

1 -1
an+ —|—an =
w—1 w+1

‘ + Jm = 2gm,
nebot se redlné logaritmy odectou ze stejného diivodu jako v prvnim piipadé.
Celkové dostavame funkci, které je nulova pro ¢t € R\ (—1,1) a v intervalu (—1,1) rovna —%2]’7? =T

sint

7 () = rlater 1) = (e~ 1),

t

4.9 Uziti Laplaceovy transformace k reseni rovnic

Laplaceova transformace se s vyhodou pouziva k feseni diferencialnich, integro-diferencialnich rovnic a
jejich soustav, zejména pri hledani reseni Cauchyho pocatecni tlohy. Je-li cilem nalezeni obecného feSeni
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integro-diferencialni rovnice, dosadime za pocatecni podminky obecné konstanty a popsanym postupem
ziskame obecné Teseni.

pri hledani predmeétu uzivat riizné moznosti jeho nalezeni.

Piiklad 4.34. Naleznéte FeSeni diferencidlni rovnice z”(t) — [ !

o Z(s)ds = 26e* 4 4 uréené pocatecnimi
podminkami z(0) = 6, 2/(0) = 12.

Reseni. Nejdiive nalezneme obraz rovnice:

t
.i”:c”(t)—f/ r(s)ds = £26e* + L4
0
X

2% 4 30p-—12
4+ === F
p—=3 p (p—3)

PX(p) — 6p— 12— X1
b

pP—1  30p—12 PP -p=2 (p—-2)(p* +p+1)
X0 = oy TR T e T o
X(p) = 6(p—2)(p*+p+1) _ 6(p—2)

P=3)*-1)  (@=-3)FE-1)
Rovnici vyfesime vzhledem k X (p) a ziskanou racionélni lomenou funkci rozlozime na soucet parcialnich

zlomk1 :
B 6(p —2) B 3 3
X@y_@—3ﬂﬂ—ﬂ_p—3+p—f
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Predmét nalezneme pomoci vzorce pro obraz funkce ¢ spolu s tvrzenim o posunuti obrazu:

1 3
+

Priklad 4.35. Naleznéte feSeni systému diferencialnich rovnic

Yy —20h +yp —yn = 202+ 2+ f(t)
yé_2y1 - t27

uréené pocateénimi podminkami y;(0) = 0, y4(0) = y2(0) = 0, kde f(¢) je libovolna spojité funkce spliujici
f(0) =o0.

Reseni. Budeme postupovat analogicky s pfedchazejici ukézkou. Nejdiive uréime obraz systému rovnic

(f(t) < F(p)):

P D

pYo —2Y) = .
p

4 2
PYo—2pYi+pYi4pYa—Y1 = —+ 5+ F(p),
2

w
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Vzhledem k proménnym Y7, Y5 jsme ziskali systém dvou linearnich rovnic

4
(=2p = DY1 + Yo(p* +p) = 5 W),
2
jehoz feSeni mtizeme ziskat pomoci Cramerova pravidla:
5t a+Fp) plo+1)
2 4 4 2 _2_ 2
Y, = e p :pz-I—p-I—pF(P) P p2:z+F(p)
—2p—1 p(p+1) it R et

p

—2p—1 1%—1—1%4—]7(]7)

— 2 4 2 8 4
. » _ Tty MW 6 P
p p P! p
Déle pouzijeme vzorec pro obraz funkce ¢ spolu s tvrzenim o integralu predmétu dostavame:

y(t) =271 {1% + @} =t* + f(t),
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w(t) =2~ {% + 2@}#3 + 2/Otf(r) dr.

p p
[

Predmét k obrazu F(p)/p, v némz je blize neurcend funkce, jsme ziskali podle tvrzeni o integraci
predmétu. Stejny vysledek bychom ziskali podle tvrzeni o konvoluci predméti. Funkce 1/p mé predmét
Heavisideovu funkeci jednotkového skoku a F'(p) funkci f(t). Vyjadieni pfedmétu ve tvaru konvolu¢niho
integralu je postup mnohem vyuzitelnéjsi. V dalsim prikladu tohoto obratu vyuzijeme pfi feseni diferencialni
rovnice s periodickou pravou stranou.

Piiklad 4.36. Reste diferencialni rovnici 4 + y = f(t) = max(sint,0) spolu s nulovymi poéatecnimi
podminkami y(0) = 0.

Reseni. S vyuzitim P¥ikladu 4.23 ziskdme snadno Laplacetiv obraz rovnice a obraz feseni

1 1

O = G —eetm) P T o D@ D - ep(-mp)

Funkei Y'(p) je mozné chapat jako soucin dvou funkei

1 1
p+1 (P*+1)(1—exp(—7p))
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se znamymi predméty. Vyuzitim tvrzeni o konvoluci pfedméttt miizeme feseni formalné vyjadrit ve tvaru
konvoluc¢niho integralu:

t
y(t):/ e~ "™ max(sin 7, 0) dr.
0

Velice casto, napt. pii studiu asymptotického chovani feSeni rovnice, je vhodnéjsi jiny zapis tohoto reseni
ve tvaru souctu periodické a neperiodické slozky. Predpokladejme, Ze takovyto postup je mozny a obraz
feSeni ma tvar:
1 A Ggﬂ- (p)
Y(p) = 5 = 5

(p+1(*+1)(1 —exp(—7p)) p+1 1—exp(—2mp)
kde druhy s¢itanec je obrazem periodické slozky. Vzhledem k periodicité pravé strany f(¢) = max(sint,0)
rovnice ocekavame periodu 27 pro tuto periodickou slozku feseni. Proto, s vyuzitim tvrzeni o obrazu
periodické funkce, je obrazem této slozky feseni zlomek, ktery ve jmenovateli obsahuje rozdil 1 —exp(—27p)
a Citatel je obrazem jediného impulsu G, (p). Po vynéasobeni rovnice vyrazem 1 — exp(—27p) dostavame

1 l4exp(—pr) A(l—exp(—27p))

I ) B ) B

Nyni pouzijeme inverzni transformaci s tim, ze druhy ¢initel soucinu vlevo je predmétem jednoho impulsu
for(t) = n(t)sint —n(t—m)sint a pfi stanoveni predmétu levé strany rovnice vyuzijeme tvrzeni o konvoluci
predméti

e '« (n(t)sint — n(t — m)sint) = /Ot e for(T)dr = A (e () — e U n(t — 27)) + gax(2).
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Protoze predméty for, gor jsou pro t > 21 nulové dostaneme vztah z néhoz uréime A:
-1
2(exp(m) — 1)

Po dosazeni za A do rovnice ziskdme vztah, ze kterého uréime na intervalu (0, 27) periodickou slozku Feseni
Gor(t). V intervalu 0 < ¢ < 7 plati:

T4+ 1
e_te—i- _

5 e_t/ e sinTdr = Ae_t(l — e%) = A=
0

1 et

¢
gax(t) = / e sinrdr+ ————— =
0

1 (e_t + sint — cos t) +
2(exp(m)—1) 2

1 e’ 1/, , P e”
——————— = — | sint —cost +e .
2 (exp(m)—1) 2 em —1

Analogicky dostavame pro w < t < 2m:

i 1 et et et €7 e te? fem—1
= et Dginrdr4-— " (y1)+ _c e re -2
Gor(t) /0 e sin T T+2(exp(7r)—1) 5 (e"+1)+ 5

Reseni y(t) nalezneme ve tvaru sou¢tu
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kde g,e-(t) je periodicka slozka FeSeni dostatecné popsana pribéhem v zékladnim intervalu (0,27) ( gper(t) =
= g2 (t) pro t € (0,2m). Vzhledem k tomu, Ze neperiodickd slozka A = 5~ ~! nabyva velmi malych
hodnot, lze pro dostatecné velka t feseni ztotoznit s periodickou slozkou. Sl“oto ma 1 prakticky vyznam. Dana
rovnice popisuje tok elektrického proudu v obvodu tvofeném civkou o indukci L = 1 a ohmickym odporem
R =1, ktery byl v ¢ase t = 0 pripojen k jednocestnému usmérnénému napéti. Nalezena periodicka slozka
feSeni popisuje potom ustaleny stav (Cerveny graf), ke kterému se blizi pfesné feSeni (modry graf),

je neperiodicka slozka Teseni. O

0IlllllllllllllIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

0 1 2 3 4 5 6 7
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Poznamka 4. V predchazejicim prikladu byl realizovan postup nalezeni periodické slozky feseni. Podrob-
néji je tento postup popsan v [9].

V praktickych piipadech casto opakované fesime podobné rovnice, kde leva strana je stejnd a méni se
pouze prava strana. Budeme-li rovnici interpretovat tak, ze jeji feseni je reakci né€jakého systému na vstup
popsany pravou stranou, je vhodné ziskat vysledek ve tvaru, kdy je mozné pouze dosazovat rtizné pravé
strany. Napf. je-li fesenim proud v elektrickém obvodu popsanym néjakou linearni integro-diferencialni
rovnici s konstantnimi koeficienty L£(i(t)) a pravou stranou je né&jaké napéti u(t), ke kterému je obvod
pfipojen, znamena to opakované fesit rovnici £(i(t)) = u(t). Z toho plyne, ze Laplacetv obraz této rovnice
Y (p)L(p) = U(p) ma TeSeni za stejnych poc¢ateénich podminek vzdy ve tvaru soucinu funkei

S vyuzitim vlastnosti konvoluce dvou funkei I(t) <> ﬁ, u(t) <> U(p) dostavame FeSeni

it) = /0 It — 7)u(r)dr.

Vyse uvedend funkce [(t) se v teorii linedrnich systémi nazyva impulsni charakteristika, protoze je tato
funkce chépéana jako odezva systému na Diractiv impuls. Funkce [(¢) je totiz Laplaceovym vzorem funkce
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a Citatel tohoto zlomku je obrazem Diracova impulsu 6(¢) <> 1. Stanovit tuto charakteristiku expe-

L(p)

rimentalné je obtizné, nebot se Diracova funkce i pfiblizné nesnadno aproximuje. Je mnohem jednodussi
stanovit charakteristiku h(t) jako reakci systému na Heavisideovu funkci jednotkového skoku:

C(h(t) = n(t) & H(p)L(p) = %

Tato charakteristika se nazyva prechodova charakteristika a umozni s vyuzitim Duhamelova vzorce jiné
vyjadfeni reakce systému L(i(t)) = u(t) na libovolnou pravou stranu u(t). Plati

1

[(P):T

o) ——U(p) = pH(p)U(p)

a aplikaci zminéného Duhamelova vzorce dostavame
i(t) = h(t)u(0") + h(t) *u'(t) mnebo i(t) = h(0T)u(t) + A'(t) * u(t).
V pripadé, ze se jedné o linearni diferencialni rovnici n-tého fadu s konstantnimi koeficienty t;j.,
Li(t) = ani™ () + an_1i™ V() + - + a1i'(t) + agi(t),

je funkce L(p) charakteristickjm polynomem. V tomto pfipadé mame moznost urc¢it predmét I(¢) i jinak
nez jako odezvu na Diraciv impuls. Budeme-li uvazovat homogenni systém, tj. systém s nulovou pravou
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stranou, a dale konkrétni pocatecni tilohu ur¢enou pocatecnimi podminkami

i(0) =0, (0)=0, ... ,i"2(0)=0,i""V(0) =1,

Posledni rovnice je az na nasobek a, obrazem impulsni charakteristiky linearniho systému. Partikularni
feSeni nehomogenni linearni diferencialni rovnice miizeme vyjadiit pomoci konvolu¢niho integralu, jiz drive
zavedené vahové funkce. Ta je feSenim nehomogenni rovnice (délené koeficientem a,,) spliiujici vyse uvedené

pocatecni podminky.

4.10 Slovnik Laplaceovy transformace

Vsechny pfedméty v tabulce jsou nasobeny funkei jednotkového skoku 7(t) a tuto skutecnost je tfeba pii

praci s tabulkou zohlednit.
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Predmét Obraz Predmét Obraz
A A e =
p p+a
n N n' —atyn n'
&, ne Pl et (p + )+t
p —at pta
COS bt, b % 0 p2 n b2 € cos bt m
: b —at L; b
Sin bt, b 7é 0 p2 2 (S sin bt m
p —at p+a
cosh bt, b §é 0 p2 — b2 € cosh bt m
: b —at L3 b
sinh bt, b 7& 0 p2 _ b2 (S sinh bt m
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Predmét Obraz Predmét Obraz
2 _ 12 2 _ 12
p = b —at (p + CL) —b
tcosbt, b#0 CEOE e “tcosbt 0+ a) 1 )2
' 2bp . 2b(p + a)
tsinbt, b#0 e+ D) e “tsinbt 0+ )+ )2
eat — bt b4 1 e* —cosbt — ¢sinbt 1
S O @+ P (b= @) +1?)
ae® — bebt b+ P ae™ — a cos bt + bsin bt D
a
a=b - (p—a)(p—1b) a® 4 b? (p—a)(p* + %)
(1 + at)e P a*e™ + b? cos bt + absin bt P
a
(p—a)? a® + b (p —a)(p* + b?)
- at®*\ p sin bt — bt cos bt 1
— Je
2 (p—a)® 20° (p? + %)
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Maplety
Kliknutim na néasledujici odkazy si lze pomoci mapleti procvicit tato témata:

1. Rozvinuti realné funkce do Fourierovy fady.
2. Fourierova transformace - hledani obrazu ¢i predmétu k dané funkeci.
3. Laplaceova transformace - hledani obrazu realné funkce ¢i predmétu komplexni funkce.

4. ReSeni linearni diferencidlni rovnice (az tfetitho fadu) s konstantnimi koeficienty pomoci Laplaceovy
transformace.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/Fourierrady.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/fourierTransform.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/laplaceTransform.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/ODELaplace.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/ODELaplace.html
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5 % transformace

Analogii integralni transformace je pro posloupnosti Z transformace. Posloupnosti jsou fesenim diferenc-
nich nebo rekuretnich rovnic, které se podobné jako pro rovnice integro-diferencialni pretransformuji na
jednodussi rovnice algebraické. 2 transformace tak tvori zakladni nastroj studia diskrétnich jevii, signali
atp. .
Uvazujme posloupnost ¢isel {f,,}, o niz pfedpokladame, Ze existuje alespoii jedno komplexni ¢islo 0 #
= 29 # oo takové,ze funkéni fada
oo
F(z)=>)_ f—" (5.1)

n=0 """

konverguje. Potom fekneme, Ze posloupnost { f,,} je 2 transformovatelna nebo-li pripustna. Jeji soucet F'(z)
je regularni funkce v okoli bodu oo a nazyvame ji obrazem posloupnosti {f,,}. Tuto skuteénost zapisujeme
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Z{fn} = F(2) <> {fn} a k dané posloupnosti {f,} existuje jediny obraz Z{f,} = F(z) <> {f.} a toto
zobrazeni nazyvame /-transformaci.

Ekvivalentni podminkou transformovatelnosti posloupnosti je, ze posloupnost je 2 transformovatelna
praveé kdyz je ohrani¢eného ristu s indexem s, kde s je vhodné ¢islo, coz znamena,ze existuji konstanty M,
s takové, ze

| fn] < Me®™ pro vSechna n.

Pfiklad 5.1. Snadno vidime, Ze posloupnost {€**} je ohrani¢eného rustu s indexem |a|, pro libovolné
komplexni a. Jeji obraz nalezneme pomoci souc¢tu geometrické rady.

e K e\" 1 2
F = _— _— = pu—
() 2" Z ( z ) 1—e%27l  z—e®

n=0 n=0

Pokud bychom tuto posloupnost zapsali ve tvaru {a"} obdrzeli bychom vysledek ve tvaru

z

Z{a"} = .
o} = —

Abychom mohli formulovat tvrzeni o 2 transformace musime uvést nékteré dilezité pojmy analogické
s pojmy vyskytujicimi se ve formulaci podobnych vét pro transformace integralni. Dilezitym pojmem je
konvoluce.
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Definice 5.2. Konvoluci posloupnosti {f,}, {g.} nazyvame posloupnost, kterou znacime {f, * g,} pro
jejiz ¢leny plati vztah

n
Jn* gn = Z Jn—igi-
i=0
Pro pripustné posloupnosti je i jejich konvoluce pripustné posloupnost.

Poznamenejme, ze konvoluce posloupnosti je operace, ktera je komutativni, distributivni a asociativni.

Priklad 5.3. Spoctéme konvoluci nékolika jednoduchych posloupnosti

{fa} | {9} | {fn* gn}
W 21={+1)

W {n} | 2i= {30+ 1))
{1} [{fn} {i fi} = {sn} posl. ¢ast. souctin

1=0

} | {fu} {gn—z’)ﬁ}=n<fn*1>—<nfn>*1




206

Pro pfirozené ¢islo k a { f,} fekneme, ze posloupnost {g,} = {fn1r} vznikla z posloupnosti posunutim
o k mist vlevo, jestlize pro jeji cleny g, plati

In = fask pro n=20,1,2....
O posloupnosti {h,,} = {f._i} Fekneme, Ze vznikla z posloupnosti { f,,} posunutim o k& mist vpravo, jestlize
pro jeji ¢leny h,, plati
0, pro n=0,1,... k-1;
9n =
fo_r, pron=k-lk,. ...

Dalsim dilezitou operaci s posloupnosti vytvoreni posloupnosti diferenci k dané posloupnosti. Je-li
zadand posloupnost {f,} potom vyraz Af, = f.11 — fn nazyvame prvni diferenci a {Af,} posloupnosti
diferenci. Diference vyssich fadt definujeme rekurentné pomoci prvni diference

AFfo = DA )

a vyraz A*f, nazyvame k-tou diferenci a {A*f, } posloupnosti k-tych diferenci.
Poznamenejme, 7Ze posloupnost diferenci je jako linearni kombinaci posunutych posloupnosti:

N = 3 (-1 (5) s (5.2

=0
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Priklad 5.4. Spoctéme diference nasledujici posloupnosti

{0,1,4,9,16,25,...} fo=n? zadand posloupnost
{1,3,5,7,9,16,...} Af,=2n+1 posloupnost prvnich diferenci
{2,2,2,2,2,2,...} N, =2 posloupnost druhych diferenci

{0,0,0,0,0,0,...} AFf, =0  posloupnost k-tych diferenci, kde k& > 2

Véta 5.5. Predpokladejme, Ze posloupnosti { fn}, {gn} jsou ohranic¢eného ristu. Oznacme F(z) = Z{f.}
a G(z) = Z{gn}, dilen € N, a,b € C jsou konstanty.

Véta o predmét obraz

linearite  a{fn} +b{gn} aF(z)+ bG(2)

podobnosti {a" fn} F <E>
a
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Véta o predmét obraz

posunuti vpravo {fo-r} 27FF(2)

pozndmka: posloupnost { f,_x} je doplnéna nulami

k—1

posunuti {frix} FE(z) - 5—2
n=0
derivaci obrazu {nfn} —2F'(2)
< F
integraci obrazu {&} / ﬁ d¢
n NS
pozndmka: must platit fo =0, tj. {fn/n} = {0, f1, f2/2,...}
konvoluci predmétu {fn*9n} F(2)G(2)
=1
diferenci {AFf.) (z—=1)FF(2) — 2 > (2 = )P 1T Alfy
i=0

pozndmka: posloupnost AF je také pripustnd, A°f, = f,

castecném a z
souctu {S } {; / } z—1 (Z)

pozndmka: posloupnost {s,} je také pripustnd
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Priklad 5.6. Pomoci vysledku v ukazce 5.1 a véty o linearité muzeme odvodit nasledujici vysledky.

g{smn}:ﬂf{eﬂ‘%}—éf{eﬁ%}:i( . ):

27 2j \z—el®  z—eJo

1 2(e7* — 1) _ zsina

2j 22 — z(efe 4 ey +1 22 —2zcosa+ 1

Analogicky dostavame Z{cosan} = Z2(f Q—ZC;);((O‘Oz; i -
Déle oznaéme {a,} = {1}, {b,} = {(=1)"}, {c.} = {j"}, {a.} = {(—5)"}, potom plati

posloupnost kombinace obraz
2

{e} ={1,0,1,0,...} L{an} + {bu}) S
{1} ={0,1,0.1,...) 3({au} — (b)) T
{oa} ={1,0.-1,0,1,...}  ({ea} + {du}) Zji -
{ha} ={0,1,0,-1,0,1,...} 3({e.} —{du}) ZQ;

{1,0,0,0,1,0...} ({an} + {bn} + {cn} + {dn})

NI
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Priklad 5.7. Na vysledcich pfedchoziho prikladu je mozné demonstrovat pouziti vét o posunuti vpravo i
vlevo. Plati vztahy mezi posloupnostmi {e, 1} = {f.} = {en+1}, soucasné také plati

B(z) = © G Fz) =2 (zjj - - 1) = 2(BE(z) — 1)

z22 -1

Priklad 5.8. Pomoci véty o derivovani obrazu postupné urcete obrazy posloupnosti {n}, {n?}, {n®}.

Reseni.

Z{n}=—z(Z{1}) = -2 (Z i 1) -G :11)2 -5 _Z 7 (5.3)

20t} =20 =~ (Z1p) = G - o1 (54)

By _ 220 2+ 2z /:zz2—|—1+4z:z(z2+1+4z)
Z{n’} = -z (Z{n"}) = ((Z 1)3) PR EETa (5.5)
O

Na konkrétnim ptikladu si ukdzeme jak je moznéostupovat riznymi zptsoby pii hledani konkrétniho
obrazu.
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1
Priklad 5.9. Naleznéte obraz posloupnosti { (n;— ) }

Reseni. Pii feSeni ukazeme 3 rizné zptisoby:

—_

Vyuzijeme vysledki Piikladu 5.8 Z{n} = =7 a {n?} = )3 a souctem obrazi obou posloupnosti

a jeho délenim 2, nebot ("3') = L(n? +n) dosta,vame

(")) =2 (e <j—+1§3> -+ ;éiisﬂ e i21)3

1
2. Vyuzijeme skutecnosti { <n—2k ) } = {1} x {n} viz Piiklad 5.3 a véty o obrazu konvoluce:

(")} 2w 2o = Sy - <zi21>3

n
v 47 v s . vz , ’ v . . 1 vz v N4 N v
3. Treti moznosti je vyuzit zndmé skutecnosti » i = (";r ) a uzitim véty ¢astecnych souctech:
i=0

ff{<n;1>}:zi1 _zi1(z—z1)2:(zi21)3
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]

1 -1 n+1
Priklad 5.10. Naleznéte obraz dvou posloupnosti {f,}ne, = {0, 1, I (=1) } a {fuly =
n

1 (1)t et .
0,1, 5 s vyuzitim véty o integraci obrazu.
n

Reseni. Obé& posloupnosti miizeme také zapsat jako posloupnost {f,,/n}, resp. {g,/n} kde
11 (—1)+! 1 1
L =1{0,1,-1,...} F(z)=FZ{0,1,~-1,1,...} == ——+--- o
U} =1 ) RG) =2 R Rl
(o= {011} G =2{0111, j—++1 41 _ ;1
gny = Ly Ly e e Z) = 3 Ly Ly Ly e —Z e Zn_l_%_z_l

Integraci racionalné lomené funkce F'(¢)/¢ resp. G(¢)/¢ provedeme soucasné pomoci rozkladu na parcialni
zlomky:

lim £+ ( In S —1In - =—In i =In 1j:1 .
Co—o0 == z+1 z+1 z
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Véta 5.11. Necht {f.} je pripustnd tj. Z{f.} = F(z). Jestlize nize uvedené limity ezistuji, potom plati:

lim F(z) = fo pocdtecni hodnota

Z—00

hm F(z Z fn

lim(z — 1)F( ) = lim f, koncovd hodnota
z—0 n—00

Vztah 5.7 ndm umozni vyuzit predchozi ukazky k urceni souctu

o0 n+1 1
Z = lim In (1+—> = 1In2.
zZ

n=1

(5.6)

(5.7)

(5.8)

Pro druhou posloupnost z téhoz piikladu se jedna o harmonickou fadu, ktera diverguje. S touto skutec¢nosti

koresponduje neexistence limity

lim In (1 — 1)
z—1 z



5.1 SOUVISLOST % A LAPLACEOVY TRANSFORMACE 214

5.1 Souvislost Z a Laplaceovy transformace

Predpokladejme, ze posloupnost {f,} je pfipustna. Uvazujme zobecnénou funkci

f() =Y fadlt —n)

Vypocteme Laplacetiv obraz této zobecnéné funkce:

LY fub(t—n) =) Lot —n) =) f.e
n=0 n=0 n=0

Tento vztah se nazyva diskrétni Laplaceova transformace a substituci e? = z dostavame obraz 2 transfor-
mace posloupnosti { f,}.

5.2 Zpétna Z transformace

Kazda funkce komplexni proménné F(z), kterd je v okoli bodu co holomorfni je obrazem vhodné posloup-
nosti {f,} to jest Z{f.} = F(2), coz také zapisujeme:

ZH{F(2)} = {f} (5.9)
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Protoze ¢leny této posloupnosti jsou koeficienty Laurentova rozvoje je toto zobrazeni jednoznacné a navic
pro né plati integralni vzorce:

1

= % CpF(z)z”_ldz, n=012.... (5.10)

Ja

kde C, je kruzZnice se stfedem v pocatku o dostatecné velkém poloméru takovém, Ze vSechny pfipadné
singularity lezi uvniti této kruznice. Tento postup je pomérné naroc¢ny.

Poznamka 5. Pii hleddni vzoru 2 transformace miiZeme vyuZit linearitu zpétné transformace 27!,
ktera plyne z linearity 2 transformace.

Situace se vyrazné zjednodusi pti hledani vzoru pro racionalné lomenou funkei.

5.2.1 Predmeét k racionalni funkci
Pro obraz % transformace ve tvaru racionalné lomené funkce, lze predmét nalézt pomérné jednoduse
nékolika moznostmi

1. rozkladem na parcialni zlomky : kde k € N a zy je konecné komplexni ¢islo. Protoze

Z— 29
obraz Z transformace je funkce v okoli oo holomorfni, ma tato kone¢nou limitu pro t — oo. To
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znamena, ze pro racionalni funkci, ktera neni ryzi, je vyjadfeni ve tvaru souc¢tu konstanty a parcialnich
zlomkt. Pro parcialni zlomek kde & = 1 snadno ziskdme

1 . 1 2
s _— -y Ry (5.11)
Z— 2 1— z

Rozvoj parcialnich zlomkt (z — z) 7, kde 2 < k € N miiZeme odvodit z rozvoje 5.11, jestlize jej k — 1

krat derivujeme. Situaci pfesné popisuje nasledujici véta

Véta 5.12. Je-li z9 # 0 plati

1 1 k 20 E—14+n\ z§

Tato véta plati i pro k = 1 a prava strana rovnice 5.12 je jenom slozitéji zapsanad prava strana 5.11.
Podobné predpoklad zy # 0 neni nutny, ale pro zp = 0 je parcialni zlomek pfimo Laurentovym
rozvojem.

Postup hledani predmétu 2 transformace k racionalni funkci Ize jednoduse popsat jedinym souvétim.
Racionalné lomenou funkci vyjadiime ve tvaru souctu konstanty a parcialnich zlomkt a z linearity 2
transformace ziskdme pfedmét jako soucet pfedmeétti jednotlivych parcidlnich zlomkt podle zndmych
vzorci. Uvedeny postup ukazeme na prikladé.
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Priklad 5.13. Naleznéte predmét 2 transformace k funkci

223 — 22 4+ 2
(z—=1)2(z+1)

Reseni. Rozklad racionélni funkce mé tvar

223 — 224+ 2 1 2 1

(z—1)2(z +1) 2_z—l—l z—1+(z—1)2

Podle vztahu 5.11 dostavame

—1 _—1+1+ +(—1)"+ 2 2 2
2+1 2z 22 Zn 2—1 2z 22 Zn

a podle vztahu 5.12
2 n+1 n
L S ()L i (O
(z—1)2 22 23 Znt2

a predmét puvodni racionalni funkce je ve tvaru souc¢tu jednotlivych predméti

+ ...

223 — 22+ 2 —1+2+1+2+1+ +(—1)"+2+(n—1)
(z—1)%(2+1) 2 22 2"
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Zapis predmétu Z transformace k dané funkci lze realizovat i takto

223 — 22 4+ 2
EENVEERY

< {n+14+(-1)"}.

]

2. pomoci rezidui : Je-li funkce F'(z) racionalné lomend ma koneény pocet singularit zj, které jsou pély
1
nebo odstranitelné singularity a integral f, = 77 / F(2)2"'dz (C, je kruZnice se stfedem v
) Je,

pocatku obsahujici v8echny singularity) mtzeme vy¢islit pomoci rezidui

fn ! F(2)z"'dz = Z rez F(z)2""!. (5.13)

27y z=z
JJe, " k

Postup budeme ilustrovat na predchéazejicim zadani.
Priklad 5.14. Naleznéte predmét 2 transformace k funkci

223 — 22 4 2
(z—=1)2(z+1)
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Reseni. Cleny vzoru {f,} k této funkci pro n > 0 vyjadiime jako soucet
(223 — 2%+ 2)2" ! (223 — 22 + 2)2" !

fn = rez + rez =
=1 (z—1)2(z+1) =1 (z—1)2%(z+1)

. (22n+2 — pntl + Zn)’ —4- (_1)n—1 B

z—1 (z + 1) (—1 — 1)2
n—1 2 3 2 2 3 4 2_2
i 2 (22°n+ z°n + 22—|— z z+n)+(_1)n:n+1+(_1)n
z=1 (z+1)
Pro fy plati vypocet
r 223 — 22+ 2 N 223 — 22+ 2 N 223 — 22 4+ 2
= rez rez rez =
0= =4 2(z—=1)2(z+1) ==0z(z—1)2(z+1) =z=12z2(z—1)2(z+1)
2:2 — 2 +1Y\ 222422 —1
L4004 tim (2 25D
z——1 z+1 z—1 (Z + 1)

Celkové dostavame predmét 2 transformace k dané funkci ve stejném tvaru

2244z —1

e R CRE RGO
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3. z definice Vyjdeme-li ze vztahu 5.1, je mozné ziskat Clen f,, a budeme aplikovat stejn7 postup jako
odvozeni vzorce pro reziduum také tak, ze dany vztah vynasobime z"~! a n-krat derivujeme. Ziskame
tak fadu, kterd zac¢ind vyrazem (—1)"f,n!z"""! nebof z na nezdporné celé mocnitele derivovanim
zmizely. Vynasobime-li nyni fadu 2" a provedeme limitni pfechod 2z — 0o dostaneme vzorec

Prestoze, odvozeni tohoto vzorce je jednoduché, jeho uziti komplikuje nutnost urcit n-tou derivaci
racionalné lomené funkce, coz je vhodné realizovat ve tvaru rozkladu této funkce ve tvaru souctu po-
lynomu a parcidlnich zlomki. Nebudeme proto uvadét piiklad vypoctu pomoci tohoto v literatute [¢]
uvadéného vzorce. Misto toho uvedeme dalsi moznost

4. déléni polynomu polynomem nam umozni v mnohych pfipadech uréit vzor jak je dokumentovano
v nasledujicim prikladu

Priklad 5.15. Naleznéte predmét 2 transformace k funkci

223 — 22 4 2
(z—=1)2(z+1)
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Reseni. (222 —22 (23— 22— D=2+ -y 2y 2,2 2, °
cteni. (28 -2 +2) i(P--atl=24i4 a4t 8 508
223 =222 —22 42
22 432 -2
1
22—z =1 +-
z
1
4z -1 —-
z
4 4
4z —4 —— +—
z z
3 4
3 2 _2
z 22
3 3 3
3 -2 _°2 el
z 22 +Z3
6 +1 _3
z 22 23
6 6 6 +6
z 22 23 24
7 3 6
2 T3 A

1 4 3 6 ) 8
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Pfi hledani vzoru 2 transformace rtiznymi zptusoby byl imyslné volen tentyz obraz, pr moznost porovnani
téchto metod. Urcovani dalsich predmétt 2 transformace bude dil¢i ilohou pii vyuziti 2 transformace.
Dale jsou uvedeny dvé zakladni moznosti uziti 2 transformace a sice k feseni diferenc¢ni resp. rekurentnich
rovnic a k urcovani koneénych soucti..

5.3 ResSeni diferen¢énich a rekurentnich rovnic

Diferencni a jim ekvivalentni rekurentni rovnice se uzivaji pri popisu diskrétnich systémi v riznych ob-
lastech a to jak v matematice samé (napf. pfi numerickém FeSeni diferencialnich rovnic) tak v aplikacich
(numerickd analyza fyzikdlnich poli, elektrotechnika, stavebnictvi apod.) Za linearni diferenéni rovnici s
konstantnimi koeficienty povazujeme:

a, {ATyp} + -+ an {A%n )+ aofyn} = {fu},
kde a # 0, r € N, n € Ny a navic
e a; jsou konecné komplexni konstanty pro ¢ = 0,...,r, které se nazyvaji koeficienty rovnice.
e {f.} je zadana posloupnost komplexnich ¢isel, kterd se nazyva prava strana rovnice.

e {y,} je hledana posloupnost, kde prvnich r ¢lend yo, 41, .., yr—1 jsou obvykle zadany jako pocatecni
hodnoty.
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Pti hledani feseni postupujeme obvykle nasledujicim zpiisobem:

1. Nalezneme obraz diferencni rovnice, ktery je v pfipadé linearni diferenc¢ni rovnice s konstantnimi
koeficienty rovnice algebraicka

2. Dosazenim pocatecnich podminek do této algebraické ziskdme rovnici, ktera jedno feseni a nalezneme
tak obraz feseni diferenc¢ni rovnice.

3. Hledané feSeni {y,}, potom urc¢ime zpétnou transformaci

transformovand rovnice % transformace ) o .
L diferenc¢ni rovnice
obvykle algebraicka
jednodussi postupl lk]asicky postup
feSeni transformovaného problému feseni ptivodniho problému

Inverzni 1 transformace

Priklad 5.16. Reste diferencni rovnici {A%,} — 9{y,} = {1} s potatecnimi podminkami yo = 0,
Ayg =—1.
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Reseni. Uréime obraz diferenéni rovnice 2 {A%y, } — 92 {y,} = {1} oznacime-li Z{y,} =Y (2) :
2
z—1

Dosazenim pocatec¢nich podminek a vyfesenim rovnice ziskame obraz Teseni:

(2 = 1Y (2) = 2(2 — L)yo — 2Ay0 — 9Y (=) =

z
z—1

(z—=1D)(2)+2-9Y(2) =

z 2z — 22

Y(2)(z —4)(2+2) = o A e
—2(z —2)
(z—=1)(z—4)(=+2)

K tomuto obrazu feSeni nalezneme predmét pomoci rezidui, nebot se jedné o jednoduché pdly :

Y(2) =

4 —z(z — 2) s —z(z —2) e —z"(z —2)
z {<z—1><z—4><z+2>}‘z=1<z—1><z—4><z+2> T DE-912)
re —2"(z —2) — lim(s —2"(z — 2) i —z"(z — 2)
==2(z—=1)(z—4)(z + 2) lﬂl( 1)(2—1)(2—4)(z+2) +£ﬁ4 (z—1)(2+2)
~(2)"(2-2) _ 1 24" 4(=2)" 14" +2(-2)"

(-2—1)(-2—-4) -3-3 3.6 —-3-—6 9
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Druhou moznosti zapisu zavislosti, které popisuji diferencni rovnice je tzv. rovnice rekurentni. Dosadime-li
za vSechny diference linearni kombinaci ¢lenti hledané posloupnosti pii vyuziti vztahu

Aryn = Z(_1>r—i (:) fn—i—i-
=0

lze kazdou diferen¢ni rovnici s konstantnimi koeficienty rovnici mizeme ptepsat na rovnici, kterd ma tvar:

Ar{yn—l-r} +oeet+ A2{yn+2} + Al{yn—H} + Ao{yn} = {fn}7 (5'14>

kde A, # 0 # Ay a A; jsou vhodné komplexni konstanty. Vzhledem k tomu, Ze ze znamych pocatecnich pod-
minek lze opakovanym pouzitim tohoto vztahu urcit libovolné y,, je tento tvar rovnice nazyvan rekurentni
rovnici. Postup naznac¢ime na rovnici z Prikladu 5.16

Priklad 5.17. Prfepiste rovnici z Pfikladu 5.16, tak aby neobsahovala diference a v tomto tvaru ji feste.
Reseni. 7 ilustrativnich divod odvodime druhou diferenci A2y, bez pouziti vise uvedeného vzorce:
A2yn = A(Ayn) = Yn+2 — Ynt+1 — (yn+1 - yn) = Ynt2 — 2Unt+1 t Yn-

Po dosazeni do rovnice dostavame

{ynr2} = 2{ynra} +{vn} = {Wn} = {Uns2} = 2{vnn1} =1
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Pti hledani feSeni rekuretnich rovnic postupujeme stejné jako u rovnic diferenc¢nich, to znamena, ze
nejdiive ur¢ime obraz dané rovnice, ktery vyfesime. Potom zpétnou transformaci urc¢ime feseni pivodni
rovnice jako vzor feseni obrazu ptivodni rovnice. Situaci budeme ilustrovat na piikladu znamé Fibonacciovy
posloupnosti. Poprvé byla uzita italskym matematikem Leonardem z Pisy, znamym spise jako Fibonacci,
ktery zil v letech 1170 az 1240. Problém kralikt zvefejnil Leonardo z Pisy jiz v roce 1202 v knize Liber abaci.
Tento problém miizeme formulovat takto: Kolik kraliki vzejde po roce z jednoho paru, jestlize kazdému
paru se v obdobi dospélosti, tj. po dvou meésicich, narodi jeden novy par.

0. mézic: 1 par / .\
1. mésic: 2 pary * O

2. mésic: 3 pary @ o @

o

R AN BANS AN
5. mésic: 13 pard o/o o/o/c\) o]\o Lo l\o \'o cL\o

O nedospély par ® dospély par
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Oznacme y, pocet paru kralikti v n-té generaci, pricemz predpokladame, ze zadni kralici neuhynou. Pro
zjednoduseni budeme kréliky rozliSovat na staré (mohou mit potomky) a mladé (nemohou mit potomky)
pary. V (n+ 2)-hé generaci je starych part jako vSech part v (n+ 1)-ni generaci tj. y,.1 a mladych péra je
tolik kolik bylo starych part (n 4+ 1)-ni generaci tj. jako vSech part n-té generaci tj. y,. Touto tvahou jsme
odvodili rovnici y,12 = yYpt1 + yn. Dale pfedpokladejme, ze za¢indme s mladym parem tj. yo = y; = 1.

Priklad 5.18. Naleznéte hodnoty tzv. Fibonacciovy posloupnosti urcené rekurentnim vztahem f, o =
= fas1 + [n a pocatecnimi hodnotami fo = f; = 1.
Nejdiive nalezneme obraz a nésledné vyfesime:

A(F(2)—1-1/2) = 2(F(2)—1)+ F(2)

22

F(z) = —~
(2) 22—z-—-1

Rozkladem na soucet ,parcidlnich® zlomki dostaneme Fibonacciovu posloupnost:

22 1 22 292 1++5
F = = — kd =
(2) 22 —2z2—1 z1— 2 (z—zl z—zz) €22 2
n+1 n+1
fo= le?—ZQZg_i 145 _ 1—+5
S 21— %9 _-\/5 2 2
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Uvedeny vysledek neni v pfilis praktickém tvaru. Rozvineme proto n + 1 mocniny podle binomické véty a
v rozdilu obou zavorek se ode¢tou sudé mocniny v/5:

1 S+ s o, a(ntl sl 1 n+1
f”:\/32n+1 [;( i )\/5__;(_1)< i )\/5—]:2_%0(%“)5@

n [0|1]2|3(4|5| 6| 7| 8| 9|10 11| 12| 13| 14
fo 11123581321 |34 |55|89 | 144|233 | 377 | 610

Poznamka 6. Poznamenejme, Ze pii obecnych pocatecnich podminkach yg = a, y; = § mé obraz FeSeni
_ Y02 + (y1 — yo)2

L . 22—z —1 A . , ,
zlomky se stejnymi jmenovateli, proto feseni je ve tvaru vhodné linearni kombinace posloupnosti uvedenych

vyse a koeficienty této linearni kombinace lze stanovit z poc¢atecnich podminek. Pro zjednoduseni doplnime
vyse uvedenou Fibonacciovu posloupnost ¢leny f_o = 1, f_1 = 0, kterd je zfejmé také fesenim dané
rekurentni rovnice a pro linearni kombinaci posunutych posloupnosti g, = ay,_ o + By._1, plati go = «a,
g1 = . Proto posloupnost g, = ay,_2 + By,_1 je Teseni s poc¢atecnimi podminkami yy = «, y; = 5.

, proto rozklad na ,parcialni“ zlomy obsahuje pouze

dané rekurentni rovnice tvar F'(z)

V dalsim prikladu si ukdzeme moznost fesit rekurentni rovnice, kde feseni je zaddno jinak nez pomoci
pocatecnich podminek.
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Piiklad 5.19 (Zruinovani hazardniho hrace). Hrac hraje proti protivnikovi fadu her, kdy vsadi jednu
korunu a s pravdépodobnosti ¢ korunu vyhraje a s pravdépodobnosti 1 — ¢ korunu prohraje. Tato situace
se opakuje pokud hrac¢ neziskd predem stanovenych N korun nebo neprohraje vSech n korun, se kterymi
do hry vstupoval. Urcete pravdépodobnost zruinovani hazardniho hrace, tj. hra skonci jeho prohrou.

Reseni. Ozna¢me f, pravdépodobnost prohry (zruinovéani) hrace, ktery ma n korun. V situaci kdy hrac¢
vlastni n korun mohou nastat dvé vzajemné se vylucujici moznosti a sice hrac¢ korunu ziska tedy pravdépo-
dobnost zruinovéni je f, = ¢fn+1 a nebo korunu ztrati a pravdépodobnost zruinovéni je f, = (1 — q) fu_1-
Protoze pravdépodobnost vzajemné se vylucujicich moznosti je souctem jednotlivych pravdépodobnosti
dostavame rovnici

fn = qfn-H + (1 - Q)fn—l-
Déle ze zadéani plyne pocatecni podminka fy = 1 (hra¢ prohrél) a fy = 0 (hrac¢ vyhrél). Nejdiive danou
rovnici upravime na tvar analogicky s predchozim piipadem (n nahradime n + 1)

1 1—g¢q
fn+1 == q.fn+2 + (1 - Q)fn - fn+2 - 5fn+1 + Tfn = 0.

Pro provedeni 2 transformace potfebujeme také znalost f;. ProtoZe ji nezndme oznac¢ime ji f; = « s tim,
ze o dodateéné stanovime z druhé podminky (fy = 0). Obraz dané rovnice je ve tvaru
« 1 1—g¢q

2(F(2)—1— ;) — 52(F(2) - 1)+ TF(Z) =0.
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Odtud uréime F(z) a pro ¢ # 1 rozklad na ,parcialni“ zlomky:

1 1
(o) z2—|—z(oz—5) 22—1—2(04—5) z qla+1)—1 z qg(a—1)
Z) = — = = J—
22_24_1_(1‘1 (z—i—l—%)(z—l) z—1 2¢—1 z+1-2 2¢-1

q

a FeSeni dané rekurentni rovnice (v zavislosti na «):

Q(a+1)—1_(1—q)"Q(a—1)

29 —1 q 29 — 1

fn:

Dosazenim tohoto feseni do druhé (okrajové) podminky fy = 0 stanovime a:

N
1=¢ —
gla+1)—1 (1—q>Nq(a—1) PN a—q< q ) +q-1
2¢ — 1 2¢—1 B N '
q q q . (<%> B 1)
Po dosazeni do pivodniho vztahu, tak ziskdme konkrétni pravdépodobnost zruinovani hazardniho hréace
()" (=)
q q
() -
q
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V ptipadé spravedlivé hry ¢ = 1/2 ma obraz feSeni a feSeni tvar:

2
22+ z(a—2) N-—n
Flz)=———— & =1l+na—1) = .
(2) 22—22+41 Jn ( ) Jn N
Toto TeSeni je mozné ziskat pomoci rezidui, nebot funkce F(z) méa pouze pdl z = 1.
fo= (@420 = 2)) =0+ 14 n(a—2)
N +1 1
— fn=N+1+N@-2 S S —1- =
0= fn +1+Na-2) & «a N S oa v

Situaci budeme ilustrovat pro 3 konkrétni moznostin =5, N =10, ¢; = 0,4, ¢ = 0,5, ¢ = 0,6, pro které
dostaneme 3 pravdépodobnosti
(3)'0-(3)" _ 243 10-5 1 (3)o-(3) _ 1

R 7 Ak s 1) R S RIS S Ti Y-S
(3) (3)

Pomoci tohoto feseni miizeme provést analyzu popisované situace v navaznosti na volbu parametru q
pro ,velkd ocekavani® tj. N — oo

() (2 e
1 1 =1, nebot -4

2 Noo (1_q>N_1 q

> 1,
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=3 lim ¥ =1
=3 L8 T
Tedy pii spravedlivé g = % a nevyhodné ¢ < % hie je velkd pravdépodobnost zruinovani hazardniho hrace
pri velkém ocekavani N. O]

V poslednim prikladé ukazeme jak lze postupovat u nehomogennich diferencnich rovnic tj. u rovnic,
které maji nenulovou pravou stranu. Popiseme feSeni diskretizace rovnice z Prikladu s obecnou pravou
stranou u(t) (tj. diskretizaci LR obvodu s obecnym napétim).

Priklad 5.20. Naleznéte feSeni rovnice
tni1 — Dy = au,, kde ig = 0,a,b,u, € R.

ReSeni. Obraz dané rovnice ma tvar

z

o — bl =aZ{u,} & [ = %ff{un} - % ( -2 {un} - ff{un}> .

Zpétnou transformaci s vyuzitim véty o konvoluci dostavame

{in} = % ({03 5 {un} — {un}) & in = % (Z bty — un> =a Y 0y

=0 =1

V Piikladu 5.23 bude posloupnost {i,} konkretizovdna pro tzv. sinusové buzeni u,, = sinna. O
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Pti feseni diferenc¢nich resp. rekurentnich rovnic jsme mlcky predpokladali, Ze hledana feSeni maji obraz
v Z transformaci tj. jsou pripustné. Obecné to neplati, ale pokud se jedna o rovnice s konstantnimi koefici-
enty s pravou stranou ve tvaru kone¢né linedrni kombinace funkei tvaru P(n)q" cos an resp. P(n)q"™ cos an,
kde P(n) je polynom, je kazdé feSeni této rovnice piipustné.

5.4 Céasteéné soulty

Pomoci Z transformace mtzeme také odvodit soucty nékterych konecénych posloupnosti celych ¢isel. Vy-
uzivame pritom hlavné vétu o ¢astecném souctu a vétu o derivaci obrazu. Metodiku vypoctu si osvétlime
na nasledujicich ptikladech.

Priklad 5.21. Urcete soucty druhych a tfetich mocnin prvnich n pfirozenych ¢isel (pro ,,prvni“ mocniny

n
S i=("1") je vSeobecné znamo ).
i=0

Reseni. V Piikladu 5.8 jsme odvodili 2 transformaci posloupnosti {n?} a {n®}, jestlize pouzijeme vétu
o ¢aste¢ném souctu pro posloupnost {n?} dostdvame:

B Ll oz P24z PA(z+1)
F(Z)_g{;l}_z—uz—uf(;;-1)4'
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Ve vySe uvedeném vztahu jsme pouzili difve odvozeny obraz 5.4 posloupnosti {n?}. Pro nalezeni vzoru ve
tvaru racionalné lomené funkce pouzijeme vypoc¢tu pomoci rezidui:

1 D32 4t ] 2n+1)(n+1)n
n—1 __ : — _ — =
rez F(z)z"" = 3l lim 553 6(n +Dnn+2+n—-1) 6 :

nebot funkce F'(z) mé pouze pdl étvrtého fadu pro z = 1. Analogicky pro pro posloupnost {n?} vyuzitim 5.5

dostavame:
- 24+42+41)  22(22+42+1)
Fo)= 2y il 2 2 = .
(2) {Zo’} 21 (- 1) (> — 1)

Analogicky s predchozim ptipadem pro hledani vzoru k funkei F'(z) pouzijeme rezidua, protoze funkce F(z)
mé pouze jeden pol z = 1 patého radu:

1 ot t3 _|_4Z7L+2 + ontl
n—-1_ ~ 13 .
g F2) = g iy E -
1 1)272
S+ Dn((n+3)(n+2) +4(n + 2 — 1) + (0~ (0 —2)) = (n+1) +4> n
]

Povsimnéte si, ze jsme porovnanim se souctem prvnich n prirozenych c¢isel odvodili jednu z nejdéle
znamych ¢iselnych identit
1+8+27+..n°=(1+2+3+...n)
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V dalsim prikladu ukazeme jak postupovat v tlohach kdy se nescita pres vSechna c¢isla, ale jenom pres
vybranou podposloupnost.

Priklad 5.22. Urcete soucet druhych mocnin prvnich n sudych ¢isel.

ReSeni. Uréime obraz obraz posloupnosti a {(2n)?} = 4{n?} podobné jako v ptedchozim piipadé po-
moci 5.4:
4z2(z + 1)
F{(2n?} = 22,
(onty = 221

Pouzijeme vétu o ¢astecném souctu a dostaneme

(z—i—l).

(z 1)

Nyni pomoci rezidui urc¢ime vzory k funkcim

n

42" (2 41) 1 1
2 — : n+2 n+1\/m N F n—1
kgl (2k)” = rez G- a lim 42" 20 g lim 4((n+2)(n+ 1)nz"""+
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(n+ Dn(n —1)2"2) = ;(n R4 24n—1) =

(n+1)n(2n +1)
3

]

Posledni ptiklad bude vénovan v praxi vyuzitelnym typtim sumacim. V navaznosti na Priklad 5.20 se

budeme zabyvat nasledujici sumou.
Piiklad 5.23. Urcete soucdet 1 + gsina + ¢?sin2a + - - - + ¢" sin na.
Reseni. Nejdifve pomoci véty o podobnosti a Piikladu 5.6 ur¢ime:

zq sin o

Z{q"sinna} =

22 —2zqcosa + ¢’

Pro obraz posloupnosti ¢aste¢nych soucti plati

°L Z2gsina
Z ‘sinia p = :
{Zq smza} (2 —1)(22 — 2zqcos a + ¢?)

1=0

Kvadraticky trojclen ve jmenovateli ma dva komplexné sdruzené kofeny z15 = gexp(+j«). Funkce 2 mé

tedy tii prosté pdly a pomoci reyidui odvodime
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n

Z ¢'sinia = rez F(2)2" ' + rez F(2)2" ' + rez F(2)z" ! =

2=z z2=z1 z2=z1
i=0
(2)" ! (29)" Tt gsina _ gsina+ ¢""(gsinna — sin(n 4 1)a)
2j(z1 — 1)  2j(21—2) ¢ —2qcosa+1 q?> —2qcosa + 1
Poznamenejme, Ze tento vysledek je pro |¢| < 1 v souladu s dfive odvozenym soutem analogické nekonecéné
fady, nebot pro n — oo dostaneme stejny vysledek. O]
Maplety

Kliknutim na nasledujici odkazy si lze pomoci maplett procvicit tato témata:

1. & transformace - hledani obrazu ¢iselné posloupnosti ¢i pfedmétu komplexni funkce.

2. ResSeni linearni diferen¢ni rovnice s konstantnimi koeficienty pomoci 2 transformace.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/zTransform.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/ladeni/DifEztrans.html
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