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Motivacion
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Motivacion

Ruido del motor

Figura: Motor de aviacidn tipo turbofan.
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Definicion del problema

Analisis del sonido radiado

source

hotjet

@ Simulacidn de la radiacion acustica en motores turbofan

@ Propagacion acustica a través de flujos estacionarios
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Definicion del problema

Conceptos previos

@ Ecuacion de ondas (medio homogéneo sin flujo),

1 0%p

_ 9P
P ¢z or?

c es velocidad de propagacién en el medio.

@ Régimen arménico: p(x, ) = p(x)e™!

Ecuacion de Helmholtz
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Algunas definiciones previas

Frecuencia angular w, frecuencia f y periodo T
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Definicion del problema

Algunas definiciones previas

Frecuencia angular w, frecuencia f y periodo T

Relacién de dispersion
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Definicion del problema

Modelo matematico

@ Flujo: compresible, isoentrdpico y potencial

@ Flujo total = flujo estacionario + perturbaciones actsticas

@ Actstica: perturbaciones armoénicas de pequefia amplitud

u <<y

@ Linealizacion entorno al flujo estacionario ug:

u=uy+u




Ecuaciones del flujo estacionario

V- (poup) = 0
u = Voo
1 2 IZ}Y 7__1
_ = — E
2’“ ‘ - 170
po = Kpj}
2 Po
g = Y—
0 Po
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Definicion del problema

Ecuaciones para el campo acustico

@ Ecuaciones del campo acustico

iwp+ V- (poV+pug) = 0

iwo+uy-Vo+ L = 0
Po
p = cpp
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Definicion del problema

Ecuaciones para el campo acustico

@ Ecuaciones del campo acustico

iwp+ V- (poV+pug) = 0

iwo+uy-Vo+ L = 0
Po
p = cpp

Ecuacion de ondas convectiva no homogénea

wzp—g¢—iw<p‘;“ Vé+ V- <‘Z“°¢>)—

0 0

V- ((T‘“ w) ) +V - (poVe) =0

0
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Definicion del problema

Condiciones de contorno acusticas

o Pared rigida:
Vo-n=u-n=0

@ Pared ‘blanda’, forro acustico (condicién de Myers):

iwu-n)={iw+uy-V—n-(n-Vuy)}

NI

@ Admisién: Modos prescritos (dato).

@ Salida: Condiciones de no reflexion o radiacion.
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Limitaciones del Método de los Elementos Finitos cldsico

Requisitos computacionales del MEF
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Figura: Requisitos computacionales del MEF (fuenie: 5. Hamilion & R.J. Astley).




Lim ones del Método de los Elementos Finito: ico

Propiedades del MEF: Error de Interpolacion

@ Para una buena interpolacidn se requieren 8-10 nodos por longitud de
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Lim ones del Método de los Elementos Finito: ico

Propiedades del MEF: Error de Polucion

@ El error de polucién hace que 8-10 nodos por longitud de onda NO sean
suficientes cuando A < L/3

—_— Exaclf p
o8l A\ — Int:p,
— MEFp,

06\ / \ ]

L \ / |
0.4 \ / \

\ / \
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Meétodos numéricos con bases de ondas planas: Ec. de Helmholtz

Ecuacién de Helmholtz homogénea

Ap+kp=0enQ, +c.c.

@ Ondas planas son soluciones:
¢9(x’ y) _ Ae—i(kx(O)x—&-ky(G)y) _ Ae—ik(xcosQ—&-ysinH)7 = [0,271_)
@ Aproximacion de p mediante bases de ondas planas:

n
V=X pnipn= ZAJ e—ik(xcos 6;+y sin 0;)
J=1
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Métodos numéricos con bases de ondas planas: Ec. de Helmholtz

Propiedades de la aproximacion

Para toda p solucién de la ecuacién de Helmholtz en €2
e peH (N

Inn

A(s—1)
St I =l < € <n> 1Pl

(A es el menor angulo exterior de €2)

@ p analitica:

plfelf, 1P = Pl o) < Ce™ "mapllL, )
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Métodos numéricos con bases de ondas planas: Ec. de Helmholtz

Bases de ondas planas con particion (malla) del dominio

@ Métodos de Trefftz:

@ Funciones de base discontinuas
© Problema variacional definido sobre el esqueleto de la malla (aristas en
2D, caras 3D) para imponer condiciones de ‘acople’ y cond. contorno

@ El Método de la Particion de la unidad:

@ Funciones de base continuas
© Formulacién variacional ‘estindar’ (misma que para el MEF)
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Métodos numéricos con bases de ondas planas: Ec. de Helmholtz Métodos de Trefftz

Métodos de Trefftz

Ty :Fﬁﬁk E]C_]

Q T =00

Introduciendo el espacio
KE) =K() & & K(Qy,)
donde K () C H'(£;) es el subespacio de las funciones ¢; € H'(;) satisfaciendo

Apj + I€2(pj =0 enf.

anas 19/39



Métodos numéricos con bases de ondas planas: Ec. de Helmholtz Métodos de Trefftz

Métodos de Trefftz: Formulacidon variacional

@ Condiciones de acople y de contorno

[V]Ekj = (Vk — Vj)|2kj

W] (| (o, oy

Ol s, o e o) s,  \ oy Oy o
B(v) = g, condiciones contorno

@ Imposicion mediante minimos cuadrados (hay otras alternativas)

;Zlf L‘M] —m[vzkj dr+2z V) =gl dl,
JFk
(@(p ;Z/&, (L?VJ —ir [p}gk]) ({gﬂ . i [v}zk]) dr +
JFk

Z/ (B(p) — g) B(v)dl' =0, Wv € K(Q)

das con bases de ondas planas

20/39
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Métodos numéricos con bases de ondas planas: Ec. de Helmholtz Métodos de Trefftz

Métodos de Trefftz: Discretizacion

Espacio discreto global

Knn(82) := K, (1) & -+ & Ky, () € K(Q)
se construye a partir de espacios discretos locales (en cada elemento)

Kh,nj(Qk) = {OéjJ Qi e (C, = 1, - ,nj} C K(Qj)
donde,
ein(x cos ¢+ sin ¢y) in Qj
=Y 0 elsewhere

Cualquier funcion vy, € KC; ,(£2) se escribird

Ne 1j

Vhan = E : E :O‘jyl ¥j.l
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Meétodos numéricos con c. de Helmholtz Meétodos de Trefftz

Conjunto finito de vectores de onda

e Dado un niimero de direcciones ny, consideramos dngulos {6, ..., 6,,}
equidistantes.

22/39



Meétodos numéricos con ba: de Helmholtz El Méf n de la Unidad

El Método de la Particion de la Unidad

@ Introducido por Melenk y Babuska en 1996

@ Caracteristicas principales:

@ Permite enriquecer el espacio de elementos finitos con funciones de base
generales

© Comparte con el MEF: formulacién variacional y definicién local de las
funciones de base (da lugar a matrices huecas).

@ Eligiendo funciones de base adecuadas (buenas propiedades de
aproximacion) se espera reducir notablemente el nimero de g.d.l.
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Métodos numéricos con bases de ondas planas: Ec. de Helmholtz El Método de la Particién de la Unidad

Ecuacion de Helmholtz: Formulacion Variacional

/vp VodV — K2 /p¢>dv sz(i;g) podl =

1
/ g¢dr+— gddl, Yo € HY, ()
2 FN 1—‘R
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Métodos numéricos con bases de ondas planas: Ec. de Helmholtz El Método de la Particién de la Unidad

Discretizaciones (conformes)

s estandar (MEF)

Nrodes

¢h(x7y) = Z Nl(x7y) ¢/7
=1

¢, : valores nodales (g.d.l. del MEF)

25/39



M os numéricos con bases de ondas planas: Ec. de Helmholtz El Método de la Particién de la Unidad

Discretizaciones (conformes)

Elementos Finitos estandar (MEF)

Nrodes

ZNzxy ) 1,

¢, : valores nodales (g.d.l. del MEF)

Método de la Particion de la Unidad (MPU)

Nuodes d (l )

Gnn(x,y) Z ZA,@D’ x,y), donde 1//()5 y) = Ny(x, y)e~kxcos G+ysinb))

=1 j=l1

A][. : amplitudes de onda nodales (g.d.l. del MPU)
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Métodos numéricos con bases de ondas planas: Ec. de Helmholtz El Mé de la Pas 6n de la Unidad

Ejemplo de funcion de base del MPU

Kq Trial basis function
——— Rp(x¥) = Np(x,y)-x(x.y)

| Loca approximation function
; XIx.y) = exp(-ikax)

Nodal interpolation function
Np(x.y)

Finite Element mesh




Métodos numéricos con bases de ondas planas: Ec. de Helmholtz El Método de la Particién de la Unidad

Test numérico: Propagacion en conductos

) Rigid walls ) 1
1

oo o) |
K K % 0.5 1 15 2
x=0 X =2 ) ’
X
a) Dominio b) Malla inicial
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Métodos numéricos con bases de ondas planas: Ec. de Helmholtz El Mé de la Pas 6n de la Unidad

Estudio de la convergencia del PUM

PUM vs FEM (ka=20)

10 T T
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X -0- Q-FEM
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Ecuacién de Helmholtz convectiva no uniforme

Ecuacion de Helmholtz convectiva no uniforme

Ecuacion de ondas convectiva

wzﬂ_g¢_iw<020 VLV (p2u0¢)>_

€o 0 0

V-(<”°“° w) >+V-(pov¢>>=o

Co
V.
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Ecuacién de Helmholtz convectiva no uniforme

Funciones para el enriquecimiento local: soluciones

‘localmente’ exactas

Flujo uniforme 2D

0%¢ 2,070 96 | >
— 1-M —2i kM k 0
a7 T )52 -tk =
Ondas planas: ¢(x,y) = Ae~(krthy) — A ¢ —k

kylk

1
1/(1-M) /\‘ 9 \ 1/(1+M)
k/ kxlk
1

Figura: Lugar geométrico de vectores de onda k
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Ecuacién de Helmholtz conv no uniforme

Funciones de base del MPU

Elementos Finitos estandar (MEF)

Nrodes

¢h(x7y) = Z Nl(x7y) ¢/7
=1

¢, : valores nodales (g.d.l. del MEF)
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Ecu; e Helmholtz convectiva no uni

Funciones de base del MPU

Elementos Finitos estandar (MEF)

Nrodes

¢h(x7y) = Z N](X,y) §b[,
=1

¢, : valores nodales (g.d.l. del MEF)

Método de la Particion de la Unidad (MPU)

Nuodes nd(l) . (xcos 0;+ysin 6;)

on(x,y) = Z ZAéd)f(x,y), donde gbf(x,y) :Nl(x,y)efl M cos6;

=1 j=1

A][. : amplitudes de onda nodales (g.d.l. del MPU)

)

Simulacién de la propagacién de ondas con bases de ondas planas
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Ecuacién de Helmholtz convectiva no uniforme

Conjunto finito de vectores de onda

e Dado un niimero de direcciones ny, consideramos dngulos {6, ..., 6,,}
tales que {E(Ql), . k(6, d)} son equidistantes.
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Ecuacién de Helmholtz convectiva no uniforme

Base del MPU

Ns\q;
KCI Trial basis function

— Rxy) = Npxy) X9%) Mean flow streamlines

FE mesh /

. Local approximation function
g X(x.y) = exp(-ikax)

. _——  Nodadl interpolation function
! NP(XrY)

N Finite Element mesh

. local vector
D% X wavenumber
Node'p’ k
2a

a) Construccién de la base MPU

b) Elipse local de vectores de onda




Ecuacién de Helmholtz convectiva no uniforme

Ecuaciones discretizadas

Formulacion Variacional

[ 2 {960 — (o Vo)~ )} aV + i 2 {(un- V) — (- V)6} v -
Q¢ <

0

2 PO _ Po [ 2 5
w /Q%qudv = /F—2 {cowv¢ —up(ug - Vo) — lcuumﬁz;ﬁ} -ndS

<o
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Ecuacién de Helmholtz convectiva no uniforme

Ecuaciones discretizadas

Formulacion Variacional

[ 2 {960 — (o Vo)~ )} aV + i 2 {(un- V) — (- V)6} v -
Q¢ <

0

2 PO _ Po [ 2 5
w /Q%qudv = /F—2 {cowv¢ —up(ug - Vo) — lcuumﬁz;ﬁ} -ndS

<o

Conjunto discreto de funciones test

Y(x,y) =)(x,y), [=1,...,Nuoges and j=1,...,n4(I)
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Ecuacién de Helmholtz convectiva no uniforme

Ecuaciones discretizadas

Formulacion Variacional

[ 2 {960 — (o Vo)~ )} aV + i 2 {(un- V) — (- V)6} v -
Q¢ <

0

2 PO _ Po [ 2 5
w /Q%qudv = /F—2 {cowv¢ —up(ug - Vo) — lcuumﬁz;ﬁ} -ndS

<o

| \

Conjunto discreto de funciones test

Y(x,y) =)(x,y), [=1,...,Nuoges and j=1,...,n4(I)

| \

Sistema de ecuaciones lineales

[B(w)[{A} = {F(w)}

.
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Test numérico

Test numérico: Admision de un motor turbofan tipo

1 % .
08}= | @ o c
8 ‘e 5 L ERY 2 o%iqéf\ e
06 H Duct 2 E _ 06 \ % N o =
0.4 s £ e % g
s 5 0.4 = . ' \ 3
0.2 1 1 K}
Spinner ! 0.2  Spinner 0% B | <3 =
0 I I I h I I I I I I I ‘-f\ \ | ?‘
0 02505075 1 12515175 2 225 25 275 0§ o5 h 75 4 5
(a) Dominio computacional.
08 109 11 111 112 113 114 115 116 117 118 19 12 18 19 12
X

(c) MPU, h = 0,035. (d) MEF cuadritico, h = 0,01.




Test numérico

Campo de presion acustica (parte real) para w = 25

- NN RN -

05} 05} 2em
Of——gig—q A O g g g
X
(e) MPU, 12.000 g.d.1 (1.500 pts., 8 dir.) (f) MEF cuadratico, 100.000 d.o.f.
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Test numérico

Presion acustica (parte real) en el plano final

Terminal plane w=25 Terminal plane

—-—-—-- PUFEM (1.5€3 pts, nd= 8, 12e3 dof)

06k — — — - PUFEM (7.5¢3 pis. nd= 4, 30¢3 dof) 0sF
PUFEM (7,53 pts, nd= 8, 6063 dof) :
08 QFEM (10063 dof)
0.25F
-1
of
o -12 °
3 3 0.25F
§ ¢ osk
o & o
-16
-0.75F
1 — — — — PUFEM (17€3 pts, nd= 4, 68e3 dof)
. o PUFEM (17e3 pts, nd=8, 136 dof)
) -1EE Q-FEM (320e3 dof)
125
22 L L L L
0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8
r r

(&) w=125 (h) w = 45
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Conclusiones

Conclusiones

@ El estudio realizado indica que el MPU es més eficiente que el el MEF
para resolver problemas de propagacion acustica de onda corta en flujos
irrotacionales.
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Conclusiones

Conclusiones

@ El estudio realizado indica que el MPU es més eficiente que el el MEF
para resolver problemas de propagacion acustica de onda corta en flujos
irrotacionales.

@ En los problemas bidimensionales se observan mejoras muy notables en
la eficiencia.

@ El mal condicionamiento de los sistemas de ecuaciones resultantes en el
MPU limita el margen de mejora.
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Trabajo futuro

Trabajo futuro

o Investigar posibles estrategias para solventar el problema del mal
condicionamiento: métodos multimalla, ‘refinamiento’ adaptativo, etc.
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Trabajo futuro

Trabajo futuro

o Investigar posibles estrategias para solventar el problema del mal
condicionamiento: métodos multimalla, ‘refinamiento’ adaptativo, etc.

@ Hacer un estudio andlogo para evaluar la eficiencia del MPU para
problemas tridimensionales.

@ Comparar el MPU con otros métodos numéricos recientes que también
se basan en el uso de bases de ondas planas: UWVF, Métodos Trefftz
(LSM), DGM, etc.
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