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IV —Interpolacdo Numeérica

Objetivos: O objetivo desta aula é apresentar a interpolacdo polinomial como forma de se
obter uma aproximacao para uma funcgao f(x) que descreve um conjunto de dados. Veremos
3 metodologias para encontrar os polinémios. Inicialmente, utilizaremos o método de
eliminacdo de Gauss (visto no capitulo I11) para resolver o sistema de equacdes desejado
obtido a partir da matriz de Vandermonde.

No final da aula veremos duas outras metodologias propostas para obter uma obter uma
aproximacdo polinomial para uma funcdo f(x): o método de Lagrange e o método de
Newton.

1. Introducao

Consideremos a tabela abaixo contendo uma lista de valores pra o calor especifico de um dado
material em funcdo de sua temperatura:

| 1 Lo .
temperatura 20 25 30 | 35 | 40 45 50
(“0) | | ‘

| L
I 3 | B \ ) |

calor } 0.99907 | 0.99852 0.99826 | 0.99818 0.99828 | (0.99849 0.99878
especifico | !

I |

Suponhamos que se queira calcular;

) o calor especifico da agua a 32.5°C;

iI) a temperatura para a qual o calor especifico é 0.99837.
A interpolagdo nos ajuda a resolver este tipo de problema.

Interpolar uma fungéo f(x) consiste em aproximar cssa fungio por uma outra
fungao g(x), escolhida entre uma classe de fungoes definida a priori e que satisfaca algumas
propricdades. A funcao g(x) € entdo usada em substituicio a funcio f(x).

A necessidade de se efetuar esta substituicdo surge ¢m virias situagdes, como por
exemplo:
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a) quando sdo conhecidos somente os valores numéricos da fungio para um
conjunto de pontos ¢ € necessario calcular o valor da fungio em um ponto nio
tabelado (como € o caso do exemplo anterior);

b) quando a fungdo em estudo tem uma expressio tal que operagdes como a
diferenciacao e a integragao sio dificeis (ou mesmo impossiveis) de serem
rcalizadas.

2. O conceito de interpolagdo numérica

Consideremos (n + 1) pontos distintos: Xgp Xqs--» X, Chamados nds da interpolacdo, e os
valores de f(x) nesses pontos: f(x), f(x),..., f(x).

A forma de interpolacao de f(x) que veremos a scguir consiste em se obter uma
determinada fungio g(x) tal que: —~

Graficamente, para n=5 temos (6 pontos), por exemplo:
g(xy) = fx)) 09
glx,) = f(x,)
g(x,) = f(x,)

(X5, f(x5))

[e aix)

>
/

Il

gx,) = f(x,)

Xy X4 X X3 X4 X5 X

Obs: Nos nos da interpolacéo as funcgoes f(x) e g(x) assumem o0s mesmos valores!

Durante essa aula consideraremos que g(x) pertence a classe das func¢des polinomiais embora
existam outras formas de interpolacdo como utilizando fungdes trigonomeétricas, expansao por
series, etc.

3. A interpolacao polinomial

Dados os pontos (X, f(xp)). (xy, f(x)))s..., (X, f(x,)), portanto (n+1) pontos, queremos
aproximar f(x) por um polinémio p (x), de grau menor ou igual a n, tal que:

yA

f(x) =p,(x) k=012,..n P,(x) = parabola — interpola 3 pontos

Pz(X’)
P1(x”) P1(X) = reta — interpola 2 pontos

X’ X
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Surgem aqui as perguntas: existe sempre um polindmio p,(x) que satisfaga estas
condigbes? Caso exista, ele € unico?

Representaremos p,_(X) por:

. g q oD
p,(X) =a; + a;x + X" + ... +ax.

Portanto, obter p (x) significa obter os coeficientes ag, ..., a,.

Da condigao p (x) = f(x,), ¥ k =0, 1, 2,..., n, montamos o scguinte sistema

linear:
s . - o vl
ag + a;Xy + X5 + ...+ A X = f(x)
. : Ry A o f
ay + a;X; + a7 + ...+ A X f(x,)
. i N fx
a, + aX, + axp + ...+ ax f(x)

com n + | equagdes e n + 1 variaveis: Ags pperey Ay

Na notagdo matricial temos V x A = f, onde

i e n e R e R
L Xy X5 -+ X ag (Xo)
1 x, x% et Ky a1 f(x,)
a f(x
vV_l|. . . ; , a=| “ e f-= (x2)
) N . .
1 X, X5 --- X a f(Xn)
\ Y, " Y,

A matriz V é uma matriz de Vandermonde e, portanto desde que Xo, X1, Xz, ...., X, Sejam
pontos distintos temos det (V)=0. Portanto, o sistema acima admite solu¢do Unica. A matriz
coluna a é a matriz das incdgnitas e a matriz coluna f é a das constantes f(x;)=y;

Demonstramos, assim, 0 seguinte teorema:

TEOREMA 1

Existc um tnico polinémio p (x), de grau = n, tal que: p,(x,) = f(x,), k=0,1,2,...n
desde que x| = X;, j =k

IV — Interpolacdo Numeérica — Célculo Numeérico — Prof. Dr. Sergio Pilling 3



Conforme acabamos de ver, o polinémio P,(X) que interpola f(x) em x,, x,,.... x,_ € unico.
No entanto, existem virias formas para se obter tal polindmio. Uma das formas ¢ a resolu-
¢ao do sistema linear obtido anteriormente. Estudaremos ainda as formas de Lagrange e de

Newton.

Teoricamente as trés formas conduzem ao mesmo polinémio. A escolha entre clas
depende de condigoes como estabilidade do sistema linear, tempo computacional etc.

3.1. Interpolacéo linear
Sejam dois pares ordenados (o, %) e (r1,y1), com xg # 71, de uma funcao y = f(r). Para
obtermos uma aproximagao de fix'), x' € (zp, 1) faz-se a seguinte aproximacao:

flz) = Pi(z)=ay+arz X'

onde Pi(z) é um polinonimo interpolador de 1* ordem. (grau 1). Impondo que o polinomio
interpolador passe pelos dois pares ordenados, temos o seguinte sistema de equacoes lineares de
2* ordem:

Pi(ro) = uo ] ataire = o
Pi(z)=mwn ap + a1ry =1

ou reescrevendo na forma matricial temos:

EHIHREA

Transformando o sistema linear acima em um sistema triangular equivalente, temos:

1 iy :r Yo D —— 1 Iy i o -5 a + Xod1 = Yo
R T 0z —zo1 11 — Yo (X1-Xo) a1 = Y1-Yo
Cuja solucao é dada por:
Y1 — Yo
1= ——— € Gap=1Yo — ai1Tp
Iy — o

Logo o polinomio interpolador pode ser escrito da seguinte forma:
Fi(z) =ag+ a1z = (Yo — 170) + 4= = yg + ay(z — zp)

ou de forma mais apropriada:

Pl(m):yo-l-w(-’f—i’o) (4.1)
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Como o determinante da matriz do sistema linear acima é igual a r; — xy # 0. entao o sistema
admite uma tinica solugao, isto é, por dois pontos passa um 1unico polinomio interpolador de 1*
ordem. ou grau 1.

yA
Exemplo 1
Calcular P(0.2) e P1(0.3) a partir dos pontos abarxo: Py(X) [ P1(x) = reta
7 0 1 >
7 01 [ 06 T X T X
y; | 1.221 | 3.320

Xo=0.1 X1=0.6

Y1— U

Pi(z) =y + (z — x0)
I — Ip
Nesse caso a formula geral sera:
3.320 — 1.22
Py(X) = 1221+ ° 302 é : L (x=0.1)=1.221+4.198 x

Ent&o para os pontos 0.2 e 0.3 teremos as o0s valores do polindbmio abaixo:

oy
3.320 — 1.921

F(02) = 1221 + =22 (02— 0.1) — B (0.2) = 1641
33201921 ¥

P,(0.3) = 1.221 + (0.3 —0.1) — P,(0.3) = 2.061

0.6 -0.1

3.2. Interpolacéo quadratica

Sejam trés pares ordenados (o, yo), (21, 1) € (T2, y2), com z; distintos, de uma funcao y = f(x).
Para obtermos nma aproximacao de f(x'), x' € (xg, T2) faz-se a seguinte aproximagao:

Yy P2(x) = pardbola — interpola 3 pontos
7 el
flr) = Py(x) = ag+ ayx + o1’ Po(X) %
X’ X
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onde F(r) ¢ um polinomio interpolador de 2* ordem. ou grau 2. Impondo que o polinomio
interpolador passe pelos trés pares ordenados, temos o seguinte sistema de equacoes lineares de

3% ordem: 5
ag + a1y + asky = Yo

(7o) = Yo ,
Dy(ry) =1y — § @+ ar +apr) =y
By(x2) =1

ag + a12s + aszl = o

ou reescrevendo na forma matricial temos:

2

I o xj p Yo
2

I ap | =1 W
1 2

T2 I3 a Y2

O sistema de equagoes lineares admite uma 1inica solugao, pois o Det( X)) = (xy —xg) (10 — 21 ) (2] —
ro) # 0.Desta forma, pelos trés pares ordenados passa um tinico polinomio interpolador de 2* grau.
Este fato pode ser generalizado, dizendo-se que por n + 1 pontos passa um tnico polinémio de
orail .

Obs. Para encontrarmos os coeficientes a; temos que resolver esse sistema de equagdes.
Podemos por exemplo utilizar o método direto de eliminacdo de Gauss (triangularizar a matriz
sanduiche) ou adotar métodos iterativos para resolver esse sistema de equacGes como, por
exemplo, os métodos de Gauss-Jacobi e o de Gauss-Seidel.

Exemplo 2 Ya P,(x) = parabola
7 e
Determinar P»(0.2) usando os dados da tabela abaixo: Pox) | o
T 0 ] 2 o
;| 0.1 | 0.6 | 08 )'(, Ng
J | T.221 | 3.320 | 4.053

Os coeficientes do polinomio interpolador sao determinados pela solucao do sistema linear
Pa(xi)=f(xi)=y;

ag x1 +ax0.1 + a;x0.17 = 1.221 1 01 017 o 1.221
ao x1 + 2;x0.6 + 2, x0.6 = 3.320 > | D06 06T e | =] 3320
an x1 + aix0.8 + &, x0.8% = 4.953 1 08 0.8 @ 4.953

Resolvendo o sistema acima pelo método de Gauss temos o seguinte sistema triangular inferior:

Para a primeira etapa de eliminagédo temos my;=1 e ms;= 1, entdo:

1 0.1 0.01:1.221 101 001 1.221
0 0.5 0.35! 2.099 > 0 0.7 0.63 3.733
! Trocando L, & L; 005 035 2.099

0 0.7 0.63:3.733
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Para a segunda etapa de eliminagdo temos m3,=0.5/0.7 = 0.714, ent&o:

1 0.1 0.01: 1.221 lag+0.1a;+0.01a, =1.221
0 0.7 0.63: 3.733 ; > 0.7a; +0.63a, =3.733
00 -01:-0567 Reescrevendo o sistema 014, = 0567

Resolvendo o sistema de baixo para cima temos:
a, =5.667; a;=0.231 a,=1.141

Dessa forma o polinémio P,(X) tera a seguinte forma:
Py(z) = 1.141 4 0.231 + 5.667z*

Calculando P,(0.2) encontramos:

Py(0.2) = 1.141 + 0.231(0.2) + 5.667(0.2)? = 1.414

Obs. Encontrar um polindmio interpolador a partir da resolu¢do de um sistema de equacdes
para ordens maiores do que a estudada acima pode ser muito trabalhoso. Iremos aprender a
seguir, duas metodologias (de Lagrange e de Newton) para encontrarmos o0s polindmios
interpoladores de qualquer ordem sem termos que resolver sistemas de equacoes.

Exercicio 1

A) Encontre o polinébmio interpolador de ordem 2 (Parabola) que ajusta os pontos abaixo utilizando o
método de eliminacdo de Gauss para triangularizar o sistema de equacgdes. Dica: Faca P,(x;)=f(x;)=y; em
cada ponto i e depois triangularize a matriz sanduiche do sistema para achar os coeficientes ap, a; e a; do
polinémio.

i 0 1 2 Vs
x[ 3 ] 9 [ 20 6.0 o
Fi)=i | 1.5 | 45 | 6.0 4.5 °
15 °
3 9 20 X=

B) Calcule o valor de Py(5).

C) Encontre o polindmio interpolador de ordem 1 (reta) que ajusta os 1° e 3° pares de pontos da tabela
do item A. Dica: Faca Pi(x;)=f(xi)=y; em cada ponto i e depois triangularize a matriz sanduiche do
sistema para achar os coeficientes ag e a; do polindmio.

D) Calcule o valor de P4(5) e verifique se este valor € maior ou menor do que P,(5) obtido no item B.

Ya
Respostas: 6.0 P2(X)
A) P,(x)=-05778+ 0,7566x -0,0214x"; B) P(5)=2672 45
C) P1(x)=0.7059+0.2647x; D) P1(5)=2.0294 < P,(5) Pjg p.(X)
15
35 9 20 X;
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Exercicio 2
Encontre o P,(X) que ajusta 0s pontos abaixo. Dica: Faga P,(x)=f(x;))=yi; em cada ponto i e depois
triangularize a matriz sanduiche do sistema para achar os coeficientes ao, a; e a, do polinémio.

i 0 1 2
x[1]2]5
Fevi [ 12 | 4 | 9

Exercicio 3
Encontre o P3(X) que ajusta 0s pontos abaixo. Dica: Faga P3(x;)=f(x;)=yi; em cada ponto i e depois

triangularize a matriz sanduiche do sistema para achar os coeficientes ao, a; a, e az do polinémio.
i 0 1 2 3

x[1 ] 2] 4]5
Fe=vi | 12 | 4 | 8 | 9

4. Forma de Lagrange

Sejam Xy, X...., X, (n+1) pontos distintos ¢ y;, = f(x,), 1 =10, ..., n.

Seja p,(x) o polindmio de grau = n que interpola f em x,,..., X . Podemos repre-
sentar p_(x) na forma p (x) = y,L,(x) + y,L,(x) + ... + y_L (x), onde os polindmios L, (x)
sao de grau n. Para cada i, queremos que a condicao p (x;) = y; seja satisfeita, ou seja:

Po(Xi) = ¥olo(x) + ¥, Ly(x) + . + y L (%) =y,

De maneira compacta, podemos escrever a forma de Lagrange para o polinomio interpolador
como:

p(x) = YT Li(x)

k=10
onde Ly(X) sdo os fatores de Lagrange e sdo dados por:

n n . N ! s — -
—x)(x=%x) ... (x-x, J(xX=-%_,.) ... (x=x)
L= I1(x-x) / TL () = X xmxy) e XX ) T R) - BT

(%, = Xp) (X =%p) - (=X p) (= Xp) oo (g =)
K Jz2k

Exercicio 4
Calcule o valor dos somatdrios e produtorios abaixo:

4 ] 4 ] 4 ] 4 ]
) T BT QM4 dIEe)
J=0 J=0 J=0 J=0
J#2 J#2
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Exemplo 3

Considere a tabela de dados ao lado: X | -1 0

Pcla forma de Lagrange, temos que: y = f(x)

Macete: Escrevemos primeiro os termos do
P5(x) = ¥ Lo(X) + y;L,(X) + y,L,(x), onde: produtdrio de j=0—n e depois desconsideramos
0s termos j=k

e (x—xp) (x=%,) _ (x-0) (x-2) _ x% — 2x =2 N = X)X = %)
0 {i?{” ]) ( Y"-} ( = (]) (_l —2) 3 k=0~ \\\\\\ - Xl)(XO - X2)
L () = (x-%)) X-%)  (x+1) x-2) _x2-x-2 n=2_ (x _XOX —X,)
5 (x,—xg) (x;-%,) ~ (0+1) (0-2) ;) k=1 (% — % NN — X,)
L(x) = “_"n} (x—x) _ (X1 x=0] _ x* + x —Vﬂzé (X =% )(x _Xl)
& =) ) @320 6 (%2 = %) (%2 = X RN
Assim, na forma de Lagrange,
%2 - 2x) L (x*-x -2 %2 + x
5(x) —/—1[ | +/l[ s ]+(—1)[ 5 |
Yo=f(Xo) y1=f(x1) .
Agrupando os termos semelhantes, obtemos que py(x) = 1 — 3%t 3 x2,
Xo X1 X2
N X 1.1 [22 |35
Exercicio 5 f(x) 10 129 190

Considere a tabela de dados experimentais ao lado:
Escreva o polindbmio interpolador de Lagrange de ordem 2 para esse conjunto de pontos.
Calcule P,(1.5) e P»(2.5).

2 2
Dica: P2(X) = 1(Xo)Lo(X) + T(x)La(X) + T(xz)La(X);  LiX)= IL (x-X;) / 1T (xic-X;)
J=k Jzk

Exercicio 6
Considerando um funcdo do tipo f(x)= 5x + In(x+1), escreva o polindmio interpolador de
Lagrange de ordem 3 passando que passa pelos pontos x=1, 2, 3 e 4. Calcule P5(1.1) e P3(1.2).

Dica: f(1)=5.69; f(2):= 11.09; (3)= 16.38; f(4)= 21.60
P3(x) = f(Xo)Lo(X) + f(X1)La(X) + f(X2)La(X) + f(x3)La(X); 3 ;

onde Lk(x):Jl;I0 (x-x;) / IT (xic-;)
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ALGORITMO

Algoritmo do Polin®mioc de Lagrange
Dados iniciais: m, %, y, z (nr de pontos, abscissas, ordenadas, valor a interpeclar)
r=0;
Para i=1 até m Faga
c=1;
d=1;
Para j=1 até m Faga
Se i"=j Ent3o Faca
c=c*x(z-x(j));
d=d* (x(1)-x(3));
Fim Se
Fim Para
r=r+y(i)*c/d;
Fim Para
Mostrar (0 valer de z interpoladc & 1);

5. Forma de Newton

A forma de Newton para o polindmio P,(%) que interpola f(x) em x, x,,..., X, (n + 1) pontos
distintos € a seguinte:

Pn(X)= f[Xo] + f[X0,X1](X-Xo) + F[X0,X1,X2](X-X0)(X-X1) + ...... + f[Xo0,..... Xn] (X-X0) (X-X1)....( X-Xp-1)

onde o termo f[x;]] é conhecido como OPERADOR DIFERENCAS DIVIDADAS. Este
operador é definido a a partir das operacdes listadas abaixo para certa fungédo f(x) tabelada em
n+1 pontos distintos (Xq, X1, X2, ...X):

_ (i b N PODRRNE. g% (5 NS SN NI . )
Ml=f0) & Mrgux g,y xgle 2 el oSyl (Ordem )
n -
[ fIxp] = f(xp) (Ordem Zero)
‘ flx,] = fIxg]  flx;) — fi(x,)
flxg, x,] = —— —— L 0 -
[xy- %] e X, = % (Ordem 1)

;. %] = flx), %]

fxg, %y, %,] = (Ordem 2)
2
flx1'5 X9, x3] = f[x5, x; 5 X,]
- ) 7 AP s AT Ll 1 ] 2
flxg, x|, %Xy, %3] = — e o x — (Ordem 3)
3 0
f[X] .3 W xn] —fIXO ,i_, Xysenns ‘%n—l] (Ordem n)

f[Xg, Xy o Xy, 0oy X ] = — 2 -
X~ Xp
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Dizemos que f[x,, X, ..., X,] € a diferenca dividida de ordem k da funcao f(x)

sobre 0s k + 1 pontos: X, Xy, ..., X

Dada uma funcdo f(x) e conhecidos os valores que f(x) assume nos pontos distin-

-onstruir a tabela:
10S Xj, X5 ooy Kpps podemos construir a tabe

X ‘ Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2 Ordem 3 Ordem n -
xo  fIxpl ~
‘ flxq, x,]
- A ~a
x, %] f[xg, X1, X5]
1 1 \
e e \/: X X1 X %3]
X,  f[x5] f[x;, X5, X3]
(x5, %3] fx,, X5, X3, X4)
Xy f[x5] f[x,, X3, X4] : X = X naa]
f[x3, X4]
X4 flx:l] . : f[xu 30 Xp—2s Xpo1o xn]
f[xn—l‘ Xp-10 Xn]
f[xnfl‘ Xn]
Xn ‘ fx,]
Xo X1 X2
Exemplo 4 X -1 0 2
Usando a forma de Newton, polindmio P,(x) que - -—% — —
interpola f(x) nos pontos dados ao lado é: f(x) 4 1 -1
p5(x) = f[Xo] + (x - xg) flxg X1 + (x - Xy (X = x)) fIxg Xy, X5].
Calculando as diferencas divididas pela formula geral
- flx; . x .0t | AR SIS SRR, A .
f[Xl] = f(XI) e t[xﬂ ? .'-'(] » X_? 2ty Xn] = ] Z = = UK 1 ol l] ((.)TdLn] [])
n - 0

construimos a tabela das diferencas divididas abaixo
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X Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2

—1 fTxg] 4

\ fxg %]
-3 f[xq X5 X5}
0 | Tl / X %] J: i
flx;, x S =
>

2 ‘ flxa] —1

e posteriormente reescrevemos facilmente o polindmio interpolador em sua forma final:

_ 2 2 5, 7
p(x) =4 + (x + DE3) + (x + Dix - 0) 3 ou p.z(x}:;f - §X+l
Xo X1 X2 X3 X4
Exemplo 5 . 1 0 1 2 3
Seja 0 conjunto de pontos ao lado: L : : —— e
fx) 1 1 0 -1 -2
Utilizando a definicao das diferencas divididas escrevemos a tabela das diferencas divididas:
f[Xo]=F(Xo) = 1
fx,,x,] = EIKI_J B I{_x’-'] _1-1 A X Ordem 0 Ordem 1 Ordem 2 Ordem 3 Ordem 4
0”71 X, — X, 1 I S
-1 I
. f[-‘;] - l-[-“'ll 0 —1 A
LT X, — X 120 =@ . 7{
fx, ., x5] = fIxy, x4] 1 - _ @ @
2 0 ~ 1 0 0 -
24
=1

) f[xl » Xg 5 Xg] - f[xﬂ.x] ’Xg] 0+1/2
fxg, %y s Xy X5] = X3 — X, T2+ 1

Com a tabela das diferencas divididas encontramos facilmente qualquer polinbmio interpolador

P.(x) onde n < 4 que ajusta 0s pontos do exercicio.
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ALGORITMO

Algoritmo do Polindmio de Newton
Dados iniciais: m, X, y, z (nr de pontos, abscissas, ordenadas, valor a interpolar)
r=0;
Para i=1 até m Faga
dely(i)=y(i);
Fim Para

Para k=1 até m-1 Faga
Para i=m até k+1 Passo -1 Faga
dely(i)=(dely(i)-dely(i-1))/(x(i)-x(i-k));
Fim Para
Fim Para

r=dely(m);

Para i=m-1 Até 1 Passo -1 Faga
r=r*(z-x(i))+dely(i);

Fim Para

Mostrar (0 valor de z interpolado & r);

Xo X1 X2
Exercicio 7 X 1.1 |22 |35
Considere a tabela de dados experimentais ao lado: f(x) 10 29 190

Escreva o polinbmio interpolador de Newton de ordem 2 para
esse conjunto de pontos. Calcule P,(1.5) e P,(2.5).

Dica: Py(X) = f[Xxo] + (X - Xo) f[Xo,X1]+ (X - Xo) (X- X1) f[X0,X1,X]

onde f[xq] = f(Xo);

fixg ) < ] = Tl 1) = )

X| — X X; — Xy f(x,)— f(x) ~ f(x)— T(x,)
f[x, =X2] — 1[xy, Xl] _ X, — X X1 = X%
X;) X, = Xo

ffx,, X, %,] =
0*21272
X2

Exercicio 8
Considerando uma funcéo do tipo f(x)=5x + In(x+1), escreva o polindmio interpolador de
Newton de ordem 3 passando que passa pelos pontos x=1, 2, 3 e 4. Calcule P3(1.1) e P3(1.2).

Dica: f(1)=5.69; f(2):=11.09; f(3)= 16.38; f(4)= 21.60
P3(X) = f[Xo] + (X - Xo) f[Xo,X1]+ (X - Xo) (X- X1) f[X0,X1,X2] +
+ (X-Xo) (X-X1) (X-X2) f[X0,X1,X2X3]

onde f[xo] = f(Xo)
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(] - flxg)  flx,) — fxg)

f[x,.x,] = — =
0 %] X; — X, X — X
\ F(x)—f(x)  f(x)—f(x)
f A = f]x _ _
g%, . %,] = [x; 5 %] = fx). %] X=X X, — X,

flx) x5, x3] = f]xy, %1, %] _

Txp. %15 %55 %3] =

X3 — X
Fx)—T(x) FOG)-T(x) fOx)-F(x) fx)—T(x)
X3 =X, X, =X _ X; =X X — Xo
X3 — X X, =Xy

. ~ Derivada de fungéo no ponto Xo,Xn) de ordem n+1
6. Estudo do Erro na interpolacao ¢ ponto &x € (Xo,Xn)

Ao se aproximar uma funcao f(x) por um polindmio interpolador de grau n| comete-se um erro

En(X) tal que seu valor estimado é: m
= (X — Xg)(x — X)X — X5) ... (X — Xy) -

E (x) = f(x) — p,(x) (n + 1)!

O exemplo abaixo ilustra este fato no caso da interpolacao linear:

Exemplo 6
Consideremos duas funcdes f;(x) e f,(x) que se encontram nos nés Py e P;.

f2(x)

P1(x)

f1(%0) =fo(xg) = Py (Xo) |-

7

:

| Xp X4 X
Nesse caso é possivel encontrar um mesmo polindmio interpolador p;(x) — uma reta
— para ajustar ambas as funcoes.
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Contudo, o erro E%{x) = [,(x) = p,(x) € maior que E%{x) = £,(x) —py(x), ¥ X € (X X))

Observamos ainda que o erro, neste caso, depende da concavidade das curvas, ou

seja, de f;(x) e £5(x).

In(3.7) ?
Exer_nplo 7 % 1 2 3 l 4
Consideremos o problema de se obter In(3.7) por S N
interpolagdo linear, onde In(x) esta tabelado ao lado:  Inx) =~ 0 0.6931  1.0986  1.3863

Como x = 3.7 € (3, 4), escolheremos x, = 3 e x, = 4 e pela forma de Newton, temos:

(1.3863 — 1.0986)

p,(x) = f(x,) + (x — x)[x,, x,] = 1.0986 + (x - 3) 4 _ 3

p,(x) = 1.0986 + (x — 3)(0.2877) = p,(3.7) = 1.300.

Dado que, com quatro casas decimais In(3.7) = 1.3083, o erro cometido ¢
E(3.7) = In(3.7) — p,(3.7) = 1.3083 — 1.3 = 0.0083 = 8.3 x 107>

Exemplo 8

Considere a funcdo f(x) = €* + x -1 e a tabela dada abaixo. Obtenha p;(0.7) por interpolagéo

linear e faca uma anélise do erro cometido.

X 0 0.5 1 1.5 2.0

f(x) 0.0 1.1487 2.7183 4.9811 8.3890

Obtencao de p; (0.7).

P1(x) = f(xy) + (x — xpf[xy, x,].

x=07€(05,1), entaox, =05¢ X, =1

2.7183 — 1.1487 : .
py(x) = 1.1487 + (x - 0.5) {—TIT’TISSJ: 1.1487 + (x-0.5)3.1392
p,(0.7) = 1.7765.

O calculo do erro devido a esse processo de interpolacédo dara:
| E(0.7)1 = 1£(0.7) — p,(0.7)1 = 1 1.7137 - 1.7765 | = 1 -0.0628 | = 0.0628.
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OBS. Limitante para o Erro (Leitura Opcional)

A formula para o erro

|'lfn + 1}(‘5 )

X —
& € {:xl} ? J{n)

E (x) = (x _X[].){X_ X]) R b xn) (n + l_jT + Sy

n
tem uso limitado na pratica, dado que serdao raras as situagdes em que conheceremos
f+1)(x), ¢ o ponto g, nunca € conhecido.

A importancia da formula exata para E (x) € tedrica, uma vez que ¢ usada na
obtencdo das estimativas de erro para as formulas de interpolacio, diferenciagdo e integra-
¢ao numeérica.

Na pratica uma estimativa para o erro € dada pela expressao abaixo:

N[n+1

‘}:n{"i}l = ‘ l(\] _p“(X]| = |(\!{ - ,"‘\'“) (3\' —.‘i]) Tt [X N X”)‘ {'n + .I.]'

onde M = max | f0+D(x)]|.

x|

n+1

Exercicios propostos:
1) Considerando a tabela de pontos abaixo encontre o valor de f(w) = 0.432 empregando
interpolagdes na Forma de Lagrange de ordem 2, 3 e 4. Encontre o erro associado a cada
uma das interpolagdes.

W 0.1 0.2 04 0.6 0.8 0.9

f(w) | 0.905 0.819 0.67 0.549 0.449 0.407

2) Considere a tabela de pontos abaixo, obtenha uma aproximacéo para f(0.6) usando
polinbmios na Forma de Newton de graus 2, 3 e 4. Encontre o erro associado a cada uma das
interpolacdes.

X 0 0.2618 0.5234 0.7854 1.0472 1.309

f(x) |0 1.0353 2 2.8284 3.4641 3.8637
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