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19.1 Uvod, zakladni pojmy

D. Hilbert (1862-1943)
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19.1 Uvod, zakladni pojmy (okras)

Poznamka (pfipomenuti)

m Necht (X, (-,-)) je vektorovy prostor se skalarnim
soucinem nad télesem K realnych nebo komplexnich
Cisel (fikame téz, Ze X je unitarni prostor nad K).
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nékdy téz "norma indukovana skalarnim soucinem".
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19.1 Uvod, zakladni pojmy (okras)

Poznamka (pfipomenuti)

m Necht (X, (-,-)) je vektorovy prostor se skalarnim
soucinem nad télesem K realnych nebo komplexnich
Cisel (fikame téz, Ze X je unitarni prostor nad K).
Potom ||x|| = 1/(X, X) je norma na X, nazyvana
nékdy téz "norma indukovana skalarnim soucinem".

m Necht (X, (-,-)) je unitarni prostor nad K. Na X x X
uvazujme normu

¢, y 1| = max{[|x][, [ly |}

Potom je zobrazeni (+,-) : X x X — K spojité.
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Necht (X, (-,-)) je unitarni prostor nad K,
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Necht (X, (-, -)) je unitarni prostor nad K, ||x|| = /(X,X).
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19.1 Uvod, zakladni pojmy (okras)

Definice
Necht' (X, (-, -)) je unitarni prostor nad K, [|x]|| = 1/(X, X).

m Rekneme, Ze posloupnost x, € X je cauchyovska
v X, pokud

Ve >03dno e NVm,n>ng [[Xn — Xn|| < €.
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19.1 Uvod, zakladni pojmy (okras)

Definice
Necht' (X, (-, -)) je unitarni prostor nad K, [|x]|| = 1/(X, X).

m Rekneme, Ze posloupnost x, € X je cauchyovska
v X, pokud

Ve >03dno e NVm,n>ng [[Xn — Xn|| < €.

m Rekneme, Ze prostor X je Gpiny vzhledem k normé
|| - ||, pokud kazda cauchyovska posloupnost v X je
konvergentni v X.
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19.1 Uvod, zakladni pojmy (okras)

Definice
Necht' (X, (-, -)) je unitarni prostor nad K, [|x]|| = 1/(X, X).

m Rekneme, Ze posloupnost x, € X je cauchyovska
v X, pokud

Ve >03dno e NVm,n>ng [[Xn — Xn|| < €.

m Rekneme, Ze prostor X je Gpiny vzhledem k normé
|| - ||, pokud kazda cauchyovska posloupnost v X je
konvergentni v X.

m Pokud je X Uplny vzhledem k normé ||x|| = +/(X,X),
pak se nazyva Hilbertovym prostorem
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Prostory R" (opatfené eukleidovskym skalarnim

soucinem) jsou Hilbertovymi prostory kone ¢né dimenze .
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19.1 Uvod, zakladni pojmy (okras)

Priklad 1

Prostory R" (opatfené eukleidovskym skalarnim
soucinem) jsou Hilbertovymi prostory kone ¢né dimenze .

Priklad 2

Bud' Q2 C R" oteviena mnozina. Pro p € (1, co) definujme
tzv. Lebesgueovy ( LP) prostory predpisem

LP(Q) ={f :Q—C, [,I[f|P < o0}.
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Priklad 1

Prostory R" (opatfené eukleidovskym skalarnim
soucinem) jsou Hilbertovymi prostory kone ¢né dimenze .

Priklad 2

Bud' Q2 C R" oteviena mnozina. Pro p € (1, co) definujme
tzv. Lebesgueovy ( LP) prostory predpisem

LP(Q) :={f : Q— C, [,[f|P < co}. Na prostoru L*()
definujme skalarni soucin

(f,g)zzfgf@
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19.1 Uvod, zakladni pojmy (okras)

Priklad 1

Prostory R" (opatfené eukleidovskym skalarnim
soucinem) jsou Hilbertovymi prostory kone ¢né dimenze .

Priklad 2

Bud' Q2 C R" oteviena mnozina. Pro p € (1, co) definujme
tzv. Lebesgueovy ( LP) prostory predpisem

LP(Q) :={f : Q— C, [,[f|P < co}. Na prostoru L*()
definujme skalarni soucin

(f,g)zzfgf@

Prostor L?(Q2) s timto skalarnim soucinem je Hilbertovym
prostorem nekone ¢né dimenze .
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19.1 Uvod, zakladni pojmy (okras)

Priklad 3

Bud' Q2 C R" oteviena mnozina. Méjme na Q definovanou
tzv. vahovou funkci (vahu, hustotu)  p takovou, ze

p €C(Q)NLYQ), p>0naQ.Prop e (1, ) definujme
tzv. Lebesgueovy (vahove) prostory s vahou o
pfedpisem LP(Q) := {f : Q@ — C, [, o|f|P < o0}. Na
prostoru L2(Q2) definujme skalarni soucin

(fJg)27Q: / gfg
Q
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19.1 Uvod, zakladni pojmy (okras)

Priklad 3

Bud' Q2 C R" oteviena mnozina. Méjme na Q definovanou
tzv. vahovou funkci (vahu, hustotu)  p takovou, ze

p €C(Q)NLYQ), p>0naQ.Prop e (1, ) definujme
tzv. Lebesgueovy (vahove) prostory s vahou o
pfedpisem LP(Q) := {f : Q@ — C, [, o|f|P < o0}. Na
prostoru L2(Q2) definujme skalarni soucin

(fJg)27Q: / gfg
Q

Prostor L2() s timto skalarnim soucinem je Hilbertovym
prostorem nekone ¢né dimenze .
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m Mezi vSemi LP (resp. L) prostory je prostor L2 (resp.
L2) jediny, na kterém Ize zavést skalarni soucin.
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19.1 Uvod, zakladni pojmy (okras)

Poznamka

m Mezi vSemi LP (resp. LY) prostory je prostor L2 (resp.
L2) jediny, na kterém Ize zavést skalarni soucin.
m Pokud ma Q c R" kone ¢nou miru , plati

1<p<r<oo = L(Q)CLP(Q).
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19.1 Uvod, zakladni pojmy (okras)

Poznamka

m Mezi vSemi LP (resp. LY) prostory je prostor L2 (resp.
Lg) jediny, na kterém lze zavést skalarni soucin.
m Pokud ma Q c R" kone ¢nou miru , plati

1<p<r<oo = L(Q)CLP(Q).
Cviceni

m UkaZte: je-lif : (a,b) — R omezena na omezeném
intervalu (a, b), pak f € LP(a,b) Vp € (1, 0).
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19.1 Uvod, zakladni pojmy (okras)

Poznamka
m Mezi vSemi LP (resp. LY) prostory je prostor L2 (resp.
Lg) jediny, na kterém lze zavést skalarni soucin.
m Pokud ma Q c R" kone ¢nou miru , plati

1<p<r<oo = L(Q)CLP(Q).

Cviceni
m UkaZte: je-lif : (a,b) — R omezena na omezeném
intervalu (a, b), pak f € LP(a,b) Vp € (1, 0).
m Naleznéte funkcif : (0, 1) — R takovou, ze
f € L3(0,1) a pfitom f ¢ L*(0,1). (Navod: uvazujte
funkce 1/x® pro a € R.)
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19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru

Definice
Necht X je Hilbertliv prostor, I je indexova mnoZina a
(X )er je systém prvkd prostoru X.
() Rekneme, Ze systém {X4 },er je ortogonalni , jestlize
plati
Vv, v e,y #4": (Xy,%y) =0.
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19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru

Definice

Necht X je Hilbertliv prostor, I je indexova mnoZina a

(X )er je systém prvkd prostoru X.

(i) Rekneme, Ze systém {x, }.cr je ortogondlni , jestlize
plati
V. €Ty #v: (X, %) =0.

Jestlize navic ||x,|| = 1 pro kazdé v € I, potom
fikame, Ze je systém {x, },cr ortonormalni .
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19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru

Definice

Necht X je Hilbertliv prostor, I je indexova mnoZina a

(X )~er j€ systém prvkd prostoru X.

(i) Rekneme, Ze systém {x,}.cr je ortogonalni , jestlize
plati

Vv, v e,y #4": (Xy,%y) =0.

Jestlize navic ||x,|| = 1 pro kazdé v € I, potom
fikame, Ze je systém {x, },cr ortonormalni .

(if) Ortogonalni systém {x.}.<r je tplny , jestlize jeho
lineérni obal je husty v X, tedy jestlize plati
Lin({x, },er) = X.

M. Rokyta, KMA MFF UK 19. Hilbertovy prostory




19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru

Definice
Necht X je Hilbertliv prostor, I je indexova mnoZina a
(X )~er j€ systém prvkd prostoru X.

(i) Rekneme, Ze systém {x,}.cr je ortogonalni , jestlize

plati

Vv, v e,y #4": (Xy,%y) =0.
Jestlize navic ||x,|| = 1 pro kazdé v € I, potom
fikame, Ze je systém {x, },cr ortonormalni .

(if) Ortogonalni systém {x.}.<r je tplny , jestlize jeho
lineérni obal je husty v X, tedy jestlize plati
Lin({x, },er) = X.

(iii) Ortogonalni systém {x, },cr je maximalni , jestlize
neexistuje prvek u € X \ {0} kolmy na vSechna x.,
tedy pokud plati (u,x,) =0Vyel = u=0.
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19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru gokraz)

Poznamka

m Zobecnéni kartézského soufadného systému do
(Hilbertovych) prostordi nekone¢né dimenze.
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19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru gokraz)

Poznamka

m Zobecnéni kartézského soufadného systému do
(Hilbertovych) prostordi nekone¢né dimenze.

m Ortogonalni systém vektor( tvoii linearné nezavislou
mnozinu vektord.
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19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru gokraz)

Poznamka
m Zobecnéni kartézského soufadného systému do
(Hilbertovych) prostordi nekone¢né dimenze.

m Ortogonalni systém vektor( tvoii linearné nezavislou
mnozinu vektord.

m Z kazdého linearné nezavislého systému Ize ucinit
systém ortogonalni pomoci tzv. Gram-Schmidtova
ortogonalizacniho procesu. (Viz Pfiklad 4 za touto
poznédmkou.)
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19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru gokraz)

Poznamka
m Zobecnéni kartézského soufadného systému do
(Hilbertovych) prostordi nekone¢né dimenze.

m Ortogonalni systém vektor( tvoii linearné nezavislou
mnozinu vektord.

m Z kazdého linearné nezavislého systému Ize ucinit
systém ortogonalni pomoci tzv. Gram-Schmidtova
ortogonalizacniho procesu. (Viz Pfiklad 4 za touto
poznédmkou.)

m Z kazdého ortogonalniho systému lze ucCinit systém
ortonormalni (prvky vydeélime jejich normami).
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19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru gokraz)

Poznamka

Zobecnéni kartézského souradného systému do
(Hilbertovych) prostordi nekone¢né dimenze.

Ortogonalni systém vektorl tvori linearné nezavislou
mnozinu vektord.

Z kazdého linearné nezavislého systému lze ucinit
systém ortogonalni pomoci tzv. Gram-Schmidtova
ortogonalizacniho procesu. (Viz Pfiklad 4 za touto
poznédmkou.)

Z kazdého ortogonalniho systému Ize ucinit systém
ortonormalni (prvky vydeélime jejich normami).
Systém {1, sinkx, cos kx }xen je ortogondlni systém v
L2(0, 27).
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19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru gokraz)

Poznamka

Zobecnéni kartézského souradného systému do
(Hilbertovych) prostordi nekone¢né dimenze.

Ortogonalni systém vektorl tvori linearné nezavislou
mnozinu vektord.

Z kazdého linearné nezavislého systému lze ucinit
systém ortogonalni pomoci tzv. Gram-Schmidtova
ortogonalizacniho procesu. (Viz Pfiklad 4 za touto
poznédmkou.)

Z kazdého ortogonalniho systému Ize ucinit systém
ortonormalni (prvky vydeélime jejich normami).
Systém {1, sinkx, cos kx }xen je ortogondlni systém v
L2(0, 27).

Systém {e**}, . je ortogonalni systém v L2(0, 2r).
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19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru gokraz)

Priklad 4 (Gram-Schmidtiiv OG proces)

Bud' {vi,Vs,...} linedrné nezavislad mnozina nenulovych
prvk{ v Hilbertové prostoru X.
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Priklad 4 (Gram-Schmidtiiv OG proces)

Bud' {vi,Vs,...} linedrné nezavislad mnozina nenulovych
prvk{ v Hilbertové prostoru X. PoloZzme e; := v,
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19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru gokraz)

Priklad 4 (Gram-Schmidtiiv OG proces)

Bud' {vi,Vs,...} linedrné nezavislad mnozina nenulovych
prvk{ v Hilbertové prostoru X. PoloZzme e; := v, a dale,
pron > 2,

[N

n—

e, =V, —Zwej. (1)

2 e
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19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru gokraz)

Priklad 4 (Gram-Schmidtiiv OG proces)

Bud' {vi,Vs,...} linedrné nezavislad mnozina nenulovych
prvk{ v Hilbertové prostoru X. PoloZzme e; := v, a dale,
pron > 2,

[N

n—

e, =V, —Zwej. (1)

— [lejl?

=1

UkaZzte, Ze {e1, e,, ...} je ortogonalni mnozina
nenulovych prvkd,
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19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru gokraz)

Priklad 4 (Gram-Schmidtiiv OG proces)

Bud' {vi,Vs,...} linedrné nezavislad mnozina nenulovych
prvk{ v Hilbertové prostoru X. PoloZzme e; := v, a dale,
pron > 2,

[N

n—

e, =V, —Zwej. (1)

— [lejl?

=1

UkaZzte, Ze {e1, e,, ...} je ortogonalni mnozina
nenulovych prvka, pficemz

Lin{es,...,ex} =Lin{vy,...,w}, k=12 ...
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19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru gokraz)

Véta 19.1

Necht {e,}°° , je ortogonalni posloupnost nenulovych
prvkd Hilbertové prostoru X nad K. Necht x = >~ , cne,
kde ¢, € K. Potom

— (X’ en)
lenll?”’

Ch neN. (2)
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19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru gokraz)

Véta 19.1

Necht {e,}°° , je ortogonalni posloupnost nenulovych
prvkd Hilbertové prostoru X nad K. Necht x = >~ , cne,
kde ¢, € K. Potom

(X, en)

— N. 2
ez’ "€ @)

Cn

Definice

Cislo c,, definované pomoci (2), nazyvame n-tym
Fourierovym koeficientem prvku x vzhledem k
ortogonalni posloupnosti {e,}> ;.
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19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru gokraz)

Definice

Bud' {en}2 , ortogonalni posloupnost nenulovych prvkl v
Hilbertové prostoru X nad K a méjme x € X.
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19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru gokraz)

Definice
Bud' {en}2 , ortogonalni posloupnost nenulovych prvkl v
Hilbertové prostoru X nad K a méjme x € X. UvaZzujme
Fourierovy koeficienty prvku x vzhledem k posloupnosti
{entnis .

¢ — (X, €n)

= neN.
len]|?”
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19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru gokraz)

Definice

Bud' {en}2 , ortogonalni posloupnost nenulovych prvkl v
Hilbertové prostoru X nad K a méjme x € X. UvaZzujme
Fourierovy koeficienty prvku x vzhledem k posloupnosti

{entnis ti.

(x,en)
Ch = , nheN.
" Jlenl?
Pak rfadu . ,
X, e
> oo =3 tee, ©)
n=1 n=1 It

nazvu (abstraktni) Fourierovou fadou prvku x
v prostoru X podle ortogonalniho systemu  {en}:2 ;.

M. Rokyta, KMA MFF UK 19. Hilbertovy prostory



Otézky:

m Jak zajistit, abych mel "vSechny prvky OG systému"
(tj. aby tvoril bazi)?

0> «F»
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19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru gokraz)

Otazky:

m Jak zajistit, abych mel "vSechny prvky OG systému"
(tj. aby tvo¥il bazi)? (Uplnost?
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19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru gokraz)

Otazky:

m Jak zajistit, abych mel "vSechny prvky OG systému"
(tj. aby tvo¥il bazi)? (Uplnost? Maximalita?)
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19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru gokraz)

Otazky:
m Jak zajistit, abych mel "vSechny prvky OG systému"
(tj. aby tvo¥il bazi)? (Uplnost? Maximalita?)
m Mam x € X, rozvinu jej do (Fourierovy) fady.
Konverguje viibec tato fada?
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19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru gokraz)

Otazky:
m Jak zajistit, abych mel "vSechny prvky OG systému"
(tj. aby tvo¥il bazi)? (Uplnost? Maximalita?)
m Mam x € X, rozvinu jej do (Fourierovy) fady.
Konverguje viibec tato fada?

m Pokud konverguje, co ma spolecného jeji soucet s
plvodnim prvkem x?
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19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru gokraz)

Véta 19.2 (Besselova nerovnost, Parsevalova rovnost)

Necht X je Hilbertliv prostor nekonecné dimenze, {e,}>°,
je ortogonalni systém nenulovych prvkii v X, x € X, a
¢ = £2%), n e N jsou Fourierovy koeficienty prvku x

vzhledem k {en}°° ;. Potom
m Vzdy plati " |cq|?||en]|? < ||X]|? (Besselova

n=1

nerovnost);
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19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru gokraz)

Véta 19.2 (Besselova nerovnost, Parsevalova rovnost)

Necht X je Hilbertliv prostor nekonecné dimenze, {e,}>°,
je ortogonalni systém nenulovych prvkii v X, x € X, a
ch = X&) n e N jsou Fourierovy koeficienty prvku x

~ llenf??

vzhledem k {en}°° ;. Potom

m Vzdy plati " |cq|?||en]|? < ||X]|? (Besselova
n=1

nerovnost);
o
m Fourierova fada ) cne, vZdy konverguje k néjakému

n=1

prvkuy € X;
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19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru gokraz)

Véta 19.2 (Besselova nerovnost, Parsevalova rovnost)

Necht X je Hilbertliv prostor nekonecné dimenze, {e,}>°,
je ortogonalni systém nenulovych prvkii v X, x € X, a
ch = X&) n e N jsou Fourierovy koeficienty prvku x

~ llenf??

vzhledem k {en}°° ;. Potom

m Vzdy plati " |cq|?||en]|? < ||X]|? (Besselova
n=1

nerovnost);

o
m Fourierova fada ) cne, vZdy konverguje k néjakému
n=1

prvkuy € X;
o0 o
mJex=> cen < > |cnl?[len]? = [|X]I?

n=1
(Parsevalova rovnost).
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S ohledem na (2) Ize Parsevalovu rovnost psat také ve

tvaru

| (X, en)
Z T ﬁz = |Ix|1?.




19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru gokraz)

Poznamka
S ohledem na (2) Ize Parsevalovu rovnost psét také ve
tvaru .
| (x,€n) |7 2
Z [en]2 [1X]]
n=1 n
Definice

Necht X je Hilbertlv prostor nad K. Posloupnost {un}2,
prvkll z X se nazyva (Schauderova) baze prostoru X,
jestlize pro kazdy bod x € X existuje prave jedna
posloupnost {c,}2, prvkl z K, pro kterou plati

X = Z CnUn-

n=1
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19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru gokraz)

Véta 19.3

Necht X je Hilbertliv prostor a {e,}>°, je ortogonalni
systém nenulovych prvkl prostoru X. Pak nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) {en}>2, je Schauderova béaze,
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19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru gokraz)

Véta 19.3

Necht X je Hilbertliv prostor a {e,}>°, je ortogonalni
systém nenulovych prvkl prostoru X. Pak nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) {en}>2, je Schauderova béaze,
(i) {en}2, je Uplny ortogonalni systém,
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19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru gokraz)

Véta 19.3

Necht X je Hilbertliv prostor a {e,}>°, je ortogonalni
systém nenulovych prvkl prostoru X. Pak nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) {en}>2, je Schauderova béaze,
(i) {en}2, je Uplny ortogonalni systém,
(iii) {en}s2, je maximalni ortogonalni system.
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19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru gokraz)

Véta 19.3

Necht X je Hilbertliv prostor a {e,}>°, je ortogonalni
systém nenulovych prvkl prostoru X. Pak nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) {en}>2, je Schauderova béaze,
(i) {en}2, je Uplny ortogonalni systém,
(iii) {en}s2, je maximalni ortogonalni system.

(iv) Pro kazdé x € X plati Parsevalova rovnost (vzhledem
k systému {e,}>2,).
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19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru gokraz)

Véta 19.3

Necht X je Hilbertliv prostor a {e,}>°, je ortogonalni
systém nenulovych prvkl prostoru X. Pak nasledujici
tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) {en}>2, je Schauderova béaze,
(i) {en}2, je Uplny ortogonalni systém,
(iii) {en}s2, je maximalni ortogonalni system.
(iv) Pro kazdé x € X plati Parsevalova rovnost (vzhledem
k systému {e,}>2,).

(v) Kazdy prvek x € X je roven souctu své Fourierovy
fady (vzhledem k systému {e,}>2,).
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19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru gokraz)

Definice

Necht X Hilbertliv prostor. Reknu, Ze X je separabilni ,
pokud existuje spocetna mnozina prvkld z X, ktera je
husta v X (tedy jejiz uzaveér je celé X).
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19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru gokraz)

Definice

Necht X Hilbertliv prostor. Reknu, Ze X je separabilni ,
pokud existuje spocetna mnozina prvkld z X, ktera je
husta v X (tedy jejiz uzaveér je celé X).

Véta 19.4

(i) Necht X je separabilni Hilbertliv prostor. Potom v X
existuje ortonormalni spocetna (Schauderova) baze.
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19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru gokraz)

Definice

Necht X Hilbertliv prostor. Reknu, Ze X je separabilni ,
pokud existuje spocetna mnozina prvkld z X, ktera je
husta v X (tedy jejiz uzaveér je celé X).

Véta 19.4

(i) Necht X je separabilni Hilbertliv prostor. Potom v X
existuje ortonormalni spocetna (Schauderova) baze.

(i) Necht' X1, X5 jsou nekonecné-dimenzionalni
separabilni Hilbertovy prostory. Potom jsou X; a X,
izometricky izomorfni  (tj. existuje mezi nimi bijekce,
kterd zachovava skalarni soucin).
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19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru gokraz)

Definice

Necht X Hilbertliv prostor. Reknu, Ze X je separabilni ,
pokud existuje spocetna mnozina prvkld z X, ktera je
husta v X (tedy jejiz uzaveér je celé X).

Véta 19.4

(i) Necht X je separabilni Hilbertliv prostor. Potom v X
existuje ortonormalni spocetna (Schauderova) baze.

(i) Necht' X1, X5 jsou nekonecné-dimenzionalni
separabilni Hilbertovy prostory. Potom jsou X; a X,
izometricky izomorfni  (tj. existuje mezi nimi bijekce,
kterd zachovava skalarni soucin).

(iii) Kazdy separabilni Hilbertliv prostor dimenze n € N je
izometricky izomorfni R".
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m Systém {1, sinkx, coskx }xey je Uplny ortogonalni

systém v L2(0, 27) a tvofi v ném ortogonalni bazi.
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19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru gokraz)

Véta 19.5

m Systém {1, sinkx, coskx }xen je Uplny ortogonalni
systém v L2(0, 27) a tvofi v ném ortogonalni bazi.

m Systém {e**}, . je tplny ortogonalni systém v
L2(0, 27) a tvofi v ném ortogonalni bazi.
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19.2 Fourierovy fady v Hilbertové prostoru gokraz)

Véta 19.6 (o nejlepSi aproximaci)

Bud' X Hilbertlv prostor a {e,} C X ortogonalni systém v
X. Bud' x € X. Potom pro libovolna gy, ..., Ay € K plati

< Hx—Zﬁnen

pricemz nerovnost v (4) je ostra, pokud je alespon jedno

(X, en)
Ien||2

Mz

Ix -

: (4)

€n
n=1

(3 rzné od ”e ”2 :
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19.3 Ortogonalni systémy polynomd, operatory

Dllezité otazky :
Jakym zplsobem ziskat néjaky konkrétni Gplny
ortogonalni systém (bazi) v L3(a, b)?

M. Rokyta, KMA MFF UK 19. Hilbertovy prostory



19.3 Ortogonalni systémy polynom, operatory

Dllezité otazky :

Jakym zplsobem ziskat néjaky konkrétni Gplny
ortogonalni systém (bazi) v L3(a, b)? Lze to napfiklad
zaridit tak, aby tato baze byla sloZzena z polynomd?
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19.3 Ortogonalni systémy polynom, operatory

Dllezité otazky :

Jakym zplsobem ziskat néjaky konkrétni Gplny
ortogonalni systém (bazi) v L3(a, b)? Lze to napfiklad
zaridit tak, aby tato baze byla sloZzena z polynomd?

Metoda |: ortogonalizace dané husté LN mnoziny
pomoci Gram-Schmidtova procesu
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19.3 Ortogonalni systémy polynom, operatory

Dllezité otazky :

Jakym zplsobem ziskat néjaky konkrétni Gplny
ortogonalni systém (bazi) v L3(a, b)? Lze to napfiklad
zaridit tak, aby tato baze byla sloZzena z polynomd?

Metoda |: ortogonalizace dané husté LN mnoziny
pomoci Gram-Schmidtova procesu
UvaZujme na (a,b) C R polynomy

1,x,x2,x3, x4 .. (5)
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19.3 Ortogonalni systémy polynom, operatory

Dllezité otazky :

Jakym zplsobem ziskat néjaky konkrétni Gplny
ortogonalni systém (bazi) v L3(a, b)? Lze to napfiklad
zaridit tak, aby tato baze byla sloZzena z polynomd?

Metoda |: ortogonalizace dané husté LN mnoziny
pomoci Gram-Schmidtova procesu
UvaZujme na (a,b) C R polynomy

1,x,x2,x3, x4 .. (5)

a uvazujme (pokud (a, b) je neomezeny) vahovou funkci o
takovou, aby x" € L3(a, b) pro vSechna n € NU {0}.
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19.3 Ortogonalni systémy polynom, operatory

Dllezité otazky :

Jakym zplsobem ziskat néjaky konkrétni Gplny
ortogonalni systém (bazi) v L3(a, b)? Lze to napfiklad
zaridit tak, aby tato baze byla sloZzena z polynomd?

Metoda |: ortogonalizace dané husté LN mnoziny
pomoci Gram-Schmidtova procesu
UvaZujme na (a,b) C R polynomy

1,x,x2,x3, x4 .. (5)

a uvazujme (pokud (a, b) je neomezeny) vahovou funkci o
takovou, aby x" € L3(a, b) pro vSechna n € NU {0}.
Ortogonalizaci pomoci Gram-Schmidtova procesu
dostaneme Gplny systém ortogonalnich polynomu v
L2(a,b).
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Pfiklad 5 (Legendreovy polynomy)

Ortogonalizaci systému (5) v prostoru L?(—1, 1)
dostaneme tzv. Legendreovy polynomy P, (X).
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Pfiklad 5 (Legendreovy polynomy)

Ortogonalizaci systému (5) v prostoru L?(—1, 1)
dostaneme tzv. Legendreovy polynomy P, (X). Lze
ukézat, Ze plati

Po() =1, = Pa(X) = 5 o2 (x*=1)", neN.
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Pfiklad 5 (Legendreovy polynomy)

Ortogonalizaci systému (5) v prostoru L?(—1, 1)
dostaneme tzv. Legendreovy polynomy P, (X). Lze
ukézat, Ze plati

Po(x) =1 Pa(x) = —— 4 (2 _ 1y N
O(X)_ ) n( )— onnl an( = ) , he
pficemz
IPa(X)II* = 2 neNU{0}
" S 2n+1’ '
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Pfiklad 5 (Legendreovy polynomy)

Ortogonalizaci systému (5) v prostoru L?(—1, 1)
dostaneme tzv. Legendreovy polynomy P, (X). Lze
ukézat, Ze plati

1 d" ., N
Po(x) =1, P”(X):znn! dx”(x —-1)", neN.
pficemz
2 2
[Pa(x)[|* = heNU{0}.

S 2n+1°

Prvnich nékolik Legendreovych polynomt je:
Po(X) = 1,
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Pfiklad 5 (Legendreovy polynomy)

Ortogonalizaci systému (5) v prostoru L?(—1, 1)
dostaneme tzv. Legendreovy polynomy P, (X). Lze
ukézat, Ze plati

1 d" ., N
Po(x) =1, P”(X):znn! dx”(x —-1)", neN.
pficemz
2 2
[Pa(x)[|* = heNU{0}.

S 2n+1°

Prvnich nékolik Legendreovych polynomt je:
Po(x) =1, P1(X) = X,
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Pfiklad 5 (Legendreovy polynomy)

Ortogonalizaci systému (5) v prostoru L?(—1, 1)
dostaneme tzv. Legendreovy polynomy P, (X). Lze
ukézat, Ze plati

1 d" ., N
Po(x) =1, P”(X):znn! dx”(x —-1)", neN.
pficemz
2 2
[Pa(x)[|* = heNU{0}.

S 2n+1°

Prvnich nékolik Legendreovych polynom je:
PO(X) =1, Pl(X) =X, Pz(x) — %XZ . %’
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Pfiklad 5 (Legendreovy polynomy)

Ortogonalizaci systému (5) v prostoru L?(—1, 1)
dostaneme tzv. Legendreovy polynomy P, (X). Lze
ukézat, Ze plati

1 d" ., N
Po(x) =1, P”(X):znn! dx”(x —-1)", neN.
pficemz
2 2
[Pa(x)[|* = heNU{0}.

S 2n+1°

Prvnich nékolik Legendreovych polynom je:
PO(X) = 1, Pl(X) =X, Pz(x) — %XZ _ %’ P3(X) _ gx3 _

M. Rokyta, KMA MFF UK 19. Hilbertovy prostory
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Pfiklad 5 (Legendreovy polynomy)

Ortogonalizaci systému (5) v prostoru L?(—1, 1)
dostaneme tzv. Legendreovy polynomy P, (X). Lze
ukézat, Ze plati

1 d" ., N
Po(x) =1, P”(X):znn! dx”(x —-1)", neN.
pficemz
2 2
IPa(X)[I* = heNU{0}.

S 2n+1°

Prvnich nékolik Legendreovych polynomt je:
PO(X) = 1’ P]_(X) =X, PZ(X) — %Xz - %, P3(X) = gX‘?’ — %X’
Pa(x) = $x* — 2x* 4+ 3,...

M. Rokyta, KMA MFF UK 19. Hilbertovy prostory



-0,51

-1

Legendreovy polynomy pron=0,1,2,3,4,5.
«O>» «Fr «E»r < 4 DAy
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Legendreovy polynomy pron=0,1,2,3,4,5.
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Legendreovy polynomy pron=0,1,2,3,4,5.
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Legendreovy polynomy pron=0,1,2,3,4,5.
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Legendreovy polynomy pron=0,1,2,3,4,5.
«gOr «Fr «=r« > A
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Podle predchozi teorie tedy plati, Ze pro kazdou funkci
f € L2(—1,1) plati

f(x) = icnPn(x),
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Podle predchozi teorie tedy plati, Ze pro kazdou funkci
f € L2(—1,1) plati

f(x) = icnPn(x),

kde

1 ! 2n+1 [*
Ch = W/_lf(x)Pn(x)dx == /_ f(x)Pn(x)dx.
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Napiiklad pro f(x) = |x| € L?(—1,1) dostaneme

x| = Z CnPn(X),
n=0

o> <« »
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Napiiklad pro f(x) = |x| € L?(—1,1) dostaneme

x| = Z CnPn(X),
n=0
kde

2n

1 1
Ch = i / IX| Pn(x)dx,
2 Ja

0> «F»
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Napiiklad pro f(x) = |x| € L?(—1,1) dostaneme

x| = Z CnPn(X),
n=0

kde
B 2n+1

1
. / x| Po(x) dx
2 /.,

coz da (spoctéte) cx,.1 =0Vk =0,1,...,
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Napiiklad pro f(x) = |x| € L?(—1,1) dostaneme

x| = Z CnPn(X),
n=0

kde

2n+1 [*
Ch=—> / IX| Pn(X)dx,
-1

coz da (spocCtéte) k.1 =0Vk =0,1,...,¢co =

NI
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Napiiklad pro f(x) = |x| € L?(—1,1) dostaneme

x| = Z CnPn(X),
n=0

kde

2n+1 [*
Ch=—> / IX| Pn(X)dx,
-1

coz da (spocCtéte) k.1 =0Vk =0,1,...,¢co =
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Napiiklad pro f(x) = |x| € L?(—1,1) dostaneme

x| = Z CnPn(X),
n=0

kde i1 1

n =5 [ IPaG)dx,
coz da (spocCtéte) k.1 =0Vk =0,1,...,¢co =
C4 == _%1
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Napiiklad pro f(x) = |x| € L?(—1,1) dostaneme

x| = Z CnPn(X),
n=0

kde .
2n+1
Ch = i / IX| Pn(X)dx,
2 Ja
coz da (spocCtéte) k.1 =0Vk =0,1,...,¢co =
_ 3 _ 13
C4——E,C6—m...
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Napiiklad pro f(x) = |x| € L?(—1,1) dostaneme

S.V. =
X| =) "coP
n=0

kde

2n+1 [*
Ch=—> / IX| Pn(X)dx,
-1

GJIU'I

coz da (spoététe) Caxs1=0Vk=0,1,...,co=3,Co =

Ci=—2,C6= s . naprlklad aprOX|mace do sesteho

2 : 175 4725 _ 5775 3003
Fadu da |X| ~ 555 + 5028 X° — 3523 X *+ 2048 x®na (-1,1).
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Napiiklad pro f(x) = |x| € L?(—1,1) dostaneme

S.V. =
X| =) "coP
n=0

kde
2n+1

1
Ch = / IX| Pn(X)dx,
2 Ja

coz da (spoététe) Cax+1=0Vk=0,1,...,Co=3,Co =2,
3

Ci=—2,C6= s . naprlklad aprOX|mace do sesteho

2 : 175 4725 _ 5775 3003
Fadu da |X| ~ 555 + 5028 X° — 3523 X *+ 2048 x®na (-1,1).

Viz nésledujici obrazky.
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Aproximace |x| pomoci Legendreovych polynom{
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0,2

Aproximace |x| pomoci Legendreovych polynom{
(n=0,2,4,6,8,10).
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Aproximace |x| pomoci Legendreovych polynom{
(n=0,2,4,6,8,10).
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0,84

0,64

0.4

0,2

Aproximace |x| pomoci Legendreovych polynom{
(n=0,2,4,6,8,10).

«4O0>» < Fr «=Z)r» « =




Legendreovy polynomy splfuji tzv. rekurentni vztah

(N+1)Pria(X) = (2n+1)xPn(X) — nPn_1(X), neN,




19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Poznamka
Legendreovy polynomy splfuji tzv. rekurentni vztah

(N+1)Pnria(x) = (2n4+1)xPn(X) —nPy_1(X), neN,
Po(x) =1, P1(X) =X,
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Poznamka
Legendreovy polynomy splfuji tzv. rekurentni vztah

(N+1)Pnria(x) = (2n4+1)xPn(X) —nPy_1(X), neN,
Po(x) =1, P1(X) =X,

a jsou feSenim tzv. generujici diferenciélni rovnice

(L-x%)y) ==y, A=n(n+1),n=0,1,2,....

v
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Priklad 6 (CebySevovy polynomy)
Ortogonalizaci systému (5) v prostoru L? , (—1,1)

V1—x2

dostaneme tzv. Ceby&evovy polynomy (1. druhu) Th(X).
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Priklad 6 (CebySevovy polynomy)
Ortogonalizaci systému (5) v prostoru L? , (—1,1)

3 Vi
dostaneme tzv. CebySevovy polynomy (1. druhu) Tp(x).
Lze ukazat, Ze plati

To(x)=1, Tn(x) = cos(narccosx), neN.
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Priklad 6 (CebySevovy polynomy)
Ortogonalizaci systému (5) v prostoru L? , (—1,1)

3 Vi
dostaneme tzv. CebySevovy polynomy (1. druhu) Tp(x).
Lze ukazat, Ze plati

To(x)=1, Tn(x) = cos(narccosx), neN.

pricemz

HTn(X)Hf): neN.

T
2 7
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Priklad 6 (CebySevovy polynomy)
Ortogonalizaci systému (5) v prostoru L? , (—1,1)

3 Vi
dostaneme tzv. CebySevovy polynomy (1. druhu) Tp(x).
Lze ukazat, Ze plati

To(x)=1, Tn(x) = cos(narccosx), neN.

pricemz
T
ITa (OIS = 5» NeN.
Prvnich nékolik CebySevovych polynomd je:
To(X) = 1,
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Priklad 6 (CebySevovy polynomy)
Ortogonalizaci systému (5) v prostoru L? , (—1,1)

3 Vi
dostaneme tzv. CebySevovy polynomy (1. druhu) Tp(x).
Lze ukazat, Ze plati

To(x)=1, Tn(x) = cos(narccosx), neN.

pricemz
T
ITa (OIS = 5» NeN.
Prvnich nékolik CebySevovych polynomd je:
To(X) =1, T1(X) =X,
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Priklad 6 (CebySevovy polynomy)
Ortogonalizaci systému (5) v prostoru L? , (—1,1)

3 Vi
dostaneme tzv. CebySevovy polynomy (1. druhu) Tp(x).
Lze ukazat, Ze plati

To(x)=1, Tn(x) = cos(narccosx), neN.

pricemz
T
ITa (OIS = 5» NeN.
Prvnich nékolik CebySevovych polynomd je:
To(X) =1, T1(X) =%, To(X) = 2x% - 1,
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Priklad 6 (CebySevovy polynomy)
Ortogonalizaci systému (5) v prostoru L? , (—1,1)

3 Vi
dostaneme tzv. CebySevovy polynomy (1. druhu) Tp(x).
Lze ukazat, Ze plati

To(x)=1, Tn(x) = cos(narccosx), neN.

pricemz
T
ITa()I2=2, neN.
Prvnich nékolik CebySevovych polynomd je:
To(X) =1, T1(X) = X, Ta(X) = 2x% — 1, T3(x) = 4x3 — 3x,
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Priklad 6 (CebySevovy polynomy)
Ortogonalizaci systému (5) v prostoru L? , (—1,1)

3 Vi
dostaneme tzv. CebySevovy polynomy (1. druhu) Tp(x).
Lze ukazat, Ze plati

To(x)=1, Tn(x) = cos(narccosx), neN.

pricemz
T
ITa()I2=2, neN.
Prvnich nékolik CebySevovych polynomd je:
To(X) =1, T1(X) = X, Ta(X) = 2x% — 1, T3(x) = 4x3 — 3x,
T4(Xx) = 8x* — 8x2 — 1,
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Priklad 6 (CebySevovy polynomy)
Ortogonalizaci systému (5) v prostoru L? , (—1,1)

3 Vi
dostaneme tzv. CebySevovy polynomy (1. druhu) Tp(x).
Lze ukazat, Ze plati

To(x)=1, Tn(x) = cos(narccosx), neN.

pricemz
T
T =2. neN.
Prvnich nékolik CebySevovych polynomd je:
To(X) =1, T1(X) = X, Ta(X) = 2x% — 1, T3(x) = 4x3 — 3x,
Ta(X) = 8x* — 8x2 — 1, T5(x) = 16x° — 20x3 + 5x, ...
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Cebysevovy polynomy pro n = 0,1, 2, 3, 4,5.
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Cebysevovy polynomy pro n = 0,1, 2, 3, 4,5.

«Or «F»

a
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okat)

0,59

-0,5

Cebysevovy polynomy pron = 0,1, 2, 3, 4, 5.
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Cebysevovy polynomy spliiuji rekurentni vztah

Thia(X) + Thoa(X) = 2XTp(X), neN




Cebysevovy polynomy spliiuji rekurentni vztah

Thia(X) + Thoa(X) = 2XTp(X), neN
To(x) =1, Ta(x) =X,




19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Poznamka
Cebysevovy polynomy spliiuji rekurentni vztah

Thra(X) + Tooa(X) = 2xTp(x), neN
To(x) =1, T1(X) =X,

a jsou feSenim generujici diferencialni rovnice

<ﬂy/)’:_A7y A=n?, n=0,1,2....

1-—x2’
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Poznamka

m Ortogonalizaci zakladniho systému polynom
1,x,x2,x3,... v pfislusnych prostorech L3(a, b)
dostaneme odpovidajici systém ortogonalnich
polynomd, do kterého Ize rozvijet vdechny funkce,
patfici do L2(a, b).
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Poznamka
m Ortogonalizaci zakladniho systému polynom
1,x,x2,x3,... v pfislusnych prostorech L3(a, b)
dostaneme odpovidajici systém ortogonalnich
polynomd, do kterého Ize rozvijet vdechny funkce,
patfici do L2(a, b). Na konkrétni tvar téchto polynomd
ma vliv zejména tvar skalarniho soucinu v L2(a, b).
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Poznamka
m Ortogonalizaci zakladniho systému polynom
1,x,x2,x3,... v pfislusnych prostorech L3(a, b)
dostaneme odpovidajici systém ortogonalnich
polynomd, do kterého Ize rozvijet vdechny funkce,
patfici do L2(a, b). Na konkrétni tvar téchto polynomd
ma vliv zejména tvar skalarniho soucinu v L2(a, b).

m Takto dostaneme napfiklad Hermiteovy polynomy
H, (v prostoru Li_xz(—oo, 0)),
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Poznamka
m Ortogonalizaci zakladniho systému polynom
1,x,x2,x3,... v pfislusnych prostorech L3(a, b)
dostaneme odpovidajici systém ortogonalnich
polynomd, do kterého Ize rozvijet vdechny funkce,
patfici do L2(a, b). Na konkrétni tvar téchto polynomd
ma vliv zejména tvar skalarniho soucinu v L2(a, b).

m Takto dostaneme napfiklad Hermiteovy polynomy
H, (v prostoru Li_xz(—oo, o0)), Laguerrovy
polynomy LS fadu s > —1 (v prostoru L2,_ (0, x))

XSe—X
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Poznamka
m Ortogonalizaci zakladniho systému polynom
1,x,x2,x3,... v pfislusnych prostorech L3(a, b)
dostaneme odpovidajici systém ortogonalnich
polynomd, do kterého Ize rozvijet vdechny funkce,
patfici do L2(a, b). Na konkrétni tvar téchto polynomd
ma vliv zejména tvar skalarniho soucinu v L2(a, b).

m Takto dostaneme napfiklad Hermiteovy polynomy
H, (v prostoru Li_xz(—oo, o0)), Laguerrovy
polynomy L§ Fadu s > —1 (v prostoru L2, (0, 00)) a
mnoho dalSich.
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Poznamka

m Ortogonalizaci zakladniho systému polynom
1,x,x2,x3,... v pfislusnych prostorech L3(a, b)
dostaneme odpovidajici systém ortogonalnich
polynomd, do kterého Ize rozvijet vdechny funkce,
patfici do L2(a, b). Na konkrétni tvar téchto polynomd

ma vliv zejména tvar skalarniho soucinu v L2(a, b).

m Takto dostaneme napfiklad Hermiteovy polynomy
H, (v prostoru Li_xz(—oo, o0)), Laguerrovy
polynomy L§ Fadu s > —1 (v prostoru L2, (0, 00)) a
mnoho dalSich. Pro kazdy takovy systém existuje
rekurentni vztah a generujici diferencialni rovnice.
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Poznamka

m Ortogonalizaci zakladniho systému polynom
1,x,x2,x3,... v pfislusnych prostorech L3(a, b)
dostaneme odpovidajici systém ortogonalnich
polynomd, do kterého Ize rozvijet vdechny funkce,
patfici do L2(a, b). Na konkrétni tvar téchto polynomd
ma vliv zejména tvar skalarniho soucinu v L2(a, b).

m Takto dostaneme napfiklad Hermiteovy polynomy
H, (v prostoru Li_xz(—oo, o0)), Laguerrovy
polynomy L§ Fadu s > —1 (v prostoru L2, (0, 00)) a
mnoho dalSich. Pro kazdy takovy systém existuje
rekurentni vztah a generujici diferencialni rovnice.
Podrobnéji viz tabulku ortogonalnich systémt

polynomd na strance této prednasky.
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Metoda Il : generujici diferenciélni rovnice, resp.
generujici operator

«Or «F»

!
a
int

DA™



19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Metoda Il : generujici diferenciélni rovnice, resp.
generujici operator

Definice

Bud' (a,b) C R uzavfeny interval, p, q, o dané funkce
definované na (a,b). Necht dale «, 3,v,0 € R.
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Metoda Il : generujici diferenciélni rovnice, resp.
generujici operator

Definice

Bud' (a,b) C R uzavfeny interval, p, q, o dané funkce
definované na (a,b). Necht dale «, 3, v, 6 € R. Okrajovou
tlohou v samoadjungovaném tvaru  pro neznamou
funkciy =y(t)
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Metoda Il : generujici diferenciélni rovnice, resp.
generujici operator

Definice

Bud' (a,b) C R uzavfeny interval, p, q, o dané funkce
definované na (a,b). Necht dale «, 3, v, 6 € R. Okrajovou
tlohou v samoadjungovaném tvaru  pro neznamou
funkciy = y(t) nazveme diferencialni rovnici druhého
fadu v tzv. samoadjungovaném tvaru

—(p(t)y’) +a(t)y = re(t)y, te(ab), xeC, (6)
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Metoda Il : generujici diferenciélni rovnice, resp.
generujici operator

Definice

Bud' (a,b) C R uzavfeny interval, p, q, o dané funkce
definované na (a,b). Necht dale «, 3, v, 6 € R. Okrajovou
tlohou v samoadjungovaném tvaru  pro neznamou
funkciy = y(t) nazveme diferencialni rovnici druhého
fadu v tzv. samoadjungovaném tvaru

—(p(t)y’) +a(t)y = re(t)y, te(ab), xeC, (6)

dopInénou o tzv. okrajové podminky
ay(a)+0y'(a) =0,  qy(b)+dy'(b)=0. (7)
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Véta 19.7

Uvazujme okrajovou Ulohu tvaru (6)—(7), kde p je spojita a
kladna na (a,b), p’ je spojitd na (a,b), g je realnd a
Spojitd na (a, b), ¢ je spojita, kladna a konecné
integrovatelna na (a, b).
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Véta 19.7

Uvazujme okrajovou Ulohu tvaru (6)—(7), kde p je spojita a
kladna na (a,b), p’ je spojitd na (a,b), g je realnd a
Spojitd na (a, b), ¢ je spojita, kladna a konecné
integrovatelna na (a, b). Navic necht' alespori jedno z
Cisel o, ¢ a alespon jedno z Cisel ~, § je nenulové.
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Véta 19.7

Uvazujme okrajovou Ulohu tvaru (6)—(7), kde p je spojita a
kladna na (a,b), p’ je spojitd na (a,b), g je realnd a
Spojitd na (a, b), ¢ je spojita, kladna a konecné
integrovatelna na (a, b). Navic necht' alespori jedno z
Cisel a, 0 a alespon jedno z Cisel ~, § je nenulové. Potom
existuji A1 < \» < -+, lim A\, = oo takova, ze:
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Véta 19.7

Uvazujme okrajovou Ulohu tvaru (6)—(7), kde p je spojita a
kladna na (a,b), p’ je spojitd na (a,b), g je realnd a
Spojitd na (a, b), ¢ je spojita, kladna a konecné
integrovatelna na (a, b). Navic necht' alespori jedno z
Cisel a, 0 a alespon jedno z Cisel ~, § je nenulové. Potom

existuji A1 < \» < -+, lim A\, = oo takova, ze:
m Pro vSechna \ # A\, ma uloha (6)—(7) pouze feSeni
y =0.
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Véta 19.7

Uvazujme okrajovou Ulohu tvaru (6)—(7), kde p je spojita a
kladna na (a,b), p’ je spojitd na (a,b), g je realnd a
Spojitd na (a, b), ¢ je spojita, kladna a konecné
integrovatelna na (a, b). Navic necht' alespori jedno z
Cisel a, 0 a alespon jedno z Cisel ~, § je nenulové. Potom

existuji A1 < \» < -+, lim A\, = oo takova, ze:
m Pro vSechna \ # A\, ma uloha (6)—(7) pouze feSeni
y =0.

m Pro kazdé \ = )\, existuje pravé jedno (az na
nasobek konstantou) nenulové feSeni y, ulohy

(6)-(7).
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Véta 19.7

Uvazujme okrajovou Ulohu tvaru (6)—(7), kde p je spojita a
kladna na (a,b), p’ je spojitd na (a,b), g je realnd a
Spojitd na (a, b), ¢ je spojita, kladna a konecné
integrovatelna na (a, b). Navic necht' alespori jedno z
Cisel a, 0 a alespon jedno z Cisel ~, § je nenulové. Potom

existuji A1 < \» < -+, lim A\, = oo takova, ze:
m Pro vSechna \ # A\, ma uloha (6)—(7) pouze feSeni
y =0.

m Pro kazdé \ = )\, existuje pravé jedno (az na
nasobek konstantou) nenulové feSeni y, ulohy
(6)—(7).

m Systém {y,, n € N} je Uplny ortogonalni systém
funkci v L2(a,b).
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Cisla \, resp. funkce y, z predchozi véty nazyvame

vlastni Cisla resp. vlastni funkce ulohy (6)—(7).




19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Definice

Cisla A\, resp. funkce vy, z predchozi véty nazyvame
vlastni Cisla resp. vilastni funkce ulohy (6)—(7).

Poznamka
Zobrazeni mezi dvéma prostory nazyvame operatorem .
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Definice

Cisla A\, resp. funkce vy, z predchozi véty nazyvame
vlastni Cisla resp. vilastni funkce ulohy (6)—(7).

Poznamka

Zobrazeni mezi dvéma prostory nazyvame operatorem .
Definujeme-li operator T : C'((a, b)) — L(a, b) pfedpisem
T(y) = —(py’) + qy, Ize rovnici (6) psét ve tvaru tzv.
operatorové rovnice

Ty = Aoy . (8)
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Definice

Cisla A\, resp. funkce vy, z predchozi véty nazyvame
vlastni Cisla resp. vilastni funkce ulohy (6)—(7).

Poznamka

Zobrazeni mezi dvéma prostory nazyvame operatorem .
Definujeme-li operator T : C'((a, b)) — L(a, b) pfedpisem
T(y) = —(py’) + qy, Ize rovnici (6) psét ve tvaru tzv.
operatorové rovnice :

Ty = Aoy . (8)

Analogicky nazyvame nenulova feSeni y, ulohy (8), (7)
vlastnimi funkcemi (s vahou o) operatoru T,
pfinaleZejicimi vlastnimu Cislu \,.
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Poznamka

m Pro vahu o = 1 ma rovnice (8) pro vlastni funkce a
vlastni Cisla operatoru T tvar Ty = \y.
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Poznamka

m Pro vahu o = 1 ma rovnice (8) pro vlastni funkce a
vlastni Cisla operatoru T tvar Ty = \y. (Srovnejte to
s definici vlastniho vektoru a vlastniho Cisla matice.)
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Poznamka
m Pro vahu o = 1 ma rovnice (8) pro vlastni funkce a
vlastni Cisla operatoru T tvar Ty = \y. (Srovnejte to
s definici vlastniho vektoru a vlastniho Cisla matice.)
m Véta 19.7 je formulovana pouze pro omezené
intervaly. Existuji také jeji varianty pro neomezené

MM s
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Poznamka
m Pro vahu o = 1 ma rovnice (8) pro vlastni funkce a
vlastni Cisla operatoru T tvar Ty = \y. (Srovnejte to
s definici vlastniho vektoru a vlastniho Cisla matice.)
m Véta 19.7 je formulovana pouze pro omezené
intervaly. Existuji také jeji varianty pro neomezené

MM s

s obecnéjsi sadou okrajovych podminek.
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Poznamka

m Pro vahu o = 1 ma rovnice (8) pro vlastni funkce a
vlastni Cisla operatoru T tvar Ty = \y. (Srovnejte to
s definici vlastniho vektoru a vlastniho Cisla matice.)

m Véta 19.7 je formulovana pouze pro omezené
intervaly. Existuji také jeji varianty pro neomezené
s obecnéjsi sadou okrajovych podminek. Obecné
vSak jde vzdy o véty, odpovidajici na otazku "Za
jakych podminek tvofi vlastni funkce néjakého
operatoru T Uplny ortogondlni systém v daném
Hilbertové prostoru?"
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Poznamka

m Pro vahu o = 1 ma rovnice (8) pro vlastni funkce a
vlastni Cisla operatoru T tvar Ty = \y. (Srovnejte to
s definici vlastniho vektoru a vlastniho Cisla matice.)

m Véta 19.7 je formulovana pouze pro omezené
intervaly. Existuji také jeji varianty pro neomezené
s obecnéjsi sadou okrajovych podminek. Obecné
vSak jde vzdy o véty, odpovidajici na otazku "Za
jakych podminek tvofi vlastni funkce néjakého
operatoru T Uplny ortogondlni systém v daném
Hilbertové prostoru?" Studiem (m.j.) i téchto otazek
(které jdou nad ramec tohoto kurzu) se zabyva
matematicka disciplina jménem funkcionalni
analyza.
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m Aplikujte Vétu 19.7proa=0,b=7m,p=0=1,
g=0,aproa=v=0,5=09=1resp. pro
a=~v=13=46=0.




19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Cviceni
m Aplikujte Vétu 19.7 proa=0,b=7m,p=p0=1,
g=0,aproa=v=0,5=0=1resp. pro
a=v=1,8=0=0.
m UvaZujte rovnici (6) sa=—m,b=mp=0=1,
g = 0, a se zobecnénou sadou okrajovych podminek
y(=m) =y(m), y'(—7) = y'(r).
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Poznamka
m Existuje varianta Véty 19.7, ktera pfipousti, aby

funkce p nabyvala v nékterém krajnim bodé intervalu
(a,b) nulové hodnoty. V takovém pfipadé se ovSem
predpoklada omezenost feSeni y v tomto bodé. Za
téchto predpokladll dostadvame proa = -1, b =1,
p=1-1t2 0=1, q= 0 generujici rovnici pro
Legendreovy polynomy.
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19.3 Ortogonalni systémy polynom{l, operatory (okaz)

Poznamka

m Existuje varianta Véty 19.7, ktera pfipousti, aby
funkce p nabyvala v nékterém krajnim bodé intervalu
(a,b) nulové hodnoty. V takovém pfipadé se ovSem
predpoklada omezenost feSeni y v tomto bodé. Za
téchto predpokladll dostadvame proa = -1, b =1,
p=1-t2 o= 1, q= 0 generujici rovnici pro
Legendreovy polynomy.

m Naznacené Uvahy Ize zobecnit i pro parcialni
diferencialni rovnice. MliZeme tak mluvit o vlastnich
funkcich Laplaceova operatoru jako o nenulovych
feSenich rovnice —Ay = Ay prox € Q Cc R", s
nulovymi okrajovymi podminkami na 052, atd.
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