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Opakovani, zna ¢eni
C - komplexni rovina

«0)>» «F»r « =)»

it
v

DA



Opakovani, zna ¢eni
C - komplexni rovina

zeC = z=x+1ly

«0)>» «F»r « =)»

it
v

DA



Opakovani, zna ¢eni
C - komplexni rovina

ze€C = z=x+Iy ...algebraicky tvar z,
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Opakovani, zna ¢eni
C - komplexni rovina

ze€C = z=x+Iy ...algebraicky tvar z,
X =Rez,y=Imz

«0)>» «F»r « =)»

it
v

DA



Opakovani, zna ¢eni

C - komplexni rovina

ze€C = z=x+Iy ...algebraicky tvar z,
X =Rez,y=Imz

zeC = z =|z|(cosy +isiny)
N————

eiv

«40>» «4F>» «=)r « =)

DA




20.1 Holomorfni funkce

Opakovani, zna ¢eni

C - komplexni rovina

zecC = z=x+1y ...algebraicky tvar z,
Xx=Rez,y=Imz

zeC = z =|z|(cosy+isiny) ...goniometricky tvar z

ei®
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20.1 Holomorfni funkce

Opakovani, zna ¢eni

C - komplexni rovina

zecC = z=x+1y ...algebraicky tvar z,
Xx=Rez,y=Imz

zeC = z =|z|(cosy+isiny) ...goniometricky tvar z

ei®

z2eC = z=|z|e¥
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20.1 Holomorfni funkce

Opakovani, zna ¢eni

C - komplexni rovina
zecC = z=x+1y ...algebraicky tvar z,
Xx=Rez,y=Imz
zeC = z =|z|(cosy+isiny) ...goniometricky tvar z
N————

ei®

z € C = z = |z|e'? ...exponenciani tvar z
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20.1 Holomorfni funkce

Opakovani, zna ¢eni

C - komplexni rovina
zecC = z=x+1y ...algebraicky tvar z,
Xx=Rez,y=Imz
zeC = z =|z|(cosy+isiny) ...goniometricky tvar z
\T/
z € C = z = |z|e'? ...exponenciani tvar z
¢ ...argument z (argz)
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20.1 Holomorfni funkce

Opakovani, zna ¢eni

C - komplexni rovina
zecC = z=x+1y ...algebraicky tvar z,
Xx=Rez,y=Imz
zeC = z =|z|(cosy+isiny) ...goniometricky tvar z
\T/
z € C = z = |z|e'? ...exponenciani tvar z
@ ...argument z (argz) (neni urCen jednoznacne!)
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20.1 Holomorfni funkce

Opakovani, zna ¢eni

C - komplexni rovina
zecC = z=x+1y ...algebraicky tvar z,
Xx=Rez,y=Imz
zeC = z =|z|(cosy+isiny) ...goniometricky tvar z
\T/
z € C = z = |z|e'? ...exponenciani tvar z
@ ...argument z (argz) (neni urCen jednoznacne!)

Z=X+ly = Z=Xx-1ly,
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20.1 Holomorfni funkce

Opakovani, zna ¢eni

C - komplexni rovina
zecC = z=x+1y ...algebraicky tvar z,
Xx=Rez,y=Imz
zeC = z =|z|(cosy+isiny) ...goniometricky tvar z
\T/
z € C = z = |z|e'? ...exponenciani tvar z
@ ...argument z (argz) (neni urCen jednoznacne!)

Z=X+ily = Z=x-—1y, |z] = V/X?+VY?
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20.1 Holomorfni funkce

Opakovani, zna ¢eni

C - komplexni rovina
zecC = z=x+1y ...algebraicky tvar z,
Xx=Rez,y=Imz
zeC = z =|z|(cosy+isiny) ...goniometricky tvar z
\T/
z € C = z = |z|e'? ...exponenciani tvar z
@ ...argument z (argz) (neni urCen jednoznacne!)

Z=X+iy = Z=x-1y,|z]=/X2+Vy2 |z?=2-Z
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20.1 Holomorfni funkce

Opakovani, zna ¢eni
C - komplexni rovina
zecC = z=x+1y ...algebraicky tvar z,
Xx=Rez,y=Imz
zeC = z =|z|(cosy+isiny) ...goniometricky tvar z
N————

ei®

z € C = z = |z|e'? ...exponenciani tvar z
@ ...argument z (argz) (neni urCen jednoznacne!)

Z=X+iy = Z=x-1y,|z]=/X2+Vy2 |z?=2-Z
Moivreova véta:
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20.1 Holomorfni funkce

Opakovani, zna ¢eni
C - komplexni rovina
zecC = z=x+1y ...algebraicky tvar z,
Xx=Rez,y=Imz
zeC = z =|z|(cosy+isiny) ...goniometricky tvar z
N————

ei®

z € C = z = |z|e'? ...exponenciani tvar z

@ ...argument z (argz) (neni urCen jednoznacne!)
Z=x+4ily = Z=x-1ly,|z|=/X2+V2 |22=2-2Z
Moivreova véta: (cos ¢ + i sin ¢)" = cos(nyp) + i sin(ny)

N

e e

(eiga )n einy
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20.1 Holomorfni funkce

Opakovani, zna ¢eni
C - komplexni rovina
zecC = z=x+1y ...algebraicky tvar z,
Xx=Rez,y=Imz
zeC = z =|z|(cosy+isiny) ...goniometricky tvar z
N————

ei®

z € C = z = |z|e'? ...exponenciani tvar z

@ ...argument z (argz) (neni urCen jednoznacne!)
Z=x+4ily = Z=x-1ly,|z|=/X2+V2 |22=2-2Z
Moivreova véta: (cos ¢ + i sin ¢)" = cos(nyp) + i sin(ny)

N

e e

(eiga )n einy

= |z"]
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20.1 Holomorfni funkce

Opakovani, zna ¢eni
C - komplexni rovina
zecC = z=x+1y ...algebraicky tvar z,
Xx=Rez,y=Imz
zeC = z =|z|(cosy+isiny) ...goniometricky tvar z
N————

ei®

z € C = z = |z|e'? ...exponenciani tvar z

@ ...argument z (argz) (neni urCen jednoznacne!)
Z=x+4ily = Z=x-1ly,|z|=/X2+V2 |22=2-2Z
Moivreova véta: (cos ¢ + i sin ¢)" = cos(nyp) + i sin(ny)

N

e

Vo
(eiga )n einy

= [2"| = [(|z|e")"]
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20.1 Holomorfni funkce

Opakovani, zna ¢eni
C - komplexni rovina
zecC = z=x+1y ...algebraicky tvar z,
Xx=Rez,y=Imz
zeC = z =|z|(cosy+isiny) ...goniometricky tvar z
N————

ei®

z € C = z = |z|e'? ...exponenciani tvar z

@ ...argument z (argz) (neni urCen jednoznacne!)
Z=x+4ily = Z=x-1ly,|z|=/X2+V2 |22=2-2Z
Moivreova véta: (cos ¢ + i sin ¢)" = cos(nyp) + i sin(ny)

(eey ene
= [2" = [(|z[e")"] = |z|" |e"?|
——

=1
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20.1 Holomorfni funkce

Opakovani, zna ¢eni
C - komplexni rovina
zecC = z=x+1y ...algebraicky tvar z,
Xx=Rez,y=Imz
zeC = z =|z|(cosy+isiny) ...goniometricky tvar z
N————

ei®

z € C = z = |z|e'? ...exponenciani tvar z

@ ...argument z (argz) (neni urCen jednoznacne!)
Z=x+4ily = Z=x-1ly,|z|=/X2+V2 |22=2-2Z
Moivreova véta: (cos ¢ + i sin ¢)" = cos(nyp) + i sin(ny)

(eey ene
= [2" =[(Iz|e")"] = [z|" |€"?] =|z"
——

=1
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20.1 Holomorfni funkce

Opakovani, zna ¢eni
C - komplexni rovina
zecC = z=x+1y ...algebraicky tvar z,
Xx=Rez,y=Imz
zeC = z =|z|(cosy+isiny) ...goniometricky tvar z
N————

ei®

z € C = z = |z|e'? ...exponenciani tvar z

@ ...argument z (argz) (neni urCen jednoznacne!)
Z=x+4ily = Z=x-1ly,|z|=/X2+V2 |22=2-2Z
Moivreova véta: (cos ¢ + i sin ¢)" = cos(nyp) + i sin(ny)

e

(er;)n einy
= 2" = [(|z|e")"] = [z[" [e"7] = [z|"
1
|eZ| — |ex . eiy| — |eX| — eRez
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RozSifena komplexni rovina = sféra:

C*:=CU {0}

«0)>» «F»r « =)»

it
v

DA



RozSifena komplexni rovina = sféra:
Zavadime jediné komplexni nekonecno.

C*:=CU {0}

«0)>» «F»r « =)»

it
v

DA



RozSifena komplexni rovina = sféra:
Zavadime jediné komplexni nekonecno.

C*:==CU{o0}
BZ,— 00 < |z — +0o0,

«0)>» «F»r « =)»

it
v

DA



20.1 Holomorfni funkce (okrat)

RozSifena komplexni rovina = sféra:  C* := CU {o0}
Zavadime jediné komplexni nekonecno.
BZ,— 0 < |zp| > 400, Zyz— 00 <— 1/z,—-0
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20.1 Holomorfni funkce (okrat)

RozSifena komplexni rovina = sféra:  C* := CU {o0}
Zavadime jediné komplexni nekonecno.
BZ,— 0 < |zp| > 400, Zyz— 00 <— 1/z,—-0
Bz, =X, t+iyy, —ma+ibeC <<= x,—a&y,—b
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20.1 Holomorfni funkce (okrat)

RozSifena komplexni rovina = sféra:  C* := CU {o0}
Zavadime jediné komplexni nekonecno.
BZ,— 0 < |zp| > 400, Zyz— 00 <— 1/z,—-0
Bz, =X, t+iyy, —ma+ibeC <<= x,—a&y,—b

Pozor na zasadni rozdil:
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20.1 Holomorfni funkce (okrat)

RozSifena komplexni rovina = sféra:  C* := CU {o0}
Zavadime jediné komplexni nekonecno.
BZ, > 00 < [Z| = 400, Zn— o0 < 1/2, -0
Bz, =X, t+iyy, —ma+ibeC <<= x,—a&y,—b
Pozor na zasadni rozdil:
Komplexni funkce realné prom énné, tj.f : R — C:
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20.1 Holomorfni funkce (okrat)

RozSifena komplexni rovina = sféra:  C* := CU {o0}
Zavadime jediné komplexni nekonecno.
BZ,— 0 < |zp| > 400, Zyz— 00 <— 1/z,—-0
Bz, =X, t+iyy, —ma+ibeC <<= x,—a&y,—b
Pozor na zasadni rozdil:
Komplexni funkce realné prom énné, tj.f : R — C:
m f(x) = fi(X) + if2(x), XIimaf(x) = imfl(x) +1i lefz(x)
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20.1 Holomorfni funkce (okrat)

RozSifena komplexni rovina = sféra:  C* := CU {o0}
Zavadime jediné komplexni nekonecno.
BZ,— 0 < |zp| > 400, Zyz— 00 <— 1/z,—-0
Bz, =X, t+iyy, —ma+ibeC <<= x,—a&y,—b
Pozor na zasadni rozdil:
Komplexni funkce realné prom énné, tj.f : R — C:
m f(x) = fi(X) + if2(x), XIimaf(x) = imfl(x) +1i lefz(x)

m f/(x) =f](x )+if( ),
ff( dX—ffl dX+|ff2
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20.1 Holomorfni funkce (okrat)

RozSifena komplexni rovina = sféra:  C* := CU {o0}
Zavadime jediné komplexni nekonecno.
BZ,— 0 < |zp| > 400, Zyz— 00 <— 1/z,—-0
Bz, =X, t+iyy, —ma+ibeC <<= x,—a&y,—b
Pozor na zasadni rozdil:
Komplexni funkce realné prom énné, tj.f : R — C:
m f(x) = fi(X) + if2(x), XIi_)maf(x) = imfl(x) +1i lefz(x)
m f/(x) =f](x )+if( ),
ff( dX—ffl dX+|ff2
Komplexni funkce komplexni prom énné, tj. f : C — C:
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20.1 Holomorfni funkce (okrat)

RozSifena komplexni rovina = sféra:  C* := CU {o0}
Zavadime jediné komplexni nekonecno.
BZ,— 0 < |zp| > 400, Zyz— 00 <— 1/z,—-0
Bz, =X, t+iyy, —ma+ibeC <<= x,—a&y,—b
Pozor na zasadni rozdil:
Komplexni funkce realné prom énné, tj.f : R — C:
m f(x) = fi(X) + if2(x), XIi_)maf(x) = imfl(x) +1i lefz(x)
m f/(x) =f](x )+if( ),
ff( dX—ffl dX+|ff2
Komplexni funkce komplexni prom énné, tj. f : C — C:
mf(z) ="f(z)+if(z), z=x+1ly,
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20.1 Holomorfni funkce (okrat)

RozSifena komplexni rovina = sféra:  C* := CU {o0}
Zavadime jediné komplexni nekonecno.
BZ,— 0 < |zp| > 400, Zyz— 00 <— 1/z,—-0
Bz, =X, t+iyy, —ma+ibeC <<= x,—a&y,—b
Pozor na zasadni rozdil:
Komplexni funkce realné prom énné, tj.f : R — C:
m f(x) = fi(X) + if2(x), XIi_)maf(x) = imfl(x) +1i lefz(x)
m f/(x) =f](x )+if( ),
ff( dX—ffl dX+|ff2
Komplexni funkce komplexni prom énné, tj. f : C — C:
mf(z) ="f(z)+if(z), z=x+1ly,
f(z) = fu(x,y) +if2(x.y)
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20.1 Holomorfni funkce (okrat)

RozSifena komplexni rovina = sféra:  C* := CU {o0}
Zavadime jediné komplexni nekonecno.
BZ,— 0 < |zp| > 400, Zyz— 00 <— 1/z,—-0
Bz, =X, t+iyy, —ma+ibeC <<= x,—a&y,—b
Pozor na zasadni rozdil:
Komplexni funkce realné prom énné, tj.f : R — C:
m f(x) = fi(X) + if2(x), XIig!lf(x) = imfl(x) +1i lmfz(x)
m f/(x) =f](x )+if( ),
ff( dX—ffl dX+|ff2
Komplexni funkce komplexni prom énné, tj. f : C — C:
mf(z) ="f(z)+if(z), z=x+1ly,
f(Z) ~ fl(x7y) + ifZ(X7y)
g o ofh oho

m Jaky je vztah (napriklad) mezi f'(z) a 5}, o o By
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20.1 Holomorfni funkce (okrat)

RozSifena komplexni rovina = sféra:  C* := CU {o0}
Zavadime jediné komplexni nekonecno.
BZ,— 0 < |zp| > 400, Zyz— 00 <— 1/z,—-0
Bz, =X, t+iyy, —ma+ibeC <<= x,—a&y,—b
Pozor na zasadni rozdil:
Komplexni funkce realné prom énné, tj.f : R — C:
m f(x) = fi(X) + if2(x), XIig!lf(x) = imfl(x) +1i lmfz(x)
m f/(x) =f](x )+if( ),
ff( dX—ffl dX+|ff2
Komplexni funkce komplexni prom énné, tj. f : C — C:
mf(z) ="f(z)+if(z), z=x+1ly,
f(2) > falx,y) +ifa(x.Y) - o ot of, of
m Jaky je vztah (napriklad) mezi f'(z) a 5}, o o 8;7
A cointegral? dz = d(x +iy)?
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(Konec opakovani .)

«0>» «Fr «E» «

fHac



(Konec opakovani .)

Necht prow € C je funkce f : C — C definovana alespon
na né&jakém okoli U°(w) := {z € C,|z — w]| < §}.




20.1 Holomorfni funkce (okrat)

(Konec opakovani .)

Definice

Necht prow € C je funkce f : C — C definovana alespon
na n&jakém okoli U°(w) := {z € C, |z — w| < 6}. Pokud
existuje (vlastni) limita

im f(z) —f(w)
z—-w  Z —W

—AcC, 1)

fikame, Ze f ma v bodé w (komplexni) derivaci A.
Znacime 3L (w) nebo f'(w).
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20.1 Holomorfni funkce (okrat)

(Konec opakovani .)

Definice

Necht prow € C je funkce f : C — C definovana alespon
na n&jakém okoli U°(w) := {z € C, |z — w| < 6}. Pokud
existuje (vlastni) limita

im f(z) —f(w)
z—-w  Z —W

—AcC, 1)

fikame, Ze f ma v bodé w (komplexni) derivaci A.
Znacime 3L (w) nebo f'(w).

Pozn. Komplexni derivace je komplexni Cislo.
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20.1 Holomorfni funkce (okrat)

(Konec opakovani .)

Definice

Necht prow € C je funkce f : C — C definovana alespon
na n&jakém okoli U°(w) := {z € C, |z — w| < 6}. Pokud
existuje (vlastni) limita

im f(z) —f(w)
z—-w  Z —W

—AcC, 1)

fikame, Ze f ma v bodé w (komplexni) derivaci A.
Znacime 3L (w) nebo f'(w).

Pozn. Komplexni derivace je komplexni Cislo.
Nekonecnou derivaci nedefinujeme, v C uvaZzujeme
pouze konecné derivace.

M. Rokyta, KMA MFF UK 20. Funkce komplexni proménné




20.1 Holomorfni funkce (okrat)

Véta 20.1 (Cauchy-Riemannovy (C-R) podminky)
m Necht existuje f'(z),z =x + iy, f =f; +if,.
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20.1 Holomorfni funkce (okrat)

Véta 20.1 (Cauchy-Riemannovy (C-R) podminky)

m Necht existuje f'(z), z = x + iy, f = f; + if,. Potom
v z = [x,Yy] plati tzv. C-R podminky:

o, o o o
a_X(X’y)_W()“y)? @(Xay)_ OX (va)' (2)
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20.1 Holomorfni funkce (okrat)

Véta 20.1 (Cauchy-Riemannovy (C-R) podminky)
m Necht existuje f'(z), z = x + iy, f = f; + if,. Potom
v z = [x,Yy] plati tzv. C-R podminky:

M x.y) = 22 Mxy) = —22x.y). @

oY) = 200y). Ghey) =5

m Budte fi(x,y), f2(x,y) funkce tfidy C* v bodé [x,y],
spliujici v tomto bodé C-R podminky (2).
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20.1 Holomorfni funkce (okrat)

Véta 20.1 (Cauchy-Riemannovy (C-R) podminky)

m Necht existuje f'(z), z = x + iy, f = f; + if,. Potom
v z = [x,Yy] plati tzv. C-R podminky:

o, o o o
a_X(X’y)_W(X7y)7 W(va)_ OX (va)' (2)

m Budte fi(x,y), f2(x,y) funkce tfidy C* v bodé [x,y],
spliujici v tomto bodé C-R podminky (2). Potom
funkce f(z) := fi(x,y) + if2(x,y) mé v bodé
z = X + iy komplexni derivaci a plati

o of of
f (Z) - a_):-(xvy) - Ia_yl(x7y)
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20.1 Holomorfni funkce (okrat)

Véta 20.1 (Cauchy-Riemannovy (C-R) podminky)

m Necht existuje f'(z), z = x + iy, f = f; + if,. Potom
v z = [x,Yy] plati tzv. C-R podminky:

o, . o o o
a_x(xvy) - W(X7y)7 W(va) a (X y) (2)

m Budte fi(x,y), f2(x,y) funkce tfidy C* v bodé [x,y],
spliujici v tomto bodé C-R podminky (2). Potom
funkce f(z) := fi(x,y) + if2(x,y) mé v bodé
z = X + iy komplexni derivaci a plati

) of Of of Of
(2) = g (oY) =i (x0y) = G2Y) +IEXY).

3)
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20.1 Holomorfni funkce (okrat)

Definice

m Reknu, Ze funkce komplexni proménné f je
holomorfni ( fikdme téz analytickd) v bod € z € C,
pokud existuje okoli Z/(z) bodu z takove, Ze f ma
komplexni derivaci pro vSechna w € U(z).
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20.1 Holomorfni funkce (okrat)

Definice

m Reknu, Ze funkce komplexni proménné f je
holomorfni ( fikdme téz analytickd) v bod € z € C,
pokud existuje okoli Z/(z) bodu z takove, Ze f ma
komplexni derivaci pro vSechna w € U(z).

m Bud Q c C oteviend mnozina, f : Q — C. Reknu, Ze
funkce f je holomorfni (analyticka) v Q, pokud je f
holomorfni v kazdém bodé .
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20.1 Holomorfni funkce (okrat)

Definice

m Reknu, Ze funkce komplexni proménné f je
holomorfni ( fikdme téz analytickd) v bod € z € C,
pokud existuje okoli Z/(z) bodu z takove, Ze f ma
komplexni derivaci pro vSechna w € U(z).

m Bud Q c C oteviena mnozina, f : Q — C. Reknu, Ze
funkce f je holomorfni (analyticka) v Q, pokud je f
holomorfni v kazdém bodé Q. V takovém pfipadé
piSeme f € H(Q).
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20.1 Holomorfni funkce (okrat)

Definice

m Reknu, Ze funkce komplexni proménné f je
holomorfni ( fikdme téz analytickd) v bod € z € C,
pokud existuje okoli Z/(z) bodu z takove, Ze f ma
komplexni derivaci pro vSechna w € U(z).

m Bud Q c C oteviena mnozina, f : Q — C. Reknu, Ze
funkce f je holomorfni (analyticka) v Q, pokud je f
holomorfni v kazdém bodé Q. V takovém pfipadé
piSeme f € H(Q).

m Bud' M C C jakakoli mnozina.
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20.1 Holomorfni funkce (okrat)

Definice

m Reknu, Ze funkce komplexni proménné f je
holomorfni ( fikdme téz analytickd) v bod € z € C,
pokud existuje okoli Z/(z) bodu z takove, Ze f ma
komplexni derivaci pro vSechna w € U(z).

m Bud' Q c C otevfend mnozina, f : Q — C. Reknu, Ze
funkce f je holomorfni (analyticka) v Q, pokud je f
holomorfni v kazdém bodé Q. V takovém pfipadé
piSeme f € H(Q).

m Bud' M C C jakékoli mnoZina. Reknu, Ze funkce f je
holomorfni (analyticka) na M (f € H(M)),
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20.1 Holomorfni funkce (okrat)

Definice

m Reknu, Ze funkce komplexni proménné f je
holomorfni ( fikdme téz analytickd) v bod € z € C,
pokud existuje okoli Z/(z) bodu z takove, Ze f ma
komplexni derivaci pro vSechna w € U(z).

m Bud' Q c C otevfend mnozina, f : Q — C. Reknu, Ze
funkce f je holomorfni (analyticka) v Q, pokud je f
holomorfni v kazdém bodé Q. V takovém pfipadé
piSeme f € H(Q).

m Bud' M C C jakékoli mnoZina. Reknu, Ze funkce f je
holomorfni (analytickd) na M (f € H(M)), pokud
existuje oteviena mnozina Q2 > M takova, Ze
f e H(Q).
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20.1 Holomorfni funkce (okrat)

Definice

m Reknu, Ze funkce komplexni proménné f je
holomorfni ( fikdme téz analytickd) v bod € z € C,
pokud existuje okoli Z/(z) bodu z takove, Ze f ma
komplexni derivaci pro vSechna w € U(z).

m Bud' Q c C otevfend mnozina, f : Q — C. Reknu, Ze
funkce f je holomorfni (analyticka) v Q, pokud je f
holomorfni v kazdém bodé Q. V takovém pfipadé
piSeme f € H(Q).

m Bud' M C C jakékoli mnoZina. Reknu, Ze funkce f je
holomorfni (analytickd) na M (f € H(M)), pokud
existuje oteviena mnozina Q2 > M takova, Ze
f e H(Q).

m Je-li f € H(C), fikdme, Ze f je cel& funkce.
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m Necht f € H(U(z)),z =x + 1y, f =Tf1 +ify,




m Necht f € H(U(z)),z =x + 1y, f =Tf1 +ify,
f1,f2 E CZ(U(X,y))




20.1 Holomorfni funkce (okrat)

Lemma 20.2 (souvislost holomorfnich a harmonickych
funkci)

m Necht f € H(U(z)),z =x +1iy, f =f1 +ify,
f1,f, € C?(U(x,y)). Potom

Af, =0, Af, =0 vU(X,y),

tj. f; a f, jsou harmonické v U(x,y).
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20.1 Holomorfni funkce (okrat)

Lemma 20.2 (souvislost holomorfnich a harmonickych
funkci)

m Necht f € H(U(z)),z =x +1iy, f =f1 +ify,
f1,f, € C2(U(x,y)). Potom

Af, =0, Af, =0 vU(X,y),

tj. f; a f, jsou harmonické v U(x,y).
m Necht f € C?(U(x,y)), Af =0 VvU(X,y).
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20.1 Holomorfni funkce (okrat)

Lemma 20.2 (souvislost holomorfnich a harmonickych
funkci)

m Necht f € H(U(z)),z =x +1iy, f =f1 +ify,
f1,f, € C2(U(x,y)). Potom

Af, =0, Af, =0 vU(X,y),

tj. f; a f, jsou harmonické v U(x,y).

m Necht f € C?(U(x,y)), Af =0 vU(x,y). Potom
existuji funkce g,h € C3(U(x,y)) takové, Ze
Ag =0=AhvU(x,y),
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20.1 Holomorfni funkce (okrat)

Lemma 20.2 (souvislost holomorfnich a harmonickych
funkci)
m Necht f € H(U(z)),z =x +1iy, f =f1 +ify,
f1,f, € C2(U(x,y)). Potom

Af, =0, Af, =0 vU(X,y),

tj. f; a f, jsou harmonické v U(x,y).

m Necht f € C?(U(x,y)), Af =0 vU(x,y). Potom
existuji funkce g,h € C3(U(x,y)) takové, Ze
Ag = 0= AhvU(x,y), pficemz funkce
f+ig,h+if € H(U(z)), z =x +1y.
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20.2 Kfivkovy integral a primitivni funkce

Definice

Cestou nebo téZ po Castech hladkou k Fivkou v C
rozumime spojité zobrazeni ¢ : (a,b) — C, pro které
existuje déleni a = xg < X; < --- < X, = b, pficemz pro
kazdéj =1,...,n je funkce ¢ tfidy C* na (xj_1, X;).
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20.2 Kfivkovy integral a primitivni funkce

Definice

Cestou nebo téZ po castech hladkou k Fivkou v C
rozumime spojité zobrazeni ¢ : (a,b) — C, pro které
existuje déleni a = xg < X; < --- < X, = b, pficemz pro
kazdéj =1,...,n je funkce ¢ tfidy C* na (xj_1, X;).

Poznamka

Podobné jako v definici kfivky v R" definujeme pojmy
geometricky obraz k fivky (p),

M. Rokyta, KMA MFF UK 20. Funkce komplexni proménné




20.2 Kfivkovy integral a primitivni funkce

Definice

Cestou nebo téZ po castech hladkou k Fivkou v C
rozumime spojité zobrazeni ¢ : (a,b) — C, pro které
existuje déleni a = xg < X; < --- < X, = b, pficemz pro
kazdéj =1,...,n je funkce ¢ tfidy C* na (xj_1, X;).

Poznamka

Podobné jako v definici kfivky v R" definujeme pojmy
geometricky obraz k fivky (p), pocCéatecni bod Kk fivky
p(a),
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20.2 Kfivkovy integral a primitivni funkce

Definice

Cestou nebo téZ po castech hladkou k Fivkou v C
rozumime spojité zobrazeni ¢ : (a,b) — C, pro které
existuje déleni a = xg < X; < --- < X, = b, pficemz pro
kazdéj =1,...,n je funkce ¢ tfidy C* na (xj_1, X;).

Poznamka

Podobné jako v definici kfivky v R" definujeme pojmy
geometricky obraz k fivky (p), pocCéatecni bod Kk fivky
¢(a), koncovy bod k fivky ¢(b),

M. Rokyta, KMA MFF UK 20. Funkce komplexni proménné




20.2 Kfivkovy integral a primitivni funkce

Definice

Cestou nebo téZ po castech hladkou k Fivkou v C
rozumime spojité zobrazeni ¢ : (a,b) — C, pro které
existuje déleni a = xg < X; < --- < X, = b, pficemz pro
kazdéj =1,...,n je funkce ¢ tfidy C* na (xj_1, X;).

Poznamka

Podobné jako v definici kfivky v R" definujeme pojmy
geometricky obraz k fivky (p), pocCéatecni bod Kk fivky
¢(a), koncovy bod k fivky ¢(b), uzaviena kfivka

(v(a) = (b)),
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20.2 Kfivkovy integral a primitivni funkce

Definice

Cestou nebo téZ po castech hladkou k Fivkou v C
rozumime spojité zobrazeni ¢ : (a,b) — C, pro které
existuje déleni a = xg < X; < --- < X, = b, pficemz pro
kazdéj =1,...,n je funkce ¢ tfidy C* na (xj_1, X;).

Poznamka

Podobné jako v definici kfivky v R" definujeme pojmy
geometricky obraz k fivky (p), pocCéatecni bod Kk fivky
¢(a), koncovy bod k fivky ¢(b), uzaviena kfivka
(p(a) = ¢(b)), opacné kfivka S,
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20.2 Kfivkovy integral a primitivni funkce

Definice

Cestou nebo téZ po castech hladkou k Fivkou v C
rozumime spojité zobrazeni ¢ : (a,b) — C, pro které
existuje déleni a = xg < X; < --- < X, = b, pficemz pro
kazdéj =1,...,n je funkce ¢ tfidy C* na (xj_1, X;).

Poznamka

Podobné jako v definici kfivky v R" definujeme pojmy
geometricky obraz k fivky (p), pocCéatecni bod Kk fivky
¢(a), koncovy bod k fivky ¢(b), uzaviena kfivka

(p(a) = ¢(b)), opactna kfivka ©¢, sou et kfivek ¢ @ 1.
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Kladn é orientovanou kruznici o st
nazyvame krivku

fedu w a polom éru r

«0)>» «F»r « =)»

it
v

DA



Kladn é orientovanou kruznici o st

nazyvame kfivku ¢(t) = w +re', t € (0, 27).

fedu w a polom éru r

«0)>» «F»r « =)»

v

DA



20.2 Kfivkovy integral a primitivni funkce (okrac)

Priklad 1

Kladn & orientovanou kruznici o st fedu w a polom éru r
nazyvame kivku ¢(t) = w +re', t € (0, 2r).
Orientovanou use ¢kou (w,z), w,z € C, nazyvame
kfivku
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20.2 Kfivkovy integral a primitivni funkce (okrac)

Priklad 1

Kladn & orientovanou kruznici o st fedu w a polom éru r
nazyvame kivku ¢(t) = w +re', t € (0, 2r).
Orientovanou use ¢kou (w,z), w,z € C, nazyvame
kfivku o(t) =w +t(z —w), t € (0, 1).
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20.2 Kfivkovy integral a primitivni funkce (okrac)

Priklad 1

Kladn & orientovanou kruznici o st fedu w a polom éru r
nazyvame kivku ¢(t) = w +re', t € (0, 2r).
Orientovanou use ¢kou (w,z), w,z € C, nazyvame
kfivku o(t) =w +t(z —w), t € (0, 1).

Definice

Retézcem v C nazyvame vyraz tvaru o1 @ - - - @ @, kde
¢, ] =1,...,n, jsou cesty v C.
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20.2 Kfivkovy integral a primitivni funkce (okrac)

Priklad 1

Kladn & orientovanou kruznici o st fedu w a polom éru r
nazyvame kivku ¢(t) = w +re', t € (0, 2r).
Orientovanou use ¢kou (w,z), w,z € C, nazyvame
kfivku o(t) =w +t(z —w), t € (0, 1).

Definice

Retézcem v C nazyvame vyraz tvaru o, & - - - & ¢p, kde
¢, ] =1,...,n, jsou cesty v C. Jsou-li vSechny cesty ¢,
j =1,...,nuzaviené, nazyvame fetézec o, & - - ® pn
cyklem v C.
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20.2 Kfivkovy integral a primitivni funkce (okrac)

Definice (kfivkovy integral v C)
Je-lip cestavCaf: (p) — C spojitd funkce, definujeme
(kfivkovy) integral funkce f podél ¢ pfedpisem

/@f :[pf(z)dz — /abf(gp(t))gp/(t)dt’ 4)

pokud integral vpravo existuje (napt. jako Lebesguedv).
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20.2 Kfivkovy integral a primitivni funkce (okrac)

Definice (kfivkovy integral v C)
Je-lip cestavCaf: (p) — C spojitd funkce, definujeme
(kfivkovy) integral funkce f podél ¢ pfedpisem

/@f :[pf(z)dz — /abf(gp(t))gp/(t)dt’ 4)

pokud integral vpravo existuje (napt. jako Lebesguelv).
Pro fetézec resp. cykl definujeme kfivkovy integrél jako
soucet integrald pres jednotlivé cesty, které fetézec resp.
cykl tvori, ma-li tento soucet smysl.
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m Je-lipcestavC,jelL(p):= f;’ |¢'(t)| dt Ciselné rovna
jeji délce.




20.2 Kfivkovy integral a primitivni funkce (okrac)

Poznamka

m Je-lipcestavC,jeL(p f |©'(t)| dt Ciselné rovna
jeji délce.

m Hodnota kfivkového integralu v C je komplexni Cislo.
Je-lipcestavC, af: (p) — C spojitd funkce, plati

JA

< L(p max|f( )| -
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20.2 Kfivkovy integral a primitivni funkce (okrac)

Poznamka

m Je-lipcestavC,jeL(p f |©'(t)| dt Ciselné rovna
jeji délce.

m Hodnota kfivkového integralu v C je komplexni Cislo.
Je-lip cestav C, af: (p) — C spojita funkce, plati

JA

m Jsou-li nize uvedené integraly definovany, plati:

/f:—/f, / f:/f+/f
OS¢ ¥ PDY ® P
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< L(p max|f( )| -




20.2 Kfivkovy integral a primitivni funkce (okrac)

Definice

Je-li G ¢ C oteviena mnozinaaf : G — C je funkce.
Funkci F : G — C nazvu primitivni funkci k f na G,
pokud plati F’(z) = f(z) pro vSechna z € G. (Zde F’ znacCi
komplexni derivaci F).
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20.2 Kfivkovy integral a primitivni funkce (okrac)

Definice

Je-li G ¢ C oteviena mnozinaaf : G — C je funkce.
Funkci F : G — C nazvu primitivni funkci k f na G,
pokud plati F’(z) = f(z) pro vSechna z € G. (Zde F’ znacCi
komplexni derivaci F).

Lemma 20.3

Je-li G C C oteviend mnozina, f : G — C spoijita funkce a
F je primitivni funkce k f na G, pak pro kazdou cestu

¢ : (a,b)y — G plati

L f = F(p(b)) - F (p(a))

Specialnég, je-li ¢ uzaviena cesta (resp. cykl), je f@f =0.
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20.2 Kfivkovy integral a primitivni funkce (okrac)

Véta 20.4 (primitivni funkce a kfivkovy integral)
Necht 2 c Cje oblastvCaf : Q — C je spojita funkce.
Pak nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

m Existuje primitivni funkce k f v celé oblasti (2.
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20.2 Kfivkovy integral a primitivni funkce (okrac)

Véta 20.4 (primitivni funkce a kfivkovy integral)
Necht 2 c Cje oblastvCaf : Q — C je spojita funkce.
Pak nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

m Existuje primitivni funkce k f v celé oblasti (2.

m Krivkovy integral z f v Q nezavisi na cest €, tj. kdykoli
jsou v : (a,b) — Qa:(c,d) — Q dvé cesty takové,
ze p(a) = ¥(c), p(b) = ¥(d), pak [ f= [ f.
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20.2 Kfivkovy integral a primitivni funkce (okrac)

Véta 20.4 (primitivni funkce a kfivkovy integral)
Necht 2 c Cje oblastvCaf : Q — C je spojita funkce.
Pak nasledujici podminky jsou ekvivalentni:

m Existuje primitivni funkce k f v celé oblasti (2.

m Krivkovy integral z f v Q nezavisi na cest €, tj. kdykoli
jsou v : (a,b) — Qa:(c,d) — Q dvé cesty takové,
ze p(a) = ¥(c), p(b) = ¥(d), pak [ f= [ f.

m Pro kazdou uzavienou cestu p v Q je f(pf =0.
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Rekneme, Ze mnoZina M c C je hvézdovita , pokud
existuje takovy bod z € M, Ze pro kazdé w € M je UseCka
(z,w) obsazena celav M.




20.3 Cauchyova véta a Cauchylv vzorec

Definice

Rekneme, Ze mnoZina M c C je hvézdovita , pokud
existuje takovy bod z € M, Ze pro kazdé w € M je Usecka
(z,w) obsazena cela v M.

Véta 20.5 (Cauchyova veéta (pro hvézdovitou mnozinu))

Necht 2 C C je oteviena hvézdovitd mnoZina a ¢
uzaviena cesta v Q. Je-li f € H(Q), pak [ f =0, a tedy f
ma primitivni funkci v Q.
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20.3 Cauchyova véta a Cauchy(lv vzorec (okaz)

Véta 20.6 (Cauchylv vzorec)

Bud' K((zo) :={z € C, |z — 20| < r} kruh v komplexni
roviné a ozna€me v, ((t) := zo + re", t € (0, 27) jeho
kladné orientovany obvod.
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20.3 Cauchyova véta a Cauchy(lv vzorec (okaz)

Véta 20.6 (Cauchylv vzorec)

Bud' K((zo) :={z € C, |z — 20| < r} kruh v komplexni
roviné a ozna€me v, ((t) := zo + re", t € (0, 27) jeho

kladné orientovany obvod. Necht f € H(K(zo0)) (tj. je
holomorfni na otevieném okoli tohoto kruhu).
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20.3 Cauchyova véta a Cauchy(lv vzorec (okaz)

Véta 20.6 (Cauchylv vzorec)

Bud' K, (zo) := {z € C, |z — zo| < r} kruh v komplexni
rovin€ a oznatme v, (t) := zo + re', t € (0, 27) jeho
kladné& orientovany obvod. Necht f € H(K,(zo)) (ij. je
holomorfni na otevieném okoli tohoto kruhu). Potom f ma
v K;(zo) derivace vSech fadul, a pro kazdé n e N a

z € K((zo) plati

| f
0(z) = - L r#dw. 5)
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Bud © c C oblast, , € H(Q). Necht "% f, =  na Q.




Bud © c C oblast, , € H(Q). Necht "% f, =  na Q.
Potom

mfeHQ);




20.4 Taylorovy a Laurentovy rady

Véta 20.7 (Weierstrass)

Bud Q  C oblast, f, € #(R). Necht S f, = f na Q.
Potom

mfeH(Q),
m fadu Y, f, je moZno uvnitf Q libovoln ékréat
derivovat ¢len po ¢lenu, pficemz

s loc
Zf,gk) =f®naQ, keN.

n=1
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20.4 Taylorovy a Laurentovy fady (okaz)

Poznamka
m Pfi derivovani fady realnych funkci bylo potfeba navic
predpokladat stejnomérnou konvergenci derivované
fady. U fad, jejichZ Cleny maji komplexni derivaci
toto predpokladat nemusime.
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20.4 Taylorovy a Laurentovy fady (okaz)

Poznamka

m Pfi derivovani fady realnych funkci bylo potfeba navic
predpokladat stejnomérnou konvergenci derivované
fady. U fad, jejichZ Cleny maji komplexni derivaci
toto predpokladat nemusime.

m Jinymi slovy Ize tedy fici, Ze fady, které konverguji na
realném intervalu J C R lokalné stejnomérné a
presto "zlobi" v redlném oboru ( = nelze je
automaticky derivovat) jsou zuzenim (na R)
komplexnich fad, které bud’ nemaji komplexni
derivaci na Zadném "komplexnim okoli" intervalu J
(na Zadne oblasti Q c C, obsahujici J) nebo
nekonverguji stejnomérné na zadné takové oblasti Q.
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20.4 Taylorovy a Laurentovy fady (okaz)

Véta 20.8 (mocninna fada v C)

Budte z,zo € C,a, € C,n=0,1,.... Potom existuje
R € (0, +00) takové, Ze komplexni mocninné fada
2 o an(Z — 2o)"
m konverguje lokalné stejnomérné k holomorfni funkci
f uvnitf kruhu Kg(z0) = {z € C, |z — 20| < R};
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20.4 Taylorovy a Laurentovy fady (okaz)

Véta 20.8 (mocninna fada v C)

Budte z,zo € C,a, € C,n=0,1,.... Potom existuje
R € (0, +00) takové, Ze komplexni mocninné fada
2 o an(Z — 2o)"
m konverguje lokalné stejnomérné k holomorfni funkci
f uvnitf kruhu Kg(z0) = {z € C, |z — 20| < R};
m diverguje vné kruhu Kg(zo).

M. Rokyta, KMA MFF UK 20. Funkce komplexni proménné




20.4 Taylorovy a Laurentovy fady (okaz)

Véta 20.8 (mocninna fada v C)

Budte z,zo € C,a, € C,n=0,1,.... Potom existuje
R € (0, +00) takové, ze komplexni mocninna rada
2 o an(Z — 2o)"
m konverguje lokalné stejnomérné k holomorfni funkci
f uvnitf kruhu Kg(z0) = {z € C, |z — 20| < R};
m diverguje vné kruhu Kg(zo).
Pfitom fadu >~ ,an(z — zo)" Ize uvnitf Kg(zo)
libovolnékrat derivovat €len po ¢lenu a plati

f®)(z Zan (n—1)--- (n—k+1)(z — 20)" % v Kg(20).

M. Rokyta, KMA MFF UK 20. Funkce komplexni proménné




Bud' f € H(Kgr(z0)) pro R > 0.




20.4 Taylorovy a Laurentovy fady (okaz)

Véta 20.9 (Taylorova fada v C)
Bud f € H(Kgr(2z0)) pro R > 0. Potom existuji a, € C, Ze

f(z)=> an(z —20)", z € Kg(2o). (6)
n=0

pficemz fada v (6) konverguje lokalné stejnomérné
Vv Kr (Zo).

M. Rokyta, KMA MFF UK 20. Funkce komplexni proménné




20.4 Taylorovy a Laurentovy fady (okaz)

Véta 20.9 (Taylorova fada v C)
Bud f € H(Kgr(2z0)) pro R > 0. Potom existuji a, € C, Ze

f(z)=> an(z —20)", z € Kg(2o). (6)
n=0

pficemz fada v (6) konverguje lokalné stejnomérné
v Kr(z0). Navic je

n=0,1,... (7)

a tedy fada (6) je Taylorovou fadou funkce f na kruhu
KR (Zo).

M. Rokyta, KMA MFF UK 20. Funkce komplexni proménné




20.4 Taylorovy a Laurentovy fady (okaz)

Definice
mProzeC,a,eC,n=-1,-2,..., definujme
-1 -1
> anlz 2= m 3 oz — 20
nN=—o0 n=-—

pro vSechna z € C, pro které existuje limita vpravo.

M. Rokyta, KMA MFF UK 20. Funkce komplexni proménné




20.4 Taylorovy a Laurentovy fady (okaz)

Definice
mProzeC,a,eC,n=-1,-2,..., definujme
-1 -1
> anlz 2= m 3 oz — 20
nN=—o0 n=-—

pro vSechna z € C, pro které existuje limita vpravo.
m Proz, € C, a, € C, n € Z, definujme zobecn énou
mocninnou fadu

(9] -1

Z an(z —zo)" := Z an(z —20)" + ian(z — 2o)"

n=—oo n=—oo n=0

pro vSechna z € C, pro které méa soucet vpravo
smysl.
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20.4 Taylorovy a Laurentovy fady (okaz)

Definice

Budte zo € C,an € C,neZ,abud > .~ _ an(z —z)"
zobecnéna mocninna rada. Radu Z;:l_oo an(z — zp)"
nazyvame hlavni ¢ast, afadu > .- an(z — zo)"
nazyvame regularni c¢ast zobecnéné mocninné rady

Zrﬁi—oo an(z - Zo)n'
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20.4 Taylorovy a Laurentovy fady (okaz)

Véta 20.10 (zobecnéna mocninna fada v C)

Budte z,zy € C, a, € C, n € Z. Potom existuji
r,R € (0, +o0), takova, Ze zobecnéna mocninna fada
D n——o @n(Z — 20)"
m konverguje lokalné stejnomérné k holomorfni funkci
f uvnitf mezikruzi
Kir(zo) ={z € C,r < |z — 20| < R};
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20.4 Taylorovy a Laurentovy fady (okaz)

Véta 20.10 (zobecnéna mocninna fada v C)

Budte z,zy € C, a, € C, n € Z. Potom existuji
r,R € (0, +o0), takova, Ze zobecnéna mocninna fada
D ne—o0 @n(Z — 20)"
m konverguje lokalné stejnomérné k holomorfni funkci
f uvnitf mezikruzi
Kir(zo) ={z € C,r < |z — 20| < R};
m diverguje vné mezikruzi K, g(zo).

M. Rokyta, KMA MFF UK 20. Funkce komplexni proménné




20.4 Taylorovy a Laurentovy fady (okaz)

Véta 20.10 (zobecnéna mocninna fada v C)

Budte z,zy € C, a, € C, n € Z. Potom existuji
r,R € (0, +o0), takova, Ze zobecnéna mocninna fada
Zr?;—oo an(Z - Zo)n
m konverguje lokalné stejnomérné k holomorfni funkci
f uvnitf mezikruzi

Kir(zo) ={z € C,r < |z — 20| < R};
m diverguje vné mezikruzi K, g(zo).
Pfitom fadu >~ _ a.(z — zo)" Ize uvnitf mezikruzi
K: r(20) libovolnékrat derivovat Clen po Clenu a plati

(e.o]

f9(z) = Y awn(n-1)- - (n—k+1)(z-20)"* VK r(20).

N=—o00
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Bud' f € H(K;r(z0)) proR >r > 0.




20.4 Taylorovy a Laurentovy fady (okaz)

Véta 20.11 (Laurentova fada v C)

Bud f € H(K;r(zo)) pro R > r > 0. Potom existuji a, € C,
ze

o0

f(z)= ) an(z-20)", z€Kg(2), (8)

N=—00

pricemz fada vpravo konverguje lokalné stejnomérné v
mezikruzi K r(2o).
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20.4 Taylorovy a Laurentovy fady (okaz)

Véta 20.11 (Laurentova fada v C)

Bud f € H(K;r(zo)) pro R > r > 0. Potom existuji a, € C,
ze

o0

f(z)= ) an(z-20)", z€Kg(2), (8)

N=—00

pricemz fada vpravo konverguje lokalné stejnomérné v
mezikruzi K r(zo). Navic je

1 f(w)

an = =— —
" 2ri ), , (W—zo)"H

dw Vn e Z, (9)

kde v, ,(t) = zo + €™, t € (0,27) je obvod kruhu o
poloméru o € (r,R).
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20.4 Taylorovy a Laurentovy fady (okaz)

Véta 20.11 (Laurentova fada v C)

Bud f € H(K;r(zo)) pro R > r > 0. Potom existuji a, € C,
ze

f(z)= ) an(z-20)", z€Kg(2), (8)

N=—00

pricemz fada vpravo konverguje lokalné stejnomérné v
mezikruzi K r(zo). Navic je

1 f(w)

an = =— —
" 2ri ), , (W—zo)"H

dw Vn e Z, (9)

kde 75, ,(t) = zo + 0€", t € (0,27) je obvod kruhu o
poloméru o € (r,R). Radu (8) nazyvame Laurentovou
fadou funkce f na mezikruzi K, g(zo).
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20.4 Taylorovy a Laurentovy fady (okaz)

Poznamka
Porovnanim Cauchyova vzorce (5) pro zg a vz, ., tj.

n! f(w
f(n)(zo)zz—m/y #dw, nGNU{O},

050

a vzorce pro Laurentovy koeficienty (9). t.

1 f(w)
an = — —————dw, necZ,
n i - (W _ Zo)n+1 S
dostaneme
f)(z
an = n(l)’ neNuU{0}.
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Specialnim pfipadem mezikruzi je prstencové okoli bodu:
P'(a)=Kor(a)={zeC;0<|z—a]<r}.

DA




20.4 Taylorovy a Laurentovy fady (okaz)

Poznamka

Specialnim pfipadem mezikruzi je prstencové okoli bodu:
P'(a) =Kor(a)={z € C; 0< |z —a| <r}. Je-li tedy

f € H(P(a)), Ize ji podle pfedchozi véty rozvinout do
Laurentovy fady na P(a).
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20.4 Taylorovy a Laurentovy fady (okaz)

Poznamka

Specialnim pfipadem mezikruzi je prstencové okoli bodu:
P'(a) =Kor(a)={z € C; 0< |z —a| <r}. Je-li tedy

f € H(P(a)), Ize ji podle pfedchozi véty rozvinout do
Laurentovy fady na P(a). Této situaci tzv. izolované
singularity se budeme vénovat v nasledujicim paragrafu
podrobnéji.
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Bod a € C nazvu izolovanou singularitou  funkce f,
pokud f € H(P(a)).




Bod a € C nazvu izolovanou singularitou  funkce f,
pokud f € H(P(a)).

Izolovanou singularitu a € C funkce f nazvu




20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta

Definice

Bod a € C nazvu izolovanou singularitou  funkce f,
pokud f € H(P(a)).

Definice
Izolovanou singularitu a € C funkce f nazvu

m odstranitelnou singularitou , pokud existuje
lim,_,f(z) € C;
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20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta

Definice

Bod a € C nazvu izolovanou singularitou  funkce f,
pokud f € H(P(a)).

Definice
Izolovanou singularitu a € C funkce f nazvu

m odstranitelnou singularitou , pokud existuje
lim,_,f(z) € C;
m pélem, pokud existuje lim, ., f(z) = oo;
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20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta

Definice

Bod a € C nazvu izolovanou singularitou  funkce f,
pokud f € H(P(a)).

Definice
Izolovanou singularitu a € C funkce f nazvu
m odstranitelnou singularitou , pokud existuje
lim,_,f(z) € C;
m pélem, pokud existuje lim, ., f(z) = oo;

m podstatnou singularitou , pokud neexistuje
lim,_,f(2).

M. Rokyta, KMA MFF UK 20. Funkce komplexni proménné




20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okrat)

Véta 20.12 (o odstranitelné singularité)

Bud' a € C izolovanou singularitou funkce f. Potom
nasledujici je ekvivalentni:

© a c C je odstranitelnou singularitou  funkce f;
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20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okrat)

Véta 20.12 (o odstranitelné singularité)

Bud' a € C izolovanou singularitou funkce f. Potom
nasledujici je ekvivalentni:

© a c C je odstranitelnou singularitou  funkce f;

@ f je omezena na néjakém prstencovém okoli bodu
acC;

M. Rokyta, KMA MFF UK 20. Funkce komplexni proménné




20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okrat)

Véta 20.12 (o odstranitelné singularité)

Bud' a € C izolovanou singularitou funkce f. Potom
nasledujici je ekvivalentni:

© a c C je odstranitelnou singularitou  funkce f;

@ f je omezena na néjakém prstencovém okoli bodu
acC;

@ f Ize spojité dodefinovat v bodé a € C (limitou), a
poté je f holomorni v a;

M. Rokyta, KMA MFF UK 20. Funkce komplexni proménné




20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okrat)

Véta 20.12 (o odstranitelné singularité)

Bud' a € C izolovanou singularitou funkce f. Potom
nasledujici je ekvivalentni:

© a c C je odstranitelnou singularitou  funkce f;

@ f je omezena na néjakém prstencovém okoli bodu
acC;

@ f Ize spojité dodefinovat v bodé a € C (limitou), a
poté je f holomorni v a;

© Laurentova fada funkce f v P(a) méa prazdnou hlavni
cast, je to tedy Taylorova fada, tj. pro z € U(a) lze
psat
f(z)=ap+a1(z —a)+axy(z—a)y+---
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20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okrat)

Véta 20.13 (o pélech)

Bud a € C izolovanou singularitou funkce f. Potom
nasledujici je ekvivalentni:

© ac Cjepolem funkce f;

M. Rokyta, KMA MFF UK 20. Funkce komplexni proménné




20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okrat)

Véta 20.13 (o pélech)

Bud a € C izolovanou singularitou funkce f. Potom
nasledujici je ekvivalentni:

© ac Cjepolem funkce f;

O existuje n € N takové, Ze lim, _,f(z)(z—a)" € C, a
pritom lim,_,f(z)(z —a)"! = oc;

M. Rokyta, KMA MFF UK 20. Funkce komplexni proménné




20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okrat)

Véta 20.13 (o pélech)

Bud a € C izolovanou singularitou funkce f. Potom
nasledujici je ekvivalentni:

© ac Cjepolem funkce f;

O existuje n € N takové, Ze lim, _,f(z)(z—a)" € C, a
pritom lim,_,f(z)(z —a)"! = oc;

© je-li Laurentova fada funkce f v P(a) s koeficienty ay,

pak existuje n € N takové, Ze a_, # 0 a pfitom
a_x = 0 provSechnak > n.

M. Rokyta, KMA MFF UK 20. Funkce komplexni proménné




20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okrat)

Véta 20.13 (o pélech)

Bud a € C izolovanou singularitou funkce f. Potom

nasledujici je ekvivalentni:

© ac Cjepolem funkce f;

O existuje n € N takové, Ze lim, _,f(z)(z—a)" € C, a
pritom lim,_,f(z)(z —a)"! = oc;

© je-li Laurentova fada funkce f v P(a) s koeficienty ay,
pak existuje n € N takové, Ze a_, # 0 a pfitom
a_x = 0 pro vSechna k > n. Hlavni Cast této
Laurentovy fady ma tedy jen konecny pocet
nenulovych €lend, tj. pro z € P(a) Ize psat

a_n a_l

f(Z):m+"'+z_a+ao+al(z—a)+"'.
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20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okrat)

Poznamka
m Hodnota Cisla n € N z druhého o tfetiho bodu
predchozi véty je tatdz — tj. je-lin € N, pro ktery je
(jako v bodu 2) lim,_,f(z)(z — a)" € C, a pfitom
lim;_,f(z)(z —a)" ! = oo, pak a_, je i (jako v bodu
3) "posledni nenulovy koeficient v hlavni Casti
Laurentovy fady f v P(a)", a naopak.

M. Rokyta, KMA MFF UK 20. Funkce komplexni proménné




20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okrat)

Poznamka
m Hodnota Cisla n € N z druhého o tfetiho bodu
predchozi véty je tatdz — tj. je-lin € N, pro ktery je
(jako v bodu 2) lim,_,f(z)(z — a)" € C, a pfitom
lim;_,f(z)(z —a)" ! = oo, pak a_, je i (jako v bodu
3) "posledni nenulovy koeficient v hlavni Casti
Laurentovy fady f v P(a)", a naopak.

m V této situaci fikdme, Ze f ma v a pol nasobnosti n.
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20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okrat)

Poznamka

m Hodnota Cisla n € N z druhého o tfetiho bodu
predchozi véty je tatdz — tj. je-lin € N, pro ktery je
(jako v bodu 2) lim,_,f(z)(z — a)" € C, a pfitom
lim;_,f(z)(z —a)" ! = oo, pak a_, je i (jako v bodu
3) "posledni nenulovy koeficient v hlavni Casti

Laurentovy fady f v P(a)", a naopak.
m V této situaci fikdme, Ze f ma v a pol nasobnosti n.
m Predchozi véta tedy mimo jiné fika, ze kazdy pol ma
néjakou nasobnost .
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20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okrat)

Véta 20.14 (o podstatné singularité)

Bud a € C izolovanou singularitou funkce f. Potom
nasledujici je ekvivalentni:

© a c C je podstatnou singularitou  funkce f;
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20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okrat)

Véta 20.14 (o podstatné singularité)

Bud a € C izolovanou singularitou funkce f. Potom
nasledujici je ekvivalentni:

© a c C je podstatnou singularitou  funkce f;

© pro vSechnaw € C U {oo} existuje posloupnost
z, — atakova, ze lim,_ f(z,) = w;

M. Rokyta, KMA MFF UK 20. Funkce komplexni proménné



20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okrat)

Véta 20.14 (o podstatné singularité)

Bud a € C izolovanou singularitou funkce f. Potom
nasledujici je ekvivalentni:

© a c C je podstatnou singularitou  funkce f;
© pro vSechnaw € C U {oo} existuje posloupnost
z, — atakova, ze lim,_ f(z,) = w;
© je-li Laurentova fada funkce f v P(a) s koeficienty ay,

7 > 7z

pak jeji hlavni ¢ast obsahuje nekonecné mnoho
nenulovych €lend, tj. pro z € P(a) Ize psat

I o B o |
f(z) = +(z—a)”+ +z—a

+agt+ai(z—a)+---.
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20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okrat)

Poznamka
Implikace "(1) = (2)" z pfedchozi véty se nazyva véta
Casorati-Weierstrassova

é an @ér ///pza‘f‘ﬁ%
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20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okrat)

Definice (reziduum)
Bud' a € C izolovana singularita funkce f, a bud’

(o)

f(z)= ) ai(z-a)

nN=—o0

rozvoj f do Laurentovy fady na P(a).

M. Rokyta, KMA MFF UK 20. Funkce komplexni proménné

(10)




20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okrat)

Definice (reziduum)
Bud' a € C izolovana singularita funkce f, a bud’

(o)

f(z)= ) ai(z—-a) (10)

nN=—o0

rozvoj f do Laurentovy fady na P(a). Koeficient a_; této
fady nazveme reziduem funkce f v bodé€ a,
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20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okrat)

Definice (reziduum)
Bud' a € C izolovana singularita funkce f, a bud’

(o)

f(z)= ) ai(z—-a) (10)

nN=—o0

rozvoj f do Laurentovy fady na P(a). Koeficient a_; této
fady nazveme reziduem funkce f v bod € a, piSeme

Res,f(z). (11)
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20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okrat)

Véta 20.15 (pravidla pro vypocet rezidui)

© Je-li a odstranitelnou singularitou f, je
Res,f(z) =0.
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20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okrat)

Véta 20.15 (pravidla pro vypocet rezidui)
© Je-li a odstranitelnou singularitou f, je
Res,f(z) =0.

© Ma-li f v a pol nasobnosti 1, a g je holomorfni v a, je
Res,(f(z)g(z)) = g(a) Res,f(z).
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20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okrat)

Véta 20.15 (pravidla pro vypocet rezidui)

© Je-li a odstranitelnou singularitou f, je
Res,f(z) =0.
© Ma-li f v a pol nasobnosti 1, a g je holomorfni v a, je
Res 4(f(z)g(z)) = g(a) Res . f(z).
© Jsou-li f i g holomorfniv a, g(a) =0, g’(a) # 0, pak

fz) _ f(a)

Resaﬁ = g@"

M. Rokyta, KMA MFF UK 20. Funkce komplexni proménné



20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okrat)

Véta 20.15 (pravidla pro vypocet rezidui)

© Je-li a odstranitelnou singularitou f, je
Res,f(z) =0.
© Ma-li f v a pol nasobnosti 1, a g je holomorfni v a, je
Res 4(f(z)g(z)) = g(a) Res . f(z).
© Jsou-li f i g holomorfniv a, g(a) =0, g’(a) # 0, pak

fz) _ f(a)

Resaﬁ = g@"

© Ma-lif v a pol nasobnosti k € N, je

Res,f(z) = ﬁ lim <f(z)(z — a)">(k_l).
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20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okrat)

Véta 20.16 (reziduova véta)

Bud' ¢ jednoduché& uzaviend kfivka v C, kterd je
orientovana kladné vici svému vnitiku Int p. Bud'

f e H(Q\ {z1,...,2.}), kde Q C C je oblast obsahujici
Int U (). Necht pfitom {zy,...,z,} N {p) = 0.
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20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okrat)

Véta 20.16 (reziduova véta)

Bud' ¢ jednoduché& uzaviend kfivka v C, kterd je
orientovana kladné vici svému vnitiku Int p. Bud'

f e H(Q\ {z1,...,2.}), kde Q C C je oblast obsahujici
Inty U (). Necht pfitom {zy,...,z,} N {p) = (. Potom

/f(z)dz =27 ) Res,f(z). (12)

ZElntp
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20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okrat)

Véta 20.16 (reziduova véta)

Bud' ¢ jednoduché& uzaviend kfivka v C, kterd je
orientovana kladné vici svému vnitiku Int p. Bud'
,Zn}), kde Q C C je oblast obsahuijici
o, Zn} N {p) = (. Potom

feH(Q\{zy,...
Inte U (¢). Necht pfitom {z;,

/

f(z)dz =2xi > Res,f(z).

ZElntp

(12)

Pozn. Kfivka je orientovana kladné vici Int ¢, pokud pfi

"pohybu po kFivce" leZi oblast Int» "po levé ruce".
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20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okrat)

Véta 20.16 (reziduova véta)

Bud' ¢ jednoduché& uzaviend kfivka v C, kterd je
orientovana kladné vici svému vnitiku Int p. Bud'

f e H(Q\ {z1,...,2.}), kde Q C C je oblast obsahujici
Inty U (). Necht pfitom {zy,...,z,} N {p) = (. Potom

/f(z)dz =27 ) Res,f(z). (12)

ZElntp

Pozn. Kfivka je orientovana kladné vici Int ¢, pokud pfi
"pohybu po kfivce" leZi oblast Int ¢ "po levé ruce". V
pripadé opacné orientované kfivky je pfed sumou na
praveé strané (12) znaménko minus.
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20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okrat)

Reziduova véta je jednim z velmi silnych prostfedk{ pro
vypocet mnoha typt realnych urcitych integrall. Viz
bonusovy material "Pouziti reziduové véty k vypoctiim".
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20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okrat)

Reziduova véta je jednim z velmi silnych prostfedk{ pro
vypocet mnoha typt realnych urcitych integrall. Viz
bonusovy material "Pouziti reziduové véty k vypoctiim".

Pro vypocty pomoci reziduové véty se hodi nasledujici
dvé lemmata.
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Necht 0 < oo < § < 7, anecht f € C(Ar), kde
Ar:={z €C; argz € (a, ), |z| > R} pro néjaké R > 0.




20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okrat)

Lemma 20.17 (lemma o velkych obloucich, Jordanovo
lemma)

Necht 0 < oo < § < m, anecht f € C(Ar), kde

Ar :={z € C; argz € (o, ), |z| > R} pro néjaké R > 0.
Necht dale plati lima,s, . f(z) = 0.
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20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okrat)

Lemma 20.17 (lemma o velkych obloucich, Jordanovo
lemma)

Necht 0 < oo < § < m, anecht f € C(Ar), kde

Ar :={z € C; argz € (o, ), |z| > R} pro néjaké R > 0.
Necht dale platf lima,>; .o f(z) = 0. Je-li o (t) := re',

t € (a, 3), oblouk kruznice o poloméru r > 0, pak

lim / f(z)e?dz =0. (13)
r—oo
Pr
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20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okrat)

Lemma 20.18 (lemma o malych obloucich)

Necht a € C a necht f je holomorfni na néjakém
prstencovém okoli bodu a, pficemz v bodé a ma f nejvyse
pél ndsobnosti 1. Necht dale 0 < o < 3 < 27, a necht
or(t) :=a+re', t € (a, 3), je oblouk kruznice o poloméru
r > 0.
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20.5 Izolované singularity, rezidua, reziduova véta (okrat)

Lemma 20.18 (lemma o malych obloucich)

Necht a € C a necht f je holomorfni na néjakém
prstencovém okoli bodu a, pficemz v bodé a ma f nejvyse
pél ndsobnosti 1. Necht dale 0 < o < 3 < 27, a necht
or(t) :=a+re', t € (a, 3), je oblouk kruznice o poloméru
r > 0. Pak

lim /f i(f—a)Res,f. (24)

r—0+
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20.6 Véta o jednoznacnosti

Véta 20.19 (o jednoznacnosti)

Bud f,g € H(Q2), kde Q c C je oblast. Bud
A:={zeQ; f(z) =9(z)}. Pokud A ma hromadny bod v
Q, jef(z) =g(z) provSechna z € Q.

Disledek 20.20

Bud f,g € H(C\ {z1,...,2n}). Bud' f = g na neprazdném
intervalu (a,b) c R. Potom f(z) = g(z) pro vSechna
zeC\{z,...,z}.
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m Prov3echnay € R je cosy = 3(e¥ +e™V).




20.6 Véta o jednoznacnosti (pokrac)

Priklad 2 (goniometrické funkce v C)

m ProvSechnay € Rjecosy = 3(e¥ +e™V). Zvéty o
jednoznacnosti plyne (zdlivodnéte)
cos(iy) = (e +eY) = coshy pro viechnay € R.
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20.6 Véta o jednoznacnosti (pokrac)

Priklad 2 (goniometrické funkce v C)

m ProvSechnay € Rjecosy = 3(e¥ +e™V). Zvéty o
jednoznacnosti plyne (zdlivodnéte)
cos(iy) = (e +eY) = coshy pro viechnay € R.
Podobneé sin(iy) = i sinhy pro vSechnay € R.
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20.6 Véta o jednoznacnosti (pokrac)

Priklad 2 (goniometrické funkce v C)
m ProvSechnay € Rjecosy = 3(e¥ +e™V). Zvéty o
jednoznacnosti plyne (zdlivodnéte)
cos(iy) = (e +eY) = coshy pro viechnay € R.
Podobneé sin(iy) = i sinhy pro vSechnay € R.
m ProvSechnax,y € R je
sin(x +y) =sinxcosy + cosx siny.
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20.6 Véta o jednoznacnosti (pokrac)

Priklad 2 (goniometrické funkce v C)

m ProvSechnay € Rjecosy = 3(e¥ +e™V). Zvéty o
jednoznacnosti plyne (zdlivodnéte)
cos(iy) = (e +eY) = coshy pro viechnay € R.
Podobneé sin(iy) = i sinhy pro vSechnay € R.

m ProvSechnax,y € R je
sin(x +y) =sinxcosy + cosx siny. Z véty o
jednoznacnosti plyne (zdlvodnéte)
sin(x +w) = sinx cosw + cos x sinw pro vSechna
x €eR,weC.
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20.6 Véta o jednoznacnosti (pokrac)

Priklad 2 (goniometrické funkce v C)

m ProvSechnay € Rjecosy = 3(e¥ +e™V). Zvéty o
jednoznacnosti plyne (zdlivodnéte)
cos(iy) = (e +eY) = coshy pro viechnay € R.
Podobneé sin(iy) = i sinhy pro vSechnay € R.

m ProvSechnax,y € R je
sin(x +y) =sinxcosy + cosx siny. Z véty o
jednoznacnosti plyne (zdlvodnéte)
sin(x +w) = sinx cosw + cos x sinw pro vSechna
x eR,weC.Prow =1ly,y € R, dostaneme
sinz = sin(x +iy) = sinx cos(iy ) + cos x sin(iy).
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20.6 Véta o jednoznacnosti (pokrac)

Priklad 2 (goniometrické funkce v C)

m ProvSechnay € Rjecosy = 3(e¥ +e™V). Zvéty o
jednoznacnosti plyne (zdlivodnéte)
cos(iy) = (e +eY) = coshy pro viechnay € R.
Podobneé sin(iy) = i sinhy pro vSechnay € R.
m ProvSechnax,y € R je
sin(x +y) =sinxcosy + cosx siny. Z véty o
jednoznacnosti plyne (zdlvodnéte)
sin(x +w) = sinx cosw + cos x sinw pro vSechna
x eR,weC.Prow =1ly,y € R, dostaneme
sinz = sin(x +iy) = sinx cos(iy) + cos x sin(iy). S
vyuzitim pfedchoziho bodu dostaneme
sin(x +iy) = sinx coshy +icosx sinhy,
a podobné
cos(x +iy) = cosx coshy —isinxsinhy.
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Pro z = |z|e'*?* mame
Inz =In(|z|e'?9%) =In|z| +iargz.




20.6 Véta o jednoznacnosti (pokrac)

Priklad 3 (komplexni logaritmus)
Pro z = |z|e'?9% mame
Inz = In(|z|e'92) = In|z| + i arg z. Protoze argument
(arg z) neni jednoznacné funkce, je i komplexni
logaritmus viceznacna funkce:

Inz =In|z| +i(¢+ 2kn), (p+2kr =argz).
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20.6 Véta o jednoznacnosti (pokrac)

Priklad 3 (komplexni logaritmus)
Pro z = |z|e!'?9%Z mame
Inz = In(|z|e'92) = In|z| + i arg z. Protoze argument
(arg z) neni jednoznacné funkce, je i komplexni
logaritmus viceznacna funkce:

Inz =In|z| +i(¢+ 2kn), (p+2kr =argz).

Priklad 4 (obecna mocnina)

m/-1
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20.6 Véta o jednoznacnosti (pokrac)

Priklad 3 (komplexni logaritmus)

Pro z = |z|e!'?9%Z mame
Inz = In(|z|e'92) = In|z| + i arg z. Protoze argument
(arg z) neni jednoznacné funkce, je i komplexni
logaritmus viceznacna funkce:

Inz =In|z| +i(¢+ 2kn), (p+2kr =argz).

Priklad 4 (obecna mocnina)

m v—1=-exp(In(-1))
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20.6 Véta o jednoznacnosti (pokrac)

Priklad 3 (komplexni logaritmus)

Pro z = |z|e!'?9%Z mame
Inz = In(|z|e'92) = In|z| + i arg z. Protoze argument
(arg z) neni jednoznacné funkce, je i komplexni
logaritmus viceznacna funkce:

Inz =In|z| +i(¢+ 2kn), (p+2kr =argz).

Priklad 4 (obecna mocnina)
mV-1=-exp(3In(—1)) =exp(3(In1+ir + 2kni)
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20.6 Véta o jednoznacnosti (pokrac)

Priklad 3 (komplexni logaritmus)
Pro z = |z|e!'?9%Z mame
Inz = In(|z|e'92) = In|z| + i arg z. Protoze argument
(arg z) neni jednoznacné funkce, je i komplexni
logaritmus viceznacna funkce:

Inz =In|z| +i(¢+ 2kn), (p+2kr =argz).

Priklad 4 (obecna mocnina)

mV—1=exp(:In(-1)) =exp(:(InN1+ir+ 2knri) =
exp(i5 + ki)
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20.6 Véta o jednoznacnosti (pokrac)

Priklad 3 (komplexni logaritmus)
Pro z = |z|e!'?9%Z mame
Inz = In(|z|e'92) = In|z| + i arg z. Protoze argument
(arg z) neni jednoznacné funkce, je i komplexni
logaritmus viceznacna funkce:

Inz =In|z| +i(¢+ 2kn), (p+2kr =argz).

Priklad 4 (obecna mocnina)

mV—1=-exp(:In(-1)) =exp(:(InN1+ir+ 2knri) =
exp(iz + kri) =i(-1)%, keZ.
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20.6 Véta o jednoznacnosti (pokrac)

Priklad 3 (komplexni logaritmus)
Pro z = |z|e!'?9%Z mame
Inz = In(|z|e'92) = In|z| + i arg z. Protoze argument
(arg z) neni jednoznacné funkce, je i komplexni
logaritmus viceznacna funkce:

Inz =In|z| +i(¢+ 2kn), (p+2kr =argz).

Priklad 4 (obecna mocnina)

mV-1=-exp(3In(-1)) =exp(3(IN1 +ir + 2kni) =
exp(iZ +kni) =i(-1)%, k€ Z.
mi
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20.6 Véta o jednoznacnosti (pokrac)

Priklad 3 (komplexni logaritmus)

Pro z = |z|e!'?9%Z mame
Inz = In(|z|e'92) = In|z| + i arg z. Protoze argument
(arg z) neni jednoznacné funkce, je i komplexni
logaritmus viceznacna funkce:

Inz =In|z| +i(¢+ 2kn), (p+2kr =argz).

Priklad 4 (obecna mocnina)

mV—1=-exp(:In(-1)) =exp(:(InN1+ir+ 2knri) =
exp(iz + kri) =i(-1)%, keZ.
mi' = exp(iln(i))
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20.6 Véta o jednoznacnosti (pokrac)

Priklad 3 (komplexni logaritmus)
Pro z = |z|e!'?9%Z mame
Inz = In(|z|e'92) = In|z| + i arg z. Protoze argument
(arg z) neni jednoznacné funkce, je i komplexni
logaritmus viceznacna funkce:

Inz =In|z| +i(¢+ 2kn), (p+2kr =argz).

Priklad 4 (obecna mocnina)

mV—1=-exp(:In(-1)) =exp(:(InN1+ir+ 2knri) =
exp(iz + kri) =i(-1)%, keZ.
mi'=exp(iln(i)) =exp(i(In1+i% + 2ki)

M. Rokyta, KMA MFF UK 20. Funkce komplexni proménné



20.6 Véta o jednoznacnosti (pokrac)

Priklad 3 (komplexni logaritmus)
Pro z = |z|e!'?9%Z mame
Inz = In(|z|e'92) = In|z| + i arg z. Protoze argument
(arg z) neni jednoznacné funkce, je i komplexni
logaritmus viceznacna funkce:

Inz =In|z| +i(¢+ 2kn), (p+2kr =argz).

Priklad 4 (obecna mocnina)

mV—1=-exp(:In(-1)) =exp(:(InN1+ir+ 2knri) =
exp(iz + kri) =i(-1)%, keZ.

mi'=exp(iln(i)) =exp(i(Inl+i% + 2kmi) =
exp(—3 — 2km), Kk eZ.
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20.6 Véta o jednoznacnosti (pokrac)

Priklad 3 (komplexni logaritmus)
Pro z = |z|e!'?9%Z mame
Inz = In(|z|e'92) = In|z| + i arg z. Protoze argument
(arg z) neni jednoznacné funkce, je i komplexni
logaritmus viceznacna funkce:

Inz =In|z| +i(¢+ 2kn), (p+2kr =argz).

Priklad 4 (obecna mocnina)

mV—1=-exp(:In(-1)) =exp(:(InN1+ir+ 2knri) =
exp(iz + kri) =i(-1)%, keZ.

mi'=exp(iln(i)) =exp(i(Inl+i% + 2kmi) =
exp(—3 — 2km), Kk eZ.

mVi
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20.6 Véta o jednoznacnosti (pokrac)

Priklad 3 (komplexni logaritmus)
Pro z = |z|e!'?9%Z mame
Inz = In(|z|e'92) = In|z| + i arg z. Protoze argument
(arg z) neni jednoznacné funkce, je i komplexni
logaritmus viceznacna funkce:

Inz =In|z| +i(¢+ 2kn), (p+2kr =argz).

Priklad 4 (obecna mocnina)

mv—1=exp(iln (-1 )) =exp(3(Inl+ir+ 2kmi) =
exp(iz + kri) =i(-1)%, keZ.

mi'=exp(iln(i)) =exp(i(Inl+i% + 2kmi) =
exp(—3 — 2km), Kk eZ.

m Vi =exp(}In(i))
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20.6 Véta o jednoznacnosti (pokrac)

Priklad 3 (komplexni logaritmus)
Pro z = |z|e!'?9%Z mame
Inz = In(|z|e'92) = In|z| + i arg z. Protoze argument
(arg z) neni jednoznacné funkce, je i komplexni
logaritmus viceznacna funkce:

Inz =In|z| +i(¢+ 2kn), (p+2kr =argz).

Priklad 4 (obecna mocnina)

mv—1=exp(iln (-1 )) =exp(3(Inl+ir+ 2kmi) =
exp(iz + kri) =i(-1)%, keZ.

mi'=exp(iln(i)) =exp(i(Inl+i% + 2kmi) =
exp(—3 — 2km), Kk eZ.

m Vi =exp(}In(i)) = exp(3(In1 +i% + 2kni)
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20.6 Véta o jednoznacnosti (pokrac)

Priklad 3 (komplexni logaritmus)
Pro z = |z|e!'?9%Z mame
Inz = In(|z|e'92) = In|z| + i arg z. Protoze argument
(arg z) neni jednoznacné funkce, je i komplexni
logaritmus viceznacna funkce:

Inz =In|z| +i(¢+ 2kn), (p+2kr =argz).

Priklad 4 (obecna mocnina)
mV-1=-exp(3In(-1)) =exp(3(IN1 +ir + 2kni) =
exp(iz + kri) =i(-1)%, keZ.
mi'=exp(iln(i)) =exp(i(Inl+i% + 2kmi) =
exp(—3 — 2km), Kk eZ.

mVi=exp(}In(i)) = exp(3(In1+iZ + 2k7i) =
exp(5 + 2kn), k eZ.
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