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17 Hilbertovy prostory

17.1 Uvod, zikladni pojmy

Pozndmka (pfipomenuti). e Necht' (X, (-,-)) je vektorovy prostor se skalarnim sou¢inem nad té€lesem
K redlnych nebo komplexnich &isel (fikame téZ, Ze X je unitarni prostor nad K). Potom ||z| =
\/(z,z) je norma na X, nazyvana nékdy téZ "norma indukovand skalarnim souc¢inem".

e Necht' (X, (+,-)) je unitarni prostor nad K. Na X x X uvazujme normu

[, y1 || = max{l]], lly]}-

Potom je zobrazeni (-, -) : X x X — K spojité.

2| =/ (z,x).

e Rekneme, Ze posloupnost z,, € X je cauchyovska v X, pokud

Definice. Necht' (X, (+,)) je unitarni prostor nad K,

Ve >0 3ng e NVm,n >ng ||z, —an| <e.

e Rekneme, Ze prostor X je tiplny vzhledem k normé || - ||, pokud kazda cauchyovska posloupnost v X
je konvergentni v X.

e Pokud je X dplny vzhledem k normé ||z|| = /(x, z), pak se nazyva Hilbertovym prostorem.

Priklad 1. Prostory R" (opatiené eukleidovskym skaldrnim soucinem) jsou Hilbertovymi prostory kone¢né
dimenze.

Priklad 2. Bud’ Q2 C R" oteviend mnoZina. Pro p € (1,00) definujme tzv. Lebesgueovy (LP) prostory
predpisem LP(Q) := {f : Q — C, [, |f[P < co}. Na prostoru L*(SY) definujme skaldrni soucin

<f,g>2=/Qfg.

Prostor L*(Q) s timto skaldrnim soucinem je Hilbertovym prostorem nekoneéné dimenze.

Priklad 3. Bud’ Q2 C R" oteviend mnoZina. Méjme na () definovanou tzv. vahovou funkci (vdhu, hustotu)
p takovou, Ze p € C(Q)NLY(Q), p > 0na Q. Pro p € (1, 00) definujme tzv. Lebesgueovy (vdhové) prostory
s vahou ¢ predpisem L(Q) := {f : @ = C, [, 0|fIP < oo}. Na prostoru L%(Q) definujme skaldrni
soucin

(f19)9,= /ngg.

Prostor Lg(Q) s timto skaldrnim soucinem je Hilbertovym prostorem nekonecéné dimenze.

Pozndmka. e Mezi viemi LP (resp. Lb) prostory je prostor L (resp. L?,) jediny, na kterém lze zavést
skalarni soucin.

e Pokud ma €2 C R" konecnou miru, plati
I1<p<r<oo = L'(Q)CLP(Q).

Cviceni. e Ukazte: je-li f : (a,b) — R omezend na omezeném intervalu (a,b), pak f € LP(a,b)
Vp e (1,00).

e Naleznéte funkci f : (0,1) — R takovou, 7e f € L3(0,1) a ptitom f ¢ L*(0, 1). (Ndvod: uvaZujte
Sfunkce 1/x% pro a € R.)
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17.2 Fourierovy rady v Hilbertové prostoru
Definice. Necht' X je HilbertGv prostor, I' je indexova mnoZina a (z)cr je systém prvki prostoru X.
(i) Rekneme, 7e systém {z }.cr je ortogonalni, jestlize plati
Vy,Y €T,y #+": (a:w,xwf) =0.
Jestlize navic ||z, || = 1 pro kazdé v € I, potom fikdme, Ze je systém {z },cr ortonormalni.

(i) Ortogonalni systém {x},ecr je tplny, jestlize jeho linearni obal je husty v X, tedy jestlize plati
Lin({z+}1er) = X.

(iii) Ortogondlni systém {x., },cr je maximalni, jestliZe neexistuje prvek u € X \ {0} kolmy na vSechna
x~, tedy pokud plati (u,z) =0Vy eI’ = u=0.

Pozndmka. e Zobecnéni kartézského souradného systému do (Hilbertovych) prostorti nekonecné di-
menze.

e Ortogonalni systém vektori tvofi linearné nezavislou mnoZzinu vektoru.

e Z kazdého linearné nezavislého systému Ize ucinit systém ortogonalni pomoci tzv. Gram-Schmidtova
ortogonalizacniho procesu. (Viz Priklad 4 za touto pozndmkou.)

e 7 kazdého ortogondlniho systému lze ucinit systém ortonormalni (prvky vydélime jejich normami).
e Systém {1, sin kz, cos kx } ke je ortogondlni systém v L2(0, 27).
e Systém {e***} .7 je ortogonalni systém v L?(0, 27).

Priklad 4 (Gram-Schmidttiv OG proces). Bud’ {v1, v, ...} linedrné nezdvislda mnoZina nenulovych prvkii
v Hilbertové prostoru X. PoloZme e; := vy a ddle, pron > 2,

n—1 (U 6')
en::vn—z 2l e, (1)

Ukazte, Ze {e1, ea, ...} je ortogondlni mnoZina nenulovych prvkii, pricemz
Lin{e1,...,ex} = Lin{vy, ..., v}, k=1,2,...

Véta 17.1. Necht' {e,}22, je ortogondlni posloupnost nenulovych prvkii Hilbertové prostoru X nad K.
Necht' x =Y "7 | cpen, kde ¢, € K. Potom

n=1

(z,en)

— D N. 2
leal?” ™€ @)

Cn

Definice. Cislo ¢,,, definované pomoci (2), nazyvame n-tym Fourierovym koeficientem prvku z vzhledem
k ortogonalni posloupnosti {e,, }°° ;.

Definice. Bud’ {e,, }°° ; ortogonalni posloupnost nenulovych prvki v Hilbertové prostoru X nad K a méjme
x € X. Uvazujme Fourierovy koeficienty prvku x vzhledem k posloupnosti {e,, }>° ;, tj.

(x,en)
= -—" e N.
T ez "

Pak radu

= = (@, n)
2 nen =D e ¥
n=1 n=1

nazvu (abstraktni) Fourierovou fadou prvku z v prostoru X podle ortogonalniho systému {e,, }> ;.
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Otazky:

e Jak zajistit, abych mé&l "viechny prvky OG systému" (tj. aby tvofil bazi)? (Uplnost? Maximalita?)
e Mam z € X, rozvinu jej do (Fourierovy) fady. Konverguje vibec tato fada?

e Pokud konverguje, co ma spole¢ného jeji soucet s piivodnim prvkem x?

Véta 17.2 (Besselova nerovnost, Parsevalova rovnost). Necht’ X je Hilbertitv prostor nekonecné dimenze,

{en}2 | je ortogondlni systém nenulovych prvkiv X, © € X, a ¢, = ?Ii fﬂg) n € N jsou Fourierovy

koeficienty prvku x vzhledem k {e,, }>° ;. Potom

o VZdy plati Z leal?|len||? < ||z]|? (Besselova nerovnost);

n=1

oo
e Fourierova fada Y cpey vZdy konverguje k néjakému prvkuy € X;
n=1

o0 o0
o Jex =Y chen <= Y |cnl?llenll® = ||z||? (Parsevalova rovnost).
n=1 n=1

Pozndmka. S ohledem na (2) lze Parsevalovu rovnost psat také ve tvaru

(e
Z e ﬁg = [l

Definice. Necht' X je Hilbertiv prostor nad K. Posloupnost {uy, }°° ; prvkli z X se nazyva (Schauderova)
baze prostoru X, jestlize pro kazdy bod = € X existuje pravé jedna posloupnost {c, }°°; prvki z K, pro

o0
kterou plati x = Y cpup.

n=1

Véta 17.3. Necht’ X je Hilbertiiv prostor a {e,}2 | je ortogondlni systém nenulovych prvkii prostoru X.
Pak ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(i) {en}>2, je Schauderova bdze,
(i) {en}2 je plny ortogondlni systém,
(iil) {en}22 je maximdlni ortogondlni systém.
(iv) Pro kazdé x € X plati Parsevalova rovnost (vzhledem k systému {e}>2 ;).
(v) Kazdy prvek x € X je roven souctu své Fourierovy Fady (vzhledem k systému {e, }5° ;).

Definice. Necht' X Hilbertiiv prostor. Reknu, Ze X je separabilni, pokud existuje spoetna mnoZina prvki
z X, ktera je husta v X (tedy jejiz uzavér je celé X).

Véta 17.4.

(1) Necht' X je separabilni Hilbertiiv prostor. Potom v X existuje ortonormdlni spocetnd (Schauderova)
bdze.

(i) Necht X1, X9 jsou nekonecné-dimenziondlni separabilni Hilbertovy prostory. Potom jsou X1 a X»
izometricky izomorfni (. existuje mezi nimi bijekce, kterd zachovdvd skaldrni soucin).

(iii) KaZdy separabilni Hilbertiiv prostor dimenze n € N je izometricky izomorfni R™.

http://www.karlin.mff.cuni.cz/~rokyta/vyuka/



M. Rokyta, MFF UK: Aplikovanid matematika IV — kap. 17: Hilbertovy prostory 11

Véta 17.5.
o Systém {1,sin kx, cos kx } e je tiplny ortogondlni systém v L*(0, 20) a tvoii v ném ortogondlni bdzi.
o Systém {** ) 1.cq je tiplny ortogondlni systém v L*(0,27) a tvo¥i v ném ortogondlni bdzi.

Véta 17.6 (o nejlepsi aproximaci). Bud’ X Hilbertiiv prostor a {e,} C X ortogondlni systém v X. Bud’
x € X. Potom pro libovolnd 31, . .., BN € K plati

N
(z,en)
oy aen)
H leall>

n=1

; 4)

N
< Hm - Zﬁn €n
n=1

(xvej)

pricemzZ nerovnost v (4) je ostrd, pokud je alespori jedno (; riizné od IEIEE
J

17.3 Ortogonalni systémy polynomu, operatory
Dulezité otazky:

Jakym zptisobem ziskat néjaky konkrétni tiplny ortogonalni systém (bazi) v Lg(a, b)? Lze to naptiklad
zaridit tak, aby tato baze byla sloZena z polynomui?

Metoda I: ortogonalizace dané husté LN mnoZiny pomoci Gram-Schmidtova procesu

Uvazujme na (a, b) C R polynomy

1,x,x2,x3,x4... 5)

a uvazujme (pokud (a, b) je neomezeny) vahovou funkci o takovou, aby 2" € Lg(a, b) pro vSechnan € NU

{0}. Ortogonalizaci pomoci Gram-Schmidtova procesu dostaneme tplny systém ortogonalnich polynomu v
L?(a,b).
Q b

Obr.: Legendreovy polynomy pron = 0, 1,2, 3,4, 5.

Piiklad 5 (Legendreovy polynomy). Ortogonalizact systému (5) v prostoru L*(—1, 1) dostaneme tzv. Leg-
endreovy polynomy P, (x). Lze ukdzat, Ze plati

1 a
~2nq! dan

Py(z)=1, P,(z) (z2-1)", neN,
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pricem?
neNU{0}.

1P ()1 =

Y

2n +1

Prvnich nékolik Legendreovych polynomii je:
Py(z) =1, Pi(z) =, Py(z) = % 2_ % Py(z) = %x3 — %x Py(z) = %53;4 — %xZ + %

Podle piedchozi teorie tedy plati, Ze pro kaZdou funkci f € L?(—1,1) plati
e.9]
f(x) = chpn(fU) )
n=0

kde

1 /1 2n+1 [!
h = —> f(z)P,(z)dz = / f(z)Py(z)dz.
tP@)I? S " 2 Ja "
Napiiklad pro f(z) = |z| € L?(—1, 1) dostaneme

x| = Z (),
n=0

kde

on+1 [1
on =20 [ el Pata)d
1

coz da (spoctéte) cop+1 = 0VE =0,1,...,¢c9 = %, Cco = %, cy = —%, cg = % ...naptiklad aproximace
do Sestého Fadu da |z| ~ 5o + 555 2% — 552 ot + 5052 2% na (—1,1).

Obr.: Aproximace |z| pomoci Legendreova polynomu do Sestého fadu.

Pozndmka. Legendreovy polynomy spliiuji tzv. rekurentni vztah
(n+1)Ppyi(z) = (2n+1)zP,(z) —nP,—1(z), mneN,
Py(z) =1, Pi(z) ==,
a jsou reSenim tzv. generujici diferencialni rovnice
((1—:62)3/)’:—)\3/, A=nn+1),n=0,1,2,....
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Piiklad 6 (CebySevovy polynomy). Ortogonalizaci systému (5) v prostoru L? (—1,1) dostaneme tzv.

vV 1—xz2

Cebysevovy polynomy (1. druhu) T),(x). Lze ukdzat, Ze plati
To(x) =1, T, (x) = cos(narccosz), n € N.

pricem?
9
[T@I3=", neN.
Prvnich nékolik Cebysevovych polynomii je:

To(x) = 1, Ti(z) = z, To(z) = 222 — 1, T3(z) = 42 — 3z, Ty(z) = 82* — 822 — 1, Tx(x) =
162° — 2023 + 5z, ...

‘ » \ 0,5

Obr.: Cebysevovy polynomy pron = 0,1,2, 3,4, 5.
Pozndmka. Cebysevovy polynomy spliiuji rekurentni vztah

Toi1(z) + Thoq(z) = 22T,(x), neN
To(zx) =1, Th(z) ==,

a jsou feSenim generujici diferencialni rovnice

! Ay
V1224 = — 2
( 1 xy) N A=n", n=0,1,2,....
3

Pozndmka. e Ortogonalizaci zdkladniho systému polynomi 1, z, 22, x>, ... v pfislusnych prostorech
Lz(a, b) dostaneme odpovidajici systém ortogondlnich polynomu, do kterého lze rozvijet vSechny
funkce, patfici do LZ(a, b). Na konkrétni tvar t€chto polynomt ma vliv zejména tvar skalarniho
soucinu v L2(a, b).

e Takto dostaneme napiiklad Hermiteovy polynomy H,, (v prostoru Li_ﬂ (—00,0)), Laguerrovy

polynomy L fadu s > —1 (v prostoru Lise,x (0,00)) a mnoho dalSich. Pro kazdy takovy sys-

tém existuje rekurentni vztah a generujici diferenciélni rovnice. Podrobnéji viz tabulku ortogonélnich
systémi polynomd na strance této prednasky.
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Metoda II: generujici diferencialni rovnice, resp. generujici operator

Definice. Bud’ (a,b) C R uzavieny interval, p, ¢, o dané funkce definované na (a, b). Necht’ dile o, 3,7, 0 €
R. Okrajovou tlohou v samoadjungovaném tvaru pro neznamou funkci y = y(¢) nazveme diferencialni
rovnici druhého fadu v tzv. samoadjungovaném tvaru,

—(®)y) +at)y = ro(t)y, te(ab), AeC, (6)
doplnénou o tzv. okrajové podminky
ay(a) + By'(a) =0,  ~yy(b) +dy'(b) = 0. (7

Véta 17.7. UvaZujme okrajovou iilohu tvaru (6)—~(7), kde p je spojitd a kladnd na {(a,b), p' je spojitd na
(a,b), q je redlnd a spojitd na {a,b), o je spojitd, kladnd a konecné integrovatelnd na (a,b). Navic necht’
alespori jedno z Cisel o, B a alespori jedno z Cisel 7y, § je nenulové. Potom existuji A1 < Ao < ---, lim A\, =
oo takovd, Ze:

e Pro vSechna A # X\, md iiloha (6)—(7) pouze rFeSeniy = 0.
o Pro kaidé A\ = \, existuje prdvé jedno (aZ na ndsobek konstantou) nenulové reseni y,, tilohy (6)—(7).

o Systém {y,,n € N} je uiplny ortogondlni systém funkci v Lg(a, b).

2 w2s

Definice. Cisla ), resp. funkce y, z predchozi véty nazyvame vlastni &isla resp. vlastni funkce tlohy

(©)—~(7).

Pozndmka. Zobrazeni mezi dvéma prostory nazyvime operatorem. Definujeme-li operator T': C*((a, b)) —
Lz(a, b) predpisem T'(y) = —(py')’ + qy, 1ze rovnici (6) psét ve tvaru tzv. operatorové rovnice:

Ty = Aoy (8)

Analogicky nazyvame nenulova feSeni y, tlohy (8), (7) vlastnimi funkcemi (s vahou ) operatoru 7',

prinédlezejicimi vlastnimu ¢islu \,,.

Pozndmka. e Pro vihu o = 1 ma rovnice (8) pro vlastni funkce a vlastni ¢isla operatoru 1" tvar T'y =
Ay. (Srovnejte to s definici vlastniho vektoru a vlastniho Cisla matice.)

e Veéta 17.7 je formulovéna pouze pro omezené intervaly. Existuji také jeji varianty pro neomezené in-
vSak jde vzdy o véty, odpovidajici na otazku "Za jakych podminek tvoii vlastni funkce néjakého
operatoru T Uplny ortogonélni systém v daném Hilbertové prostoru?" Studiem (m.j.) i téchto otdzek
(které jdou nad ramec tohoto kurzu) se zabyva matematicka disciplina jménem funkcionalni analyza.

Cviceni. e Aplikujte Vétu 17.7proa =0, b=m,p=90p=1,q=0,aproa=v=0,5 =9 = 1 resp.
poa=v=1,8=6=0.

e Uvazujte rovnici (6) sa = —7, b = m,p = 0 = 1, ¢ = 0, a se zobecnénou sadou okrajovych
podminek y(—m) = y(n), v (—7) = ¢/ (7).

Pozndmka. o Existuje varianta Véty 17.7, které pripousti, aby funkce p nabyvala v nékterém krajnim
bod¢ intervalu (a, b) nulové hodnoty. V takovém piipadé se oviem predpokladd omezenost feseni y v
tomto bodg&. Za téchto predpokladd dostdvame proa = —1,b = 1,p = 1 —t2, o = 1, ¢ = 0 generujici
rovnici pro Legendreovy polynomy.

e Naznacené tivahy lze zobecnit i pro parcidlni diferencidlni rovnice. MiZeme tak mluvit o vlastnich
funkcich Laplaceova operatoru jako o nenulovych fesenich rovnice —Ay = Ay prox € Q C R”, s
nulovymi okrajovymi podminkami na OS2, atd.
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