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Abstract

This work deals with the problem of orbit determination in keplerian motion. A uni
versal regular formulation is perforrned, which depends, in a explicit form, on data
of the kinds available nowadays. By this means it is possible to dis cuss the different
cases of orbit determination arising when data in a number of points are given. Th ere
exist six cases from central data in two points , which are studied here.

In two cases we get the solution in a straightforward manner, whereas numerical
approximative methods, starting from boundary conditions on the solutions, are used in
the others. Results of a numerical test carried out agree with the theory.

Introducción

El clásico problema de cálculo de órbitas de cuerpos celestes; ha sido desarrollado
por numerosos autores desde los tiempo s de Newton, figtirando, entre otros, nombres ta n
ilustres como Euler, Lambert, Laplace, Lagrange, Gauss, Olbers , Gibbs, etc. [1] a [9] . Des
de entonces se han producido naturales cambios y mejoras en su planteamiento y resolu
ción; pero el mayor avance en su actual concepción ha surgido en los últimos años,
debido a las nuevas técnicas de observ ación ' desarrolladas (radar, medidas Doppler, la
ser), a los potentes métodos de cálculo (analizadores y ordenadores) puestos en práctica
y a los numerosos" lanzamientos y misiones espaciales llevadas a cabo o proyectadas,
[lO] a [17] .

Para "hacernos una idea de estos cambios, resalt emos los siguientes hechos :

1.o Las observaciones utilizadas . por los astrónomos en el cálculo de posiciones han
sido las angulares, de modo casi exclusivo, ya fu eran obtenidas po r medida de coo rdena
das horizontales (acimut y altura) o por determinación de coordenadas ecuatoriales (as
censión recta y declinación) contra un fondo de estrellas (método fotográfico).

Sin embargo, a esta clásica forma de medir han ven ido a su marse las técnicas de
radar y laser, que permiten obtener distancias con gran precisión y las medidas Doppler '
que sirven para calcular velocidades radiales . De esta forma, en los métodos de cálculo
que ahora se utilicen, deben introducirse estos posibles datos de observación, aparte
las "medidas angulares ya mencionadas. Un estudio comparativo de la precisión relativa
de los diferentes datos tiene, evidentemente , un gra n interés para poder discriminar cu á
les son los casos más favorables de determinación de órbitas; pero como ' no es ese nues
tro propósito, en este trabajo se supone que todos los datos son de la misma precisión.
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2.° Como todo ca lculad or sabe, en la determinación de órbit as se p resentan casos
singulares , cuya resolución no pued e conducirse po r una formulación genera l (c aso ci r
cul ar , ca so rectilíneo, arcos cortos, órbitas con in clin aciones de 0° , 90°, 180° , colisio
nes , etc.) . Recordemos a este respecto que desde el lanzamiento de satéli tes ar ti fici al es ,
se presentan con frecue ncia casos de órbita circular o casi ci rc ular , órbitas con inclina
cio nes próximas a 0° y 90° (saté lite s p olares ), órb itas con inclinación crítica, etc. , y las
m ision es de interceptación , cit a espa cia l, llegad a de un vehículo , etc., en ocas ione s son
equivalentes al conocimien to de trayectorias en las proximidades de una colisión.

Por est o , es conve niente que el formulario em pleado conte ng a variables r egulariz ad as ,
válidas para todos los casos, pues in clus o en aquellos próximos a uno singul ar , al gunos
de los desa rroll os u t ilizados pueden h acer se po co vonvergente s , lo que di ficulta extraor-
dina ri amen te el cá lculo ; [18] a [21] . .

3 ° Dentro de l sistema solar , los planet as, satélites, pequeños planetas, cometas, etc.,
se m ueven en órbitas pr efer en tem ente elípticas y excepciona lmente parabólicas o cuasi
pa rab ólicas. No es de extraña r, pues, que se haya prestado mayor atención al caso elíp
tico y que todos o ca si todos los métodos de cálculo se encaminen a la r esolución de
este caso, bi en sea en la elecció n de variables o en la resolución de ecuaciones trascen
den tes a que da lugar.

No obstante, con el lanzamiento de satélites artificiales y so ndas interplanetarias, h an,
adquirido gran relieve los problemas de ci ta espacial y m aniobras de transferencia orbi
tal , dando lu gar a cu est iones de optimización de trayecto ri as, en los que el caso hip er
bóli co también tiene interés. De ahí la impor tancia que en la actualidad tienen los mé
todos que utilicen va riables , llamémosles universales , que sirvan en cualquier caso (elíp
tico, hiperbólico, parab ólico, circular y rectilíneo), [18] , [21] y [22] .

Las razones expuestas y algunas ot ras de menor importancia que hemos omitido,
nos han hecho ver el interés que ten dría efectu ar una sistematización del cálculo de ór
bitas, con el fin de elimi nar to das estas di ficultades .

En el p resen te trabajo se ha obtenido una fo rmu lació n universal carente de singulari
dades, permitiendo una clasificación sistemática de los di stin tos casos de cálculo de ór
bitas que pueden pr esen tarse con datos en dos puntos , reduciéndolos a se is.

El análisis de las soluc ione s po sibl es en los seis ca so s men cionados, ha sido obtenido
de forma explíci ta en los do s primeros (casos PV-P y PV-V), en tanto que para los cua
tro restantes se ha dado prop iedades que deben cumplir las soluciones, efectuando una
discusión exhaustiva de las mismas.

El cálculo de la s soluciones se realiza de modo direc to y simple en los casos PV-P y
PV-V, mientras que pa ra los resultados teóricos obtenidos, se ha realizado un ensayo nu
mérico calculando 140 ejemplos de determinación de órbitas, algunas de las cu ales han
sido elegi das po r su especial dificultad. En todos los ejemplos , las soluciones numéricas
calculad as están de acuerdo con la t eo rí a , aunque se observa que la p recisión de los
r esultados n o es óptima en algunos casos extremos, debido a errores que provienen de
la gene r ación de datos y de la limitación del número de cifras significativas con que tra
b aj a el ordenador (IBM 1620) utilizado.

I. Formulación del problema

1. Planteamiento del problema de determinación de órbitas

Determinar una órbita es hall ar los valores de los elementos fundamentales o pará
.metros que caracterizan a la trayectoria descrita por un cuerpo en el espacio. Los m éto
do s de cálculo de órbitas se aplican a dos problemas prácticos diferentes de astrodi
námica :

(1) Cálculo de efemérides o predicción de posiciones de un vehículo es pacia l u objeto
celeste de ele mentos orbita les conocidos .
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utilizando un conjunto necesario y suficiente de datos medidos desde el centro 0, que
sean de los tipos siguientes:

(1.1)(¡.t constante)
.. ~¡.L
r = ---r

r'

La solución general de la ecuación (1.1) contiene 6 constantes (escalares) de integra
ción. La determinación de una órbita consiste, precisamente, en el cálculo de dichas cons
tantes a partir de datos de osbervación. Con este fin interesa:

(A) Encontrar una formulación del poblerna de dos cuerpos que permita poner de
manifiesto la solución general en función de datos de los tipos r, r, u, t, que
nosotros consideraremos. Conviene que dicha formulación sea universal, en el
sentido de que sea válida para todo tipo de órbitas (elípticas, parbólicas, hiperbó
licas, rectilíneas), y que carezca de singularidades.

(B) Estudiar todos los conjuntos de datos, de -los tipos citados, que den solución al
problema de determinación de órbitas, analizando la existencia y unicidad (o no)
de la solución.

(C) Dar métodos de cálculo explícitos para determinar la solución en cada caso.

distancias r

velocidades radiales r
direcciones u

instantes de tiempo

(2) Cálculo de órbitas previas a un lanzamiento espacial, para determinar sus carac
terísticas.

Se pueden considerar varias fases en la resolución del problema de determinación de
órbitas:

(a) Cálculo de los elementos de una órbita preliminar, sin tener en cuenta las per
turbaciones; es decir, la resolución del problema de dos cuerpos.

(b) Corrección de una órbita preliminar, cuando se dispone de largas series de ob
servaciones.

(c) Determinación de la órbita definitiva, en la que se tiene en cuenta las perturba
ciones.

Refiriéndonos exclusivamente al cálculo de órbitas preliminares, estudiaremos pues
aquellos conjuntos de datos que sean necesarios y suficientes para la determinación de
órbitas keplerianas. Consideraremos solamente datos que sean obtenibles actualmente
por observación, esto es: distancias r (medibles por radar y laser), velocidades radiales i·
(por efecto Doppler), direcciones definidas por un vector unitario u (obtenidas por me
didas angulares mediante observación óptica), e instantes de tiempo t.

El primer paso para determinar una órbita kepleriana, es reducir los datos de obser
vación a datos centrales, es decir, a medidas realizadas desde el centro atractivo. Luego,
se calculan los elementos orbitales con ayuda de dichos datos centrales.

Concretamente, nuestro problema de determinación de órbitas, que denominaremos
determinación de órbitas keplerianas con datos centrales, consistirá en el cálculo de los
elementos orbitales que caracterizan al movimiento r = r(t) de una masa puntual respec
to a un centro de fuerza 0, sometida a la ley



2. Formulaci ón

,.

(2.3)

(2.2)

(2.1)

. 2f1= r. r - -
r

1 ( 1") ' r: r'"-- -- = - ----.
r r r r3
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1 2 f1
= -- r' . r' - --

r r

21t

1
e = --r;\r'

r

1"' -2hr =11

t' = r

2h

1"
r= - ' - ,1:=

r

de donde

2 u
2h = r . r - - '

r

La ecuación r 1: + i-' = 2 h +~ de (2.2) es no lineal y singular para r = O. Estas di fi-
r

cultades se evita n introduciendo la variable independiente s por medio del' cambio defi 
nido por la igualdad dt = r ds. De este modo, denotando con los símbolos ('), (') las de
rivadas respecto a t y s, respectivamente, para cada función F tenemos

dF 1 dF l
F=-=- - = -F'

dt r ds r

f1
r1: +i-' = 2 h +--

r
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Según esto (2.2) es equivalente al sis tema

¡: = -~r
r3

son necesarias dos constantes esca la re s ar bitrarias, además de e y 2 h. Luego (2.1) equí
va le a un sistema diferencial qu e conste de una ecua ción diferencial escalar de segundo
orden y las integrales e y 2 h. Es fácil comprob ar que (2.1) equivale al siguiente sistema

Como es sabido, la ecua ción diferencial ¡: = -~ r (con 'f1 constante) po see las inte
r3

2
grales e = r;\i' (del momento angular) , y 21t = ;. . ¡.--.!:. (de la energía), o sea que

r
para especificar la solución general del sistema diferenci al
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de modo que (2.3) resulta equiva lente al sistema

(2.6)

(2.5)

(2.4 )

s = ( 'i'rd <p
.Jo

1
11' = -- c/\ 11

r

1 2 fIo
2h = - ( y'2 + c2 ) __

r r

r" -2hr = fIo
t ' = r

11* =C /\ II (2.7)

s* = r
r'? + ¿ = 2 r CfIo + h r)

r"- 2hr = lt

r = r

El sistema diferencial (2.7) que ' es equivalente al (2.1) de partida, posee las siguientes
ventajas para el estudio de nuestro problema:

(1) Separa las ecuaciones diferenciales que rigen la evolución de las funciones r y 11

a lo largo de la trayectoria.
(2) Dichas ecuaciones son regulares, lo que favorece el 'estudio de la trayectoria

en todos sus puntos, cualquiera que sea el tipo de órbita, permitiendo así una
mayor precisión numérica.

(3) Ambas ecuaciones son lineales de coeficientes constantes, luego su integración es
inmediata.
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1
C /\ 11 = - - [r /\ r'] ,/\ 11 = r 11'

r

En el sistema diferencial (2.S) aparece una ecuacion en r y otra en 11, pero ésta es sin
gular en r = O. Para evitar tal singularidad, introducimos en dicha ecuación una varia
ble <p definida por la igualdad ds = r d <p, ajustando el origen de modo que se verifique

De esta manera, denotando con el símbolo (*) las derivadas con respecto a <p, se ten
drá el siguiente sistema, equivalente al (2.5)

Observación. - La relación y'2 + K = 2 r (Lt+ hr) es una integral primera de la ecua
ción r" - 2 hr = J.l. cualquiera que sea el valor de' K, pero el sistema (2.7) impone la con
dición K = ¿ a la constante de integración.

donde t(O) es una constante fijada arbitrariamente.
Poniendo r = r 11, se obtiene con facilidad

Los orígenes en las escalas de las variables t y s los relacionaremos por medio de
la igualdad
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3. Obtención de los elementos orbitales O , 1, p, e, ro, T

La so lución genera l de la ecuación diferencial r" - 2 hr = l L es un a función r(s ; h, (XI, (X,)

con (X" (X, const antes de integración. Conocid a es ta función y sustituida en t' = r se obtie
ne la función t (s; h, (X" «2, t (O» donde t (O) = t (O; h , (Xl, «" t (O» .

Aná logamente, la ecua ción diferencial 11* = e 1\ 11 ti ene como so lución general
11 = 11 (q>; e, 11 (O» con 11 (O) = 11 (O; e, 11 (O» . La ecuación s* = r o su equivalente q>'= l / r
tie ne por solución q> = q>(s ; h, «" (X2) '

En re sumen, la solución general del sistem a diferencia l (2.7) se com pone de funciones
de la forma

r = r (s; h, a." a.,)

= t (s; h, (X" a." t(O»
(3.1)

11 = 11 (q>; e, 11 (O»

q> = q> (s ; h, a.¡ «, )

con la condición 1"2 + e' = 2 r (fl + h r) .

Cono cidas explícitamen te las funciones r, t, 11, q> de (3.1), la determ inación de una ór
bita consiste en la obtención de los corresp ondien tes valores particulares h, e, a." «, a
partir de un conjunto de datos. En el caso e =1= O conocidas estas 6 constantes de inte
gración, qu edan fijados los element os ordinarios Q , I , p, e, OJ, T de la órbita.

La dirección de e, dada por k = ele, determina el argumento Q del nodo y la incli
nación l de la órbita, ya que k define el plano de la órbi ta y el sentido de recorrido res
pecto del sis tem a de referencia elegido.

El parámetro p de la órbita queda determinado por p = c' / fl' y la excentr icidad por
e' = 1 + (2 hc' /fl') con e ;p O.

La po sici ón del periastro correspo nde al p un to de la órbita para el cual r es mínimo
y sa ti sface la condición

r (S; h, «" «,) = pl( l + e)

De aquí se deduce el valor s = S del periastro. La época de paso po r dicho punto será
T = t (S; h, «" (x" t(O».

Si como se indica en la figura adjunta,
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en función de condiciones en un punto.

A continuación vamos a hallar la solución general del sistema diferencial

(4.1)

(mód. 2 ,d , O<::;; ro < 2 roro = '00(0) + A

1 _ _
x (s; h) = - [exp (v2 h s ) + exp (- v 2 h s)]2 .

- 135-

1 _ _
y(s; h ) =---[exp( v2 h s)- exp (-v2hs)]

2 l'ih

x = exp ( v2Tis )

y = exp (- v2Tis)

r (s; h, rLl, rL2 ) = <1. 1 x (s; h ) + <1.2 y (s; h) + Z (s; h)

r" - 2 h r = 'fL

r = r
u* = e /\ 11

s* = r

r'2 + d = 2 r (fL + h r)

donde A = c <p (S, h; <1." rL2) , según se justific ará más ade lante.
Como es sabido, en movimiento circula r se verifica idén t icamente la condición r' = O

de extremo, y no quedan definidos ro y T. Por convenio, ado p taremos en este caso
ro = '00 (O), T = t(O).

Para el movimien to rectilíneo, en que e = 0, los va lores r, j., 11, t en un punto son los
parámetros naturales .

designamos por 00(0) el a rgumen to de 11(0) medido desde el nodo y po r A el ángulo defi 
nido por la di rección U del p er iast r o desde 11(0), el elemento orbital ro (argumento del
periast ro ) vendrá dada por

son soluciones particulares de la ecuación homogénea r " - 2 h r = O donde .¡'[Ti es, en
general, complejo. Cuando h =1= O, las funciones x, y son independientes; pe ro si h = O
tendremos x = y == 1, Y el par de funciones x, y no es un sistema fundamental de solu
ciones.

No obstante, si x, y son solucione s particulares de la ecuación homogénea, también lo
es cu alquier combinación de ambas . En particular , po demos tomar

donde <1.1' <1.2 son constantes arbit r arias y z (s ; h ) una soluci ón particular de la ecuación
completa.

Las soluciones D = ± vIT de la ecuación caract erística D' - 2 h = O, nos indican que
las funciones

(1) Solución general de la ecuación r" - 2 h r = :fL '

Sean x (s; h), y (s ; h) solucio nes par t iculares de la ecuación homogénea r " - 2 h r = O.
Si son in dep endi entes , se d ice que constituyen un sistema fundamental. Entonces , la so-
lución gene ral de la ecuació n completa r" - 2 h r = fL' viene dad a por -

4. Solución general del sistema diferencial (2.7)



REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS EXACTAS, FISICO·QUIMICAS y NATURALES

(4.10)

(4.11)

(4.12)

1

y2(s /2; h)

(k entero)

r (O) 1']2 + 2 r' (O) 1'] + 2 [[1 + h r (O)]

d 1']

2".
Sk = k - -

P

x(s; h) -l

2h

= r (O) x2 (s/2; h) + 2 r' (O) x (s/2; h) y (s/2; h) +
+ 2 [¡.¡. + h r (O)] y2(s/2; h)

<p = - 2f 11
11(0)

r (s ; h) = r (O) x (s; h) + r' (O) y (s ; h) + ~

ds 2 y' (s/2; h)
--------

ds

Js ds f'- - - -
q> = ~ re s; h) =. (X un. h» )2 x (s/2; h)

r (O) + 2 r' (O) + 2 [ [1 + hr (O)]
y (s/2; h) y (s /2; h)

x un. h)
LIamandor¡ = y suponiendo y (s /2; h) =1= O, resulta que

y (s/2; h)

permiten escribir

de donde se ob tiene

y finalmente

que junto con la ya conocida propiedad del wronskiano

x2- 2 h y2 = 1

1 _ _
y (Sk/2; h ) = --- [exp (.,12 h Sk /2) - exp (- .,12 h Sk/2)]

2 .,I2h

- 138

con 1'] (O) = 1'] (O; h).

Con objeto de estudiar la convergencia de la integral anterior, comenzaremos viendo
si para algún h existen valores Sk de s tales que Y (Sk/2; h) = O.

Recordemos que, según (4.2), se tiene

por tanto, si h;> O, y (sd2; h) = O sólo es posible para Sk = O. Si h < O, y (s/2; h) = O

implica que exp (i p Sk) = 1, donde p = V- 2 h, lo que equivale a

De (4.10) Y la propiedad x' - 2 h y2 = 1 se deduce que r (Sk; h) = r (O) para cada k en.
tero. Esto significa que los valores s, corresponden a instantes en que las distancias r
son iguales.

Sk
Por otra parte, de (4.7) se obtiene tk- t (O) = - [1--, de donde tk+

1
- tk =

2h
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(4.13)

(4.14)

(4.15)

Cq>
= ctg-

2

d 1]

C
,8 = 

r (O)

[
1" (O) ] 2 . [ 11 ]
--;(O) - 2 h + reO)

r (O)1]2 + 21" (O)1] + 2 ['11 + 11 r (O)]
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Cq>
1"(0) 1] + r' (O) = C tg 

2

1" (O)
íJ.,= ---,

r (O)

1]- a. [ ¡; cq> ]
--,8- = tg ± 2--2-

[
1" (O) ] 2 [ 11 ]- - <2 11 + - -
reO) reO)

1" (O)·
a. ±i,8 = - - -±

r (O)

2 J±oo d 1] [ 2 r¡ - oc ] ±oo
q> = r (O) 'll (1]- OC)2 + ,82 = f3 r (O) are tg - -,8- 'll =

. 2 [ rr r¡ -a. ]
= -c- ± 2 - are tg--,8-

de donde se deduce

11 2 rr
= - -- (Sk+1 - S k) = 11 - -' Como esta posibilidad sólo se presenta en el caso elíptico,

2 h p'

'!1
donde el semieje mayor verifica la igualdad a = - --, resulta finalmente ( k+1 - ( 1 = P,

2h
siendo P el período orbital.

Continuando con la discusión del caso elíptico, si suponemos que los datos que vamos
a manejar corresponden siempre a instantes pertenecientes a un mismo período, en cada
intervalo de integración [1] (O), 11 ] el único punto en el cual se anula y (s/2; 11) es en el
extremo 1] (O) = 1] (O; 11) para el cual i] se hace' infinito.

Ahora bien , puesto que lím 1] (s/2; 11) = + 00, mientras que lím 1] (s/2; 11) = - 00,
de (4.11) se deduce 8 0+ 0 + 8 0+ 0 -

r (O)1]2 + 21" (O)1] + 2 [jJ. + h r (O)) = r (O) [ (1]- OC)2 + ,82)..

donde a. ± i,8 (con ,8 > O) son los ceros del trinomio. Entonces

donde el sig no ± se ha de elegir igual al signo de s.
Adem ás, de (4.10) se deduce que r (O) r¡2 + 21" (O)1] + 2 ['11 + h r (O)] > O, ya que r es

siempre positivo . De ahí que se pueda escribir

y entonces

de don de

condición que' junto con la integral del movimiento r" + c' = 2 r ('11 + hr), implica que
c'

c' > O, siendo ,82 = --o Finalmente, com o ,8, C, r (O) son positivos, se tiene
r (0)2

es decir
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En resumen, la solución general del sistema diferencial (2.7) en función de condicio
nes iniciales viene dada por el siguiente sistema

(4.17)

(4.16)

2h

COS C(- q¡) = coscq¡

sen C (- q¡) = - sen c q¡

ct g c(-q¡) = - ctg c q¡

2h

r? + c' = 2 r (:~ + h r)

x (s ; h)-1
r (O) = r X (s; h) - r' Y (s; h) + q.t. --- 

2h

r' (O) = - 2 h r v (s; 'h) + r' x (s; h)- ,~y (s; ' h)

u (O) = (cos C q¡) u - (sen C q¡) k '/\ u

u (O) = [cos C ( - q» ] u + [sen e (- q¡)] k/\ u

c(-q¡)
r1'] (- s/2; h) + r' = C ctg---

2

xc-s; h) -1
1'( 0) = r x(-s; h) + r'y (-s; h) + .~ -----
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. x (s ; h) -l
res ; h ) = r (O)x(s; h ) + r'(O ) y(s; h ) + ~---

2h

x (s; h ) - 1 Y (s; h) - S

t - t (O) = l' (O) Y (s; h) + r' (O) + }L -----
2 h 2 h

u = (cos C q» u (O) + (sen c 'q¡) k /\ u (O)

cq¡
r (O) 11 (s/2; h ) + r' (O) = C ctg -

2

x (- s; h )' = x (s ; h)

y (-s; h ) = - y (s; h)

11 (- s/ 2; h ) = - 11 (s] ; h )

La demostración de (4.17) es inmediata, pues despejando de (4.16) se obtiene

resulta (4.17).

que sus ti tuidas en las re stante s ecuaciones y teniendo en cuenta

r' + c' = 2 r (!~t + h r)

dond e los val ores r (O), r' (O), u (O), t (O), s ,,;, O = q¡ corresponden a un mismo punto de la
órbita.

Observación. - El sistema (4.16) puede inter pretarse como el conjunto de ecuaciones
de una trans form ación que aplica el punto Po de la órbita (caracteri zado po r los valores
r (O), r' (O), u (O» en otro punto arbitrario P, determinado por r (s; h), r' (s : h),
u, t, a través de las variables s y q¡. Una caracter ística importante de la formulación
(4.16) es su simetría formal, pues la transformación inv ersa que aplica P en Po es id én
tica a (4.16) si se cambian los valores s, q¡, t - t (O) por sus opuestos. Es deci r
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r (O) r¡ + i' (O)

(5.3)

(5.2 )

2h

2 h

x (s ; h) - 1 Y (s ; h) - s
t - t (O) = r (O) y (s; h) + r' (O)--- - + fL - - -

2 h

x (s; h)-l
r es; h ) = r(O)x(s; h ) + r (O) y (s; h) + fL - - - -
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sen ps I - cos P s
r (s ; h ) = r (O) cos p s + 1'(0) - -- + ¡.t - - --'--

P p3

sen psi- cos P s Ps - sen p s
t - t (O) = r (O) - -- + ¡J (O)---'-- + 'fL - - - --

P P
11 = (cos C ep ) u (O) + (sen c <p) k /\ u (O)

' p s c<p
r (O) p ctg - + r' (O) = c ct g -

2 2

r" + e' = 2 r ('fL + h r)

donde P = V- 2 h.

2
Y el hecho de que -- = lím

<p e -+O

luego en el caso recti líneo, ep qu eda definida mediante la expresión

2
- = r (O) r¡ + r' (O)

<p

e ctg~ prueba la continui dad de la formulación (4.16)
2

r? = 2 r (fL +,h r) (5.1)

u = u (O)

Sin embargo, la definición de <P =J"..»: y la rel ación r' (0)2 = 2 r (O) [fL + h r (O) ]
, o r (s; h )

permiten escribir (4.13) en la forma

para c = O.

(2) Orbi tas elípticas. - Designaremo s as í las órb itas para las cua les es h < O. De la
definición (4.2) para x (s; h) , e y (s; h) , se deduce que la formulaci ón en este caso es

2 l :too
d r¡ 2 ( 1 ) :!-.oo

<P = r (O) 1) [r¡ + r (0)]2 = - r (O) r¡ + i'(0) 1)

2 1

De acuerdo con la solución general (4.16) vamos a analizar aquí los tipos de movimien
to que apare cen, según los val ores de c y h .

(1) Orbi tas r ect i lí neas. - Cuando e = O resul ta inmediato que u = u (O) y que la ecu a
c<p

ción r (O) r¡ + r ' (O) = e ct g -- no tiene sentido en este caso, pues según (4.14) sólo es
2

válida para c:¡t: O. Por lo tanto, la formulación (4.16) para órbita s rectilíneas se reduce a

5. Tipos de movimiento
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(5.4)

(5.5)

(5.6)

I"(s; h) = 1"(0) + 1" (O) s +~ S2

2

1" (O) ~
t -t(O) = r (O)s + __ S 2 + _ S3

2 6

u = (cos c<p) u (O) + (sen c<p) k /\ u (O)

2 c<p
1'(0) - + 1"(0) = cctg -

s 2

¡J.
res; h) = 

p2

~ ~
U = cos [- (t - t (O)) ] u (O) + sen [- (t - t (O))] k /\ u (O)

p ~

(3) Orbitas parabólicas. - Para h = O, la formulación límite de (4.16) será

de donde se deduce inmediatamente que las condiciones

caracterizan a las órbitas circulares .

(4) Orbi tas hiperbólicas. - Para movimiento hiperbólico (h> O), el sistema (4.16), se
gún la definición (4.2), se convierte en el siguiente:

~
r (s; h) = l' (O) = - , t - t (O) = l' (O) S

p2

U = (COS c <p) u (O) + (sen c<p) k /\ u (O)

ps pC c<p pC
ctg - - = -- ctg-- -- = 1

2 ~ 2 ~

El movimiento circular queda incluido en este caso con la siguiente formulación par
ticular de (5.3)

sh Ps ch Ps - 1
r(s; h) = 1"(0) ch P s + 1"(0) - - + 'fl.---

P p2

sh Ps ch P s - 1 sh Ps - Ps
t -t(O) = 1'(0) - - + 1"(0) + ¡A. - ---

P ~ ~
u = (cose <p) u (O) + (sen c <p) k /\ u (O)

Ps c <p
r (O) Pcth - + 1" (O) = e ctg -

2 2

r? + d = 2 r (¡Jo + h r)

Observación. - Las formulaciones (5.3) , (5.5), (5.6) obtenidas para los casos elíptico,
parabólico e hiperbólico, respectivamente, se reducen para c~ O al caso rectilíneo
correspondiente, en forma análoga a la que hemos visto al comienzo de este p árr afo.
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(2) La variable s puede considerarse como un a anomalía excén trica generalizada.

En efecto, la relación entre s y <p, escrita en la forma

(6.4)

(6.3)

(6.3)

(6.2)

(6.1)

m = c

c <p=f- f(O)

sen (1) - ')../2) r (O) 11

sen ')../2 m

r (O) r (O) = m cos q,

c = m sen q,

m>O, 0<1> < r.

-----=----

1 + e
-2h-- (elipse)

l- e

( r;o)r 4¡,¡.
(parábola)

p

e + 1
2 h -- (hipérbola)

e - l
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p .
r (O) =--, r (O) = O, de donde 1> = r./2,

1 + e

c 1
tg ')../2= -- -

r (O) 11

queda en la forma

la expresión

Teniendo en cuenta la igualdad el = 'f1 p y los valores de r (O) en el periastro, se ob
tienen fácilmente las expresiones

Si las condiciones iniciales corresponden al periastro, como ocurre en la formulación
clásica, se tiene

• A.
r (O)11 + r (O)7'(0) = c ctg

2
se deduce mediante el cambio de vari ab les

De la ecuación u = (cos e q» u (O) + (sen e q» k /\ u (O) se deduce que c 'P es el ángulo
definido por las direcciones u (O) y u cu ando c =1= O, es decir

rep resentando f (O), f, las anomalías verdaderas cor respond ein tes a u (O), u. De ahora en
adelante pondremos e q> = A..

En los casos de movimiento rectilíneo la expre sión (6.1) cae en defecto por ser c = O.
Sin embargo, por no estar contenida la variable <p en la formulación correspondiente
(5.2), su utilización carece de sentido.

(1) La variable q> es una fun ción lineal de la anomalía verdadera .

6. Significado de las variables q> y s
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(6.5)

(7.1)

(hipérbola)

(parábola)

(elipse)

(n = O, 1, 2, ...)

1@+IF.¡TIi - = -- th-
11 e-l 2

-- 1 f2+e E
.,1 -2h-- = - -.- tg--

'1 l-e 2

EN-Zh (elipse)

s= J P tg_
f_ (parábola)

!1 2

F/.¡IT (hipérbola )

tg (J 2 h s/2)
para h < O

11 '¡-ili

1 s
--=-- para h = O

11 2

th crrt:s/2)
para h> O

11 .,lE

Je+ 1

e -l

/1+ e

\ l- e

e, ( z) = 2: (- 1)'----
k ~ o (2 k + n)!

tg ,../2 = 2 J11 _1_

P l1

Por de finición de 11

Se da este nombre a las funciones C,,; definidas mediante series de potencias de una
variable compleja z en la forma

Dado qu e estas series de potencias son converg entes en cualquier punto del plano
complejo, las funciones e, (z) están definidas por (7.1) para cada valor de z. Cuando Z

toma valo res reales , las funciones e; (z) son reales, [23].

j finalmente considerando A = f (anomalía verdadera), resulta

de donde

7. Funciones de Stumpff

En resumen, cuando las condiciones iniciales corresponden al periastro, la variable
s es una función lineal de la anomalía excéntrica (E elíptica, F hiperbólica) en los casos
en que tal anomalía está definida. Para el movimiento parabólico s es una función sen
cilla de la anomalía verdadera.

Est o perm it e considerar a la variable s como una anomalía excéntrica generalizada
en el caso de órbitas planas. Para movimientos rectilíneos, s no tiene ningún significado
especial, presentándose como una nueva variable "tiempo».
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Si h es un parámetro y s un a variable, ambos reales, la expresión

(7.5)

(7.3)

(7.4)

(7.2)

(2 k + n)!

( yzhS)2k

2h

V2 (s; 11) = -----
2 11

Y (s; h ) - s
V, (s; h) = -----

Va (s; 11 ) = X (s; h)

V, (s ; 11) = y (s; h)

x(s; h) -1

( ...[2hs)2k
V" (s; h ) = s: ~ --'------

k;;::a (2 k + n)!

s"
V" (s; h )-- = 2 h V"+2 (s; 11)

n !

V" (s; h) - V" (s; O) = 2h V"+2 (s; 11)

p-I

V" (s; h) - s" ~----- = (2 l1)pV,,+2p(s; 11)
k=O

Es inmedia to comprobar que para los p ri m eros valores de 11 se obtien e

1
V"+2(s; h) = - [v" (s; h ) - v, (s; O)]

2h

s:
y tener en cue nta que V" (s; O) = lím V" (s ; h ) = -- para llegar a (7.5). Como conse-

"-+O n !
cuencia de esta propiedad resulta que se puede definir

1
V"+2(s; O) = lím - [v" (s ; h) - v, (s; O)]

"-+O 2 h

v, (s: h) = s" e; (- 2h s) = y. (2 h )k----
k;;::a (2 k + n )!

En efecto, basta hacer p = 1 en (7.4) para obtener

cuya validez es inmediato comprobar utilizando la expresi ón (7.2).

(2) Otra relación , entre funciones de los tipos V" (s; h) y V" (s; O) es la siguiente

que son las funciones utilizadas en la formulación (4.16).

A continuación, consideraremos algunas propiedades de las funciones V" que serán
utilizadas más adelante.

(1) La relación entre dos funciones V" y V"+2p viene dada por la fórmula

define, para cada valor de 11, la función real v, (s; h). En lo sucesivo la escr ibiremos en
la forma



(7 .8)1

(7.8),

~)
nI

(2 k + n)!
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a
- v. (s; h ) = S Vn +! (s ; h) - n v.+2 (s ; h) (n ~ O)
ah

1
= - [s V ._! (s; h) - n v. (s; h)] (n ~ 1)

2h

En efecto, sustituyendo la varaible h por una nueva variable \, =.¡2hS, tendremos

como se deduce inmedi at amente de (7.2).

(4) Una interesante relación de recurrencia para n ~ 1 viene dada por cualquiera de
las fórmulas

. s
v, (s; h) - 2 h V.+2 (s; h) = - [V ._I (s; h ) - 2 h v.+! (s; h)] (7.7)¡

n

(5) Finalme nte demostraremos la siguiente expresión de la derivada con respecto al
pa rámet ro n,

sn S 5 '1- 1 S

v, ( 5 ; h) - 2 h V.+2 (s; h) = Vn (s; O) = - = - --- = - V. _I (s ; O) =
n ! n (n - l) ! n

s
= - [vn_ ! (s; h ) - 2 h Vn+1 (s; h)]

n

Esta relación de recurrencia se deduce de (7.5) considerando la cadena de igualdades

S V._I (s; h) - n v. (s; h) = 2 h [s V .+ ! (s; h ) - n V. +2 (s ; h )] (7.7)2

J:v, O;: h) d \, = Vn + ! (s; h) (n ~ O)
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x (S; h ) - 1 y (s ; h) - s
generalizando así la definición de las fu nciones y las expre-

2h 2 h
sione s (4.4) y (4.8) del caso parab ólico.

(3) La familia de las funci ones v, es cerrada resp ecto a la diferenciación e integra
ción sobre la variable s, es decir

(7.6)

a
- v, (s; h) = V ff _ ! (s; h) (n ~ 1)
as

sn
Por tanto, teniendo en cuenta (7.2) y la igualdad -- = v, (s; O), resulta

nI
oVn av. a1;, . n
- = - - = S Vn +! (s ; h)-- [ vn (s; h)-v. (s ; O)] =
6h a1;, ah 2 h

= S V.+1 (s; h) - n V.+2 (s; h)

Si se cons ide ra en (7.8)1 la expresión (7.7)2 se obtiene inmediatamente (7.8),.
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9. Determinación de k

que permita definir el origen de la escala r espectiva.

(9.1)
sen"

u (O) 1\ u
k =----
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luego la única manera de determinar k cuando u (O), u son vectores linealmente inde
pendientes, es por medio de la fórmula

u = (cos ,..)u (O) + (sen ,,) k /\ u (O)

u na dirección u,

un ins t an te to

Todo conjunto de datos focales de los tipos r, r, u, t que sean necesari os y sufici en 
tes para la det erminación de una órbita kepleriana , di remos que es un con junto admi
sible de datos.

Deb ido a la naturaleza de los posibles da tos a utilizar, es evidente la necesidad de
fijar escalas para la medida de las tres m agnitudes:

distancias
ángulos
t iempo

que corresponden, r espectivamente, a datos de los tipos r, u, t. Les velocidades radia
les son razones distancia/tiempo.

Como unidades para medir distancias, ángulos y tiempo podemos utilizar cualquiera
de los de u so corriente. En cuanto al origen, para cada escala tomaremos:

(1) El origen de distancias en el centro de fuerzas . E sta elección está contenida
implícitamente en la hipótesis de que los datos son centrales.

(2) Una dirección u, como origen de ángulos en el pl ano orbital, que se espe cifi
cará en ca da caso.

(3) El instante to elegido cómo origen de ti empo.

De este modo, fijado el origen de dis tancias, en cada conjunto admisible de datos
se incluirán necesariamente

En el caso de no ser independientes, u (O) y u corresponden a dos posiciones alineadas
con el centro de fuerzas , y pued en presen ta rse dos casos:

(1) Si u (O) + u = O se trata de dos puntos de la órbita, en oposición, con respecto
al centro O. Eliminando la posibilidad de colisión con O (caso de un movimiento rec
tilíneo), aunque el movimiento es plano, k no queda determinado mediante u (O) y u.

En el sistema de ecuaciones (4.16), que expresa la forma de la solución general, se
observ a que la di rección k de l vector e sólo aparecen en la ecuación

8. Conjuntos admisibl es de datos

11. Determinación de órbitas con datos en dos puntos



REVISTA DE LA ACADE MIA DE CIENCIAS EXACTAS, FI S ICO-QUI MI CAS y N ATURALES

que resulten más convenientes.

(9.2)

k, = sen Q sen 1

k, = - cos Q sen 1
k, = ce s 1

c' 2¡.t
i"+ - -= - -+2h

r r

x (5; h) - 1 Y (5; h) - 5
"t = r (O) [ y (5; h ) + i·(O) ] + '¡.t----

2 h 2 h

Entonces,

(1) Si k tiene la dirección Oz, no quedan determinados unívocamente Q e 1; por con
venio, se tomará en este caso º = O Y será 1 = O Ó tt según el sentido de recorrido sea
directo o retrógrado.

(2) cuando el plano de la órbita no coincida con el plano fundamental Oxy, los valo
res de º e 1 se conocerán sin ambigüeda d, siempre qu e sea conocido el senti do de giro
sobre la órbita.

Si !',. es un conjunto admisible de datos que determina unívocamente el vector k, el
problema de hallar la órbita u órbitas definidas por !',. se reducirá a obtener las cons
tantes h, e, r (O), i·(O), por medio de aquellas ecuaciones del sistema
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en las que, como sabemos, deb e ser O<::; 1 <::; st, si el movimiento no es re ctilíneo, los
elementos Q, 1 fijan la posición del plano orbital con respecto a un sistema coordenado
OxyZ prefijado, as í como el sentido de recorrido sobre la órbita. Recí procamente, det er
minado el vector 1{ por la fórmula (9.1), se conoce el plano de la órbita y el sentido de
recorrido sobre ella.

x (5; h) - l
r = r (O) [ x (5; h ) + dO) y (5; h) ] + l¡.t- --

2 h

r i· = [¡.t + 2 h r (O)] y (5; h) + r (O) .¡. (O) x (5; h)

. Á
r(O) [1] + r(O)] = cctg - (9.3)

2

(2) Si 11 (O)- 11 = 0, y ambas direcciones corresponden a puntos distintos en con
junción, el movimiento es rectilíneo, con lo cual 11 (O) = 11 define la recta soporte de
la órbita.

Esto exige que cada sistema admisible de datos contenga al menos dos direcciones
11 (O) Y 11. Una de ellas se podrá tomar como origen 11 para la medida de ángulos en el
plano orbitaL Por convenio, to m aremos 11 = 11 (O).

Consideremos, pue s, un conjunto admisible de datos !',.. !',. contendrá ne cesariame nte
n datos del tipo 11, en número' suficiente para deci di r de qué tipo es la órbita, es decir,
n >- 2.

Si los tipos de tipo 11 contenidos en !',., y correspondientes a puntos distintos de la
órbita, son to dos iguales, el movimiento es rectilíneo (e = O, Á = O) y la formulación
adecuada será la (5.1) .

Puesto que las componentes k" k" k3, del vector unitario k , están relacionadas con
Q (ángulo de l nodo) e 1 (inclinación de la órbita), por las expresiones
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10. Caracterización del problema de detenninación de datos en dos puntos

(10.2)

(10.3),

(10.3)5

(10.3),

(10.3),

. (10.1)

(10.3),

c k = y x

sen 1sen A

sen 1 = [u (0) .1\ ul

cos 1 = 11(O) . U

cos 1 = cos A

u (0)/\ u

lu (O)l\ ul
x=

l
r (O) [11 + ¡.(O)] = Y ctg 

2
y' 2 1ft

;"' + - -= - -+ 211
. r' r
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x (s; h)-l
r = r (O) [ x (s; h) + r (O) y (s; h )] + 'ft---

2 h

r r = (;ft + 2 h r (O)] y (s; h) + r (O)r (O)x (s ; h)

x (s; 11)-1 y (s; h )- s
• = reO) [y (s; h) + i-(O) ] + '11 - - - -

2h 211

Tenien do en cuen ta (9.1) y (10.1) resulta inmediato que

Iyl = e, sen 1 = [sen Al e y

de donde
A 1

e ct g -- = y ctg - -
2 2

e' = y'

10 que permite escribir el sistem a (9.3) en la forma

El sistema de ecuaciones (9.3) es obtenidos del sistema (4.16) añadiendo la ecuación
correspon diente a r' (s ; h) y poniendo de manifiesto la dep endencia respecto a las veloci
dades radiales; adem ás , se ha sup rimido la ecuación qu e conti ene a k ya que se supon e
conocido, y se ha puesto t - t (O) = L'

La formulación (9.3) es vá lida en el caso de movimiento rectilíne o si se suprime la

ecuación r (O) [1] + r (O)] = e ctg~ y se pone e = O en la integral i"' + -: =~ + 2 11.
2 ,., r

De aquí en adelante, reduciremos nu estro estudio a la determinación de órbitas ke
pler ianas con datos cor respondientes a dos puntos distin tos de la órbita. Además, se
supo ndrá que el va lor de la constante 'ft es cono cido .

En est e caso el núme ro total de datos cen trales que se pueden medir en dos puntos
P" P, es u" r" i'" f , (en P, ), u" r" r" f , (en P, ). Pu esto que cu alquier conjunto admisible
!'-,. debe contener dos da tos u (O), 11, necesar iam ente debemos conocer las direcciones 11 "

11, en ambos puntos, que en adelan te denotaremos 11(O), u, pudiendo elegir como u (O)
cualquiera de los do s. Los puntos P, (i = 1, 2) correspondientes a u (O), u se denotarán
por P (O) Y P, resp ectiv amente.

En el caso general de movim ien to plano, es evidente qu e los datos 11(O), 11 no determ i
nan el sentido del movimiento sobre la órbita, pues fijado u (O) como' origen, el vector u
define dos án gulos , complementarios a 2", que corresponden a los dos posibles sen tidos
de recorrido. .

Por ello, defini remos x , 1, y medi ante
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(10.5)

(10.4)

e = Iyly

e = J 1 +~
1L

2

c2

p = -

1L

. lL '
r (O) x (5; h) + [- - + 2 h] y (5; h) = O

r (O)

y2 2 1L
2h = dOY +-----

r (OY r (O)

x(5; h) - l p
r (O) [x (5;h) + .¡. (O) y (5; h)] + ¡.¡, . ' = --

2 h 1 + e

basta aplicar las relaciones

Observaciones. - El caso de movimiento rectilíneo queda incluido en el sistema (10.3)
suprimiendo la ecuación (10.3), y suponiendo y = O en (10.3)5' •

Aunque según (10.1) es 0< 1< ro, en adelante consideraremos que 1 puede alcanzar
el valor tr , De este modo, puede estudiarse la resolución del sistema (10.3) y llegar a la
determinación de los elementos de la órbita en sí misma, aun cuando no sea posible
fijar la posición del plano orbital.

Obtención de los elementos orbitales. - El apartado (4), que acabamos de enunciar,
es común a todos los casos que más adelante plantearemos. Por ello, creemos conve
niente resolverlo aquí de manera general.

En resumen, se trata de determinar los elementos orbitales p, e, (J), T, a partir de las
constantes h, y, r (O), r (O), puesto que sobre la determinación de º e 1, ya se han hecho
las consideraciones pertinentes en § 9.

De este modo, para calcular los elementos p, e con los valores de h y e, obtenidos
mediante las fórmulas

Por otra parte, prescindiendo del caso circular, la posición del periastro se determina
resolviendo en 5 la ecuación

que establece la condición de extremo para r. En los movimientos parabólicos e hiper
bólico existe solución única para (10.4), mientras que en el caso elíptico aparecen dos
soluciones, debiendo tomar aquella (ver § 3) que sati sface la ecuación

Como consecuencia de (10.4), r (O) = O implica 5 = O en los casos parabólicos e hi per

bólico, mientras que en movimiento elíptico será 5 = O si r(O) = p/(l + e), Y 5 = rr/ v- 2 h
si 1 (O)=1= p/( l + e).

En este momento, el problema de determinación de órbitas keplerianas con datos
centrales en dos puntos se puede enunciar así :

Det erminar los valores h, y, r (O), r (O) que satisfacen al sistema (10.3) conociendo lL'
y algunos de los valores r (O), r(O), r. r, t (O), t.

El estudio de este problema puede descomponerse en las siguientes fases :

(1) Caracterización .de los posibles conjuntos admisibles de datos y clasificación de
los distintos casos de determinación a que dan lugar.

(2) Análisis en cada uno de ellos sobre la existencia y unicidad de la sol ución.
(3) Métodos de cálculo qu e determinan los valores h, y, r (O), r (O) en cada caso

concreto.
(4) Obtención de los elementos orbitales a partir de los valores.
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11. Casos posibles

(10.8)

(10.6)

(10.7)

(h < O)

(h = O)

(h> O)

y(S; h)-S
+ lll- ]

2h

en P (O)

en p ,r, r, U, t

r (O), i·(O), u (O), t (O)

A r (O)
ctg - = -- [l') (SI2; h) + r (O)]

2 e

S=-----
Il-

1 }L
ctg (p S) = ----[-- + 2 h]

P r (O) r (O)

1 P.
cth (p S) = ----[-- + 2 h]

p r (O) r(O)

r (O) r(O)

x(S; h)-l
T = t (O) + r (O) [y (S; h) + r (O) 2 h

Para r (O) =1= O, la ecuación (10.4) permtie escribir 'l) (S; h) = x (S; h)ly (S; h) =
1 'Il-

= - -- [-- + 2 h] Y calcular S median te
reO) reO)

cos {J) (O) = n • u (O)

0< {J) (O) < ro l si el producto mixto en, u (O), k] es { > O.
ro < {J) (O) < 2 ro J < O

Entonces, {J) = (J) (O) + A (mód. 2 'll') O<::; (O <2 'll' define el argumento del periastro.
Finalmente, la determinación de T (época de paso por el periastro) es inmediata a

partir de '

cuando t (O) es conocido. En aquellos casos en que t (O) sea desconocido) la obtención
de T será estudiada en particular.

Como ya se dijo anteriormente, los posibles datos centrales correspondientes a dos
puntos de la trayectoria son

De estos datos son necesarios u (O) y u para determinar el plano de la órbita o la
recta soporte en caso de movimiento rectilíneo. También es necesario conocer uno de
los dos instantes t (O), t para fijar el origen de tiempos. De momento, supondremos que
se conoce t (O).

C' 2p.
Si en la expresión de la integral de la energía r + -- = -- + 2 h para el ,punto P

r r

Además, si n es la dirección del nodo, el argumento (O (O) de u (O), medido a partir
del Hodo en el sentido del movimiento, se obtendrá, salvo en los casos triviales (J) (O) = O
Ó n, por las condiciones

donde p = .v"f2hT.
Una vez calculado el valor de S, veamos cómo pueden determinarse el argumento ro

y la época T del periastro. Como hemos visto en § 3, es (O = (J) (O) +'A. El ángulo
A se obtiene unívocamente por la expresión



- 152-

REVISTA DE LA ACADEMIA DE CIENCIAS E XA CTA S , FISICO-QUIMIC AS y NATURALES

Corno se conocen !L y l, cualquiera de los sistem as (11.1) y (11.2) relaciona entre sí
las 8 incógnitas

(11.1)

(11.2)

2h

r = r (O) [ x (s; h) + i-(O) Y (s; h) ] + ~L
x (s; h )-1

2 h

r r = [ !L + 2 h r (O)] y (s; h) + r (O) .¡. (O)x (s; h)

x (s; h )-1 y (s; h) - s
r = r (O) [ y (s ; h) + dO) ] + !L _

2 h 2h

x(-s; h) - 1
r (O) = r [x (- s; h ) + i·y (- s; h) ] + '!L-- _

1
r (O) [11 (s/2 ; h ) + i' (O)] = Y ctg

2

y' 2!L
i- (O)' + -- = -- + 2h

r (O)' r (O)

l 2!L
i ,) +--=-- +2h

r' r

r (O)'¡' (O) = [!L + 2 h r] y (-s; h ) + r r x (-s; h )

x (- s; h ) -1 y(-s; h )-(-s)
- , = r[y(- s; h) + i· ] + !L- - - - - -

2h 2 h

1
r [11 (-s/2; h) + i-] = y ctg

2

o su sistema simé trico

r (O), .¡. (O), r, r, ,

h, y, s

se sustit uyen las ecuaciones (10.3)1 y (10.3)" se ob tien e corno consecuencia la expresión
c' 2 ~

¡.(O)' + - - = - - + 2 h. Por consiguiente, dis po nernos de las cinco ecuaciones
r (O)' r (O)

r (O), .¡. (O), r, i-, 't

Esto da lugar a (i)= 10 con jun tos admisibles distinto s, qu e se pueden caracterizar del

mediante 5 ecua ciones. Por lo tanto, si tres de ellas se dan corno datos, las restantes
podrán calcularse a través de (11.1) o de (11.2), siempre que el sistema de ecuaciones
resultante sea no singular.

En el caso re ctilíneo es y = O, luego la s inc ógnitas son 7; pero también se dispone
de una ecuación m enos: ,la ecua ción en 11'

Puesto que h, y, s no pueden ser datos, resulta que cada conjunto admisible con
tendrá, además de u (O), u, t (O), tres valores en tre los 5 siguientes:
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siguiente modo :

(1) {r (O), T(O), r } Y {r(0), 1', T}

(2) {r(0), i-(O), T} y {reO), 1', T}

(3) {r (O), T(O), r} Y {r, i', .}

(4) { r(0), 1', .}

(5) {T (O), r, .}

(6) { reo), T,.} y U(O), r,.}

Debido a la equivalencia entre los sistemas (11.1) y (11.2) aparecen 6 casos distintos
de determínación de órbitas. La denomina ción que adoptaremos para cada u no de .ellos
y la compo sición de los conjuntos admisibles de datos se dan a continuación:

D'A T O S

Caso Velocidades Instantes
Distancias radiales

Direcciones de tiempo

PV-P 2 1 2 1
PV-V 1 2 2 1
PV-T 1 1 2 2
P-P-T 2 O 2 2
V-V-T O 2 2 2
P-V-T 1 1 2 2

111. Existencia y naturaleza de la solución

Este capítulo está dedicado al análisis de la existe ncia y naturaleza de las órbitas
solución, cuando se da un conjunto de datos centrales en do s puntos.

Sucesivamente, son es tudiados los 6 casos posibles, detallados en § 11, obteniendo
condiciones de compatibilidad entre los datos para la existencia de so luciones.

El estudio de los casos PV-P y PV-V, en que sólo se conoce un instante de tiempo,
conduce directamente a la resolución de una ecu ación de segundo grado .

El análisis de los otros casos se aborda de modo indirecto, llegando a establecer
criteri os sobre la naturaleza de las órbitas solución , por contraste con las so luciones
de t ipo parabólico.

12. Caso PV-P

Según se dijo en § 11, este problem a queda caracteriz ado por los datos 1'1, i'l> UI,

1'" U" ti' do nde ti desi gna uno de los instantes t, o t,. En qua lquíe r caso utilizaremos
las notaciones siguientes:

r (O) = 1'1> T (O) = TI> U (O) = UI> t (O) = t,

r = 1'" U = u" t = t,
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(1) Movimien to en un plano

(12.2)

(12.3)

(12.1),

(12.1)1

(12.1),

1
r r (O) sen' - 

2

x (s; h) - 1

2h

I
r r (O) sen' - = y' y' (s/2; h)

2

1

y' (s/2; h )
----- = r (O) ['1)' + 2 r(Oh] + 2 h] + 2 ¡.t

(
cos l' __1_ ) y' - [i'(O) senl]y + ,¡.¡. (1 - cos l) = O
r (O) r

y' 2ll.r(O)' +-- = -- + 2 h
r (O)' r (O)

r = r (O) [x (s; h) + reO) y (s; h) ] + '¡.t

1
r (O) ['1) (s/2; h) + r (O)] = Y ctg 

2

y .1
2h ='1)' - - - - - = [- r eO) +--ctg-]' ------

y' (s/2 ; h)
r (O) 2

Resulta inmediata la equivalencia entre el sistema de ecuaciones (12.1) y el que se ob
tiene al sustituir (12.1)1 por (12.2).

Ahora bien , puesto qu e x' (s/2; h) - 2 h y' (s/2; h) = 1, de las fórmulas (12.1) y (12.2)
se deduce

,
r (O) [l] + r(O)] ' + 2[¡.t + h r (O)] - r (O) i· (O)' = r (O) [ '1) + r(O)] ' + -y-

. r (O)

con y como única inc ógnita. El hecho de que sea y =1= O por tratarse de movimiento no
rectilíneo, y cos 1=1= 1 porque es
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r

expresron que, igualada al valor de 2 h ob tenido de (12.1)" permite llegar mediante sen
cillos cálculos a la ecuación

cuyo segundo miembro, teniendo en cuenta (12.1)" se puede escribir · en la forma

del sistema (11.1), conociendo '¡.t, 1, r (O), r (O), r.

Expresando x, y en fu nción de x (s/2; h), y (s /2 ; h), se obtiene fácilmente la ecuación

Si u (O) y u son linealmente independien tes, las fórmulas (10.1) de termi nan el plano
orbital mediante el vector X y definen I unívocamente. El problema se reduce, pues,
a calcular h y Y a partir de las ecuaciones

y entre esta igualdad y (12.1), se obtiene finalmente



(2) Movimiento rectilíneo
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x (s; h) - 1 y (s; h ) - s
t - t (O) = r (O) [y (s; h) + .¡. (O) ] + ~----

2h 2h

(12.4)

(12.5)

(12.6)'{' =fl. r (O)

fl. rr(O ) ( l - cos 1)
B=--------

SISTEMATIZACION DEL CALCULO DE ORBITAS

.¡. (O)' 1 cos 1 1
-- cos ' - - ;9-- - - . -

2 fl. 2 r (O) r

.¡. (O) 1
con A = -- ctg - - ,

'l1 2

u (O)4= u, permite escribir (12.3) en la forma

1 1
--A- + B = O

'{' '{

r cos 1- r (O)

de donde se deduce que:
«En el caso PV-P plano la condición

Las expresiones (12.6) y (12.7) demuestran que, en ambos casos (movimien to circular
y puntos opuestos ), existen siempre dos órbit as solución, las cuales poseen los mismos
elementos geomé tricos y dinámicos, pe ro son recorridas en sentido contrario una de
otra.

r r (O)
'{' = 2fl. (12.7)

r + r (O)

es necesaria y suficiente para la existencia de soluciones reales .»
En un movimiento circular, caracterizado por los datos r (O) = r y i· (O) = O, se cum

ple siempre (12.5) y las soluciones qu ed an determinadas inmediatamente por la ecua
ción (12.3), que se convierte en

Este caso resulta triv ial si los datos son r (O), i·(O), u (O), t (O), pu es consti tuyen un
conjunto de condiciones inici ales que defin en la órbita de manera única y el dato r
resulta superfluo.

Observación. - El cálculo de los elementos orbitales Q, 1, p , e, 'CIl , T, se realizará según
quedó explicado en § 10. Pero cuando sea t = t , el único dato temporal, serálnecesario
determinar t (O) previamente al cálculo de T.

La obtención de t (O) se realizará del siguiente modo: Para movimiento elíptico, se
, 2 ro

determina Is I de manera única a partir de (12.1), y la condición Is I< --, establecida
, p

en § 4. El signo de s se elige de modo que se satisfaga la condición (12.1)1 ' En los casos
parabólico e hiperbólico se obtiene s directamente de (12.1),. En resumen, conocido s, la
determinación de t (O) se realiza por la expresión

Otro caso particularmen te sencillo se presenta cuando los datos corresponden a
puntos opuestos respecto del centro O de fuerzas, o sea u (O) + u = O. Entonces 1 = 11'

Y el plano orbital no qu eda definido. La ecu ación (12.3) será entonces



13. Caso PV-V

r

(13.1)

(12.9)

(12.8),

(12.8)3

x (s; h) - 1

2h

- r (O) r(O) ± , l'

r (0) - r

r ¡. = [¡.t + 2 h r (O)] y (s ; h) + r (O)r(O)x (s; lz)

x (s ; h) - 1 Y (s; h) - s
t -t(O) = r(O) [y (s ; h) + ¡-(O) ] + }l. - - - -

2h 2h

'1]=

r = r (O) [x (s; h) + r (O) y (s; h)] + }l.

2h
r(O)' = - - + 2h

r (O)

----- = r (O) [1'] + r(O)]'
y' (s/2; h)

La ecuación .

Esta ecuación tiene siempre . oluciones, correspondientes a

y' y'
_ _ _ _ jo = 2 [-j.1+r(0) ¡'(O)'+ - -] 'I]+r (O) i'(0)['I]'+2 h] (13.2)
r (O) sen'lf2 r (O)

Pero si es t el dato temporal , hay que resolver el sistema
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Los datos son r¡, ¡'¡, U¡, ¡'" 11" t i con i = 1 ó 2, y denotaremos como ini cia les los corres
pondientes al punto P (O) = PI'

que, junto con la relación '1]' - 2 h = , permite escribir
y'(s/2; h)

. [ r (O)- r ] '1]' + 'Jo' (O)¡. (O)'1] + 2 ,¡.L + 2 h [r (O) + r ] = Q

(1) Movimiento en un plano.

expresada en s/2, teniendo en cuenta (12.2), (12.1)3 y que y (s/2; lz) =1= O según se dijo en
§ 4, conduce a .

Si la solución es única necesariamente es ¡. = O Y el punto P corresponde al de máxi
mo alejamiento del foco (tipo elíptico), o al más cercano en el caso }lo < O.

Cada valor de '1] define un solo valor de s, y éste un valor de t (O) por la ecuación
(12.8),.

para calcul ar t (O).

La ecuación (12.8)1 expresada en s/2 y teniendo en cuenta (12.8)3' conduce a la expresión
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(13.6),

(13.6),

(13.5)

(13.4)

(13.3)

hay infinitas soluciones.
no existe sol ución

r (O) + r = O

r eO) + ;, =/=0

11 (5/2; h) = - ;. (O)

'(' 2 1.1.
;'(0)' + -- = -- + 2 h

r (O)' r (O)

A = r (O) [.¡.- ;. (O)cos l] / sen 1, B = 'ft r (O)

4
[r - ;. (O)cos 1]' + __1.1._ sen' 1~ O

r (O)

(sen l) '(' + r (O) [;. (O) cos 1- r] y -11 r (O)sen 1 = O

Cons iderando 1=/= 'ir se tiene la ecua ción

'(' -A'( -B .= O

2ft
r = -+2h

r

(2) Movimiento rectilíneo .

Si se conoce t (O) = t" los datos r (O), ;. (O), u (O), t (O), definen una sola órbita solu
ción y r no es ne cesario.

Si el instante conocido es t = t" . el cálculo se conduce como sigue:

h se calcula po r (12.8), y r mediante la relación

En efecto (13.6), procede de (12.1)" y la condición de compatibilidad ;. (O) + ;. = O re
duce la ecuación (13.1) a la (13.6),. Por consiguiente, para puntos opuestos, si

. y 1
l] = - 7'(0) + -- ctg -

r (oy 2

, 2
2h = ;'(0)' + _y l.I._

r (O)' r (O)

Si se sustituyen en (13.2) las expresiones

es necesaria y suficiente para la existencia de soluciones reales».
Cuando jr > O, (13.5) se verifica siempre y (13.4) posee dos raíces '( reales no nulas,

para cada una de las cuales se obtiene una órbita solución. Sus elementos ordinarios
Q, I, p, e, ((), T, se calculan tal como se expuso en § 10, teniendo en cuenta la observa
ción de § 12 sobre el cálculo de t (O) cuando solamente se conoce t.

El caso de movimiento circular está determinado inmediatamente por r(O) = r= O

y '(' = ft r (O).
Si los datos son medidos en puntos opuestos (l = 'ir), la ecuación (13.3) implica la con-

dición r (O) + r = O de compatibilidad entre los datos . Satisfecha esta condición, las so
luciones vienen dadas por las ternas de números reales ih, y, s) relacionados mediante

las expresione s

deduciéndose que
«En el caso PV-V plano con datos u (O), u independientes, la condición

dond e

se obtiene fácilmente
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14. Caso PV-T

(14.1),

(14.1),

(14.1),

2 2
j.(O) ' + _ y_ = _J.L_ + 2h

r (O)' r (O)

x (s ; 11) - 1 Y (s ; h) - s
, = r (O) [y (s ; h) + j. (O) ] + 'fL - - - -

2 h 2h

. y l
'1 (s/2 ; h) + l ' (O) = -- ctg -

r (O) 2

donde son conocidos los valoresjj, l , r (O), j. (O), ,.
En los casos PV-V (§ 12) y PV-V (§ 13) se re dujo el problem a a la resolución de una

ecuación de segundo grado. En el presente caso un intento an álogo sería inútil, pues,
aunque se obtuviese un a ecuación con u na sola incógnita, la dep endencia funcional sería
tan complica da que el an ál isis sobre existe ncia y naturaleza de soluciones resultaría ina
bordable. Este inconveni ente es debido a la presencia de la ecuación (14.1)" que depende
de sus argum entos s y h explícita e implícitamente, a través de las funciones x (s; h) e
y (s ; h ), teniendo por ello una estructura bastante complej a . Por esta razón , en el pre
sente y sucesivos casos de det erminación de órbitas nos vemos ob ligados a abordar el
probl ema de modo indirecto.

Nota preliminar . - Teniend o en cuenta qu e y =1= O, de la ecuación (14.1), se deduce la
condición necesaria.

de donde surge un a primera discri minación de la s posibles solucione s:

2fL
(1) Cuando r(O)'- -- ;;p O necesariamente es h > O, y solamente puede existir

r (O) .

solución hiperbólica . En estas circuns tancias, las ecuac ione s (14.1) son las correspondien
tes del sis tema (5.6).
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. 2 'fL
(2) Si se cumple l' (O)' - -- < O, en principio es admisib le cualquier tipo de órbi

r (O)
ta o En adelante supondremos que los datos satisfacen est a condición , y estudiare mos
prop ied ad es que no s permitan deci dir la na turaleza de la órbita solución.

2fL
-- + 2h- j-(0 )' >0,
r (O)

De es te modo , se puede utilizar (12.9) para discutir la existencia y valor de las so lu
ciones, remitiéndonos a lo dicho en § 12. (2). El valor de t (O) se obtienen de modo aná
logo a como se hizo allí .

Conocidos 11 y r, de la ecua ción (12.9) se ca lcula '1] , qu e det ermina s sin ambigüedad
cuando 11 ;;p O Y Is I si h < O.

La ecuac ión (13.1) dis cr iminará el signo de s en el caso elíptico, y, finalmente, t (O)
es calculable m ediante la ecuación (12.8),.

Se supone qu e en un punto PI se conocen los dato s centrales r.. i'" "., t ; Y en otro
punto P, el vector direccional "2y el instante de paso t,. La notación que utilizaremos
será r(O) = r " i - (O) = j." u(O) ="" u = u" ,= t - t(O) = t2-t._ .

Dado que el movim iento rectilíneo resulta trivia l, en este ca so, estudiaremos exclusi
vamente el probl ema general (órbit as pl anas) , consistente en determinar 11 y Y a partir
de las ecuaciones
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(14.2),

(14.2),

(14.2),

y' 2¡¡.
i -(O)' + - - = - -

r (O)' r (O)

2 Y l
- + i' (O ) = - ctg -

s r(O) 2

s' s'
• = r (O) [s + i- (O) - ] + ¡¡. -

2 6

2 r (O) r (O) i· (O)'
a/3 = Q/3- (P/3)' = ---- [ ] =

I¡¡' ¡¡.

r (O) 2 ¡¡.
= [- -]' [ - - - i· (O)']

'¡¡' r (O)

s3+P s'+Q s +R=O

donde P = 3 r (O) r (O)/¡¡. , Q = 6 r (O)/¡¡., R = - 6 -elf' . Las tres raíces de esta ecuación vie
nen dadas por Si = Z, - P/3 (i = 1, 2, 3), siendo Z¡ las so luc iones de la ecuación

Z'+aZ +b=O

Proposición .14.1. - Solamente pued e existir un a solución parab ólica en el caso PV·T.
Las restantes soluciones habrán de ser elípt icas e hiperbólicas.

Para probar esta proposición veamos en primer lugar qu e la ecua cion (14.2)" tiene
siempre solución real única . En efecto, sus so luciones son las de la ecuación

Cuando !:1 = (a/3 )' + (b/2)' > O, hay una raíz real y dos complejas . Si !:1 ~ O el núme
ro de raíces reales distin tas es dos o tres. En nuestro caso, calculando

y considerando la hipótesis (2) anterior resulta !:1 > O, con lo cual queda as egu rada la
unicidad de la solución real para la ecuación (14.2)" y demostrada la proposición 14.1.

Pero que sea s la única solución real de (14.2), no permite asegurar que dicho valor
corresponde a una solución parab ólica del caso PV·T. Recordemos qu e ha de ver ificarse
la condición (4.9)

signo de s = .signo de •

y, además, al valor de s ha de resultar compatible con las ecua ciones (14.2), y (14.2),.
En resumen, la determinación de soluciones parab ólicas en este cas o, se llevará a cabo

del modo siguiente: la ecuación (14.2), nos da dos valores para y, que su sti tuidos en
(14.2), permiten calcular do s valores distinto s para s, uno de los cuales, a lo sumo, coin
cidi rá con la solución única de la ecua ción (14.2), . Además, la solución s del sistema
(14.2) ha de tener el mismo signo que r.

donde a = (3 Q - P') /3

b = (2 P' - 9 P Q + 27 R) /27.

que ha de ser satisfecho por toda solución parabólic a. Un aná lisis de este sis tema con
duce a enunciar la

Soluciones parabólicas. - Cuand o 11 - >- O, el sistema de ecuaciones (14.1) se convierte
en el siguien te
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shps .
---> 1 para cada s =1= O. En ambos casos es

(a) Aplicando las fórmulas (7.8) a las funciones " 0 (s/2; h) = x (s/2; h) y VI (s/ 2; h) =
= y (s/2; h) , se escribe inmedi atamente

(14.9)

(14.8)

(14.7)

(14.4)

(14.6)

(14.5)

(14.3)
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s
----]

2 y2un. h)

x2 (s/ 2; h) 1
-----] + - 1) (s/ 2; h) =
2 h y' (s/2; h) 2 h

1
= - [ 11 (s/2; h)

2 h

signo [ y (s; h) - s ] = signo (h s)

01)
signo 2 h -- = signo [ y (s; h ) - s ]

a h

a l) y (s; h) - s
2 y2(s/2; h ) - = ----

ah 2 h

a1) s
- =- [1
e1l 2

(a) signo [z (s; h ) - z (s; O)] = signo (h s )

(b) signo [w (s; h ) - w (s ; O)] = signo (h s)

z (s ; O) = 2/ s + j. (O)

S2 s'
W (s; O) = r (O) [s + j. (O)-] + '¡.t -

2 6

z (s ; 1l) = 1) (s/2; 1l) + j. (O)

x (s; 1l) - 1 Y (s; 1l) - s
w (s; 1l) = r (O) [ y (s: h ) + j' (O) ] + ll.----

2h 2h

~ s

Demost ración.

Pr oposición 14.2.

Las funciones z (s ; 1l) y w (s; 1l). - Introduciremo s las funciones

Por ot ra par te, denotando como siempre p = v'~ en el caso elíptico tenemos
sen p s . sen p s

y (s; h ) - s=s [--- -;- 1] Yden tro del in tervalo de valo res 0 < Ipsi< 2 tr es ---< 1.
pS p S

s h P s
Análogamente , en el mov imient o hiperb ólico es y (s; h ) - s = s [- - - - 1] con

pS

deducié ndose que

y de aquí

La re lación entre las fu nciones z (s; h) y z (s; O) po r una parte, y las w (s; h) y w (s ; O)
por otra, se pone de m anifiesto en la siguiente

que , en el caso parab ólico, toman la forma
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(14.10)

y la integral

(n >- O)Vn + 1 (s ; h) = ¡'Vn (l;,; h) d ~

Compatibilidad de los datos y naturaleza de las soluciones

Representando conjuntamente z (s; O) y w (s; O) en función de s, cualquiera que sea
el sistema de unidades adoptado, se obtienen curvas de los tipos re presentados en las
figuras 14.1, 14.2, 14.3, cuando es [1 > O.

En estas curvas nos interesa resaltar:
1.0 Que la asíntota horizontal de la curva z = Z (s; O) separa la re gión de movimiento

elíptico con

con lo cual (14.10) implica (b).

signo18

W (l;,; h) d l;, = signo s,
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0< Ifl si<". de aquélla en que tt < Ifl si < 2 "..

Ahora bien, para valores iniciales fi jos r (O), r (O), la función w (s; h) coincide con la
funcí ón v = ,; (s; h ), por lo cual

signo w (s; h) = signo ,; (s; h) = signo s

+[1 \', (o; h)} d o] d l;, = 2 h r' [ fl;, w (o; h) d o] d l;,
Jo. o

W (s ; h) = J: w (o; h) do > O

cualesquiera sean s y h. Entonces,

(b) Utilizando para w (s; h) la notación de las funci ones '\' n (ve r § 7) se tien e

Por otra parte, según hemos vis to en (7.6), la propiedad integral

w (s; h) - w (s; O) = 2 h [r (O) v, (s; h) + r (O) i·(O) v, (s ; h ) + :[1 '\' 5 (s; h)]

o" (s/2 ; Oh )
signo Iz (s ; h) - z (s; O)] = signo [h ] = sign o ( h s)

a h

asegura que

J8 Jl;,
W (s ; h) - w (s; O) = 2 h o [ o {r(Ohl (o; h) + r (O) i· (Oh z (o; h ) +

De acuerdo con la fórmula de los incrementos finitos z (s : h) - z (s ; O) =
O" (s; Oh)

= h [O< O< 1] válida para todo s =f=. O, y ten iendo en cuenta que según (14.8)
ah
a11 (s/2; h)

y (14.9), ti en e el mismo signo que s cualquiera qu e sea h, se dedu ce
ah

w (s ; h) = r (O) [VI (s; h ) + i' (O) vZ (s; h) ] + '[1 1" (s; h )

y la fórmula (7.5) permite escribir



T A B L A 14.1

FIG. 14.3

fF-l H§
o~.

=1'¡~-~::' :C: "
/ ¡¡ :: r(o) < o

FIG. 14.2FIG. ·14.1

w (s; h) < z, W (s; h) = Ze W (s; h) > z,

Z (s; h) < z. Si existe solución es: No existe so lución. Si existe solución es
elíptica (se> O), hi- parabólica.
perbólica (se< O).

Z (s; h) = z, No existe so lución. Existe so lución para- No existe solución.
bólica.

Z (s; h) > z, Si existe sol ución es No existe so lución. Si existe solución es:
parabólica. elíptica (se< O), hi-

p erbólica (se> O).
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positiva. Dicho punto de inflexión corresponde al periastro.

Además, cada una de las curvas Z = Z (s; O) y w = w (s ; O) divide al plano en regio
nes, las cuales quedan clasificadas como elípticas o hiperbólicas mediante la proposi
ción 2. Aquellas regiones que aparezcan rayadas en las figuras adjuntas son inadmisi
bles, pues corresponden a movimiento elíptico según una de las funciones Z (s; h) , W (s: h)
y a movimiento hiperbólico según la otra.

La frontera de tales regiones, constituida por las curvas Z = Z (s; O) y W = W (s : O) es
accesible, pero sólo mediante soluciones parabólicas. Las regiones señ aladas con E co
rresponden a órbitas elípticas y las denotadas H a las hiperbólicas.

Una particularidad que resulta evidente es el hecho de que las curvas z = Z (s; O) y
W = W (s ; O) tienen siempre como intersección dos puntos: uno corresponde a u n valor
postiivo de s, y el otro tiene s < O. Lo cual se debe a que la función Z (s; O) es- decre
ciente en cada punto, y w (s; O) es creciente y pasa por el origen.

Ahora b ien, puesto que el dato -¡; impone la condición signo s = signo -¡;, considerare
mos únicamente el punto in tesección de Z y ti' para el cual la abscisa s tenga el mismo
signo que -¡;. A dicho punto lo denominaremos punto crítico y con (S., z.) denotaremos su s
coordenadas cartesianas en el plano, caracterizadas por la propiedad z,=z(S., O)=w=(s , O).

Para resumir las consideraciones anteriores y las propiedades contenidas en las "pro_
posiciones 1 y 2, si h, y, s definen una órbita solución del ca so PV-T, es decir satisfacen
el sistema (14.1), se tiene el siguiente cuadro de distribución de las so luciones:

2.° Que la curva w = w (s; O) es creciente para todo s y. tiene u n punto de inflexión
en s = -1:(O)i· (O)/ft, en el cual la tangente tiene pendiente

reO)' 2ft
[ --- i' (O)' ]

2ft r (O)
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y (14.16) posea una raíz real y dos complejas.
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(14.16)

(14.13)

(14.14)

(14.12)

(14.11)

(14.15)

x' + Px'+ Qx+ R = O

A = 3 r (O) i·(O)/fl

B = 6 r (O)/fl-

e = - 6 r,(O)/ fl

D = -121fl-

s' + A S 3 + B s' + e s + D = O

P = 6 h' + 3 A h + B

Q = 4 h3 + 3 A h' + 2B h + e
R = h' + A h3 + B h' + e h + D

h = - A/4

a = [3(P' -4R) -4P'] /3
b = [16 P' - 18 P (P'-4 R) -27 Q'] /27

l;3 + a l; + b = O

y3 + 2Py' + (P' -4R) y-Q' = O·

y = 'r, - 2 P/3

2/s + i· (O) = r (O) [s + i· (O) s'/2] + fl- s3/6

Mediante el cambio de variable

esta ecuación toma la forma

donde

El cambio de variable s = x + h transforma la ecua ción (14.12) en

Los valores Se que sa tisfacen la condición característic a del punto crítico Z (s e; O) =
= W (Se; O), son las soluciones de la ecuación

ó = (a/3 )' + (b /2)' > O

donde los coeficientes vienen dados por

Como es sabido, las raíces de la ecuación (14.13) son los valores x = (u + v + w )/2
que satisfacen la condición u v w = - Q, siendo u', v' , w' las tres soluciones de la ecua
ción resolvente

o su equivalente

donde

Determinaci án del punto crítico

Según se expuso en el ap artado anterior, las propiedades de las fu nciones z (s ; O),
w (s; O) permiten as egurar la existe ncia de dos raíces real es para la ecua ción (14.11),
una po sitiva y otra negativa. Por ello, el cambio de variable s = x + h implica la exis 
tencia de dos so luciones reales para (14.13), lo qu e equ ivale a que la resolvente cúbica
(14.14) posea una raíz real positiva y dos complejas. En fin, el cambi o (14.15) nos dice
que esto es equivalente a que
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15. Caso P·P-T

En consecuencia, el punto crítico (s e, z.) se determinará del siguiente modo

(15.1),

(15.2),

(15.2)¡

(15.1)J

(15.2),

(15.1)1

(15.1),

2 h
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x (s; h ) -1
r = r (O) [ x (s; h) + r (O) y (s; h )] + ¡.t- ---

l
r r (O) sen' - = '{' y' (s/2 ; h)

2

(
. '(

11 s/2; h) + r (O) = - - ctg
r (O) 2

l y (s; h ) - s
,; = 2 '{ y' (s/2; h) ctg - + p, - - - -

2 2h

l
r + r (O) = '{ y (s; h) ctg - + 2 'lt y' (s/2; h)

2

y l
11 (s/2; h ) + i· (O) = -- ct g -

r (O) 2

x (s; h) - 1 y (s; h ) - s
,; = r (O) [ y (s; h) + i· (O) ] + ¡.t----

2 h 2h

'{' 2¡.tr(O)' +-- = - - + 2 h
r (O)' r (O)

con las incógnitas h, '{, s, r (O).

En este caso, re suelto por Gauss [24] y [25] , el conjunto de datos es tá constituido
por vectores de po sici ón y sus respectivos in stan tes de tiempo, es decir: r" u" t i; r,
u" (,. Pu esto que en ambos puntos los dato s son de la m isma naturaleza, elegiremos
t (O) = mín {tI, t, }. De este modo, y sin pérdida de generalidad, será ,; = t - t (O) po
sit ivo.

Para la resolución del probl em a se dispone de las cuatro ecuaciones siguientes:

Eliminación de r (O).

Con objeto de reducir la complejidad del sistem a de ecua ciones a re sol ver, sus tituire
mos (15.1) por el siguente sistema equivalente

3/ b JI b
~ = V- 2 + '¡ó +V--2- - ,¡¡
Y = ~ - 2 P/3

A partir de esta solución real y, se calc ul arán fác ilme nte la s ot ras dos soluciones y"
YI (complejas conjugadas) de (14.14), y así se disp one de las cantidades ti ' = y, v' = y"

W = YI' Los valore s que cumplan la condición ti v w = - Q, servirán para obtener dos

números reales x = ( ti + v +w)/2, que determin arán dos soluciones Se = x +h. Se eli
ge aquella para la cual es signo Se = signo -t ,
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(156)

(15.7)

(15.5)

(15.8),

(15.8),

(15.8)3(
Senyl/2 ) 2 ]'¡.t. "I r r (O)

1 r r (O)
= --[,;---- senl]

11 l'
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s 2 ,,1 r r (O) sen 1/2

6 r r (O)
s' = -- [,;---- sen l]

llY

y 1 [ r+ r(O)

1 = ¡:;¡ cos 1/2 2 ,¡7r(O)

y (s; h)- s

2h

___ = _ly_l 1_

y (s/2; h) ,,1 r r (O) sen 1/2

Y 1 [ r+ r(O)
x (s /2; h ) = - ---

iY I cos 1/2 2,,1r r (O)

Sustituyendo esta expresión en (15.2), se obtiene fácilmente

y de (15.2), la -igualdad

hl

Soluci ones parabólicas. - El sistema cons tituido po r las ecuaciones (15.6), (15.5) y
(15.7) se escribe, para el caso parabólico, en la forma -

r
--- = r (O) [" + jo(O)]' + 2 [ ¡.t. + h r (O)] - r (O) jo (O)' (15.4)
y' (s/2; h)

Finalmente (15.4) implica (15.1), a través de (15.2), y (15.2),. Es decir, de (15.2), se ob tie
ne (15.1),.

Además, el sistema (15.2) puede adoptar una forma más apropiada al estudio de nues
tro probl ema, dedu ciend o de (15.2), y (15.2), la ecuación

de donde se deduce inmediatamente la equivalencia entre el sistema (15.1) y el formado
por las ecuaciones (15.2)10 (15.2)" (15.2), Y (15.1),.

Con esto, poniendo (15.1), en función de s/2, se halla con facilidad la expresión

r + r (O) = r (O) [11 (s /2; h) + i· (O)] Y (s; h ) + 2:¡t y' (s/2; h) (15.3)

en virtud de la cual resulta inmediato que el sistema (15.1) implica (15.2).
"Recíprocamen te, el sistema (15.2) implica (15.2)10 (15.2)" (15.2), Y (15.1)" Y este sistema

equivale a (15.1). En efecto (15.2)" con ayuda de (15.2)" im plica (15.3); en virtud de algu
nas propiedades de las funciones x (s; h), y (s; h), (15.3) se reduce a (15.1)10 y ésta se con
vierte. en

el cual contiene tres ecuaciones en las que no aparece la incógntia i· (O). Conocida una
solución h, y, s que satisfaga dichas tres ecuaciones, por sustitución en (15.2), se encuen
tra i· (O) de manera un ívoca . Vamos a justificar ahora la equivalencia entre los sistemas
(15.1) y (15.2).

Como ya se vio al estudiar el caso PV-P, el sistema formado por las ecuaciones (15.1),
y (15.1), es equivalente al constituido por (15.2)10 (15.2), y (15.1),. De modo análogo, expre
sando los dos primeros términos de (15.1), en función de s/2 , se obtiene

y (s; h)-s
,; = 2 r (O) [11 (s/2; h) + i· (O)] y' (s/2; h) + ~----

2 h



signo s = signo ,;

cuyo segundo miembro es siempre positivo, cualesquiera que sean los datos, ya que

(15.9)

(15.10),

(15.10),

y
- cosl/2]
Ir l

+ cos 1/2
r + r (O)

2 v'r r (O)

r + r (O)
--- [---
11 v'rr(O) 2 v'rr(O)

,8
n = [ ]' /'

!lo v' r r (O)
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,8=

rr.
In = [ I'"

!lov rr(O)

r + r (O)
a: = cosl/2

2...,rrr(O)

4
,; = rr(O) [-,8 -1] n

3

4
,; = r r (O) [- a: + 1] In

3

(2) La condición

Proposición 15.1.

(1) La condición

donde

donde
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es decir, si s > O.
Un análisis detenido del sistema (15.8) nos permitirá deducir la siguiente

r + r (O)
--- ~ 1 ~ cosl/2
2 v' r r (O)

es necesaria y su ficiente para la existencia de una solución parabólica con y > O y
dada por

s = 2 v'r r (O) In

sen 1/2
y = - - -

In

Por consiguiente, a partir de (15.9) se obtienen dos valores para y, que sustituidos en
la ecuación (15.8), conducen al cálculo de los dos valores para s. Cada uno de éstos, que
sea compatible con .la ecuación (15.8h, da una solución parabólica del problema, supues
to que

Puede observarse que el sistema (15.8) presenta una estructura análoga al (14.2) de so
luciones parabólicas en el caso PV-T. En efecto, la ecuación (15.8)3 permite determinar
valores de y, que sustituidos en las ecuaciones (15.8), y (15.8), conducirán al estableci
miento de una condición de compatibilidad para la existencia de solución parabólica, y
a la determinación de ésta.

De la ecuación (15.8)3 se deduce la expresión
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o sea

y de ahí se deduce la condición

4
oc ~ [-,8 - 1] ,8

3

4
[- oc + 1] <1

3

3p'(1 -2q) = 2 q (q -+r
plificaciones se llega a la ecuación

r + r (O) 1
Entonces, designando con p = , q = cos - - (l =1= rr) después de algunas sim-

2vrr(0) 2

- 167-

o bien

4 4
r r(0) [-oc+ 1] m "= , = rr(O) [-,8-1] 11

3 3 ,

En particular, cuando es 1 = tt (puntos opuestos) resulta oc =,8, m = n, y las condi
ciones (15.10)1 y (15.10)2 se excluyen mutuamente. Así, para puntos opuestos existe, a lo
sumo, una solución parabólica. "

La exis tencia simultánea de dos órbi tas parabólicas, una con y> O y la otra con y < O,
correspondientes a un mismo conjunto de datos, exige que

4,= rr(O) [-,8- 1] n
3

s' = 8 [r r (0)]'./2 11' = 6 [, + r r (O)11]/!L

necesaria y suficiente para que haya solución parabólica con y> O.
sen 1/ 2

Análogamente, para y < O, al poner n=- - - - en (15.8) se encuentra 5=2 ";r r (U) 11,
Y

4
, = r r (O) [- oc + 1] m

3

5' = 8 [ r r (0) ]'1' m' = 6 [, - r r (O) m ]/!L

5 = 2 vr r (O) n

sen 1/2
y = - - - 

n

De aquí se deduce, haciendo operaciones, la condición

es necesaria y suficiente para la existencia de una solución parabólica con y > ,0, y
dada por

(3) Para un conjunto de datos !L' r (O), r, 1 pueden existir dos soluciones parabólicas
distintas .

La demostración de (1) y (2) es análoga. En efecto, para y> O sustituyendo

m = (sen 1/2)/y en (15.8) se obtiene 5 = v r r (O) m, que ha de cumplir la ecuación (15.8),
esto es



Proposición 15.2. - Cualquiera que sea h y para valores positivos de s :
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En la proposicion siguiente se enuncian las relaciones más interesantes entre estas
funciones

(15.17)

(15.13)

(15.12)

(15.16)

(15.11),

(15.11),

(15.14)
(15.15)

h) con respecto a cad a uno de sus
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[

cr ecien te si tt < P s < 2 1r

[

elíp t ica
decreciente si 0< P s < st

hiperbólico, decreciente.

1
z (s; O)=

s

2h

w (s; O) = s'

z (s; h) = ----
1

2 Y (s/2; h)

y (s; h) -s
w (s : h)=6 -----

[

elí p t ico, creciente
z (s; h) con r especto a p en el caso

hiperbólico, decreciente

z (s; h) con respecto a s en el caso

1-2q >0

2q (q -+r~3(1 -2q)

1
La primera implica que O< q < - - y la segunda que

2

, 3 57 3
f(q) = q3__ q' + -q - -;9 O

2 16 2

(1) z (s; h) > O, w (s ; h) > O
(2) sig no Iz (s; h) - z (s; O)] =1= signo h
(3) sig no [w (s; h) -w(s; O)] = sig no h

(4) La variación de las funciones z (s ; h ), w (s;
argumentos es :

que en el caso parabólico serán

Se com prueba sin dificultad que f (q) es creciente para cada q y que f (O)< O, f (!) > O,
luego existe un solo va lor q¿ tal que 0< q«< ~ para el cual f (qo) = O, mientras que todos
los puntos del intervalo [ qo, ~ ) satisfacen las condiciones (15.11).

Las funciones z (s ; h) y w (s; h). - De modo parecido a como vimos en § 14, introdu
ciremos las funciones

Ahora bien, puesto que es p ~ 1, O< 'q < 1, se deducen las condiciones necesarias si
guientes
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(15.18)

(15.19)

elíptico e hiperbólico.

> 1, de donde (15.14).
sen es/2

para J¡ < O

para J¡ = O

pa ra h > O

'rJ p S > O

cualquiera que sea

si

(e S)'k+l

sh eS-es = ~ > 0
" ~ 0(2 k+ l)!

p s > sen p s

f
6 [ p s - sen p s] / p3

w (s; h) = s'

l6 [sh p s - p s] / ¡i'

.: [sen p S/2 J para 11 < O
2 ps/2

s
y (s/2 ; h) = para h = O

2

+[sh ps/2 J para h > O
? s/2

{

elíp t ico, decreciente
w (s; h) con r especto a e en el caso

hiperb ól ico, creciente

La propiedad (1) es inmediata. En efec to, teniendo en cuen ta las propiedades
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{

elí p t ico, creciente
w (s ; h) con respecto a s en el caso

hiperb ólico, crecie nte

y como el intervalo de variación de s es (0,2 ro), resulta

Del m ismo modo, para h > O es

1 [ p s/2 ]z(s; h) - z (s; O) = - -1
s sh ? s/2

ybasta ob servar que ps/2 < sh es/2, 'rJ es > O para deducir la validez de (15.14) en este
caso.

de dond e se obtiene directamente w (s; h) > O, 'rJ h, 'rJ s > O.
Para demostrar la propiedad (2) , distingamos entre los casos

Así, cuando h < O se t iene

1 [ p s / 2 ]z(s; h) -z(s; O) = - - 1
s sen p s /2

p s / 2
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sen ps/2
- ---'--- > 0

? s/2

sh p s/ 2
- ---=----- > 0

p s/ 2

y de acuerdo con (15.12) se obtiene z (s ; h) > O 'rJ 11, 'rJ s > O.

Por otra parte, para la función w (s ; h), tenemos



d g (x)

:1 x

'V 5 > O

a W (5; h ;» O) eh p 5 - 1
6 > O

a 5 p'

> O si ro < p 5 < 2 ro

sen p 5/2 - (p 5/ 2) cos P5/2

2 sen' p 5/ 2

oZ (5; h < O)

O p

oZ (5; h) < O = _ (p/2) ' cos P5/2 )

o5 sen' p 5/ 2 l
oZ (5; h > O) (p/2) ' eh P 5/2 .
---- - = < O

a5 sh' p 5/2

oW ( 5; h < O) 1 - cos P 5
---- - = 6 > 0 Y

a 5 p'

donde la función f(x) = 3 sen x -x cos x - 2 x (co n 0<x< 2,,) es negativa . En efecto,

aW (5; h < O) avs (5; h < O) 6 6
- - - - - = 6 = - [51', (5; h <0) -3 1',(5; h< O)] = --f (p 5),

a h a h 2h ~

W (5; h) - W (5; O) = 6 [,., (5; h ) - vi (5; O)] = l?, h 1'5 (5; h ).

Finalmente, veamos que W (5; h) varía con re spe cto a p según (15.19).

Teniendo en cuenta q.8), se tiene
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d f (x ) x x x
--- = 4 sen' --[- ctg -- - 1]

d x 2 2 2

En caso elíptico (15.17) se comprueba sin más que calcular
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oZ (5; h > O) sh P 5/ 2 - (p 5/2) ch P 5/ 2

O p 2 sen' p 5/2

La propiedad (7.5) no s permite escrib ir

Por tanto, basta comprobar que es " , (5; h ) > O, 'V 5 > O, 'V h para ob ten er

= - x sh x < O (lu ego g decreciente) y g (O) = O.
La variación de W (s: h) con respe cto a 5 se deduce calculando las derivadas siguientes :

y la función g (x ) = sh x - x eh x para x> O es negativa, puesto que - - - =

y considerar que la fun ció n f (x) = sen x - x cos x es positiva para x E ( O, ¡;), ya que su de
d f (x )

rivada es --- = x sen> O (luego f creciente) y f (O) = O.
dx

Análogamente,

1'. +1(5; h) = J: v. (1;,; h) d e > O,

con n = 2, 3, 4, lo que demuestra (15.15).

La propiedad (15.16) resulta evidente, ;uesto que
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(15.20)

2k
---- 1;," -1> O
(2 k+n)!

VI

po r s> 1

FIG. 15.1
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\ Z

las órbitas elíp ticas

Para hipérbola es , según (7.2) y con 1;, = p s > O,

'ow (s : h > O) o w 101;,
-----=--=6 s' ~

o p 01;, op 1<~ 1

las órbitas h iperbólicas por s < 1

1
-= ~
s

Compatibilidad de los dat os y naturaleza de las soluciones .

La propiedad (1) de las funciones z (s; h), W (s; h), contenidas en la proposición (15.2),
junto con la condición signo s = signo ,;, nos permite deducir que las curvas z = z (s: h),
W (s; h) estarán situadas en el primer cuadrante.

Con esto, teniendo en cuenta (15.14) y (15.15), la representació n de las curvas z=z (s : O),
W (s; O) ofrece la distribuci ón. en regiones elípticas (E), hiperbólicas (H),y otras ca
rentes de solución (zona rayada), que se muestr an en la figura 15.1.

sólo se anula en x = O, Y por lo tanto la función f (x) no posee en (O, 2 ,,) extre mos re la
cionados. Así, los extremos absolu tos se encontrarán en los extremos del intervalo f (O)= 0
(máximo), f(2 ")=-6 ,, (mínimo), con lo cual f(x) < O para x E (O, 2,,). Adem ás, de
2 h = - p2, se deduce que

ow.(s ; h < O) 6
---- = - f (ps)<O

e P p'

con lo cual resulta ser Se = 1, z, = Z (se; O) = W (se; O) = 1.
De acuerdo con la distribución de mo vimientos en regiones (Fig. 15.1), se carac terizan

Los puntos de la zona rayada corresponden a condiciones de incompatibilidad, pues el
movimiento sería elíptico según una de las' funciones z (s; h) , W (s; h), e hiperbólico según
la otra. Las curvas de separación entre las regiones mencionadas, o frontera de éstas, son
accesibles para movimientos parabólicos.

Obs érvese que en este caso el punto crítico está determinado por la condición
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(15.23)

(15.21)

(15.22)

(
r + r (O) y 1 )

- -=== --- x (s; h)cos -
'f.l. brlO) 2 v'rI'(O) h I 2

z (s,; O) = ----
2 v'r r(O) sen 1/2

6 r r (O)
W (S2; O) = -- [ ,; - - - -sen1 ]

f.l. Yo

y> O y < O

O<Y< Yo+ y <Yo- < O
Elipse ... '" ... ... z (s; h) < Z (s ,; O) z (s; h) > Z (s, ; O)

W (s; h) < W (S2; O)· W (s; h) < W (S2; O)

O< Yo+<Y Yo- <Y < O
Hipérbola ... ... ... z (s; h) > Z (s,; O) z (s; h) < Z (s,; O)

W (s; h) > W (S2; O) W (s ; h) > W (s, ; O)
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El conjunto de datos es tá formado po r dos velocidades radiales j.,. ';'2, y sus respecti
vos instantes de tiempo t" t2 , además de los vectores unitarios u, y u2• Como en el caso
P-P-T, se tomará t (O) = mín {t" t2 } . De este modo, y sin que ello suponga restricción
alguna, ser á e = t - t (O)> O.

y> Yo (caso hiperbólico)

Y< Yo (caso elíptico)

toda vez que en el caso parabólico tenemos Y = Yo' según hemos visto en (15.9).
Si una órbita solución viene definida por los valores h, y, s, la consideración de (15.21),

(15.22) y (15.23) nos lleva a concluir que las soluciones elípticas e hiperbólicas del caso
P-P-T quedan caracterizadas por las condiciones que se especifican en la tabla siguiente:

16. Caso V·V-T

Entonces , s, = s, > O equivale a la existencia de solución parabólica. En otro caso
(s, =!= S2), hay que investigar la posibilidad de solución elíptica o hiperbólica.

De (15.7) se deduce

y teniendo en cuenta que x (s; h) es menor o mayor que 1 según que el movimiento sea
elíptico o hi perbólico, resulta que

A continuación estudiaremos más detalladamente las propiedades de las funciones
z (s; h) , W (s ; h) con objeto de obtener más inform ación acerca de las características pro
pias de los mov imientos elíptico e hiperbólico, deducibles a partir de l conjunto de datos
conocidos.

La expresión (15.9), deducida de (15.8)" permite calcular dos valores yo (uno positivo
y/ y otro negativo Yo- ) para h = O, pudiendo determinar para cada uno de ellos dos nú
meros reales s" S2 tales que
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es equivalente al (16.1). Pues, según se vio en § 13, el sis tema constituido 'p or (16.1)"
(16.1 ), Y (16.1) 5 lo es al formado por estas do s últim as ecuacion es y la (13.4), que pued e
escribirse

(16.4 )

(16 .3)

(16.2),

(16.1)1

(16 .1),

(16.1),

(16.1 >s

(16.2),

(16.2),

(16.1) ,

(16.2),

para la ecuación (16.2),

2h

y (s; 11) -s

y

r (O)

y - dO)" + 2 11 = O
r (O)

y

T(O)cos 1- j.

sen 1
+ 2 - - - - -

[
Y ] 2 . T (O)cos 1- T Y ¡L

--;co) + sen 1 --;:(ij) = --;:(O)

x (s; 11) - 1
r = r (O) [x (s ; 11) + 1-(0) y (s; lz)] + ¡L----

y 1-(0) cos 1- T
-- +

r (O) sen 1

y 1
1] (s/2; h) + T (O) = -- ctg -

r (O) 2

I Y(s ; h )- s
-¡; = 2 y y'(s /2 ; h ) ctg - + ¡L - - - -

2 2 h

211

r T = [fL + 211 r (O)] y (s; 11) + r (O) j. (O) x (s; h)

y 1
1] (s/2; lz) + j. (O) = -- ct g -

r (O) 2

x (s; h) - 1
-¡; = r (O) [ y (s; h) + j. (O) ] +fL----

2h

y' 2¡L
j'(O)' + -- = - - + 2h

r (O)' r (O)

Nota preliminar. - La exis te ncia de soluciones reales

Las ecuaciones que con ti enen tales datos son las siguientes
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[

T (O) COS l - j. ] 2

2 h ~ + d O)"
sen 1

desigualdad que da una cota superior positiva para la constante de la energía.

exige que sea

La ecuación (16 .2), se deduce por sustitución de (16.1) , en (16.1) , . Considerando en (16 .3)
que y =/= O, se obtiene inmediatamente (16.2) , . Por último, cuando se introduce (16.3) en
(16 .1)5 se llega a la ecuación (16.2) ,.

Recíprocamente, el sistema (16.2) implica las ecuaciones (16.1 )" (16.1)" (16.1), Y (16.1)5
siguiendo el proceso inver so, Además, re suelto el sistema (16.2) , la ecuación (16.l)¡ permite
calcular r si se desea.

En estas cinco ecuaciones las cantidades ¡L' 1, j . (O), i. -¡;, son conocidas , sien do r, r (O),
h, y, s, las incógnitas. Como no es necesario conocer r para tener det erminada la ór bita,
vamos a sustituir (16.1) por un sistema equivalente que no conten ga la incógn ita r.

En efecto, el sistema formado por la s ecuaciones
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Proposición 16.1

(16.6)

(l6.5),

(16.5),

(16.5)1

(16.5),

1
A = a.-r(O) tg 

2

i·- r (O) cos 1

sen 1
a.= - - ----

[3 = .¡a.2 + reO)'

i· (O) cos 1- i~ y
+ 2 ---1"(0)' = O

sen 1 r (O)

¡.¡. [A 1 1](A ± [3)'"t = - ± - + 1 + - tg ' -
2 [3 3 2

'Y i·(O) cos 1- i·
--+-- ----

r (O) sen 1

2 v 1
- + reO) = --'- ctg-

s r (O) 2

'Y l¡.¡.
"t = -- s' ctg -- + - - s'

2 2 6

con el mismo signo en ambos miembros, y donde

(2) Para un conjunto de datosl-L' r(O), r, 1, pueden existir dos soluciones parabólicas
distintas.

En efecto, de (16.5), se obtiene -Y- = a. ± [3, que llevado a (16.5), da y = ± l-L/[3. Estas
r (O)

expresiones, sustituidas en (16.5)1 y (16.5)2' permiten eliminar s para obtener (16.6).
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(1) La condición necesaria y suficiente para la existencia de solución parabólica es
que los datos verifiquen la igualdad

Cuando r (O)=1= O, resulta inmediato comprobar que la ecuación (16.5), conduce a dos

valores distintos para - -Y_, uno positivo y otro negativo. En el caso en que los datos
reO) e

iniciales correspondan al periastro (i- (O) = O), (16.5), sólo tiene una solución admisible,
ya que la otra se anula.

Cada solución - Y- de (16.5)" al ser sustituida en (16.5), determina un valor para
r (O)

y. Entonces, de la ecuación (16.5)1 se obtiene un valor de s, que corresponderá a una so
lución parabólica si satisface la ecuación (16.5),.

Respecto a la existencia y número de soluciones pa rabólicas, podemos enunciar la

Soluciones parabólicas. - En el caso parabólico, el sistema (16.2) toma la forma si
guiente
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(16.7)

(16.8)

(16.9)

(16.10)

FIG. 16.3

'.
r,(O) ~=

FIG. 16.2

1
z (s ; O) = - + .¡. (O)

s

signo Iz (s; h ) - z (s; O)] = signo h

signo [w(s; h)-w (s; O)] = signo h

w (s; O) = S3

z (s; h) = 11 (s /2; h) + .¡. (O)

y(s; h)- s
w (s; h ) = 6---

2h

FIG. 16.1

Proposición 16.2. - Cualquiera que sea s positivo, se verifican las propiedades

J1 - 1A = f3 - + .¡/!,. tg-
2 2

(;r (; r tg
2+-(1 ++tg

2+)= O

1 1 1 1
. En otras palab ras, poniendo /!,. = -- + -- ctg' -- + ctg' --, si los datos sa tisfa-

4 3 2 2

Por otra parte (16.10) coincide con la propiedad (15.15), demostrada en el cas o P-P-T,
ya que la función w (s; h) es idéntica.
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Efectivamente (16.9) se deduce de la propiedad (14.7), puesto qu e la función z (s: h) en
ambos casos es la misma, y aquí es s positivo.

Para demostrar que son admisibles dos órbitas parab ólic as dis tintas con un m ismo
conjunto de datos, basta elimi na r , entre las dos expresiones (16.6), una con signo +
y otra con -, y se obtiene la ecu ac ión

que en el caso parab ólico ti en en la forma

existen dos soluciones parabólicas.

Las funciones z (s; h) y w (s ; h) . - De modo similar a los casos precedentes, introduci
remos las funciones

cen la relación
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(17.1),

(17.1),

(17.1)2

(16.11)

D = -1C = - r(O),

1
- + r (O) = s'

. s

B = O,A = O,

- -176'~

x (s; h) -1
r = r (O) [x (5; h) + i· (O) Y(s; h)] + [J. - - - 

2h

r r = [ lL + 2 h r (O)] y (s; h) + r (O)r (O)x (s; h )

1
r (O) [ 1"] (s/2; h ) + r(O)] = Y ctg 

2

Determinación del punto crítico. - Se es la solución única de la ecuación

w (s ; h) < z, w ( s; h) = z, w ( s; h) > z,

Z (s ; h) < z, Si existe solución No existe solución Si existe solución
es elípt ica . es parabólica

Z (s; h) = z, No existe solución Existe solución No existe solución
parab ólica

Z (s ; h) > z, Si existe solución No existe solución Si existe solución
es parab ólica es hiperbólica

par.' los coeficientes de la ecuación (14.11):

Todo lo que se dij o en § 14, ecua cione s (14.11) y siguientes, es aplicable aquí con los
valores particulares

El último de los sei s casos de determinación de órbitas que estudiamos aquí, tiene
como conjunto admisible de datos, además de los dos vectores direccionales U¡ y U2, la
distancia r, en un punto y la velocidad radial r2 en otro, así como los instantes corres
po nd ientes.

Pu ede ob servarse que . las ecuaciones de la formulación general

17. Caso P·V-T

nos permite establecer el sigu iente cuadro de distr ibución de solucione s

Compatib ilidad de los datos y na turaleza de las soluciones

Las propiedades (16.9) y (16.10) de las funciones Z (s ; h), W ( s; h ), pe rmiten representar
la distribución de movimientos elíptic os (E), hip erb ólicos (H), parabólicos (curvas z y w)
y reg iones de incom patibilidad de los · datos o no existencia de solución , tal como se
in dica en la s figu ras 16.1", 16.2, Y 16.3. -

Obsérvese que la distr ibución , de soluciones del problema V-V-T,'" resulta ser aná loga
a la qu e presentan las figuras 14.1, 14.2 Y 14.3, si se .considera en éstas únicamente el se
miplano s> O. Por ello, la existencia de solución única S e (punto crítico) para la ecuación



y r como 'datos en el siguiente sis tema de
I
~ . ;

relacionan los datos entre sí, aunque de un modo bastante complejo. Sin embargo , en el
estudio de los casos PV-P y PV-V ya aparecieron algunas ecuaciones que pueden facilita r
la 'resolución de este caso.

Así, conservando las ecuaciones (17.1)3 y (17.1)" cuya estructura las hace insustituibles,
'la ecuación (17.1)¡ de la distancia y la integral de la energía (17.1), pueden sustituirse por
la s sigui entes .

(17.1),

(17.1),

(17.3),

(17.2),

(17.3),

(17.4),

(17.4)¡

2h

y (s; h ) - s
+!.L ----

,1'(O) cos l - i· "
+ 2 - 1-- 1' (0)' + 2h = O

sen l 1- (O) .

y i'(O)cosl -r
--+-----
r (O) sen l

- '177·-

l y(s;h) -s
,; = 2 yy'(s/2; h) ctg - + r¡.t - - - -

2 2h

y l
11 (s/ 2; h ) + l' (O) = -- ctg -

1"(O) 2 .

y' 2!.L
i'(O) ' +-- = -- + 2h

. r (O)' ' r (O)

SISTEMATIZACION DEL CALCULO DE ORBITAS

(
cos l __1_) y' _ [1~ (O)sen l] y + '!.L (1 - cos l) = O
r (O) r

l
r r (O) sen' - = y' y' (s/2; h )

2

[

X (s; h)-1]
,; = r (O) y (s; h) + i·(O) .

2 h

[
- 1' (0) sen _ l_ + _ Y_ cos _l_ ] 2 - 2 Ji sen' _ l_ = ..!- _Y_

2 r (O) 2 2 r r (O)

[
y Y. J y p.-- cos l--- r (O) sen l - + - (l- cos l) = O

r (O) r r r

Del mismo m odo, si se reemplaza la ecuación (17.1), de la velocidad radial por

conviene acompañarl a de

que vien e a sustituir a la integral (i7.1)s.

En es te m omento se nos plantea un problema de elección pues interesa saber si con
viene tornar co mo datos r (O) = rl> l' = i'" o bien l' (O) = i'" 1" = 1"¡.

Hasta ahora el cri teri o seguido en los párrafos anteriores ha sido el sigu iente: Pri
me ro , to mar las ecuaciones que permitan la resolución explícita , en furición de los datos
cono cidos, para el caso parabólico. Luego, por comparación con éste, deducir las solucio
nes de otros tipos.

.Según esto, parece adecuado elegir i·(O)
ecuac iones:
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(17.5)

(17.6)2

(17.6)1

x' + A X' + B x2 + e x + D = o

y
X =-;(0)

l
D = oc2 tg2 -

2

oc = r (0)2- 2 h

l
A = -2r(0) tg 

2

B= [ oc _ 2; ][1+ tg2~ ]

l
e = - 2 oc r (O) t g 

2

6 { [ y l ] -2 ls' = - .-2 y ~ r(O) + - - ct g - ctg -
}L r (O) 2 2

2 Y l
- + reO) = - - ctg-

s reO) 2

tema

Es evidente qu e el número de soluciones parabólicas depende del de raíces reales de
la ecuación (17.5) que hagan compatible el sistema (17.6).

Las funciones z (s; h) y w (s; h) . - Según la forma de las ecuaciones (17.4)" (17.4)2. pa
rece conveniente tomar las mismas funciones

Fijado un valor de h, cada solución real no nula de (17.5) determinará un valor para

y mediante la ecuación (17.4), . Conocidos pues - Y- y y, bastaría encontrar los valores
r (O)

de s que hacen compatibles las ecuaciones (17.4)1 y (17.4)2'
Soluciones pa rab ólicas. - Si h = O, los coeficientes de (17.5) son constantes conocidas.

Determinados - Y- y y, para hallar las soluciones parab ólicas habrá que resolver el sis 
r (O)

z (s; h ) = T] (s/2; h) + r (O)

y (s; h ) - s
w (s; h )=6 -----

donde

Como se sabe , la ecuación (17.4)2 proc ede de la (17.1), medi ante sustitución de la (17.1), .
Se ha escrito (17.2), dividiendo por r, qu e es un da to , y sepa rand o la dependencia res-

pecto a - Y- y .:!..-, que son cantidad es desconocidas; as í se llega a (17.4),. Por último,
r (O) r

(17.4). se ha conseguido eliminan do y (s /2; h), T] (s/2; h) entre (17.1)" (17.2)2 Y la iden tidad
T]2 (s/2; h) - 2 h = 1/ y2(s/2; h) .

Dividi endo el par de ecua ciones (17.4), y (17.4), por [_Y_] 2 =F O, despejando r (O)
reO) r

de la segunda y sustituyendo en la primera, se obtiene



(18.1)

(17.9)

(17.7)

(17.8)

1I

A3 w _ _

FIG. 17.3

y (s; h)- s

2 h

Ha) = a

si

si

F IG. 17.2

, E

1l _ .

H IP ÉRBOLA

ELIPSE
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x (s; h) - 1
r = r eO ) [x (s; h ) + j·(O)y(s; h) ] + '¡.L - - - 

2 h

r j. = [ '¡.L + 2 h r (O)] y (s; h) + r (O) j. (O) x (s; h)

[

x (s; h )-1 ]
.. = r (O) y (s; h) + reO) + ¡lo

2h

sign o [z (s ; h ) - z (s; O)] = signo (h s)

signo [w (s; h) - w(s; O)] = signo h

F I G. 17.1

Jl

18. Movimientol rectilíneo en los casos P-P·T, V·V-T y P-V-T

puesto que .. es un dato.

Las ecuaciones

SISTEMATIZACIO N DEL CALCULO DE ORBI TAS

del caso anterior y considerar sus pro pieda des

Una vez estudiado el p roblema general de mo vimiento plano en los párrafos 15, 16
Y 17, conviene que hagamos algunas consideraciones sobre el m ovim iento rectilíneo, aun
que dado su menor interés , nos limitaremos a un somero desarrollo del mismo, indican
do el método a seguir.

En los tres casos hay que utilizar la ecuación

do nde (17.7) toma la form a de (14.7) porque en es te caso s puede ser po si ti vo o negativo ,
según el signo de ...

Compatibilidad de los datos y naturaleza de las soluciones. - La representación de
las curvas z = Z (s; O) y .w = w ( s; O), de acuerdo con las propiedades (17.7) y (17.8), origi
na la distribución en regiones de movimiento tal como se in dic a en las figu ras 17.1, 17.2
Y 17.3.

La determinaci ón de los puntos críticos se realiza rá resolviendo la misma ecuación
(16.11) qu e en § 16. Designándolos con ( se+, Ze+), (se- , Ze-) según correspondan al semipla
no s> O, o al s < O, se deduce inmedi atamente qu e el cu adro rep resentativo de la distri
bución de soluciones para el semiplano s > Oes precisamente el que figura en § 16, y no
lo repetiremos aquí. Por otra parte, para soluciones con s < O la discriminación de su
naturaleza se realizará por el siguiente criterio: '
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19. Consideraciones generales

r¡' (s/2; h) - 2 h = l / y' (s/2 ; h)

(18.4)

(18.2)

(18.3)

2 :¡.t. 2 ¡.t.
i ' (O)' - - - = 2 h = i)--

r (O) r

.[ r (O) - r] 1)' + 2 r (O) l' (O) 1'] + 2 ¡.t. + 2 h [r (O) + r] = O

[r (O) l' (O) - r i·] 1)' + 2 [¡.t. + 2 h r (O)] 1'] + 2 h [r (O) i· (O) + r i·] = O

Para completar el est udio desarroll ado en el Capítulo 111, sob re los seis casos posibles
de determinación de órbitas con datos centrales en dos puntos, es necesario establecer
métodos de cálculo que permi tan obtener , en cada caso, todas las soluciones con la pre
cisión deseada.

En este sentido, nu estro ob jeti vo ha cons istido, fundamentalmente, en contrastar me
diante cálculos numéricos, la validez de la formulación desarrollada en este trabajo, es
tudiando las po sibl es ventajas e inc onve nientes que puede presentar su utilización prác
tica . Para ello, se ha realiz ado un ensayo numérico, consistente en dos fases:

(1) Genera ción de datos. - Para generar un ext enso conjunto de órbitas (elípticas,
parabólicas e hiperbólicas) que sirviesen de base al cálculo, se han to mado 'como datos
en cada una de ellas las cantidades u. h, e, aparte suponer fijado el plano soporte y el
sentido de recorrido sobre la órbita. .

La elección de los puntos PI y P, en los cu ales se ha n det erminado las distancias rlo r"
y las velocidades radiales i'l> i·" se ha hecho a través de los ángulos O y ')... El primero
define el ángulo entre P, y el periastro, y el segundo entre PI y P, (figura 19.1). Finalmen
te, se ha calculado el tiempo t, - t , transcurrido entre ambas posiciones.

(2) Determinación de órb itas. - Recíprocam ente, los datos que han servido de base
al cálculo de órbitas han sido '¡.t., 1 y tres val ores elegidos entre las cinco cantidades rlo 1""

1'1> T" t, - t, según el caso considerado.
De acuerdo con § 10, cono cer los vectores unitarios indepe ndiente s U, Y u, equivale a

det erm inar el plano orbital y el ángulo 1 (O< 1< rr) qu e defin en. Basta, pues, calcular
h y 'Y para tener determinada la órbit a .

En cada caso se conocen dos de las cuatro cantidad es r (O), i·(O), r, 1'. Las otras dos
pueden expresarse en fu nci ón de h por medio de la interal de la energ ía

IV.. Cálculo de las soluciones

De este modo (18.2) y (18.3) constituyen un sistema de dos ecuaciones con 1'], h como
inc ógnitas.

Siguiendo el orden de ideas expuestas a lo largo de es te capítulo, dando el valor
h = O en (18.2) y (18.3), se llega a la condición de compatib ilidad que deben satisfacer
los datos , para la existe nci a de soluciones p arab ólicas, pudiendo determinar éstas .

Luego, p or compara ción con el caso parabólico, y utilizando (18.1) como fórmula de
contrast e, puede re alizarse un análisis sobre las condiciones necesarias para la existe ncia
de so luciones de tipo elíptico e h ipe rbólico, de mo do análogo a como se desarrolló en el
caso general de movim ien to plano.

toman la forma

expresadas en fu nció n de 1'] (s/2; h), y en virtud de la identidad
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FIG. 19.1

En consecuencia, como valor correspondiente para la constante jJ. se ha tomado
0.55304056 x 10-2•

Para calcular efemérides, que sirvan de datos en la determinación de órbitas, se han
elegido para la excentricidad los valores e = O, 0.05, 0.5, 0.95; 1; 1.05 y 1.5,que' comb inados
con los cautro valores c = 0.02, 0.05, 0.1 Y 0.2 para la constante del momento angular, ori
ginan un conjunto de órbitas que engloba a la mayoría "de trayectorias «normales» den
tro del modelo considerado. El valor de h queda determinado por e y c. En cada órbita
elíptica se ha tomado e= 0°,45 °,90°,135 ° Y 180°, Y 1 = 1°, 5° , 30°, 45°,60°,90°,135°,
175° Y 179°; en las parabólicas e hiperbólicas, solamente aquellos valores de e y l, entre
los reseñados anteriormente, que cumplen la condición

Unidad de masa = Masa de la Tierra '

Unidad de distancia = Radio terrestre
Unidad de tiempo = 1 minuto

Estos dos casos no precisan datos temporales para definir los elementos dinámicos de
las soluciones. La medida de tiempo que se ' exige solamente es necesaria para establecer
el instante de paso por el periastro. . _ ..._

20. Cálculo de órbitas con una medida 'de tie~po: Casos pv-P y pv-v

Tomando como datos las efemérides así calculadas y siguiendo el método que para
cada caso se expone en los párrafos siguientes, se han obtenido soluciones que corrobo
ran la validez de los resultados teóricos contenidos en el Captíulo III.

cos (e + l) > -l/e

Observaciones. - Han sido confeccionados programas para generación de datos, así
como para determinación de órbitas en cada uno de los seis casos estudiados. Los cál
culos numéricos han sido realizados con ayuda de un ordenador 'IBM 1620 en la Facultad
de Ciencias de la Universidad de Zaragoza.

En cuanto al sistema de unidades, hemos considerado que el movimiento de un saté
lite artificial ,crbitando una Tierra puntual, constituye un modelo de referencia simplifi
cado muy intuitivo para nuestro problema de cálculo de órbitas. Por ello, se ha elegido
el siguiente sistema de unidades fundamentales:

Una vez calculado y, se obtienen c y ')., de acuerdo con (10.2). El cálculo de los elemen
tos orbitales ordinarios se realizará según se expuso en § 10, para lo .cual es necesario
especificar el instante de paso por uno de los puntos P" P2•
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Diagrama 21.1
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(Cas o PV·V)

(Caso PV-P)
1 1
--A-+B =O

y1 y

-/ -A y -B = O

!l1l.1'OS

f
{1 , ], , reO) . , j·(O) , T

2!!.... _ Í'(O) 2 > 0 .3.E. .. r (o) 2 ,:; 0
1'(0) reO)

t
¿ Exi st e nol uei ón

.parabóliea?

$ NO
SOLUCI OM HIPERBOI,ICA I

h = O
PUUTO CRITICO ' e > Z si T > O

y =...
( se ' z ) -~

e
T < Z si T <.0e es = ...

t
T < Z si

T >~le
T > Z ~i T < O.

e
v

ISOLUCION ELIPTICA I

[
y ]2 2 11

2h = r(O)' + -- ---
r(O) r(O)

El par de valores (h, y) determina completamente la órbita en su plano, según se de 
mostró en § 10.

En el caso PVcV debe cumplirse la condición (12.S) para que exista solución , mie ntras
que en el caso PV-V, cuando '11 > O, siempre hay dos soluciones.

21. Cálculo de las . soluciones en el caso PV·T

De acu,erdo con el análisis efectuado en § 14, en el caso PV-T podernos clasificar las
soluciones existentes, según qu eda esquematizado en el siguiente diagrama:

La resolución, para órb it as planas, consiste en calcular los valores y = O que satisfa
cen las ecuaciones

cuyos coeficientes A y B son conocidos en función de los datos, obteniéndose h mediante
la expresión
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Entonces, si ponemos 2 0= l' s (O < Ip si < 2",) y eliminamos 'Y entre las dos últimas
igualdades, obtenemos el sistema

(C1)

(C2)

(21.1)

(21.2)

l' s- sen P S ·
+ 'flo

signo s = signo •

J2'fl.

Iy I = r (O) --- r (0)2 .
- r (O) .

y =1= O,

[

sen l' s 1 - cos l' s ]
• = reO) --- + r(O)----

l' l"
l'S 'Y ' 1

P ctg - + r (O) = -- ctg -
2 r (O) 2

y' 2flo
r(O)' +-- = ---l"

r (O)' r (O)

e>O,

.>z. si .<0

.<Zc si .>0

2 ,!t---r (0)'>0
r (O)

y son solución del sistema de ecuaciones

[
1 + ctg' atg,_l_] p' + 2 [jo (O) ctg a tg' _1_] l' + r(O)' [1 + tg,_l_]-~ = O

2 . 2 2 r (O)
(21.3)

• p'- [r (O) sen 2 a] p'- r (O) j. (O) [1- cos 2 a) p - Iflo [2 a-sen2 a] = O (21.4)

que habrá de ser resuelto en l' y a.

Sustituyendo los valores + I'Y 1, -1 'Y 1, en la expresión (14.2), obtenemos

s, = 2 r (0)/ [ - jo(O) r (O) + Iy I ctg +]
L = 2 r (0)/ [ - reO) r (O) "':""1 Y I ctg +]

Suponiendo, pues, que (C1) y (C2) son satisfechas, las .soluciones elípticas vienen de
terminadas por las ternas de valores (l" 'Y ' s) que cumplen las condiciones

Solución parabólica. - Según se demostró anteriormente, en Proposición 14.1, sola
mente puede hacer una solución parabólica en el caso PV-T. Cuando existan más solucio
nes, éstas habrán de ser hiperbólicas o elípticas.

Para calcular dicha solución parabólica, resolveremos el sistema (14.2) comenzando
por despejar I 'Y I en (14.2)" es decir

y la condición (14.2)1 determina si existe solución y cuál es ésta.

Soluciones elípticas. - Como vimos en § 14, si (S., zc) denota el punto crítico, para la
existencia de soluciones elípticas son condiciones necesarias las siguientes:
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'También se ~verifÍCa-(21.6) !para todo o, 'y la única solución posibleviene dada por

(1) ,¡. (O) = O.

"

(21.5)

(21.6)

(21.8)

(21.9)

(21.7)

.... :'j

"

- .184 ·-

1 .
2 'fl./r (O) [1 + ctg' o tg ' - ]

2

(E> O)

P =-2B

¡; =- B + y B' - e

p = ':-'B ± V. B' _,e :.

p =

"f

..,

1
(2.2) ':- ' E = tg'

2

1 1
ctg' o ;p -- - ctg' --

' E ·2

(2) ,¡. (O)=1= O.

21-1. •
Poniendo.. ·.- - = (l + d'¡' (O)'·

o ' : (q)

La ecuación (21.3) tien:e como única solución positiva

y si ésta se cumple, d ichas soluciones vienen dadas por la expresión

B = i'(O)ctgotg'~ I[1 + ctg'o t g,.+]
e = ,¡. (O)' [tg, +--E ] 1[1 + ctg' o tg'+]

:::~ T 1.# :) < , r
la existe~cia de soluciones reales .de ¡; en la ecuación (21.3) equivale a la condición

I

Por otra parte, como sólo estamos int er esados en las soÍuciones posit ivas de p, habrá
que distinguir las siguientes posibilidades:

1
(2.1) . E > tg' -

2

cualquiera que sea o.

En este caso, aparte cumplirse la condición (21.6)' para todo valor de o, es B' - e > O
~_la . ~ica. solución 'positiva es

Ahora bien, como su resolución resulta inabordable de un modo directo, podemos dar
.una secuencia de valores a o, dentro de los intervalos que se determinarán en cada caso
para obtener p = p (o) como función positiva a partir de (21.3), comprobando a continua
ción .si .el p ar (p, o) así obtenido, 'sat isface la ecuación (21.4). De esta forma se llega a in 
tervalos cada vez más pequeños, entre los cuales están las .. soluciones, y se pueden obte
ner éstas con la precisión que se ·desee: -_..

. En consecuencia, se pueden considerar los siguientes casos :
\.. ~ . I ,"..:- ...
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Las posibles ra íces positivas de p, se encontrarán en los siguientes in tervalo s de o,

(21.10)

{ 7l' - q> ~ 0 < rr si .>0
r eO»~ O~

- q> ~0 < 0 ' si .< 0
(21.11)

r(O)<O ~ {
O<o ~ q> si .<0

-rr<o~ q>- rr si .> 0
- _._- - '-- -

rr
--< o< rr si . >0

2
i· (q) > O~

rr
--- <0 < 0 si .< 0

2

tt

0<0<-- si .>0
r eO) < O~ 2

7l'
- "' < 0 <--- si . <0

2
>

1
(2.3) 1': < tg2 __

2

0 < IBET A - ALFA I< ro

O<AA~ I ALFAI

IBETA I~ BB < rr

-185:- ..

Una vez obtenidos los valores de fl y o que cumplen (21.3) y (21.4), es trivial la deter
minación de la solución (p , y, s) .

En re sumen, el método para obtener todas las soluci ones elíp ticas qu eda esquemati-
zado en el diagrama 21.2. .

Cálculo práctico. - En el progr am a para calcular las órbitas · PV·T elípticas se utilizan .
los datos .- -...- "- '

AA, BB , NUM, M, EPX, I MAX

cuyo significado se expone a continuación :
- . l :

La variable 0=-- Ps per tenece al intervalo cerrado [ALFA, BETA ] , cuyos extremos
2 " . . . ... " ' oc"-'

se det erminan según vimos en la discusión 'antén or (diagrama 21.2), sie ndo

Puesto que ahora es ) B' C < IBI y la desi gualdad (21.6) sólo se verifica para
0 < 101~ <p o bien 7l' - q> ~ 101 < tt , estando 'f' defin ido por la igualdad

1 1
ctg' q> = -- - ctg' --

1': 2

vemos que: si B > O no hay raíces p > O

si B < O hay dos raíces, dadas por (21.7).

siempre y cuando sea B < O, es decir signo ctg o =1= signo r(O), o bi en



(21 :21,.)

y (21. 19 )

(21, 14 )

(21: '5 )

y (21, 16)

.1( <r. , p ) no dotomi.1U 001u010n.1
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Diagrama 21.2

(21, 23)

y (21 ,19)

,--------/ e I O I------~

JI , 1, 1'(0) , Ho)' T

n:."(13

1

Ó
I
T

y (21, 2,)

p .

'3 :' t..E"
p

y =. 1"(O )[p ot h <r+ i-(o) ] t g ~

(21, 17)

y (21, 18)

e :: o
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DI F = r (O) [VI (s; h) + r (O)v, (s; h)] + 'll vs (s; h) - "t

(21.13)

signo s = sig no "ty =1= O,p>O,

"t p' - [ r eO) sh2 a ] p' - r (Oh (O) [ch 2 a - 1] P- '!-L [sh2 a - 2 a] = O

l
(1) cth' a tg' - - 1 = O

2

Como antes, poniendo 2 (J = ps, la elimi nación de y en tre las dos úl timas ecuaciones
conduce al sistema

. y' 2p.
r (O)' + -- = -- + p'

r (O)' r (O)

pS y
P cth - + reO) = -- ctg

2 r (O) 2

Sol uciones hiperbólicas. - Son so luciones h iperbólicas del caso PV-T las te rnas (p, y, s)
de números reales que satisfacen las condicione s

l ] [' l ] [ l] 2 ,
[

cth' a tg' - - - 1 p' + 2 d O) cth a tg' - p + r eO)' 1 + tg' - - !-L_ = O
2 2 2 r (O)

(21.12)

[

Sh p S Ch p - 1 ] shps -ps
"t = reO) -- + ¡'(O) + '!-L - - - - -

P p' l

Dividiendo dicho intervalo en un número NUM de subintervalos, se calcula el valor
que toma la expresión

y son soluciones de l sistema

en los extremos de cada uno de ellos. Cada subintervalo para el que DIF tome distinto
signo en sus extremos, contiene, al menos, un valor de (J que dará lugar a una solución.
Dicho subintervalo se subdivide, a su vez, en M subintervalos más pequeños, calculando
DIF en sus extremos. Esta operación se repite un número de veces menor o igual a
IMAX, hasta que la longitud de l subintervalo que contiene una solución es menor que
EPX . En es te caso, los ú lt imo s valores (J, y, 2 h calculados se toman como solución.

Por este procedimiento, si NUM es suficientemente elevado y AA, BB muy próximos
a O y ro, respe ctivamente, se obtienen todas las soluciones PV-T elípticas.

En los eje mplos numéri cos calculados se ha tomado AA = 0.001, BB = 3.141,
NUM = lOO, M = lO, EPX = 10- ' , I MAX = 10.

con las incógnitas P y a.

Del mismo modo que en el caso elíptico, las condiciones para la existencia de raíces
p = p (a) positivas de la ecuación (21.12), permiten acotar el intervalo de variación de (J .

Así, según los valores que tomen los coeficientes en (21.12) podemos distinguir los si
guientes casos:
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(3) Si en (21.12) no se anula el coeficiente del término de segundo grado ni el t érmí
no independiente, dicha ecuación puede escribirse en la forma

es positivo cuando

(21.18)

(21.16)

(21.17)

(21.15)

1 1 + sen 1
a.= --ln

2 cos 1

donde (21.14)
1 1-senl

f3 = -In
cos 12

- 188"-

(+r +2B(+) + C = O

r (O) 1
B = -- ctg o tg2 -

€ 2

C = ~ (cth
2

o tg
2+-1 )

si • <O

si .> O

.r(0) < O y

.r (O) > O, 1e (O, ;). o> d. > O ó 0< f3 < O

f3 < o < a. si " 1€ (O, -i-)
(J cualquiera si 1e (-¡-, tt )

o=a.

o=f3

1 I e I 1p=- - - ctg -
2 r (O) 2

[
1 J 2 11

reO)' 1 + tg2 _ --- = O
2 r (O)

2 r (O) cth o tg2 '/2
p=

1- cth (1 tg2 '/2

Resulta inmediato comprobar que

(2)

Necesariamente ha de ser r (O)"=1= O, "Y la condición

signo. r (0) "* si~o e. con € = r(0)2 [1 + tg2_1_] -~
" " 2 r (O)

Esta igualdad; que sólo es posible para 1€ (O, -i-),equivale a

donde

es suficiente par~ que ~ tome valor positivo, definido por



(21.26)

(21.25)

(21.24)

(21.21)

(21.22)

(21.23)

(21.19)

(21.20)

si e <O

tt

con 0 < 'IjJ < - 
2

cuando € > O

cuando e < O

/3 <0<(1.

y

1
Y = r (O) Ip cth (1 + dO)] tg - :¡!= O

2
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si 1€ (O,~ )

o cualquiera si 1€ [ ~, rr )

o > (1. > O Ó o < /3 < O si 1€ (O,~ )

th' o ~ 'Il

th' o ~ Il

1 1 + sen 'IjJ
cr.' = - - ln - - - -

2 cos 'IjJ

1 l -sen'IjJ
/3' = - In - - - -

2 cos 'IjJ

o > (1.' >0 ó o < /3' < O si e > O

/3' < o < (1.'

'IjJ
6 = tg ' - -
. 2

20
p, s = --,

p

[
i· (O)' 1] 1

6 = 1- - €- tg' -2- tg' -2- ' si O< Il < 1

B' - C = O Y B < O ~ p-l = - B

B'-C >O y C < O ~ p- I = -B + y B' - C

B' - C > O, B < O y C > O~ p-I = - B ± yB' C

Pa ra que fl sea función bi forme positiva de o, es decir

SISTEMATIZACION DEL CALCULO DE ORBITAS

Llamando

En definitiva, para cad a valor de o con signo (1 = signo 1: y P (a) > O tal que se veri
fique n las ecu aciones (21.12) y (21.13) , queda defin ida un a so luc ión hiperbólica por los
valores

p-I = -B ± yB' -C

se han de cumplir, además, las condiciones B < O y C > O, qu e equiva len a

se obtiene la aco tac ión

se verifica la condición B' - C ~ O para

es decir, poniendo

deduciéndose in medi atamen te que f> es fu nción po sitiva de o en las siguientes condi-
ciones:
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IMTOS

IJ, 1 , )'( 0) , No), r

I Ho) = o I I
:i-(o) I cr

-

./ Ie > t g? ~ e =i6 2 !: I e <tg:!: 12 2

e

(21 .5)
(21', 9) (21. 7)

(21 , 8)
y (21.1 0) y ( 21.11 )

'--
T e . reO) -[ 0 0 " 2 (j + reo) 1 - cos 2 o:] + P 2 (j - SO " 2 o:

,-
. ~ p'l p:S

'1 T = ,T -1 I T/rl

p

o = 2 P(j I ( (j , P )
no determino se l uci 6n "'

y = r(O)[p ot G (j+ ;'( 0)] 1,1: ~

Diagrama 21.3
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22. Cálculo de las soluciones en el caso P-P-T

(22.1)

(22.2)

_ (senIl,) l
fL v r r (O) -y- < cos 2

{ -:- [ . __r_:_o~_O)_ sen 1]r3

= 52+

Y [r+ r(O) __ (sen '1, ) l
- - ¡.t v'rr(Ol l - - >cos -
Irl 2 vr r (O) Y 2
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l • Y [r+ r(O)

- cos 2 < ¡:;¡ 2 vr r(O)

2 v' r r (O) l
5,+ = sen-- =

11'/1 2

que en el caso elíptico, por ser x (s/2; h ) = cos ~, nos lleva a la acotación
2

dición

Y+ = sen _1_ { 1 [r + r (O) cos _1 1 }_1/2> o
o 2 fL v'r r (O) 2 Vr r (O) 2 .

' y - = - sen -
I
- { 1 [r +r (o ) ~cos -I- 1}_1/2<0

o 2 fL V r r (O) 2 Vr r (O) 2

Según (15.13), (15.21) Y (15.22), si se cumple la condición

significa que los valores h = O, 1' =1'0-' 5 = S¡- (i = 1, 2), constituyen una solución para
bó lica con Y negativo.

Para caracteri zar el valor de Y en las soluciones elípticas e hiperbólicas ten dremos en
cuenta la expresión

X(S/2; h)=_y 1,_, [r~ -¡.t Vr r (O) (Senl f,) 2]
. 11'1 cos l' 2 Vr r (O) y

pS
En cambio, para una so lución hiperbólica es x (s/2; h) = eh -.- > 1, y result a la con

2

_ Los dos valores Yo que determina (15.9) son fundamentales para el cálc ulo de las solu
ciones en el caso P-P-T, y vienen dados por

existe sol ución parabólica con Y positivo, que viene dada por h = O, y' = 1'0+' 5 = s/ ( i=
1, 2). Del mismo modo, la igualdad .

En el diagrama 21.3 se resume el método de cálculo para determinar las soluciones
hiperbólicas del caso PV-T.

Cálculo práctico. - En el programa para calcular las órbitas PV-T hiperbólicas se ha
utilizado igual denominación que en el correspondiente elíptico.

También el método seguido (acotación de a y partición en subintervalos) es el mismo.
La única diferencia estriba en que, según los datos, no exista a priori una cota superior
de lal . Sin em bargo, dadala precisión con que se ha trabajado, basta tomar lal ~ B=9.211,
puesto que 1- th 9.211< 10- 8•
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Así, para cada valor de '1 (o de 1/'1) que pertenezca al correspondiente intervalo, se
calcularán susecisamente las cantidades

(22.3)

(22.4)

2
sen

_ ( sen '/2 ) 2]
fI. v'r r (O) - -'1-

elipses con '1> O

hipérbolas con 'Y < O

r r (O)
'1> - - - sen 1..

2 z (s; 11)

f [- '10-' '10+ ]

) ['10-' 0.001 '10- ]

["'~
si h <O

x (s/2; h) = 2
pS

si h>Och--
2

y (s/2; 11) = ---

Para '1

y . 1 [r + r(O)
x (s/ 2; 11 ) = - - -

'"I cos '/2 2 .vr r (O)

J r r (O)

{

[1/YO- , - 1/'10+] elipses con '1< 0
y para 11'{

[0.0011'{0+, 1/'Y0+] hipérbolas con '1> O

2 11 = [x2(s/2; 11 ) - 1]/ y2(s/2; 11 )

y (s; 11 ) = 2 x (s/2; h ) y (s/2; h)

2 h [ r r (O) ]
s = y (s; h )--;- " - -'Y- sen 1

y se comprobará si el valor s así obtenido satisface la igualdad

'1> 0 '1<0

{ r r (O) } 1 1 1
ELIPSE ... ... ... ... ...... máx - '1n- , - ..- - sen l <'1 < '10+ - < - < - - -

'lo
-

'1
. +
'Yo

1 { 1 .. }HI PÉRBOLA '" ...... ... ... O< - -< mín - +-, '10- < '1 < O
'1 . Yo r r (O) sen 1

donde, como siempre, p = JT2hj". En caso afirmativo, existe solución elíptica o hiperbó
lica , quedando complet amente determinada por el par (h, '1)'

Cálculo prácti co. - Se ha ad optado los siguientes intervalos de variación

Por otra parte, la ecua ción (15.5), cuyo primer mi embro es siempre positivo, exige
que

En resumen , las desigualdades (22.1), .(22.2) Y (22.3), junt o con la tabla 15.1, permiten
acot ar '1 del siguien te m odo:
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1

'23. Cálculo de las soluciones en el caso V·V·T

(23.1)

(23.3)

que satisfaga (23.2), ó

h<O

h=O

h>O

'Y

r (O)

si

si

si
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0< i'Y1< Iflo [B ' + i· (O )'] - 1/'

. ¡p ctg (ps/2)

DIF = 1] (s/2; h ) - 2/s

. P cth (p s/2 )

'Y
ó

'Y
(solución elíptica) (23.2),< - - - > ljJ+--;:(O) ocp r (O)

'Y
ó

'Y 'Y O (solución parab ólic a ) (23.2),
r (O) = 'P

- - < ljJ+,
~=i=r (O)

'Y Y O (solución hiperbólica) (23.2),ljJ-<-- < ljJ+,
r (O) =i=r (O)

soluciones parabólicas e hiperb ólic as, para ca da valo r de

caso elíptico, se obtiene la condición

que acota 'Y por ambos lados.
De acuerdo con lo anterior, para las soluci ones elípticas de l caso V-V-T, cada valor de

qu e cumpla (23.3) det ermina un valor de _ "1_ en virtud de (16.2),. En cuanto a las
y r (O)

Considerando la ecuación (16.2), con la acotación de _ "1_ contenida en (23.2), para el
r (O)

donde ocp- = B -JB' + r (O)', ljJ+ = B + JB' + d O)'.

Puesto que B' + r(O)' = O implica las condiciones i· = O Y r(O) = O, incom patibl es con
0< 1< tt , resulta que ljJ- y ljJ+ no pueden anularse simultáneamente .

De (23.1) se deduce inmeditamente que el valor de _ "1_ correspondiente a una órbita
r (O)

solución , cumple, según la naturaleza de dicha solución, las condicione s siguien tes:

Designando por B = [r- r (O ) cos 1]/sen 1, podemos esc ribir la ecuación (16.2), en la
forma

porque permite obten er las soluciones con más precision qu~ (22.4).

En los ejemplos numéricos calculados se ha tom ado para las .variables de contro l
NUM, M, EPX, IMAX, los m ismos valores que en los casos anter iores.

r.;:-- .J
de modo que el cálculo de las soluciones se realiza de manera compacta, toda vez que
los valores "10+ y "10- corresponden a posibl es órb itas parab ólicas.

Como fórmula de contraste se ha utilizado
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24. Cálculo de las soluciones en el caso P-V-T

La determinación de las órbitas solución en el caso P-V-T puede efectuarse de manera
compacta, siguiendo el p roceso de cálculo que a continuación se indica.

- - ,
2

pS
si h<Op ctg-

2

1] (5/ 2; h ) = 2/5 si h=O

pS
si h>Op cth -

2

-194-

[ X ]2 1 2 11 [ 1 ]
_ _o -- i'(O) -x' + 2i'(0) Xtg- + - 1 + tg2 _

sen 1 2 r 2

2 11 [ 1 ]= [X ctg l -r (O )]' + -r- 1 + tg2
2

es positivo (11 > O), cualesquiera que sean los datos y el valor de X que se elija.

se observa qu e siempre exis ten dos soluciones distintas, ya que el discriminante

5= y(s; h)-~ [r:- 2 Y Y' (S/2; h)ctg _
l
_ ]

. . ~ 2

Cuando el valor s hallado satisface la igualdad

la terna ~h, y, s) determina una órbita solución.

Cálculo práctico. - Se ha utilizado el mismo método qu e en los casos anteriores , con
igual notación y los mismos valores para las variables de control.

(23.2), se obtiene un valor y mediante (16.2),. En cu alquier caso , conocidos '1 y r ~O) , cal

cularemos sucesivamente las cantidades.

2 h = ' - [r:o) -tp- ] [r:o) - tp + ]

Y 1
1] (5/2; h) = - r (O) + -- ctg -

r (O) 2

y (s/ 2; h) = (.1]' (5/2; h) - 2 h]-l /'

x (s/2; h) = 1] (5/2 ; h ) Y (5/2; h)
Y (s; h) = 2 x (5/2 ; h ) Y (5/2; h)

<:t.
Escribiendo (17.S) como una ecuación de segundo grado en la variable - tg
.~ X

f-=- tg _l_}2 + 2 [_X__i.(O)] f..!:.- tg _l_ }+ X2 - 2 i. (O)Xtg_
l__

1X 2 sen 1 1X 2 2

- 2; [1 + tg
2+J = O
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De este modo, para cada X=1= O se obtienen dos valores para h, en virtud de las igual
dades

1 X { 2 (.L [ 1 ] 1/
2

tg - = r(O) - - -' - ± [X ctg 1-i' (0)] ' + - 1 + tg'- }
2 sen 1 r 2

2 h = r (0)2- IX.

y el correspondiente valor de y se obtendrá calculando

y = (~){ [-i'(O) Sen+ + xcos+r-2h sen' +-}
de acuerdo con (17.4)4'

Por último, a partir de (17.4)1. y (17.4)" se hallarán las cantidades

1
1](sI2; h) = - i' (O) + Xctg - . 

2

y'(sI2; h) = [1]'(s/2; h) -2h]-1

y (s; h) = 21] (sI2; h) y' (s/2; h)

2 h [ 1 ]s = y(s; h) - - . -2 Y y' (sI2; h ) ctg -.-
. ~ 2

comprobando si el valor de s así obtenido satisface la .igualdad

ps
si h >Op ctg--

2

1](s/2; h) = 2/s si h=O

p s
si h<Op ctg--

2

En caso afirmativo (h, y, s) determinan una órbita solución.

Cálculo práctico. - En el presente caso, a diferencia de los anteriores, no se dispone

de ninguna propiedad que permita acotar la variable X '= _ Y_ , pudiendo tomar, en prin
r (O)

cipio, cualquier valor no nulo.

Esta deficiencia teórica, debida probablemente al método de aproximación elegido y
que requiere un estudio posterior, puede evitarse en la práctica mediante estimación de
los valores extremos de y y r (O), dentro del modelo dinámico que se considere, lo cual
es siempre posible. .

En los ejemplos numéricos calculados se ha tomado como dominio de variación para
X el definido por

0.001 ~ lx l~ 1

que parece apropiado al modelo din ámico de un satélite en órb it a terrestre.
Asimismo, los valores dados a las variables de control N UM, M, EP X, IMAX, han sido

los utilizados, en anteriores programas.
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l. Introducción

(1)

(2)

(p , q :? O)

'V P (z). Q ( z ) E II

z u n

M . AL FARa

SUMACION PARA POLINOMIOS
SOBRE UNA CIRCUNFERENCIA
CUALQUIERA

(z - 13) P (z) o (z - 13)Q (z) = R' P (z) o Q (z)

FORMULA DE
ORTOGONALES

estando entonces ca ra cte rizado dicho producto escala r po r la re lación

de la que se sigue que el sistema { (z - 13) PI. (z) };,:~ es or to gon al , aunque no es una base

de IIn. Añadiéndole un término constante , qu e tomare mos 1, se obtiene una base
de II ..

Depart ament o de Teorí a de Funciones . Facultad de Ciencias .
Universidad de Zar agoza (España)

Es conocida la impor tan cia que t ienen las fórmulas de recurrencia y sumación , habi
tua lmente llam ad as de Chri stoffel-Darboux, en el estudio de los polinom ios ortogonales
(PO) sobre la circunferencia unidad U.

En nuestro trabajo [1] , se ha generalizado la fórmula de recurrencia al caso de PO
sob re una circunferencia cua lquiera, dánd ose además una caracterización de la lla mad a
extensión típica, qu e prueb a la va lide z, en ese mismo caso, de la «conjetura de Vígil»
(véase [61, pág. 69).

El presente artículo es continua ción natural de [1] , por lo que seguiremos haciendo
uso de la misma notación qu e allí; deduciremos la fórmula de sumación para PO sobre
una circunferencia cualquiera, as í como algunas con secuencias ; una de ellas proporciona
un result ado respecto a la localiz ación de raíces y otra no s permitirá dar una expresión
de la fórmula de recu rrencia m ás sencilla que la que ob tuvimos en [1].

Creemos conveniente recordar que:
Dada una circunferencia y de centro 13 (13 E C) y radio R, es decir, de ecuación

zZ - f3 z- {3 z + 13 7J - R' = O, la matriz m hermitiana definida positiva que define el
p roducto escala r es tal qu e sus elementos satisfacen la condición

Abstract

We obtain a summation formula for orthogonal pol ynomials on an arbi tra ry circun
ference, generalizing one of the so-called single summation formulas found in [2] .

Subsequently we deduce sorn e cons equences ; amo ng them , one reIa te d to th e location
of roots of polynomials and other which allo w us to sim plify th e recurrence formula
ob taine d in [1].
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(3)

(4)
n-I

K n _ , (z, y ) '1 (z, y) = 22 A h(y) (z - (3) PI< (z) - R2K n _ 1 (j3, y) .
h=O

r, (Z)

[

_ 1 . 73 ]
Pn (13) 23 Bdz - (3) Pd z) --= (Z- j3) Po(z) -R'

).=0 .,1 ea

J
en

= --. (Z -j3) Pn_,(Z ) - R' Pn(z),
en _ J

n-I

K._ ,(z, y) '1 ( z, y) = 22 Ah(y) ( z - (3)Ph (z) + e;
h = O

198 -

/3P"(j3)
+ - -(Z-j3)Po( Z) + Pn(f3 )

R'.¡e: .

/3 r. (/3).
+ --- (z - (3) Po( z) + Po(j3).

Normalizando, resulta la fórmula:

1 J7 r , (j3) n-I
Pn( z)= - -- (z- j3) Pn _ l (z) - -- 22 B,,(z-/3)Ph(z)+ .

. R2 e
ll

_ l R2 11'::1)

Sea '1 (z, y) = z Y- f3 Y- 13 z+ f3 73 - R ' Y consideremos el desarrollo de K n_,(z, y)y (z, y)
según los elementos de la base (2), una vez normalizada :'

Multiplicando ambos mi embros de esta igualdad por (z - (3) P, (z) (h = 0, 1, .,,' n - 1)
(véase [4] página 23), se obtienen para los coeficientes Ah (y) los siguientes valores:

Ac (y) = K n_ 1 (f3,y) (Bo _ 7J )
.,1e,

A¡,( y ) = Kn _ , (j3, y ) B, (h = 1, ..., n - 2)

. i:A. _1 (y) = - "- Pn (y) + B. _1 Kn _ 1 (j3, y)
en_l

donde hemos llamad o B, = 1 0 Z P, ( z ) y P" (z) al polinomio normalizado - - --

11. Fórmula de sumación

que interesa poner en la forma

si hacemos z = 13, se tiene e = - R2 Kn _ , (j3, y), luego:'

en la que los n términos ya existentes son ortogonales dos a dos , pero ninguno de ellos
es ortogonal a 1.

El desarrollo del polinomio P; (z) según dich a base es

en P; (13 ) n- I B,
Pn (z) = - (z - (3) P,,_, (z ) - - - 2:. (z - (3)Ph (z) +

R' R2 ,,=0 I:1h I:1h- 1



supo niendo P" (,8) =1= O.

Solam ente no s falta calcular K "_I (,8, y). Para ello consideraremos el polinom io en dos ,
variables

Si en él, a cada columna excepto a la primera y a la última le re starnos la ante rior
multiplicada por ,8 y, po steri ormente, a cada fila excepto a la primera y a la ú lt ima, le

restarnos la anterior multiplicada por 73, teniendo en cuenta (1), se llega a

(5)

y-73

;..-2(y.; 7f)

O

o

e n_ I , O- f3 en _ 2, o

Z"-2 (Z -,B)

e n - J I 1

Cno_I , n_ 1

e n_ I, O

ClO - ,8,Cro

R' Cro

R2CO, n- 2

z - ,8

CIl

CO. II _ 1 GI , n- l

z

Cro

CO,t l":l - 73 CO, "- 2

Cro

C OI - 73 Cro

x . ; (,8, y ) [¡-e-,,- ]
---- - - (z - ,8) P"- l (z) - R2P" ( z)

P" (,8) e"_1

Q"_I (z, y) =

K " _I (z, y ) y (z, y) = J e" P" ( y) (z - ,8) P"- l (z ) +
en_ I

, QU-I (,8, ,B) R2u-2
K U _ I (,8, ,8) = - = - -

I1n- l e n_ l

R Zta R 2n- 2 R 2 en_
1

- en
IPu (,8)12 = K" (,8, ,B) - K U _ 1 (,8,,B) = - - -- = R'u-'---

el! en_l enen_ 1

199 -

K " _I (Z, y) y (Z, y ) = J e., P" (y) (z - ,8) P" - 1 (z ) +
e n _ l

[

,, - 1 . 73 ]+ K"_l (,8, y ) ~ 8 ,• (z - ,B) P,. (z) - ---=- (z - ,B) Po (z) - R'
II= U V ea

FORMULA DE S UMACION PARA POLI NOMIOS ORTOGONALES '

Q"-I (Z, y ) =

En particular, Q"-l (,8, ,B) = - b,,-, R'''-' , luego según [4] (página 21),

que llevados a (4) no s dan , un a vez simplif icado el resul tado

de donde se sigue qu e

expre sión que combinada con (3) se re duce a:



R'n-'

(6)

'tiT (z) E IIn-1

K n _ , ({3, z)

P" ({3)

T (f3) P (f3) ,,¡ en e"_1
(z - 13)Pn- I (z) o T (z) = n _

R 211 - 2

En particular si T (z) == 1, re sultan

Operando se llega a

Si ahora en (S) hacemos y = {3 y .operamos, obtene mos:

-_ - Pn (f3) ,,¡ e" e"_1
T (13) = - (z - (3 ) P"_I (z ) o T (z).

R2e n_1-e'l

te- te- :
1) Como IPn (f3)I' = - - --- > O, tenemos que

en e n_ l

y su equivalen te

P,,- (13) ,,¡ e" en_1
B,,_, = 1 0z P" - 1 (z) = - ----- -

K n _! (z, y) (z y - (3y- 73 z + 13 73 - R' ) (R' e,,_! - e,,) =

= R' .¡ e" e"_1 [ ( z - (3') l'n (y) P"_I (z) + (Y- ;B) P"_I (y) Pn ( z) ] 

- en[cY'-P) (Z -f3) 1''' -1 (y) Pn- 1(z) + R' P" (y) Pn ( z) ].

- 200-

Pn (/3)
B n_ , = 1 0 z Pn- 1 (z) = - - 

te-:
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2) Cálculo de Bn _ , = 1 0Z P"_I (z).
. .

Según se vio en [4], K n _ ! (z. yh T (z) = T (y) s iempre que el grado de T (z) sea menor
o igual que n -1, por lo qu e se sigue de (6) la relación:

siend o váli do el signo igual sí y sólo si 13 es raíz de P; (z).

En los casos R <::; 1, la sucesión de los excesos { e"h00 es monótona no creciente , lue go
convergente, por ser los excesos positivos . Además, si R < 1, lím e" = O y si R = 1,
lím en> O.

En los casos R > 1, la sucesión {--=-} está acotada su periormente po r R' .
en_ 1

Esta fórmula generaliz a la de sumación simple para PO sobre V, obtenida en [2]
(capítulo 1, apar tado V) .

Por último, si en esta expresión ponemos z = y, sus tituyendo en (S) resulta la fó rmula
de sum aci ón buscada:

111. Consecuencias
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3) El valor de B"_, qu e acabamos. de obtener no s permi te escribir la siguiente expre
sión, más simplificada, de la fórmula de recurrencia hallada en [1 ] :

R211"_2P"-I (13) P; (z) - R' [11"- 1P"- I (13) (z - (3) + 11,,- , P; «(3)] P"_I (z) +
+ 11"-1 r; (f3)(z - f3) P..- 2 (z) = O (7)

4) Consideremos dos polinomios consecu tivos P"_I (z) Y P" (z). Si P (z) no ad m ite la
raíz (3, no tiene ningun a raíz en común con P"_I (z) . En efecto, si a. (a. =#= (3) fuese raíz de
P"_I (z) Y p... (z) se t endría según (7) que oc sería también raíz de p"_, (z). Reit erand o el
proceso para los sub índices decrecientes se llega a qu e a. deb e ser ra íz de Po(z), lo cua l
es absurdo.

En caso contrario, es decir si P" (13) = O, la fórmula (7) se reduce a

P"-I «(3) P" (z) = e,,_l P"_I «(3) (z - (3) P"_I (z)

expresión de la que se sigue que o b ien P"-l «(3) = O o bien P; (z) tiene como raíces las
n - 1 de P"-l (z). (Estas dos posibilidades no ti enen por qu é excluir se mutuamente) .

5) Proposición 1. - Las raíces de los polinomios {P" (z) ] son interiores al círculo limi
tado por y.

Demostración. - Basta tener presente qu e tod as las raíces de P; (z ) (i = 1, ..., n -1)
están contenidas en el interior de la cápsula convexa de las raíces de una extensión típi
ca cualquiera de {P;(z) }";~o; que están situadas sobre la circunferencia y. (Véase [51,
pág. 357 Y [1], pág. 17). #

Como la demostración anterior es válida para cualqu ier extens ión típica, pod emos
precis ar más el resultado de la proposición 1:

Proposición 2. - Todas las raíces de los polinomi os P; (z) (i = 1, ..., n -1) pertenecen
al in terior ·del conjunto convexo K, intersección de las cáp sul as convexas de las raíces
de toda s las ext ensiones típ icas posibles de { P,(z) }7:~ .

Esta propiedad es la generalización a PO sobre una circunferencia cualquiera, de la
hallada para la circunferencia unidad en [2] .
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En un trabajo anterior (1) hemos descrito la preparación y estudio de los compuestos
denominados de una manera general como isotiocianoalanos en forma de sus aductos con
éter dietílico y trimetilamina, que responden a la fórmula general.

Introducción

AlH,-" . Cl, + nSCNLi -+ n ClLi + AlH",; (NCS). , n = 1, 2 Y 3

A) Reacción entre «cloroalanos» y SCNLi en disolución etérea.
La sustitución del cloro por el grupo SCN tiene lugar cuando una solución etérea del

derivado clorado correspondiente es agitada a temperatura ambiente con SCNLi anhidro
(3), durante 1 hora.

Discusión

Estos compuestos fueron preparados mediante una reacción que obedece al mecanis
mogeneral de desprendimiento de H2 entre un compuesto con H-a en su molécula (AIH,)
y otro con H +" (SCNH) (2). .

Las reacciones que llevaban a la obtención de estos compuestos eran muy violentas y
requerían condiciones especiales de trabajo (aparato de alto vacío y baja temperatura
- 80° C), por lo que la p reparación de estos compuestos resultaba muy engorrosa. La
sustitución de los átomos de Cl de los cloroalanos por el grupo SCN del SCNLi debería
estar favorecida por la precipitación . del ClLi insoluble en el medio de reacción (éter).
Esto nos llevaría a la obtención de estos compuestos por otro camino distinto que exigi
ría condiciones de reacción mucho .más suaves. Esto sucede en efecto. En esta parte
explicamos los resultados obtenidos .en la preparación de isotiocianoalanos en forma de .
sus aductos con éter etílico y trimetilamina.

Abstract

AlHJ-n(NCS).mL, n = 1, 2 Y 3; 1¿, m < 3 y L = O(C2H,)2 y N(CH,), .

Departamento de Química Inorgánic a . Facultad de Ciencias, Zaragoza

UN NUEVO CAMINO PARA LA OBTENCION DE ISOTIOCIA
NOALANOS y SUS COMPUESTOS DE ADICION CON

ETERES y AMINAS

Compounds of the general formula AlH"n (NCS)n.mL (where n = 1, 2' and 3; 1L. m < 3;
L = O (C2H,)2 and N(CH,), were prepared 'by a new m ethod which does not require ·the
use of SCNHand can be carried out at room temperature.

Las reacciones son muy rápidas ap areciendo inme diatamente un precipitado de ClLi in
soluble en éter y los datos analíticos revelan que las primeras n = 1 Y 2 transcurren total-
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mente, mientras que la tercera n = 3 lleva hasta un rendimiento del 90 %. Mediante
filtración del ClLi y evaporación del éter a vacío se separan los eteratos sólidos de los
isotiocianoalanos , AlH3'n(NCS)n. m O(C,Hs), (n = 1, m = 1), (n = 2, m = 1,7); (n = 3,
m = 2). Los datos analíticos concuerdan con los compuestos descritos en un trabajo an
terior (1).

B) Compuestos de adición de los isotiocianoalanos con trimetilamina. Los aductos
con trimetilamina han sido preparados mediante dos procedimientos distintos.
. 1) Por desplazamiento del éter por trimetilamina, qu e transcurre según el esquema

AlH3...(NCS)n . OR2 + (CH3)3N -+ AlH'-n(NCS)n . p N( CH3)3 + OR2

donde
(n = 1, p = 1 y 2), (n = 2, p = 2 y 2'50), (n = 3, p = 2'6 y 3).

La re acción entre disolucion es etéreas de isoti ocianoalanos con una disolu ción de tri
metil amina en éter conduce a la obtención de nuevos aductos: el AIH( NCS), . 2'5 N(CH3)3 y
Al(NCS)3' 3 N(CH3)3' Estos aductos no son estables en vací o a te mperatura ambiente pues
van perdiendo t rimetilamina hasta llegar al AlH(NCS)2' 2N(CH 3)3 y AI(NCS)3' 2'6 ~(C3H)3

respectivamente.
2) Por reacción entre disolucio nes etéreas de los aminatos de los cloroalanos con

SCNLi. Se llega m ediante p recipitación de ClLi a la obtención de los aminatos de "los
isotiocianoalanos.

AlH3-nCl. . P N(CH3)3+ n SCNLi -+ n ClLi + AlH3'n (NCS)n ' p N( CH3)3

n = (1, 2 y 3) 1 ¿ P ¿ 3.

En la reacción entre AICI3 y SCNLi, (n = 3), en la relación molar 1:3 precipita conjun
tamente con el CILi el arninato del AI(NCS)3 que es insoluble.

Los aminatos de los isotiocianoalanos son también como los eteratos muy sensibles a
la humedad y el motivo de su preparación por el m étodo 2, ha sido . el suprimir etapas in
termedias con ob jeto de disminuir los riesgos de descomposición por hidrólisis en su
manipulación.

Experimental

Los da tos analíticos revelan que concuerdan con los compues tos obtenidos seg ún el
procedimien to (1).

C) Estudio estructural. - Los espectros I.R. y los pesos moleculares revelan qu e se
trata de los mism os com puestos qu e los ya preparados según (1).

Los esp ect ro s I.R. fueron realiz ad os en un espectrofotómetro Beckman I.R. 20 A
(ran go 4000-250 cm - 1) en suspensión de nujol. Los pesos mo lecula res fueron determinados
por crioscopía usan do un termóme tro Beckm an .

1 [AlH,(NCS) . O(C2Hs)2] ' - A un a disolución et érea de AIH,CI conteniendo 20'25 m moles
se aña den 20'25 mmoles de SCNLi en éter.

La reacción se mantiene a temperatura ambiente durante 1 hora.

Se filtra el precipitado de ClLi y la solución se evapora a vacío dando un residuo
blanco de (1). Encontrado: mmoles de CILi precipitado 19'88; Al, 17'08 %; H -, 1'18 %;
SCN, 35'63 %, Eter, 46'11 %. Calculado: CILi, 20'25 mmoles; Al, 16'77 %; H - , 1'24 s, SCN,
36,03 %; Eter , 45'96 % .

II [AlH2(NCS). N(CH 3)3]' - A una disolución etérea de AlH,Cl . N(CH3)3 conteniendo
20'87 mmoles se añaden 20'87 mmoles de SCNLi en ét er. Se agita a temperatura ambiente
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1 hora , se fil tra el precipitado de ClLi y se destila el ' éte r a vacío dando un sólido b lanco
de (II). Encontrado: ClLi precipitado 20 mmoles ; Al, 18'04 %; H - , 1'26 %; SCN, 37'66 %;
N( CH3)3, 43'04 s: Calculado: ClLi 20'87 m moles; Al, 18'49 %; H- , 1'37 %; SCN, 39'72 %;
N(CH 3)3, 40'42 %.

III [AlH 2(NCS ) . 2N(CH 3)3]' - A una disolución et érea de AIH2CI . 2N( CH.). conteniendo
33'4 mmoles se añaden 33'4 m moles de SCNLi. Se agita durante 1 hora a temperatura
ambi ente y se filtra el ClLi precip itado. La sol ución resultante por evaporación del éte r
a vacío deja un sólido bl anco de (III) . Encontr ado : ClLi precipitado 32'1 mmoles ; Al,
12'86 %; H -, 0,92 %; SCN, 28'11 %; N(CH3)3' 58'11 %' P.M. 217. Calculado: ClLi , 33'4 mmoles;
Al, 13'17 %; H -, 0'98 %; SCN, 28'29 %; N(CH 3)3, 57'56 s:P.M. del monomero 205.

IV [AlH(NCS), .1'7 O(C2Hs)2]' - Sobre una dis olución eté re a de AIHCl2 conten iendo
19'77 mmoles se añaden 39'55 mmoles de SCNLi en éter. Se agita durante 1 hor a a tempe
r atura ambiente, se separa el precipitado de CILi po r filt ració n y la soluc ión r esultante
se evapora quedando un sólido bl anco de (IV). Encon trado: ClLi precipit ado 38'1 mmoles :
Al, 9'90 %; H-,0'35 %; SCN, 43'14 s:Eter, 46'61 %; P.M. 282. Calculado: ClLi 39'55 mmoles:
Al, 10'00 %; H-, 0'37 %; SCN, 42'96 %; Eter, 46'67 s. P.M. monómero 270.

V [AlH(NCS), . 2H;(CH3)¡] . - A una disolución et érea de AlH(NCS2. 2N(CH 3)3 contenien
do 16'70 mmoles se añad en 33'40 mmoles de SCNLi en éte r . Se agita du r ante 1 hora a tem
pe ratura ambiente, se filtra el precipitado de ClLi y de la so lución que queda"se evapor a
el éter dando un sólido bl anco de (V). Encontrado ciu pr ecip itado 31 m moles; Al, 10'10 %;
H-,0,35 % ; SCN,44 % ; N(CH3)3, 45'55 %' P.M. 286. Calculado ClLi, 33'4 mmoles; Al, 10'3 %;
H - , 0,38 % ; SCN, 44'27 %; N(CH3)3, 45'04 %' P .M. del manómero 262.

VI [AlH(NCS )2' 2'5N(CH 3),]. - A 10 mmoles de una solución et érea de AlH(NCS )2 se
añade trimetilamina hasta llegar a una relación de N( CH3)3: Al de 4: 1. La solu ción se
ti en e en agitación durante 1 hor a y se des t ila el éte r y el exceso de amina a vacío a
- 200 C quedando un sólido bl anco de aspecto cristalino cuyo análisis di o: Al, 9'11 %;
H- , 0,30 %; SCN, 40'93 %; N(CH 3)3, 49'67 %' Las relaciones molares tomando como Al, 1,
son Al: H- : SCN: N(CH3h = 1: 0'91 : 2'1 : 2'52.

Este sólido sometido en va cío a temperatura amb iente pierde trimetilamina hasta lle
ga r al aducto con 2 moléculas de amina por mol de aluminio.

VII [AI(NCS)3' 2 O(C2Hs)2]' - A una di solución etérea de AICl3 conteniendo 18'8 mmoles
se añaden 56'4 mmoles de SCNLi en éter. La solución se agita a temperatura ambiente
durante 1 hora. Aparece un precipitado bl anco muy voluminoso iden tific ado como una
m ezcl a de ClLi y Al (NCS)3 ' 2 O(C2Hs)2' La solución resultante se evapora a seque dad y
el precipitado se trata con benceno anhidro. Por evaporación de es ta di solución b encén ica
a vacío se obtuvo un sólido blanco de (VII) . Encontrado: CILi preci pitado 47'2 mmoles ;
Al, 7'86 %; SCN, 51'69 %; Eter, 40'45 %' P. M. 296. Calculado : CILi 56'4 mmoles; Al, 7'73 %;
S<;:N, 49'88 %; Eter, 42'39 % . P. M. de monómero 349.

VIII [AI(NCS)3' 3N(CH3)3]' - A una disolución etérea de AI(NCS)3 conteniendo
3 mmoles se añaden 15 mmoles de N(CH3)3 en éte r . Se produce un precipitado blanco.
Se ti ene en agitación durante 1 ho ra a - 25o C y se destila el éter y el exceso de amina
a esa temperatura quedando un r esiduo blanco de VIII. Encontrado: Al, 7'20 %; SCN,
47'56 %; N(CH3)3, 45,24 % . Calculado: Al, 7'14 %; SCN, 47'09 %; N(CH3)3, 45'77 %'

Este sólido sometido a va cío a temperatura ambiente pierde tr im etilamina hasta llegar
al aducto AI(NCS)3' 2'6 N(CH3)3'
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PROCESOS SOLVOLITICOS DE NITRATOS METALICOS
CON CLORURO DE BENZOILO*

POR

R. US6N, V. RIERA y J. VICENTE

Departamento de Química In orgánic a . Univers idad de Zaragoza

Abstract

TlÍe solvolytic reactions of benzoyl chloride with bo th hydra ted (Be, Mg, Ca, Cu, Zn ,
Cd, Hg2+, Hg,2+, Al, Bi, La , Cr, Mn, Fe, Co, Ni and Th ) and anhydrous (Sr, Ba , Ag and
Pb ) nit rates are studied. .

The en d products of the reactions were anhydrou s, hydrated or/ and solvated (with
benzoic acid) chlorides , benzoates (Be, Al, Th ) or chloride-benzoates (Mg, Cr, Fe). A
'mechanism is proposed which justifies' those results and the observ ed release of Cl, and
NO, (together with HCl in the ca se of hidrated ni trates). Generally it can be sai d tha t
anhydrous chlorides are obtained when starting from anhydrous or hydrated nitra tes of
cations with poor polarisation power and hydrated chlorides when the cations ha ve
'g n-ater polarisatíon power and whe n working at lower temper atu re. Sol vated chIorides
'with benzoic 'acid (in stoichiometric am ounts ) are obtained only under specific conditions
with the nitrates of La, Mn and Co. Benzoates and chloride-benzo ates are obtained wi th
the catíons of greatest polarisation power.

The IR spectra , D ebyogramms, of sorne of the benzoates an d ch loride-benzo ates are
given and discussed.

Introducción

La reactividad del cloruro de benzoilo (ClBz) fr ente a compuestos inorgánicos ha sido
poco estudiada si se compara con la mayor atención prestada a su homólogo cloruro de
acetilo (ClAc ) (1-8).

Ambos cloruros de ácido presentan una .conductividad parecidaí'", pero la temperatura
de ebulliCi6~ del" 'de benzoilo en muy superior (l97 °C frente a 49°C el de ace tilo) lo
que permitía pensar no só lo en la po sibilidad de reacción sino en una extensión del estu
dio a temperaturas no investigadas en cloruro de acet ilo.

Existen, de otra parte, datos del comportamiento de numerosos ni tratos me tálicos con
cloruro de acetilo!' ) lo que nos daba la posibilidad de establecer una comparación entre
ambos, en cuanto a reactividad.

* Est e trabajo con stituyó la Tesis Doctoral del Dr . Vicent e que fue leída el día 30 de noviemb re
: ~e 1973 en la Facult ad de 'Ciencias de la Universidad de Zaragoza .
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TABLA A

Nitratos de elementos alcalinotérreos

(1)

- 208--

HOH + ClBz -+ cm + BzOH

Exp. Nitrato Tiem po-h. I Temp, oC Producto obtenido

1.1 (NO,),Be.xH,O • 113 20 Cl,Be.xlH,O b (1)
1.3 (NO,),Be .xH,O • 98 90-100 (BzO).Be.O (Il)
1.4 (NO,),Be.xH,O • 17 Refluj o (BzO)oBe.O c (II )
1.5 (NO,),Be.xH,O • 17 Reflujo (BzO),Be C (III)
2.1 (NO,),Mg.6H,O 17 70-80 Cl,Mg.x,H,O b (I V)
2.2 (NO,),Mg.6H,O 60 70-80 Cl,Mg.x,H,O.y,BzOH b (V )
2.3 (NO,),Mg.6H,O 6 Reflu jo C1Mg(OBz) " (VI)
3.1 (NO,),Ca.4H,O 60 70-80 Cl,Ca.H,O'Y2BzOH b (VII)
32 (NO' )2Ca.4H,O 24 Reflujo Cl,Ca.H 2O (VIII)
3.3 (NO')2Ca.4H2O 51 Reflujo Cl,Ca.H20 .y,BzOH b (I X)
4.1 (NO,),Sr

I
32-100 Reflujo Cl-Sr d (X)

5.1 (NO')2Ba 18 Reflujo C12Ba (XI)

En todos los casos, por tanto, el an ión nitrato de la sal de partida es desplazado ya
por cloruro ya por benzoato, obteni éndose especies distintas, cloruros anhidro s (X, XI),
cloruros hidratados (1, IV, VIII), cloruros hidratados y solvat ados con ácido benzoico
(V, VII, IX), benzoatos (II, III) Y clorurobenzoatos (VI) de los ca tiones correspondientes.

Los productos que formulamos de manera general C12Me.xH20.yBzOH no deben corres
ponder a especies definidas y los coeficientes x e y han de ser enten didos com o el resul-
tado de la situación media de solvatación del catión. "

EJi todos los casos el valor de x es inferior al grado de hidratación inicialmente exis
tente en la sal de partida, de forma que ha debido de producirse la solvolisis parcial
del agua de hidratación según (1)

Resultados obtenidos en las reacciones de los nitratos alcalino térreos con cloruro
de benzoilo

Han sid o estudiados los nitratos hidratad os de berilio, magnesio y calcio y los anhi
dos de estroncio y bario. Los produc tos obtenidos , así com o las condiciones experimen ta
les se resumen en la Tabl a A. Las cantidades de reactivos y condiciones de reacción, así
com o las propiedades y análisis del producto de la misma, se recogen en la PARTE EXPE

RIMENTAL.

Se han estudiado reacciones con ni tratos, anhidros e hidratados, de cationes de ele
mentos representativos, de transición y de transición interna. Los nitratos de metales
alcalinos y talio (1) habían sido estudiados con anterioridad' !".

Los resultados obtenidos y su discusión se hace agrupando los nitrato s estudiados
según su clasificación en el Sistema de Perío dos .

Discusión de los resultados

a El valor de x det erm inado en uno de los ensayos fue 6,22. El ni trat o de partida se presenta
como una su spe nsión de cri sta les en un a diso lución sat urada del mismo. b Valores de x e y: XI = 6;
x, = 4,5; x,=2,3; Y,=2 ,3; y,=1.8; Y,= 1.1. C En Exp .1.4 se u tiliza una proporción CIBz/ (NO,)2Be.xH20

"mayor (2,8 veces) que en Exp . 1.5. d Se obt iene imp urificado con subprod uctos orgánicos de la reacción.
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se descompone a través de los procesos (3) y siguientes, previa solvatación con ácido
benzoico.

(2)

(3)

(NO,)oMe + nClBz --+ ClaMe + nNO,B~

ClMe(OBz)n-" BzOH --+ (BzO)nMe + cm

ClnMe.yBzOH --+ Cln-,Me(OBz) . (y -1) BzOH + cm

La obtención de CIMg(OBz ) supone la interrupción de estos procesos en la primera
et apa mientras que los benzoatos de berilio se ob tienen cuando la sustitución es total.

Nos consta en el caso del berilio la gran influencia que la proporci ón entre los reac
tivos tiene sobre la obtención de uno u otro benzoato, puesto que la única diferencia en-

lo que se comprueba, además, por la ob serv ación del desprendimien to de ClH siempre
que se parte de un nit rato hidratado y la existencia de ácido benzoico en algunos de los
productos obtenidos.

Este comportamiento del clo ruro de benzoilo fre nte al agua de hi dratación representa
una diferencia sus ta ncial con relación al ob serv ado en cloruro de acetí lov-" puesto que
éste reacciona siempre con la totalidad del agua presente en la sa l cualquiera que sea la
forma en que se encu entre ligad a (ani ónica , de red, de 'coordinación , etc.). El cloruro de
benzoilo, por el contrario, ti ene un comportamiento m ás matizado, como se pone de
manifiesto si se compara su acción sobr~ los n it ratos de magnesio y calcio en las expe
ri encias 2.1 y 3.1, donde el ti empo y la temperatu ra de reacción son idénticos y dond e
el descenso en el pod er polarizante del catión deb e ser el responsab le de un grado de hi
dratación inferior en (VII).

Es pues en este disolvente donde se establece una competencia en tre el po der po lari
zante del catión y la tendencia a la hidrolisis del cloruro de benzoilo; así , en la reacción
con el nitrato de berilio (Exp , 1.1), donde el poder polarizante del catión es tan elevado,
éste no sólo es capaz de retener las cuatro molécul as de agua asociadas en el acuocatión
[B e(H20),] 2+ sino que ejerce su ficien te in fluencia sobre más m oléculas de agua que elu
den, por tanto, el ataque del disolvente.

En las reacciones con nitrato cálcico una de las moléculas de aguá debe encontrarse
más fuertemente ligada al catión ya que es la única qu e sop orta el ataque del cloruro
de benzoilo a reflujo (Exp. 3.2) lo que está de acuerdo con la estabilidad térmica de la
especie C12Ca.H20 que sólo por calentamiento a 260°C da el cloruro anhidro'v-!". .

La solvatación con ácido benzoico debe prod ucirse cuando el catión se encuentra des
hid- atado po r debajo de un cier to nivel, qu e depende en cada caso del catión que consi
deremos. De manera que cu ando se trata de Be2+ no se produce dada su alta hidratación
(x¡ = 6 en Exp. 1.1) e igualmente ocurre en la Exp , 2.1 con nitrato de magnesio (X2 = 4.5),
pero aquí, prolongando el tratami ento, se produce un a desh idratación parci al (x, = 2,3 en
Exp, 2.2.) y consiguientemente la solvataci óncon ácido benzoico (y, = 2,3).

No resulta apreciable la sol vatación de los cloruros obtenidos de estroncio y bario,
lo que está de acue rdo con la naturaleza de los cationes. Subprod uctos de la reacción
entre ellos anhídrido benzoico, impurifican el cloruro de es troncio ob tenido confiriéndole
color rosa que no desaparece tras un intenso lavado con disolventes orgánicos.

La formaci ón de benzoatos y clorurobenzoatos t iene lu gar sólo para los cationes m ás
polarizantes (Be2+ y Mg2+) siendo su formación posterior , en el pr imero de los casos, a
'la del cloruro correspondiente. Este hecho se ha comprobado en una experiencia reali
zada a 7D-SO °C durante 13 horas solamente (Exp . 1.2 no recogida en Tabla A) donde se
obtiene un producto con re lación atómica Cl/B e de o,6i.·Cuando se eleva la temperatura
hasta la de reflujo, la eliminación del cloruro es 'ya to tal a las 17 horas de t ra tamiento
(Exp, lA), lo que puede ser in terpretado si admitidos que el cloruro de berilio ob tenido
inicialmente, a través de la reacción de intercambio aniónico (2) que, por su validez ge
neral, expresamos según:
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(8)

(5)

(6)

(7)

{4)

N03Ac -+ AcONO,

AcONO, + ClAc -+ CINO, + Ac,O

2CINO, -+ Cl, + 2NO;

2N03Bz + 2ClBz -+ Cl, + 2NO, + 2Bz,O

4 (BzO),Be + H,O -+ (BZO)6Be40 + 2BzOH

también tiene lugar cuando se calienta en dedo frío a vacío. El peso molecular determi
nado para el benzoato básico preparado por nosotros está, así mismo, de acuerdo con el
calculado para su estequiometría. No existe dato alguno sobre sus espectros loR.

El método preparativo utilizado por nosotros para la obtención de (BzO),Be resulta
muy simple en comparación con los que proponen otros autores, por cuanto no requiere
la utilización de Cl,Be anhidro'!" ni son precisas dos etapas de reacción'!",

La especie CIMg(OBz) debe ser considerada como un compuesto definido y no una
mezcla equimolecular, dadas las diferencias entre su espectro loR. y el del (BzO),Mg, así
como entre su difractograma Debye-Scherrer y el del CI,Mg. Más adelante se recogen
los resultados de la aplicación de ambas técnicas tanto a estos benzoatos como a los
obtenidos de otros cationes.

En todas las reacciones se observó el desprendimiento de Cl, y NO" además de CIH
cuando los nitratos eran hidratados, comportamiento que coincide con el descrito en clo
ruro acetílo'v y que se indicó era consecuencia de la descomposición del nitrato de aceti
lo, formando de manera semejante a la indicada en el proceso (2), siguiendo la secuencia
de reacciones (5), (6) y (7), que puede ser

extendida a nuestro caso resumiéndola según el proceso total (8) según el cual se forma
cloro, dióxido de nitrógeno y anhídrido benzoico.

Según!", el cloruro de acetilo no reacciona ni a la temperatura de reflujo con los ni.
tratos anhidros de estroncio y bario, por el contrario, si lo hace con el tetrahidrato del
primero o cuando se adicionan disolventes orgánicos donores (ácido o anhídrido benzoico,
acetona) al segundo. Se interpretan estos hechos aceptando que el mayor poder polarí
zante del catión desnudo, doblemente cargado, disminuye el carácter nucleofílico de los
aniones nitrato, dificultando la reacción de intercambio aniónico (proceso 2). La presen
cia de un agente donor, agua o disolventes orgánicos, disminuye dicho poder polarizante
y permite la iniciación del proceso, el cual continúa como comprobaron por el resultado
obtenido, hasta la total sustitución de los iones nitrato por cloruro. La eliminación del
agua de hidratación, en el primero de los casos, no supone inconveniente para la prose
cución del proceso por cuanto el ácido acético, producido en la hidrólisis del cloruro de
acetilo, puede sustituirla como agente donor.

En nuestro caso una mayor temperatura puede permitir la iniciación del proceso de
intercambio aniónico y el anhídrido benzoico, formado según el proceso (8), ejercerá

tre las experiencias 1.4 y 1.5, a través de las cuales se obtienen, reside en que en la prí
mera la relación molar de los reactivos es 2,8 veces superior a la utilizada en la segunda.

Ambos benzoatos habían sido preparados con anterioridad'P'!", aunque escasamente
estudiados. En lo que respecta a su solubilidad están de acuerdo con lo que se describe,
de manera que el benzoato básico (BZO)6Be40, es soluble en disolventes orgánicos y el
neutro (BzO),Be , insoluble. El punto de fusión del benzoato básico es, así mismo, coin
cidente (encontrado 3200 C y descrito 317.318 0 C). En la determinación del punto de fu
sión del benzoato neutro se aprecia al microscopio su transformación (de amorfo a
cristalino), a partir de 2500 C, en otro producto que funde a 3200 C. Esta transformación
debe producirse como consecuencia de la hidrólisis del benzoato neutro, según el proceso
(4), que da lugar a ácido benzoico y benzoato básico y que
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el mismo efecto qu e acab amos de comentar realiza el agua o los disolventes orgánicos
donores en las reacciones con cloruro de ace tilo.

Nitratos de elementos de los grupos b

El estudio comprende a los nitratos hidratados de Cu, Zn, Cd, Hg2+, Hg,2+, Al Y Bi Y
a los anhidros de Ag y Pb .

En la Tabla B se recogen las condiciones expe rimen tales y los resultad os ob tenidos en
las expe ri encias realizadas con es to s nitratos.

TABL A B

Resultados obt enidos en las reacciones de los nitratos de los grupos b con cloruro
de benzoilo

Exp. Nitrato Tiempo h. Temp. ·C Producto obtenido

6.1 (NOJ),Cu.6H,O 41 120 ci.ce (XII)
7.1 NOJAg 312 a 20 y 120 CIAg (XIII)
8.1 (NOJ),Zn .6H,O 70 90-100 Cl,Zn .x¡H,O.y,BzOH b (XIV)
8.2 (NOJ),Zn .6H,O 10 140 Cl,Zn .y,BzOH b (XV)
9.1 (NOJ),Cd.4H,O 38 90-100 ci.ce (XVI)

10.1 (NOJ),Hg . ! H,O 145 20 Cl,Hg (XVII)
11.1 (NOJ),H g,.2H,O 54 60 Cl,Hg C (XVIII)
12.1 (NOJ)JA1.9H,O 52 90-100 (BzO),AIOH (XIX)
12.2 (NOJ)JA1.9H,O 4,5 Reflu jo (BzO)JAl (XX)
13.1 (NOJ),Pb 55 Reflujo Cl,Pb (XXI )
14.1 (NOJ)JBi.5H,O 70 20 - d

a 144 horas a 20· e y 168 horas a 120· e . b Valores de x e y: x¡ = 1,3 Y¡ = 0,73; Y, = 0,66. C Con
tiene un 20,60 % de materia indeterminada. d Producto con relación at ómica CI¡Bi = 3,36.

En todos casos el anión nitrato es desplazado por cloruro o benzo ato, obteniéndose
cloruros anhidro s (XII, XIII, XVI , XVII , XXI ), cloruros solvatados (XIV, XV, XVIII )
o benzoatos de los cationes respectivos (XIX, XX).

Se obtienen cloruros anhidros cuando se parte de los nitratos anhidros ensayados
(Exp , 7.1 y 13.1), tal y com o ocurría en las experiencias con los de estroncio y bario
(Exp, 4.1 y 5.1), debiendo produci rse la reacción de intercambio (2), qu e da lugar al clo
ruro metálic o y nitrato de benzoilo, debi endo és te descomponerse según el proceso (8)
a juzgar por la observación del desprendimiento de Cl, y NO,.

La distinta reactividad de los n itratos anhidros de plata y plomo (el primero de los
cuales reacciona ya a temperatura ambiente, mientras que el segundo requiere un tra
tamien to térmico más drástico) está en línea con lo que cab ía esperar, según la discu
sión hech a anteriormente al tratar de justificar la baja react ivida d de los nitratos anhi
dros de estroncio y bario. Aquí , una menor carga del catión Ag" afe ctará meno s al carác
ter nucleofílico de los an iones nitrato qu e, por ello, es tarán en disposición de realizar
más fácilmente el proceso de intercambio aniónico (2).

Cloruros anhidros se obtienen , así mi smo, en las reacciones con los nitratos h idrata
dos de cobre, cadmio y me rcurio (II). En los dos últimos, el bajo poder polarizante de
los cationes debe ser el res ponsable del res ultado, ya que la débil atracción que ejerzan
sobre las mol écul as de agua de hidratación permi tirá un a fácil solvolisis de las mis mas
(proceso 1). En el primero de los casos el ca tión es muy pol ari zan te y el re sultado se
aparta de lo que cabría esperar. No obstante, cabe justificar este hecho teniendo en cuen-
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Este nroceso ha sido comprobado llevando a cabo una reacción entre el producto
(XIX), ob tenido en la Exp, 12.1 y cloruro de benzoilo a reflujo, observándose el despren-

(9)

(11)

(10)

(BzO)2AIOH + CIBz -+ (BzO ),Al + cm

ClAl(OBz)2.H20 -+ (BzOM10H + cm

C1Al(OBZ)2.BzOH -+ (BzO)2A10H + CIBz

ta que el cloruro cúprico dihidratado se transforma en anhidro a 'lOO°C(I7), es decir, a
temperatura inferior a la utilizada en la exp eriencia, de modo que, una vez realizado el
proceso (2), de intercambio aniónico, la s moléculas de agua de hidratación se comporta
rán como agua libre siendo más fác ilm ente solvolizadas . El cloruro anhidro resulta así
el producto lógico de la re acción. Idéntico re sult ado se obtiene cu ando se hace reaccionar
con cloruro de acetilo sulfato, cloruro, nitrato, pe rcl orato o acetato de cobre hidratados'! ',

Las reacciones con los nitratos hidratados de zinc y bismuto (E xp, 8.1 y 14.1) tienen
lugar con violencia a la temperatura ambiente, al igual que ocurría en las reacciones con
cloruro de acetilo'!', pero, mientras que en este disolvente los 'p roductos de la reacción
permanecieron disueltos en el medio sin que su separación fuera posible, en nuestro caso
se aislan sólidos en el primero de los casos (XIV, XV) Y un aceite en el segundo (XXI).

De los re sultados obten idos en las E xp, 8.1 y 8.2 cabe indicar, de una parte, que como
consecuencia del gran po der polarizante del catión Zn2+ los cloruros obtenidos se encuen
tran solvatados, a diferencia de lo encontrado para los cationes de su mismo grupo, y
de otra, que una mayor temperatura en la Exp. 8.2 (140°C) que en la 8.1 (90-100°C) debe
ser la responsable de la total anhidrizaci ón del producto obtenido (XV), lo que además
se consigue en un tratamiento más corto.

En ia reacción con el nitrato de bismuto sólo fu e posibl e la obtención de un aceite de
color pardo de cuyos análisis se deduce una relación atómica Cl/B i = 3,36. Su espectro
LR. no presen ta bandas claras que pudieran indica r nada respecto de su' naturaleza.

En la E xp, 11.1, con el nitrato de m ercurio (1), se produce la oxidación a mercurio
(II) , previsiblemente realizada por el cloro formado en la descomposición del nitrato de
benzoilo (proceso 8). El p roducto obtenido, Cloruro mercúrico, se encuentra solvatado
con ácido benzoico y desprovisto de agua de hidratación (puesto de manifiesto' en su
espectro LR.). Un an álisis de e e H no no s fu e posible realizar dada la presencia de
m ercurio. .

El catión m ás polarizante, Al!" , es el único que da lugar a la formación de benzoatos
(en línea con lo ya apuntado al estudiar los nitratos de los elementos alcalinotérreos).
Ambos benzoatos (BzO) 2AIOH y (BzO) ,Al, han sido caracterizados tanto por análisis (Al,
C, H) como por espectroscopia LR. El benzo atobásico presenta una intensa banda a ·
3680 cm-1 qu e debe ser asignada al grupo - OH, lo que está de acuerdo con lo encontra
do en la literatura para ot ros carboxilatos de aluminio de igual estequiometría. El neutro
no presenta ninguna banda atribuible al grupo - OH Y la situación de las correspondien
tes al grupo - CO2 coinciden con las también presentes en el básico.

La obtención del benzoato básico debe seguir un curso semejante al discutido en la
reacción con los nitratos de berilio y magnesio (procesos (3) y siguiente) ya que como
allí, en una expe r iencla como la 12.1 pero con un tratamiento más corto (36 horas), se
obtiene un producto que contiene cloruros. No obstante, a los procesos de sustitución
de ion es cloruro por b enzoato , debe superponerse algún otro que justifique la presencia
del grupo - OH. Este, sin duda, debe proceder de la descomposición de H20 ó BzOH.
Así pues, sin pretender que los procesos reales transcurran de un modo simple ni que
existan realmente los productos que formulamos, las dos siguientes reacciones (9) y (10)
pueden tomarse como modelos útiles para ilustrar su formación.

Por el contrario, la fo rmación del benzoato néutro parece quedar bien establecida a
través de la reacción entre el benzoato básico y el cloruro de benzoilo a reflujo, se
gún (11) :
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Nitratos de elementos de transición y transición interna

(12)

(13)

Cl3Al.AcOH + AcOH -+ Cl,Al(.OAc) + cm
Cl,Al(OAc) + AcOH -+ CIA1(OAc),.AcOH + cm

dimiento de CIH y la formación de un sólido cuyo espectro LR . coincide con el del ben
zoato néutro.

. En cloruro de acetilo'? el resultado se aparta del obtenido en cloruro de benzoilo ya
que allí se aislan exclusivamente cloruroacetatos de aluminio, es decir, productos que se
gún el esquema que proponemos (procesos (3) y siguientes) resultan de una sustitución
parcial de iones cloruro por acetato, según:

Se ha estudiado el comportamiento frente al cloruro de benzoilo de los nitratos hidra
tadosde La, Cr, Mn , Fe, Co, Ni y Th. En la Tabla C se recogen los resultados obtenidos.

Todos los nitratos ensayados reaccionan a temperatura .suave produciéndose la total
eliminación de los iones nitrato. Las reacciones se inician a temperatura ambiente con los
nitratos de hierro, cromo y torio, el primero de los cuales lo hace con violencia de ma
nera que se hace preciso enfriar la mezcla de reacción, inicialmente, para moderarla.

La pérdida de moléculas de agua de hidratación se consigue en la mayoría de los
casos, así mismo, con tratamientos térmicos suaves, si se exceptúa la reacción con nitrato
de cromo. Aquí , a pesar de un tratamiento muy prolongado, se obtiene CI3Cr.6H,O cuan-:
do sólo se calienta a 50-60°C y si se eleva la temperatura hasta 70-80°C tiene lugar la pér
dida de 4 de las 6 moléculas de agua a la vez que la sustitución de uno de los iones
cloruro por benzoato. El producto obtenido (XXV), se encuentra probablemente impuri
ficado con ácido benzoico que no pudo ser eliminado por lavado con disolventes orgáni
cos . Si la temperatura se eleva hasta la de reflujo se obtienen productos en los que la
relación Cl/Cr es 0,5, tanto si la experiencia se lleva a cabo durante 2,5 horas (Exp. 16.3
no recogida en la Tabla C) corno si se prolonga (18 horas en Exp. 16.4), lo que pudiera

En cloruro de benzoilo bien pudieran suceder los procesos de manera semejante y la
'descomposición del producto obtenido según (13), CIA1(OBz),.BzOH, sería la responsa
ble de la obtención de (BzO),AIOH según (9). Esta descomposición, que en cloruro de
acetilo no se observa, puede ser consecuencia de la más alta temperatura de trabajo uti
lizada en cloruro de benzoilo.

Se han descrito carboxilatos básicos de aluminio'Pr"? de igual estequiometría que
(XIX), de los que los correspondientes a ácidos grasos, poseen interés industrial y se
obtienen (18) en medio acuoso por ajuste estricto del pH y temperatura del proceso, pues
en caso contrario resultan mezclas de distintos carboxilatos. Nuestro procedimiento
posee una gran simplicidad en cuanto a las condiciones experimentales y no .cabe obje
ci ón a su naturaleza de producto definido por cuanto al resultado es único y reproduci
ble. Además, la diferencia entre su difractograma y el correspondiente al benzoato neutro
resulta, en este sentido, definitiva.

En cuanto a los carboxilatos neutros, después de amplia controversia acerca de su exis
tenciaC18-22) , se han obtenidoC23..24) tripalmitato y triestearato por reacción del ísopropilato
de aluminio con el ácido correspondiente en benceno. Así mismo, se ha descrito la obten
ción del tríacetato'>' por reacción entre el trimetil aluminio y ácido acético en solución
bencénica.

En la literatura consultada aparece descrita la ' especie (BzO)3AIC26) cuya preparación,
siguiendo el procedimiento indicado por los autores, no pudo ser repetida por nosotros.
Sin embargo el trabajo está, más bien, destinado a la obtención de halogenuros de al
quilo que a la especie que se formula como benzoato de aluminio.

El método utilizado por nosotros tiene corno ventaja, además de su simplicidad, la
utilización de una sal hidratada de aluminio que no tiene, corno en los métodos descritos
hasta el momento, dificultad alguna de manejo.
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. (14)ClxMe(OBz)n_x + ClBz --+ Clx+IMe(OBz)n_x_l + Bz20

Exp. Nitrato Tiempo h. Temp. "C Producto obtenido

15.1 (NO,),La .6H,O 90 50-60 CI,La.2BzOH (XXII)
15.2 (NO,),La.6H,O 3,5 Reflujo CI,La .x,H20 .y,BzOH • (XXIII)
16.1 (NO,),Cr.9H 2O 100 50-60 CI,Cr.6H2O (XXIV)
16.2 (NO,),Cr.9H,O 16 70-S0 CI,Cr(OBz).2H20 b (XXV)
17.1 (NO')2Mn.4H20 55 90-100 CI2Mn.2BzOH (XXV I)
lS.l (NO,),Fe .9H2O 16 90-100 e CI,Fe(OBz) (?) (XXVII)
19.1 (NO')2CO.6H20 30 60-70 CI2Co.BzOH (XXVIII)
20.1 (NO,),Ni.6T-LO 31 60-70 CI,Ni d (XX IX)
21.1 . (NO,),Th.6H2O 5 Reflujo (BzO),Th (XXX)

ser justificado admitiendo haber alcanzado una situación de equilibrio entre los procesos
de descomposición, a que hemos hecho alusión anteriormente [(3) y siguientes], y que a
temperaturas de 70-S0°C (E xp. 16.2) sólo dan lugar a una monosustítucí ón, y procesos de
cloruración por parte del cloruro de benzoilo según (14):

Una situación semejante se presenta en las experiencias realizadas con el nitrato de
lantano cuando se eleva la temperatura hasta la de reflujo. Cuando el tratamiento es
reducido (sólo 3,5 h. en Exp. 15.2) ni siquiera se consigue la total eliminación del agua
de hidratación, pero prolongando el tratamiento (24 h . en Exp , 15.3 no recogida en Ta
bla C) se llega a una eliminación parcial del contenido en cloruros de manera que la re
lación atómica Cl/La es de 2,70, pudiéndose razonar de igual manera que anteriormente
se hizo en las experiencias con nitrato de cromo a refujo.

Un producto que formulamos como CI2Fe(OBz) se obtiene en la reacción con el nitrato
férrico, pero su naturaleza resulta deficientemente establecida por cuanto es un aceite
muy higroscópico obtenido en rendimiento muy bajo. Los porcentajes de CI y Fe se
ajustan a la estequiometría señalada.

Sólo en el grupo de nitratos que estudiamos se han obtenido cloruros solvatados con
proporciones estequiométricas de ácido benzoico, así es que las especies CI,La .2BzOH,
CI2Mn.2BzOH y CI,Co.BzOH pudieran ser de naturaleza definida. Su gran insolubilidad
en disolventes orgánicos impide realizar un estudio completo de los mismos.

Unicamente el catión de más alta carga, Th':", es el que da lugar a un benzoato
(Exp, 21.1). También en este caso se ha obtenido un producto, en un ensayo previo
(Exp. 21.2 no recogido en Tabla C y que se efectuó a 5D-60°C durante 146 h .); en el que
debe existir un equilibrio entre los procesos de descomposición [(3) y siguientes] y clo
ruración (14), ya que la relación atómica CI/Th observada corresponde a una mezcla de
CI.Th y (BzO),Th en proporción 10: 1. La elevación de la temperatura debe favorecer el
desplazamiento de las reacciones de descomposición lo que lleva finalmente a la obten
ción del benzoato correspondiente.

Ha sido descrita la preparación del benzoato de toriO(21) por reacción entre el acetato
y ácido benzoico fundido. Nuestro procedimiento posee la ventaja de la utilización de
un producto comercial de to rio , además de su simplicidad experimental.

• Valores de x e y: Xl = 1.3; Y, = 0,94.. b Se encuentra impurificado con ácido benzoico. e La reac
ción se inició a 2°C Y durante 3 horas estuvo a temperatura ambiente. d Cont iene un 13,66 % de
materia indeterrniriada.

Resultados obtenidos en las reacciones de los nitratos de los elementos de transición y
transición interna con cloruro de benzoilo
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Espectros I. R.

Nos limitaremos en este estudio a los benzo ato s y clorurobenzo atos ya que los espec
tros LR . de los cloruros solvat ad os con ácido be nzoic o son muy seme jantes al del propio
ácido .

Todos los espectros se obtuvieron preparando pastillas de BrK y en suspensi ón en
Nujol. La región investigad a fu e de 4000-250 cm- I , la cua l podemos sep arar en dos zo
nas: de 4000-1800 cm - I y de 1800-250 cm -l. En la primera de ellas sólo merece destacarse,
en primer lugar, la .banda de 3680 crrr-' qu e presenta (BzO)2AIOH, así como una amplia
banda a 3400 cm " correspondien te a la presencia de agua , en ma yor o menor prop orción,
según sea la distinta higroscopicidad del producto estudiado y, por último, débil es ban
das alrededor de 3000 cm - l correspondient es a v (CH )'28 ). La zona de 1800-250 cm- I es la que
presenta un mayor número de bandas , por 10 qu e será la que estudiaremos con más deta
lle . En la Tabla D se recogen las observadas en los benzoatos que estudiamos, así como
su asignación. .

Es de señalar el corto número de trabajos dedicados al estudio de los espectros LR .
de benzo atos, si se compara con la enorme lit eratura existente sobre acetatos. Es tam
bién bastante gene ral qu e cuando existe alguna publicación en qu e se estudia algún ben
zoato, se incluyan exclusivamente las asignaciones para V.,lm (C02) y VoIm (C02), 10 que es
comprensible dado el interés demostrativo de tales as ignaciones.

Cabe destacar, como muy completos, los trabajos sobre benzoatos alcalinos de J. H. S.
Gre en y col. '2' ) y sobre benzoatos de eleme ntos lantán idos de .M. D. Taylor y co1,<28l, de
cuyos result ados hacemos uso para la s asignaciones de bandas en los benzoatos que se
estudian.

Como se ha apuntado anteriormente, la fina banda a 3680 cm - l
, que aparece en

(BzO)2AIOH, deb e ser asignada a v (OH) , lo qu e está de acuerdo con igual asignación
hecha por otros autores (18-21) para el correspondiente acetato y varias sales de ' ácidos
grasos.

Resulta problem átic a la asi gnaci ón de algunas de las bandas de la región 1700-1500 cm- l

en varios de los productos. Así, en (BZO)2Be y (BzO),AI, se encuentran bandas a 1670 y
1700 crrr- ', resp ectivamente, la primera de las cu ales resulta demasiado intensa para pen
sar que se .t ra te de la correspondiente al ácido, producido como consecuencia de la hidro
lisis parcial de (BZO)2Be, la segunda, por el contrario, pudiera tener este origen dado que
no resulta muy in tensa y qu e se presenta a una fre cuencia más cercana a la qu e se en
cuentraeri el ácido libre (1690 crrr- ' ). Aun sin decidirnos por cuál sea el origen de la
presencia de estas bandas, des eamos recoger algunas explicaciones que otros autores dan
para bandas que, como las que se comentan, encuentran en otros carboxilatos. Así, se
describe'> ' en (ACO)2Be una banda de 1685 crrr? qu e se indica es debida a la presencia de
ácido acético y otros autores'"? suponen que este tipo de bandas se debe a la inducción
provocada .por algunas moléculas de agua retenidas por puente de hidrógeno, lo que da
lugar a enlaces C = O ... H y a su correspondiente vibración comparable a la de 1690 crrr?
presente en el ácido.

En la misma- región que comen tamos (1700-1500 cm - I ) debe encontrarse la banda
Vas lm (C0 2). En algunos benzoatos su asignación resulta sencilla por cua nto se trata de
una banda intensa para la qu e no cabe otra posibilidad de as ignación. Así, se encuentra
a 1630 cm-' en (BzO).Be,O, a 1560 cm - l en (BZO)2Be, a 1540 cm- I en CI2Cr(OBz) .2H,O y
1520 cm- I en (BzO),Th.

Por el contrario, en otros existen dos bandas asignables a este t ipo de vibración, como
es el caso de CIMg(OBz) a 1640 y 1565 cm - l , igua lme nte intensas, en (BzO)2AIOH a 1620
y 1560 crrr-', la primera de intensidad media y la segunda muy intensa y en (BzO) ,AI a
1625 y 1560 cm - I , media y muy intensa , respectivamente. La existencia de una duplicidad
en las bandas asignables a V" lm (C02), debe ser consecuencia de un distinto tipo de coor
dinación por parte del grupo - CO, al catión y, cuando la estructura del compuesto es
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TABLA D

B zOM (29) (Bz O), Ln (28) (BzO) ,Be,O (BzO),Be C1Mg(OBz ) (BzO),AIOH (BzO),A l Cl,Cr(OBz).2H,o (BzO), Th Asignación ( + ) (referencia)

- - - - - 3680(m) - - - v-OH

- 1688(H, m) - 1670(H, s) - - 1700(H, m) - - C=O-H (28); BzOH (30) (*)- - 1630(vs) 1620(H, sh ) 1640(vs) 1620(m) 1625(m ) - - V.,lm (Ca,) (*)
1601-1609 (sh, s) 1600-1588 (vs) 1600(s) 1595 (s) 1610(vs) 1605(vs) 1605(vs) 1610(vs) 1600(s ) VB. v (CC) (29)
1593-1597 (sh, s ) - 1570(s) 1580(sh) - - - - - VBb V(CC) (29)
1552-1561 (s) 1540-1488 (vs) - 1560(s ) 1565(vs) 1560(vs) 1560(vs) 1540(vs) 1520(br, vs) V. ,lmtcoo (*)
1520-1527 (sh, m, w) - - - - - 1540(sh) - - V6. + ca, sim. def. (A,) (29)
1483-1513 (w) 1490(sh) 1500(s) 1490(s) 1500 (w) 1495 (s ) 1495(m) 1500(s) VIO. v (CC) (29)
1440-1447 (w) 1440-1450 (sh) - - - - - - - v6b+ v6.(B,); V'b+ v,o.(A,) (29)
1407-1427 (sh, s) - - - - 1380(m) 1385(m) - - Vl9bV(CC) (29)
1380-1406 (s) 1390-1410 (vs) 1440(vs) 1430(vs) 1430(vs) 1440(vs ) 1440(vs) 1420(vs) 1405(br, vs) Vas tm (Ca,)

- - - - - - 1320(vw) - - -
1305-1314 (w) 1305-1315 (m, v) 1310(w) 1305(w) 1320(s) 1310(m) 1310(vw) 1320(m) 1310(m) V14 v (CC) (29)
1270-1282 (w) 1290(H, w) - 1280(w) 1290(vw) - 1280(br) - - V3f3 (CH) (29); C-O-H (28)
1222-1238 (m, w) - - 1255(w) - - - 1265(m) - 2 V'b (A ,) (29)
1172-1181 (w) 1170-1175 (m, w) 1170(m) 1170(m) 1190(w) 1180(w) 1180 (w) 1180(m) 1180 (w) V9. f3 (CH) (29)
1150-1161 (w) 1140-1150 (w, vw) 1160(m) 1155(w) 1155(m) 1160(m) 1160(vw) 1160(m) 1160(w) C-O-M (28); V9b f3(CH) (29)

- 1125(vw) - - - - 1120(vw) - - -
1100-1107 (w) 1090-1100 (vw) 1090(w) 1090(vw) 1110 (w) - - 1100(m) 1100(vw) V1a X-sens. (29)
1064-1071 (m) 1062-1070 (m, w) 1070(m) 1060(w) 1080(m) 1070(m) 1070(w) 1080(m) 1070 (vw) V'5 (3 (CH) (29)
1015-1026 (m) 1018-1022(m) 1025 (m) 1020 (w) 1030(m) 1025(w) 1030(w) 1030(m) 1030(vw) 'V1B. (3(CH) (29)
998-1006 (w) 995-1000(w, vw) 1000(vw) - 1010 (vw) - - 1010(m) - V12 anillo (29)

- - - - - 1000(s) 1000(sh) - - tv (AI- O) (?) (18)- - - - - 990 (s) 990 (w) - -

Abreviaturas: (vs): muy fuerte; (s): fuerte; (m): media; (w): débil; (vw): muy débil; (sh): hombro; (br): ancha; (H): posible consecuencia de la
hidratación; (i .p .): en el plano; (o .p.): fuera de l plano; (*) véase discusión; (**) : región con numerosas bandas de ' pequeña intensidad. (+) Número,
según (31) y modo según (32).



T A B LA D (Continuación)

B zOM (29) I (B zO),Ln (28) (B zO),Be.o (BzO) ,Be C1Mg(OB z) (B zO),A1OH (B zO),Al Cl,Cr(OBz).2H;O (B zO),Th Asignación (+) (referencia)

970-984 (w) 967-970 (vw) - - 985 (w) - - - - V17. 'Y (CH) (29)
919-940 (w) 930-938 (w) 940 (sh) - - 930 (vw) 930(vw) 945 (w) 940 (vw) V17b'Y (CH) (29)

- - - - - 900 (vw) - - - -
828-846 (m) 840-863 (m, w) 890 (br.s) 860(m) 895 (vw) 890(vw - 850.(w) 845 (vw) v (CO) (28); v,. X-sen . (29)
828-840 (m) 825-840 (w) 830(s) - 850 (m) 820 (w) 830(vw) - 820(vw) VIO. 'Y (CH) (29)
812-819 (m , w) 812-815 (w) - 810(m) 840(s) - - 800(br) - VIOb'Y (CH) (29)

- - 785(br ,vs) 740 (br, vs) - - - - - v(Be-O) (30)
727-731 (s , w) - - - - - - - - -
713-720 (s) 708-710 (vs) - - 730 (vs) 725(vs) - 720 (s) 720 (m) a. C - C, o.p . (28)
692-716 (s , m) - 700 (s) 705 (sh) 690 (s) 720 (vs) 720 (s) - - v, qJ (CC) (29)
688 (w) - - - - - - - 690 (m) -
675-680 (m) 672-680 (s) 680(s) 680(m) ó85(m) 1i80 (m) 685(m) 675 (m) 680 (m) CO, bend. (28)

- 660(sh , s) - 660 (sh) 680 (sh) - 670 (m) - - -
617(w) - - 610 (w) - 620 (w) 620 (w) - - '\" b a. (CCC) (29),

- - - 590 (w) - - 600 (w) 600 (m) - -
526-543 (s , m) 530-560 (m ; w) 560 (vw) 510(m) 570 (m) 540 (m) 540 (m) 520(m) 540 (w) CO, rack o.p , (28)

- - - 495 (w) - - - - - - -
- - - 450(w) - - - - -

418-422 (m) 415-420 (m) 436(vw) 430 (vw) 410(w ) 420 (vw) - - CO, rack í.p, (28)
- - 390 (vw) (**) 405 (w) - - - 400 (br, vw ] -
- - 360 (w) 380 (m) 370 (m) - - - -
- - - 340 (w) - 330 (m) - - -
- - - 310 (w) 320 (m) - - -

Abreviaturas: (vs): muy fu erte; (s) : fuerte; (m): me dia; (w): débil; (vw): muy débil; (sh): hombro; (b r ): ancha ; (H): posible consecuencia de la
hidratación; (i .p.): en el plano; (o.p .): fu era del plano; (*) v éase discusión; (**) : región con numerosas bandas de pequeña intensidad. (+) Número
según (31) y modo según (32). .
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conocida, la asignación resulta inequívoca; cuando no es así, y éste es nuestro cas o, sólo
tentativamente pueden, ambas bandas, ser asi gnadas a esta vibración. '

En cuanto a las bandas correspondientes a 'V>lm (Ca,) no existe duplicidad y su asigna
ción resulta sencilla.

En la Tabla E recogemos las asignaciones hechas por nosotros para V. s lm (Ca ,) y
Vas lm (Ca ,) 'en (BzO),Be,O y (BzO),Be comparándolas con las real ízadasv" para los acetatos
de igual estequiometría, apreciándose, desplazamientos hacia frecuencias menores en los
benzoatos, en particular las correspondientes a Vs lm (Ca,), lo que trae como consecu encia
valores de "" v mayores para éstos.

' T A B L A E

Asignaciones para 'Vas/m(Ca ,) y Vslm (Ca ,) en carboxilatos de berilio

BENZOATOS ACETATOS
I

'Vasim(CO,) 'lis/m (Ca,) A v ' 'V';/m(CO,) ''Vs/~ (Ca,) A v

Sales básicas .,. ... ... 1.630 1.440 190 1.638 i.448 150
Sales neutras ... ... o • • 1.560 1.430 130 1.590 1.481 109

Es de destacar ' la diferencia entre los valores de "!:J. v para las dos clases de sales, lo
que pudiera ser consecuencia de la dis tinta manera de coordinarse por par te del grupo
- c a" en cuyo caso, habría que pensar en la presencia de grupos carboxila to quelato
en las sales neutras, ya que en las básicas resulta probado, a la vista de su estructurav" 34) ,

que los grupos carboxilato son tipo puente. Un menor valo r de ""v en .carboxílatos tipo
quelato que en los tipo puente se encuentran en acetatos de otros elementos'!" 36).

Respectó al (AcO),Be hay que indicar qu e otros autores '" ? asi gnan a V~' lm (Ca,) una
banda que les aparece a 1624 cm - I sin que se haga mención de la que en ('O) se recoge a
1590 cm-l. .

Respect o a los benzoatos de aluminio (BzO),AIOH y (BzO),Al, hay que indicar que tan
to las bandas asigna bles a Vaslm (Ca,) como la úni ca que debe corresponder a V, lm (Ca,)
se presentan a las mismas frecuencias tanto para el básico como para el neutro. En los
acetatos dé igual estequiometría sólo se describe-"? una banda asignable a 'V..lm (Ca,) a
1583 cm'< .para el básico y 1595 cm- I para el neutro comparables con las que encontra
mos en los benzoatos a 1560 cm -! y que resulta ser la más intensa de .las dos en contradas
por lo que parece más lógico asignar esta banda a 'Vaslm (Ca ,) . En la Tabla F se comparan
las bandas correspondientes a acetatos y benzoatos. :

BENZOATOS ACE~ATOS

I- ".sim(Ca,) "sim(Ca, ) A'V 1',slm (CO, ) 'Vsim(Ca ,) Av: -
Hidroxicarboxilatos ... 1.560 1.440 120 1.583 ~ .472 111
Sales neutras ... ... ... 1.560 1.440 120 1.595 1.473 122

Con relación a CIMg(OBz) la asignación de las bandas a 1640 y 1565 crrr- ' resulta com
plicada -pues ambas bandas son igualmente intensas y, aun con las re servas expuestas
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anteriormente, sólo cabe pen sar en la presencia de dos tipos distintos de coordinación
por parte del anión carboxilato lo que determ ina fr ecuencias distintas para la vib ración
V..lm(CO,) . ·E¡" espectro I.R. de ClMg(OBz) resulta concluye nte re specto de su naturaleza
de producto definido ya que si se compara con el de (BzO),Mg se aprecia la ausencia de
éste de la banda a 1640 cm- I

, el desplazamiento de la banda V>lm(CO,) de 1430 crrr- ' a
1410 cm- I y que el gran número de bandas en la región 600-250 crrr-' presentes en
ClMg(OBz) pasan a ser só lo tres a 540, 460 y 300 cm " en (BzO),Mg.

En la Tabla G se recogen las asigna ciones hec has para V.. lm Y V.lm(CO,) en
Cl,Cr(OBz).2H,O y (BzO),Th.

T AB LA G

Asignaciones para 'Va. lm (Ca,) y 'V' im (Ca, ) en Cl,Cr(OB Z).2H,O y (B zO),Th

'Vaslm (Ca,) 'V, lm (Ca,) LI'V

Cl,Cr( OBz) .2H,O oo , oo' .oo 1540 1420 120
(BzO),Th . oo oo . oo••oo ... 1520 1405 115

De las asignaciones hech as para V.. lm (CO,) Y V.lm(CO,) y del 'cor resporidien te Ó v se
concluye que el anión benzoato se une a los cationes estudiados como ligando bidentado
(puen te o quelato). Queda exclu ida la posibilidad de la un ión monodentada da do que Ó v
para que este tipo de coordinación es mayor (300-400 cm- I ) y la frecuencia correspond iente
a V>lm (CO,) menor (1280-1319 crrr- ') en benzoatos de otros cationes/3M ()).

La banda que a 1150-1140 cm- I se as ign a por unos autores'?" a la vibración del grupo
C-O·M y por ot ros'"? a V'bv (CH), la encontramos a 1155-1160 cm - I para to dos los benzoa
to s aunque resultan m ás in tensas que las que encuentran los segundos auto res.

Según(30) las bandas intensas y anchas a 785 cm - I en el benzoato básico de berilio y a
740 cm - I en el neu tro pueden asignarse a v (Be - .0) para el grupo BeO, en entorno
tetraédrico.

En los espectros de los benzoatos de aluminio aparecen sendas bandas muy próxim as
(lOOO y,990 cm-1) que, dada su gran intens idad en comparación con las que ea otros ben
zoatos'"? se asi gnan a VI2 anillo y V17. v (CH), no parecen poder corresponder a dicha s vi
braciones. En(l' ) asignan una in tensa y ancha banda en 985 cm- I a la vibración corres
pondiente al enl ace Al - O por lo que creemos que las bandas encontradas en los benzo a
tos pueden asignarse a tal vibración aunque no podemos precisar cuál de ella s o en su
caso cuál es la razón de su desdoblamiento.

. Numerosas bandas de no mucha ' intensidad en la región 500-250 cm- I resultan de difícil
interpretación.

Difractogramas Debye-Scherrer

Se han llevado a cabo con todos los benzoatos y clorurob enzoatos ob tenidos con ex
cepción del de cromo dada su no ab soluta pureza.

En la Tabla H se dan los valores de los espaciados, d (A) , y las in tensidad es relativas
de los picos más intensos observados en el diagrama correspondiente a cada producto.

Comparando la situación y.orden de intensidad de los picos de difracció n de l benzoato
básico de berilio sintetizado seg ún'!" y los del producto de las experiencia s 1.3 y 1.4, re
sul ta clara la identidad entre ambos . Las diferencias observadas están dentro del error
experi mental (ó 'e' = ± 0,40

) . •
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TABLA H

Valores de espaciados, d (A ), e intensidades relativas de los picos m ás intensos que apa
recen en los dijracto gramas Debye-Scherrer de los benzoatos y clorurob enzoatos obtenidos

(BzO)J]e,O según (7) I (BZO)6Be,O Exps , 1.3 y 1.4 (BzO)2Be Exp. 1.5

d (A ) I 100 ttt« d(A) 100 tn» d(A) I 100ut»
10.05 75 9.94 66 10.53 100
9.41 83 9.31 80 9.61 35
8.27 74 8.19 66 7.25 31
8.04 38 8.04 38 5.50 37
5.68 25 5.63 28 5.25 42
5.50 39 5.44 40 -t 4.90 35,
5.24 100 5.18 1ÓO

,
4.77 65,

5.15 61 5.10 66 4.72 44
4.90 49 4.87 51 . 4.42 50
4.72 29 4.67 32 4.17 100
4.58 65 4.53 69 4.09 31
4.53 64 4.51 69 3.93 29
4.23 29 4.19 31 3.92 27
4.04 41 3.99 41 3.65 27
3.90 33 3.90 38
3.53 35 3.51 38
3.40 26 3.39 29

CIMg(OBz) Exp , 2.3 (BzO)zA10 H Exp, 12.1 (BzOMI Exp, 12.2 (BzO),Th Exp.21.2

d(A) 100 l/lo d(A) 100 l /lo d(A) 100 l/lo d(A) 100 l/lo

14.73 100 10.65 100 10.65 100 11.05 100
7.25 34 10.16 49 8.20 22 5.61 22.2
4.84 33 5.37 29 5.37 40

4.82 46 4.77 13
4.62 47 4.55 22

I

En C1Mg(OBz) y (BzO),Th sólo se detectan tres y dos picos, respectivamente, de sufi
ciente intensidad para ser considerados.

La ausencia en el difractograma correspondiente al CIMg(OBz) de los picos más inten
sos que aparecen en CI2Mg (2,55; 1,82 Y 2,96 A) según (ASTM, 3-0854) confirman lo ya es
tablecido sobre su naturaleza de producto definido y no mezcla.

Parte experimental

Método de trabajo

En condiciones de absoluta au sencia de humedad, los reactivos se mantuvieron en agio.
tací ón a la temperatura deseada. Una vez finalizado el tiempo que se consideró necesario
para la terminación del proceso, se dejó enf riar la mezcla, separándose el producto inor
gánico obtenido por ad ición de disolventes orgánicos anhidros.
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El transcurso de las reacciones fue muy parecido de unas a otras . Cuando la reacción
se in ició a temperatura ambiente, el cabo de un tiempo, muy corto en las experiencias
con los nitratos de Zn, Bi y Fe y algo más tarde en las de Be, Ag, Cd, Hg' +, Hg,2+, Cr
y Th, se observó un amarilleamiento del medio que evolucionó oscureciéndose y despren
diendo Cl, NO, y CIH, al mi smo tiempo que se observó el cambio de aspecto del pro
ducto sólido. Cuando la temperatura de reacción fue superior, el desp rendimiento gaseoso
se produjo en general de manera más violenta, pero durante un más corto tiempo.

En el producto sólido se investigó cualitativamente Cl" , NO,- y el catión, y en el es
pectro I.R. se constató la presencia o no de H,O, BzOH o BzO- coincidi endo las observa
ciones hechas con las fórmulas que se proponen en cada caso.

Experiencia 1.1. - Reacción del nitrato de berilio hidratado con cloruro de benzoilo
a la temperatura ambiente durante 113 horas.

Reactivos: 5,61 gr. de (NO,),Be.xH,O y 75 c.c. de CIBz. El producto aislado es insoluble
en éter etílico y soluble en agua. Análisis: % Cl = 36,41; % Be = 4,76; C, no detectado.
Calculado para Cl,Be.6H,O (1): % Cl = 37,71; % Be = 4.79.

Experiencia 1.2. - Como Exp. 1.1 pero a 70-80 °C durante 13 horas.

Descripción de las experiencias

Los espectros I.R. se hiciero n en un esp ectro fotó metro Beckman I.R . 20A que cubre
la región 4000-250 cm- I , los di fractogramas Deb ye-Scherrer en un difractómetro Ph illips
PW 1.l0l que cubre la zona de valores de 2 6 de 0° a 90° , los pesos moleculares en un
Hitach i Perkin-Elmer modelo 115 y los puntos de fusión en un Reichert con microscopio
«Thermopan»,

El cloruro de benzoilo (FLUK.A) se utilizó sin ningún tratamien to previo. Los nitratos
usados fueron de la calidad y marca que se indican: Mg, Ca, Sr . Ba, Ag, Pb , Cu, Zn , Cd,
y Fe, reactivo PROBUS; Hg' ''', Mn, Co, Ni, Al Y Bi, químicamente puro PROBUS; Hg,2+ ,
cristalizado PANREAC; Cromo, para análisis U.C.B.; La, purísimo SCHUCHARDT; Th,
purísimo FLUK.A; Be químicamente puro R1EDEL:DE HAJO.N AG.

Los disolventes orgánicos utilizados se anhidrizaron previamente por los métodos
usu ales.

Detección de cloro con disolución de fluoresceína y bromuro y pot ásicov'": cloruro de
hidrógeno con amoníaco; dióxido de nitrógeno recogiendo los gases desp rendidos sobre
una disolución de hidróxido sódico y en ella investigad os NO,- y NO,- según" !', Los aná 
lisis cualitativos y cu antitativos de cloruro y el catión corespondiente se realizaron según
los métodos usuales':"...... l . Análisis de carbono e hidrógeno en microanalizador Perkin
Elmer 240.

Por filtración , lav ado con el m ismo disolvente y evaporación del mismo a vacío de
bomba rotatori a se tuvo preparado el producto para su análisis. Cuando po r adición de l
disolvente orgánico (gen eralmen te éte r etílico) no se produjo la precipitación del produ c
to inorgánico se evaporó a vacío de bo mba rotatori a y se añadió éter de petróleo (36-60°C)
con lo que en todos los cas os se obtuvo una m ezcla, constituida por la sa l in orgánica,
ácido y anhídrido benzoicos, que fue separada en Soxhlet utilizando éter de petróleo ya
que los productos orgánicos se disuelven en caliente.
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Reactivos: 5 gr. de (NO,),Be .xH,O y 25 e.e, de ClBz. El producto aislado es insoluble
en éter etílico y soluble en disolución acuosa ácida en caliente. Análisis: % Cl = 9,39;
% Be = 3,80; Cl/Be = 0,62.

Experiencia 1.3. - Como Exp, 1.1 pero a 90-100°C durante 98 horas.

Reactivos: 5,61 gr. de (NO,),Be.xH,O y 75 c.c. de ClBz. El p roducto .de la reaccion es
soluble po r adición de éte r etílico, separándose como se indicó en Método de Trabajo.
Tanto su espectro I.R. como punto de fusión coincide con el del producto (II) obtenido
según la sigu~ente experiencia.

Experiencia 1.4. - Como Exp . 1.1 pe ro a reflujo du rante 17 horas.

Reactivos: 5,61 gr. de (NO,),Be .xH,O y 75 c.c. de ClBz. La reacción transcurre con diso
luci ón del p roducto de la misma que no precipita al enfriar. Por adición de éter de petró
leo fue provocada su precipi tación llevándose a cabo su purificación según se indica en
Método de Trab ajo, recristaliz ándose en benceno. Producto muy soluble en benceno, clo
roformo y tet racloruro de carbono, menos soluble en éter etílico. Punto de fusión 320°C.
Peso molecular en benceno 807 (Te órico 779). Análisis: % C = 65,26; % H =3,79. Calcula
do para (BzO ).Be,O (11) : % C = 64,78; % H = 3,88.

Experiencia 1.5. - Como Exp, 1.1 pero a re flujo durante 17 horas.

Reactivos: 7 gr . de (NO,),Be.xH,O y 35 c.c. de ClBz . El producto de la reaccion preci
pita en el medio t ras una etapa anterior en que todos los productos intermedios se en
cuentran disueltos. La mezcla de re acción solidificó al enfria r. Por lavado con éter etílico
y benceno se ob tiene un producto blanco (111) insoluble en agua y disolventes orgánicos.
Cuando se intentó determinar su punto de fusión se observó al microscopio, a partir
de 250°C la transformación de (III), de apariencia amorfa, en otro que adquirió la forma
de cri st ales prismáticos transparentes. A 310°C la transformación es completa y a 320°C
fundieron [(BzO).Be,O) . Bajo la pieza de vid rio que aisla térmicamente el horno del exte
rior se apreció la formación de un sólido blanco que había sublimado.

Análisis: % Be = 3,39; % C = 66,79; % H = 4,18. Calculado para (BzO),Be (nI):
% Be = 3,59; % C = 66,93; % H = 4,01.

Experiencia 2.1. - Reacción del nit rato de magnesio hex ah idratado con cloruro de
benzoilo a 70-80°C durante 17 ho ras.

Reactivos: 5,20 gr. de (NO,) ,Mg.6H,O y 50 e.e. de ClBz. El producto aislado es insolu
ble en éte r etílico, soluble en agua e higroscópico . Análi sis: % CI = 41,06; % Mg = 14,02;
C, no se detectó. Calculad o para Cl,Mg.4,5 H,O (IV): % CI = 40,22; % Mg = 13,79.

Ex periencia 2.2. - Como Exp, 2.1 pero a 70-80°C durante 60 horas

Reactivos : 5,20 gr. de (NO,),Mg.6H,O y 50 c.c. de ClBz. El producto aislado es insolu
ble en éter et ílico yagua en frío, soluble en agua caliente. Análisis: % CI = 17,48;
% Mg = 5,70; % C = 47,06. Calculado para CI,Mg.2,3 H,O.2,3 BzOH (V): % CI = 16,98;
% Mg = 5,82; % C = 46,31. .

Exp eriencia 2.3. - Como Exp. 2.1 pero a reflujo durante 6 horas.
Reac tivos: 5,20 gr. de (NO,),Mg.6H,O y 50 c.c. de ClBz. Duran te el transcurso de la

re acción se produjo la precipitación de un sólido , diso luci ón del mismo y nu eva precipita
ci ór, de otro de donde se aisla el producto de la re acción , que es insoluble en éter etílico
y agua en frío, y soluble en cal iente. Análisis: % Cl = 19,29; % M~ = 12,74; % C = 44,50.
Calculado para CIMg(OBz) (VI): % CI = 19.60; % Mg = 13,44; % 'C = 46,68.

Exp eriencia 3.1. - Reacción del ni trato cálcico tetrahidratado con cloruro de benzoilo
a 70-80 °C durante 60 horas.

React ivos: 5,52 gr . de (NO,),Ca.4H,O y 50 e.e, de CIBz. El producto aislado es insoluble
en éte r etílico, so luble en agua en caliente e higroscópico. Análisis: % Cl = 20,25; % Ca =
= 11 ,83; % C = 44,6. Calcu lado para CI,Ca .H,O. 1,8BzOH (VII): % CI = 20,33; % Ca =
= 1l ,49; % C = 43,39.
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Experiencia 3.2. - Como Exp, 3.1 pero a reflujo durante 24 horas.
Reactivos: 4,72 gr. de (N03),Ca.4H,O y 50 ce. de CIBz. El producto de la reacción es in

soluble en éter etílico, soluble en agua y muy higroscópico. Análisis: % Cl = 56,54;
% Ca = 32,35. Calculado para Cl,Ca.H,O (VIII): % Cl = 54,96; % Ca = 31,07.

Experiencia 3.3. - Como Exp. 3.1 pero a reflujo durante 51 horas.

Reactivos: 4,72 gr. de (N03) ,Ca.4H,O y 50 c.c. de CIBz. El producto aislado es insolu
ble en éter etílico y soluble en agua en caliente. Análisis: % Cl = 26,48; % Ca = 15,08;
% C = 35,75. Calculado para Cl,Ca.H,O. 1,1 BzOH (IX): % Cl = 26,93; % Ca = 15,22;
% C = 35,12.

Experiencia 4.1. -'- Reacción del nitrato de estroncio anhidro con cloruro de benzoilo
a Ir. temperatura de reflujo.

Se realizaron varios ensayos variando el tiempo de reacción y proporción de los reac
tivos.

Los sólidos obtenidos presentan color rosa, son insolubles en disolventes orgánicos,
donde no pierden su color, pero son solubles en agua en caliente perdiéndolo y dejando
una disolución amarillenta. No contienen nitrógeno, en sus espectros LR. se detecta an
hídrido benzoico. Análisis: % Cl = 39,94; 42,47; 41,59; % Sr = 50,35; 51,90; 52,53, respecti
vamente. Calculado de acuerdo con el % de materia no analizada: % CI = 40,38; 42,21;
42,10; % Sr = 49,91; 52,16; 52,02 respectivamente.

Experiencia 5.1. - Reacción del nitrato de bario anhidro con cloruro de benzoilo a la
temperatura de reflujo durante 18 horas.

Reactivos : 11,7 gr . de (N03),Ba y 50 c.c. de CIBz. El producto aislado es insoluble en
éter etílico pero soluble en agua. Análisis: % Cl = 32,82; % Ba = 63,73. Calculado para
Cl.Ba (XI): % Cl = 32,88; % Ba = 63,67, asignando un 3,45 % a materia indeterminada,

Experiencia 6.1. - Reacción del nitrato cúprico hexahidratado con cloruro de benzoilo
a 120°C durante 41 horas.

Reactivos: 9,0 gr. de (N03),Cu.6H,O y 50 c.c. de CIBz. La mezcla de reacción solidifica
al enfriar y de ella, por adición de éter etílico se separa un sólido marrón soluble en
agua. Análisis : % Cl = 51,67; % Cu = 46,45. Calculado para Cl.Cu (XII). % Cl = 52,74;
% Cu = 47,26.

Experiencia 7.1. - Reacción del nitrato de plata con cloruro de benzoilo a temperatura
ambiente y 120°C durante 312 horas.

Reactivos: 13,75 gr . de N03Ag y SO e.e , de CIBz. A temperatura ambiente tiene lugar la
reacción con desprendimiento de Cl, y NO,. Se tomaron las debidas precauciones para
evitar la reducción a plata metálica por acción de la luz. El producto, que permanece
insoluble en el medio (XIII), es CIAg ya que es insoluble en agua incluso en caliente,
d~nde no deja en libertad Cl-, Ag", ni N03- y es soluble en disolución acuosa de amonía
co. Si de esta disolución se reprecipita y lava con alcohol (con objeto de eliminar cual
quier traza de materia orgánica), se recupera un 95,54 % .

Experiencia 8.1. - Reacción del nitrato de zinc hexahidratado con cloruro de benzoilo
a 90-100°C durante 70 horas.

Reactivos: 11,6 gr. de (N03),Zn.6H,O y 60 c.c. de CIBz. Con objeto de moderar su ini
ciación, la mezcla de reacción se enfrió a 2°C y se mantuvo a esta temperaura hasta
que se observó un apreciable amarilleamiento del medio; con posterioridad se permitió

Nitrato gr. ClBz c.c. Tiempo h.
% materia

no analizada

Ensayo 4.1.1 ... ... ... 14,2 70 32 9,71
Ensayo 4.1.2 ... ... .., 14,2 70 48 5,63
Ensayo 4.1.3 ... ... ... 13,6 50 100 5,88
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que alcanzara la temperatura ambiente con lo que se produjo un intenso desprendim iento
de ClH, Cl, y NO, Y la disolución del producto sólido que per manecía insoluble en el
medio. Al calen tar tuvo lugar la precipitación de un sólido blanco. Para el aislamiento
del producto de la reacción se op eró como se indica en Método de Trabajo para el caso
de productos que se disu e'lven al añadir éter etílico. Análisis: % Cl == 28,38; % Zn = 27,05;
% C = 25,49. Calculado para Cl,Zn. 1,3 H,O. 0,73 BzOH (XIV): % Cl = 28,49; % Zn = 26,27;
% C = 24,66.

Experiencia 8.2. - Como Exp, 8.1 pero a 140°C durante 10 horas.

Reactivos : 11,6 gr . de (N03),Zn.6H,O y 100 e.e, de CIBz. La reacción se llevó a ca bo in i
cialmente como en la anterior. Si la temperatura se eleva por encima de 140°C se inician
procesos de carbonización qu e dan lugar a productos que oscurecen el medio. Análisis:
% Cl = 31,98; % Zn = 29,91; % C = 24,16. Calculado para Cl,Zn. 0,66 BzOH (XV):
% el = 32,69; % Zn = 30,14; % C = 25,59.

Experiencia 9.1. - Reacción del nitrato de cadmio tetrahidratado con cloruro de ben
zoilu a 90-100 °C durante 38 horas.

Reactivos: 10,5 gr. de (N03),Cd.4H,O y 50 c.c. de CIBz. Producto aislado por adición de
éter etílico. Análisis: % Cl=37,54; % Cd =61,91. Calculado para CljCd (VX I) : % Cl=38,68;
% Cd = 61,39.

Experiencia 10.1. - Reacción del nitrato de mercurio (11) hemihidratado con cloruro
de benzoilo a temperatura ambiente durante 145 horas .

Reactivos: 10,5 gr. de (N03),H g. ~ H,O y 50 c.c. de ClBz . Se utilizó Cl,C para el aisla
mi ento del producto de la reacción. Análisis: % Cl = 25,81; % Hg = 73,85. Calculado para
Cl,Hg (XVII): % Cl = 26,12; % Hg = 73,88.

Experiencia 11.1. - Reacción del nitrato de mercurio (1) dihidratado con cloruro de
benzoilo a 60°C durante 54 horas.

Reactivos: 6;2 gr. de (N03),Hg,.2H,O y 50 c.c. de CIBz. Se utilizó también como disol
ven te extractor Cl,C. El producto obtenido no contiene Hg,+' . Análisis: % Cl = 20,98;
% Hg = 58,42. Calculado para Cl.Hg con un 20,60 % de m ateria indeterminada (XVIII):
% Cl = 20,74; % Hg = 58,66. En otra experi encia en condiciones semejantes pero con un
tratamiento de 70 horas se obtuvo Cl.Hg con un 12,85 % del indeterminado.

Expe riencia 12.1. - Reacción del nitrato de aluminio en eahidratado con cloruro de
benzoilo a 9O-100 °C durante 52 horas.

Reactivos: 5,0 gr. de (NO) 3),AI.9H,O y 50 e.e, de CIBz. El producto de la reacción resul
ta insoluble en el medio y se aisla por adición de éte r etílico. Es insoluble en agua, pero
soluble en medio ácido o básico. Análisis: % Al = 9,57; % C = 58,67; % H = 3,92. Calcu
lado para (BzO),AIOH (XIX): % Al = 9,43; % C = 58,75; % H = 3,87.

Experiencia 12.2. - Como Exp. 12.1 pero a reflujo durante 4,5 horas.

Reactivos: 5,0 gr. de (N 03)3AI.9H,O y 50 c.c . de CIBz. El nitrato funde y se disuelve
en el medio produciéndose más tarde (20 min). el desprendimiento de CIR , CI, y NO, Y
la precipitación de un sólido que con el tiempo se redisuelve. De la di solución precipita
po steriormente otro sólido que se ais la del medio con ét er etílico y que se purifica por
extracción en Soxhlet con éter de petróleo. Análisis: % Al = 6,88; % C = 64,31; % H = 3,90.
Calculado para (BzO)3Al (XX): % Al = 6,91; % C = 64,62; % H = 3,87.

Experiencia 13.1. - Reacción del nitrato de plomo con cloruro de benzoilo a reflujo
durante 55 horas. .

Reactivos: 6,6 gr. de (N03),Pb y 50 c.c . de CIBz. El producto aislado es insoluble en
agua, pero soluble en cal ien te. Para su análisis se tomó una muestr a pesada que se disol
vió en ca lien te y se reprecip it ó p or adición de ácido clorhídrico y alc ohol recuperándose
un 96,47 % como Cl.Pb,
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Experiencia 14.1. - Reacción del nitrato de bismuto pentahidrat ado con cloruro de
benzoilo a temperatura ambiente durante 70 horas .

Reactivos: 7,27 gr . de (NO,) ,Bi .5H,O y 75 c.c. de ClBz. El sólido insoluble en el medio
fue filtrado pero al lavarlo .con éter etílico se disolvió pasando al matraz del aparato
de filtraci ón donde se observó la formación de un aceite de color pardo que sólo es
soluble en metanol pero de donde por evaporación del disolvente se volvió a obtener
el mismo. Análisis: % Cl = 24,61; % Bi= 46,36; Cl/Bi;' 3,36.

Experiencia 15.1. - Reacción del nitrato de lantano hexahidratado con cloruro de ben
zoilo a 50-60°C durante 90 horas.

Reactivos: 8,66 gr. de (NO,) ,La.6H,O y 50 c.c. de CIBz. El producto de la reacción se
extrajo con éter etílico. Es soluble en agua y alcohol etílico. Es blanco e hi groscópico.
Análisis: % CI = 21,68; % La = 28,22; % C = 33,23. Calculado para Cl,La.2BzOH (XXII):
% Cl = 21,73; % La = 28,38; % C = 34,35.

Experiencia 15.2. - Como Exp, 15.1 pero a reflujo durante 3,5 horas.

Reactivos: 8,66 gr. de (NO,),La.6H,O y 150 c.c. "de CIBz. El producto es, cuando se
separa del medio y tras ser lavado con éter etílico, de aspecto gelatinoso. Por extrac
ción en Soxhlet con el mismo disolvente y secado a vacío es un producto blanco, soluble
en agua en caliente e higroscópico. Análisis: % Cl = 28,35; % La = 36,24; % C = 20,44.
Calculado para Cl,La. 1,3 H20. 0,94 BzOH (XXIII): % Cl = 27,73; % La=36,22; % C=20,61.

Experiencia 15.3. - Como Exp, 15.1 pero a reflujo durante 24 horas.
Reactivos: 8,66 gr . de (NO,),La.6H,O y 150 e.e. de ClBz. El producto de la reaccion se

separa fácilmente del medio por adición y lavado con éter etílico. Análisis: % Cl = 23,12;
0/0 La = 33,59; Cl/La = 2,70.

Experiencia 16.1. - Reacción del nitrato de cromo eneahidratado con cloruro de ben
zoilo a 50-60°C durante 100 horas.

Reactivos: 4,0 gr. de (NO,) ,Cr.9H20 y 25 e.e. de CIBz. Para el aislamiento del producto
de la reacción se adicionó éter de petróleo y la mezcla así .ob ten ída se lavó con benceno
y éter etílico obteniéndose un sólido verde. Análisis: % CI=40,39; % Cr=19,55; % H=4,39;
C no se detectó. Calculado para Cl,Cr.6H20 (XXIV): % Cl = 39,92; % Cr = 19,52;
%H = 4,54.

Experiencia 16.2. - Como Exp, 16.1 pero a 70-80°C durante 16 horas.

Reactivos: 8,0 gr . de (NO,),Cu.9H20 y 150 c.c. de CIBz. La mezcla que cristaliza en el
medio al enfriar está constituida por ácido benzoico, que permanece insoluble al lavar
con éter de petróleo, y otro producto que se disuelve. Al añadir un gran exceso del mis
mo disolvente aparece un aceite marrón, insoluble en éter etílico que tras varios lavados
con el mismo, pasa a ser un sólido grumoso del mismo color. Análisis: % CI = 21,23;
% Cr = 15,50; % e = 35,99; % H = 3,46. Calculado para CI2Cr(OBz).2H20 . 0,44 BzOH
(XXV): % CI = 21,24; % Cr = 15,58; % e = 36,27; % H = 3,51.

Experiencia 16.3. - Como Exp. 16.1 pero a reflujo durante 2,5 horas.

Reactivos: 8,0 grs. de (NO,),Cr.9H20 y 75 c.c. de CIBz. Por adición de una gran canti
dad de n-hexano se formó una sustancia pastosa de color verde oscuro, la cual no perdió
su consistencia al ser lavada con éter etílico. Por adición de acetona se consigue obtener
un sólido verde insoluble en agua y ácido, soluble en álcalis en caliente. Análisis:
0/0 CI = 4,52; %Cr = 13,2; CI/Cr = 0,50.

Experiencia 16.4. - Como Exp. 16.1 pero a reflujo durante 17 horas.

Reactivos: 8 gr. de (NO,),Cr.9H20 y 75 c.c. de CIBz. El proceso de separación del pro
ducto de la reacción fue idéntico al seguido en la anterior. Análisis: % CI = 4,73;
0/0 Cr = 13,95; CI/Cr = 0,50.
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Experiencia 17.1. - Reacción del nitrato de manganeso tetrahidratado con cloruro de
benzoilo a 90-100°C durante 55 horas.

Reactivos: 5,74 gr . de (NO ,),Mn.4H,O y 50 e.e. de ClBz. Usando éter etílico como disol
vente' se obtiene' un producto rosa claro soluble en agua. Análisis: % Cl = 18,72;
% Mn = 14,30; % C = 45,51. Calculado para Cl,Mn .2BzOH (XXVI): % Cl = 19,16;
% Mn = 14,84; % C = 45,43.

Experiencia 18.1. - Reacci ón del nitrato férrico eneahidratado con cloruro de ben
zoilo a 90-100°C durante 16 horas.

Reactivos 3,4 gr . de (NO,),Fe.9H,O y 50 e.e. de ClBz. En un ensayo previo de esta mis
ma reacción a temperatura ambiente no se consiguió aislar el producto inorgánico de la
misma. La presente exp eriencia fue iniciada a 2°C, aumentando paulatinamente la tem
peratura hasta la del ambiente ' pasándose con posterioridad a calentar a 90-100°C. Por
adición de un gran volumen de n-hexano se separó de la disolución un aceite de color
pardo quedando una disolución amarilla que contiene Fe' ", El aceite se lavó con benceno
varias veces . Análisis: % Cl=29,02; % Fe=23,36. Calculado para Cl,Fe (OBz): % Cl=28,60;
% Fe = 22,53.

Experiencia 19.1. - Reacción del nitrato de cobalto hex ahidratado con cloruro de ben
zoilo a 60-70 °C durante 30 horas. .

. Reactivos : 4,42 gr . de (NO,),Co.6H,O y 50 c.c. de ClBz. El producto que se aisla del
medio utilizando éter etílico es de color azul , soluble en agua en caliente. Análisis:
% Cl = 27,67; % Ca = 22,80; % C = 32,19. Calculado para Cl,Co.BzOH : % Cl = 28,14;
% Ca = 23,39; % C = 33,37.

Experiencia 20.1. - Reacción del nitrato de níquel hexahidratado con cloruro de ben
zoilo a 60-70°C durante 31 horas.

Reactivos : 4,40 gr . de (NO,),Ni.6H,O y 50 c.c. de ClBz. Producto de color amarillo ais
lado por adición de éter etílico. Análi sis : % Cl = 47,66; % Ni = 38,68. Calculado para Cl,Ni
con 13,66 % de indeterminado: Cl = 47,23; % Ni = 39,11.

Experiencia 21.1. - Reacc ión del nitrato de torio hexahidratado con cloruro de ben
zoilo a reflujo durante 5 ho ras.

Reactivos: 11,76 gr. de (NO,),Th .6H,O y 100 e.e. de ClBz.
En el medio de reacción se apreció un fuerte desp rendimiento de Cl, ClH y NO, a

la vez que el producto sólido qu e permaneció en suspensión se disolvía. Al cabo de unos
minutos se formó un sólido que persistió insoluble hasta que se detuvo el calentamiento.
Este mismo sólido, lavado con éter etílico resulta ser el producto de la reacción. Aná
lisis: % Th = 32,23; % C = 45,82; % H = 2,71. Calculado para (BzO),Th (XXX):
% Th = 32,20; % C = 46,94; % H = 2,81.

Una experiencia llevada a cabo con igual cantidad de reactivos pero con un trata
miento a temperatura ambiente y 50-60°C durante 55 y 90 horas respectivamente dio
lugar a un producto mezcla de CI,Th y (BzO),Th. Análisis: % Cl = 16,13; % Th = 28,85;
% C = 37,66. Calculado para Cl,Th . 0,1 (BzO),Th. 3,5 BzOH: % Cl = 16,24; % Th = 29,24;
% C = 37,56.
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Abstract

In order to obtain values of the «ligand field» parameters of O,N,Me cromophores,
nine nickel (II) and eight cobalt (II ) complexes with pyridin and quinoline carboxylates
have been prepared.

Magnetic susceptibility and Ll-V sp ectroscopic measu rements enabled us to appoint the
symmetry which corresponds to every complex measured.

From the d-d spectra of the prepeared complexes we have drawn the «dí pole mornents»
of their corresponding ligands relative to that of the «oxinate» chelating group.

Moreover infrared sp ectra gave us information about the dentate character of the
carboxylate in those complexes.

1. Introducción

En algunos trabajos anteriores (1) y (2) se han estudiado las estructuras y compor
tamientos físico-químicos de algunos complejos de Co2+ y Ni'+ formados por moléculas
quelantes con átomos donores ° y N en la misma mol écula. El objetivo de dichos traba
jos fue el de obtener datos que nos permitieran comprobar la validez cualitativa del es
quema de enlaces de H. B. Gray (3) para complejos con simetría D'h, toda vez que,
dentro de los complejos estudiados [diversos oxinatos mono y disustituidos] aparecían
molécula con estructuras oct aédrica y, (o), planocuadrada. En general, el esquema cita
do, parece que se adapta bien a los hechos "experimentales observados y, dentro de su
simplicidad, parece que puede servir como criterio ordenador de la «tendencia hacia la
producción de quelatos con simetría D'h» si se llega a establecer una relación clara entre
la «constitución química del ligando» y la «tendencia a la formación de enlaces 'Ir fuera
del plano entre ligando y ión central».

A fin de aumentar el número de datos sobre complejos en los que los átomos donores
fueran ° y N pero en los que la estructura molecular del ligando fuera diferente que la
de las «oxinas», se llevó a cabo la preparación y estudio estructural de los quelatos de
Co2+ y Ni'+ que a continuación se describen.

Este trabajo constituyó la Tesis de Licenciatura de T. Alfara 'Lozano.
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2. Preparación de los ligandos 'y complejos

. ... . [Ky]

. . . . . . . [SQ]

. . . . . . . . . . . . .. [(1 P]

OH
I

0:J-COOH

Q - CHiCOOH [Qn ]

Q -COOH

r""¡. - COOH [2PAc]
"-¡)'- COOH

Acido quinolínico . . . . . . . . . . . . .

(1-p iri dín carboxílico

2-piridi l acético . . . . . . . . . . . . . . . .

Acido S quinoIín carboxílico . . . . . , l"""Y'"'J . . . . . . . . . . . . " [2Q]
Y N)
COOH

Acido 5 nitro S quinoIín carboxílico . . ~ . . . . . . . . . . . . . . . [SN0
2SQ]

VN)
COOH

Acido quinolín S sulfónico . . . . . . . .. Cú [SSO,H Q]
"í N
S03H

r;¡~

Acido 5 amino S quínoIín carboxílico .. ~ [SNH
2
SQ]YN')

COOH

Acido .quínaldínico l ' • • • • . . • • • ., ~
~N)-cOOH

Acido quinurénico

Se eligieron como ligandos diferentes ácidos piridín y quinoIín carboxílicos. Estos
fueron:
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Los ácidos an teriores se eligieron por varios motivos :

1. Eran capaces de proporcionar ciclos quelatos de 5 ó 6 miembros.
2. Nos iba n a permitir estudiar la influenéia de los sustituyentes sobre la acidez de

los grupos -COOH y, po r tanto, sobre la estructura y propiedades de los quelatos forma-
dos a su través. .

3. Nos darían indicios de los efectos producid os al sustituir el grupo -COOH po r
el -S03H.

Los compuestos [Qn] y [2Q] fue ro n de la casa FLUKA A. G. calidad «pur íssimun», y
se emplea ro n sin ul ter ior purificación. Las susta ncias [a.P], [Ky] y [8S03HQ] procedie
ron también de FLUKA, pero su caldiad fu e «pu r um» , Se rec ristalizaron varias' veces de
alcohol, ácido acético 3N yagua cali ente re spectivamente .

Los ácidos [8Q] , [5NO,8Q] y [5NH ,8Q] se sinte tizaron siguiendo los métodos descritos
en (4) y (5).

Finalmente, el compuesto [2PAc] , procedía de la casa ALDRICH y era un producto de
alta pureza. Se empleó sin ulterior purificación.

En los casos en que los ligandos se sintetizaron o se purificaron por recrist alizaciones
sucesivas se emplearon como criterios de pureza los 'puntos de fusión y los análisis ele
mentales de C, H y N.

En general, las técnicas de preparación de los complejos de cob alto y níquel divalen
tes de estos Iigandos fueron muy seme jan tes. Consistieron en la mezcla, en cantidad es

T AB LA 1

Resultados de los anál isis elementales y f órmulas propuestas para los com plejos
aquí estudiados.

Complej os de Ni":

E ncontrado % Calculado % Fó rmula p ropuesta
Ligando

I I
para el complejo

N C H N C H

[8Q] 6,43 54,70 3,64 6,38 54,70 . 3,68 [8Q],Ni.2H,O
[5NO,8Q] 10,56 45,00 2,63 10,59 45,40 2,67 [5NO,8Q],Ni.2H,O
[5NH,8Q] 11,77 51,30 . 3,89 11,94 51,21 3,87 [5NH,8Q],Ni.2H,O
[2Q] 6,38 54,71 3,84 6,38 54,70 3,68 [2Q],Ni.2H,O
[K y] 5,98 51,00 3,44 5,95 50,99 3,43 [Ky],Ni.2H,O
[a.P] 7,88 40,45 3,69 7,85 40,37 3,96 [a. P] ,Ni.3H,O
[Qn J 6,41 38,70 2,87 6,58 38,38 2,83 [Qn,]Ni.2H,O
[2PAc] 7,50 44,96 4,47 7,45 44,71 4,55 [2PAc],Ni. ~ H,O
[8S03HQ] 5,51 42,03 3,20 5,48 42,28 3,16 [8S0 3HQ],Ni .2H,O

Complejos de Co"

[8Q] 6,44 54,68 3,73 6,38 54,69 3,68 [8Q],Co.2H,O
[5NO,8Q] 10,51 45,15 2,67 10,59 45,38 2,67 [5NO,8Q],Co.2H,O
[5NH,8Q] 11,85 51,26 3,81 11,94 51,18 3,87 [5NH,8Q],Co.2H,O
[Ky] 5,37 47,74 . 3,91 5,52 47,34 3,98 [Ky] ,Co.3H,O
[a.P] 7,38 38,58 4,01 7,45 38,41 4,31 [a. P] ,Co.4H,O
[Qn] 6,44 39,21 2,80 6,55 38,35 2,83 [Qn],Co.2H,O
[2PAc] 7,44 44,88 4,42 7,42 44,69 4,52 [2PAc],Co.2 ~ H,O
[8S03HQ] 5,54 42,23 3,25 5,47 42,26 3,16 [8S03HQ],Co.2H,O
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77,4
293,6
291,8
294,5
296,5
297,3

Temperatura o K

3,11
3,15
3,16
3,18
3,18
3,06
3,03
3,01
3,03

M omento ma gnético, ftBComplejo

[5NO,8Q],Ni.2H,O
[5NH,8Q],Ni.2H,O
[2Q],Ni.2H,O
[8Q],Ni.2H,O
[Ky],Ni.2H,O
[a. P] ,Ni.3H,O
[Qn],Ni.2H,O
[2PAc],Ni.2 ~ H,O

.[8S0,HQJ ,Ni.2H,O

estequiométrica s y en me dio acuoso, de disoluciones de concentración conocida de los
acetatos de Ni'+ y Cd+ y disolu ciones, to tales o parciales, del ligando, o de su sal sódica,
en alcohol etílico o agua según el caso.

En el caso de añ adir el ligand o disu elto o desleido en alcohol o agua, la mezcla se
llevaba a pH cu. 6 mediante NaOH 0,5N e ón lo qu e precipitaba el quelato casi siempre.
Así se prepararon los complej os [8Q], [5NO,8Q], [5NH,8Q], [2Q] , [Ky] , [a. P] y [2PAc].

En el caso del ácido quinolínico, debido a la presenci a del segundo -COOH en po
sición 3, la ad ición de NaOH para llevar el pH hacia un valor de 6 produjo la disolución
de los quelatos. Para evit arlo, estos compuest os se precip itaron a pH~ 2 pues eran ya
bastante insolubles. Sin embargo, los rendimientos en qu elato fueron ' bajos.

En el [8S0,HQl se formó un precipitado al mezclar disoluciones acuosas de los ace
tatos metálicos con disoluciones acuosas del ácid o qu elante. El pH fue igual a 4. No se
alcaliniz ó más pues los complej os formados eran bast ante insolubles.

En todos los casos, los complejos se filtraron, se lavaron varias veces con agua y al
cohol etílico para eliminar las sales qu e los pudiesen mojar y se dejaron secar al aire.

Los quelatos formados se an alizaron de ' C, H y N en un ap arato Perkin Elmer 240.
De los resultados de los an álisis se dedujeron sus más probables fórmulas químicas que,
junto con dichos resultados, pu eden verse en la Tabla lo

En la parte correspondiente a los complejos de Co2+, en la Tabla I , falta el compuesto
[2Q],Co.H,O. Este compuesto re sult ó ser un complejo pentacoordinado y se ha estudiado,
junto con otros qu elatos de índice de coordinación cinco, en otro lugar (6).

Todos los compuestos estudiados son sólidos pulverulentos de colores, verdes, azules,
rojos o rosados, dependiendo del color del ligando y del catión.
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En cada uno de los t res primeros compuestos de la Tabl a 2 se llevaron a cabo las me
didas de susceptibili dad magnética a seis tem peraturas distintas. Con los valores obteni-

. 1
dos se obtuvieron las mejores rect as -----+ T de las qu e se dedujeron los momentos

X
magnéticos qu e ap arecen en la Tabla 2 y las 6 de Weiss correspondientes. Estas últimas,
por el orden con qu e ap arecen en la citada Tabla son: 8,41, 6,28 Y 1,1 °K y, en todos los
casos, corresponden a antiferromagnetismo. Dados los pequeños valores de 6 se supuso

Se llevaron a cabo en todos los casos con un a instalación existente en nu estro Depar
tame nto (7).

Los res ultados obtenidos se recogen en las Tablas 2 y 3.

3. Medidas de susceptibilidad magnética
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que, en los demás complejos, sucedería prácticamente lo mismo, por lo qu e, desde en
tonces, sólo se hicieron medidas a un a temperatura, normalmente la ambiente, calculán
dose los momentos magnéticos en la suposición de qu e los compuestos cumplen la ley
de Curie.

Como el objetivo de estas medidas era comprobar qu e, según su giere la fórmula , los
complejos eran octaédricos, una vez constatado en algunos casos qu e el comportamiento
magnético era el normal, no nos me reció la pena el esfuerzo de medir la curva su scep
bilidad temperatura en todos, ya qu e es muy pequeña la in formación adicional qu e ella
puede suministrar en el caso de los complejos octaédricos de níquel divalente.

T A BL A 3

Comportamiento magnético de los complejos de Co':

Complejo Rectas l /X'-+ T Magnetones Bah, ¡.tB a °K

[8Q]2CO.2H20 l /x = 2309,99 + 148,55 T 4,88 15,55
[5N0 28Q]2Co.2H20· l/x = ,702,69 + 194,89 T 4,67 3,61
[5NH28Q]2Co.2H20 l /x = -84,19 + 131,68T 5,35 -0,64
[ l1. P] 2CoAH2O l/x = 1426,31 + 138,16 T 4,67 10,32
[Qn]2Co.2H20 l /x = 1159,17 + 164,84 T 4,56 7,03
[8S0,HQ ]2CO.2H20 1X/ = 1709,25 + 189,55 T 4,67 9,02
[KY]2C0.3H20 . l /x = 1318,18 + 193,85 T 4,58 6,80
[2PAc]2Co.2 ~ H20 l /x = 2811 ,49 + 127,39 T 4,81 22,06

Los datos de la .Tabla 3 proceden en cada caso, de siete medidas de susceptibilidad
magn ética a sie te temperaturas diferentes (tres en la zona 65-7?O K, dos en la zona
195-220o K, una en la zona de 2600K y otra a 3000K). En el caso de los complejos de C0 2+,
a diferencia de lo que se hizo en el de los de NF+, se realizaron estas 'medidas con el fin
de hallar los mejores va lores de 1¡.t ya que, de ellos, se puede obtener información sobre
la distorsión del campo de los ligandos en cada caso.

4. Medidas espectroscópicas en el visible y ultravioleta

Se llevaron a cabo, por lo general, sobre los complejos en estado sólido empleando la
técnica de reflectancia difusa y con un patrón de CO,Mg. .

Los máximos de las bandas halladas se da n en las Tablas 4 y S.

T ABL A 4

Comportamiento espectroscópico en el visible-ultravioleta de los complejos de N¡"l+

Complejo y . cm:' y. cm:' y, cm:'
JT2g(F) -+ JAziF) JTJiF) .-+ JA2.(F) JT2.(P) -+ JA2g(F)

[8Q]2Ni.2H2O 9.800 16.130 transo
[5N028Q]2Ni.2H2O 10.030 16.000 »

[5NH28Q]2Ni.2H2O 8.700 trans o »

[2Q]2Ni.2H2O 9.520 16.000 »

[KY]2Ni.2H2O (9."{OO) 15.000 »

[ocP ]2Ni.3H2O (9.500)- 11.000 16.500 »

[Qn] 2Ni.2H2O 9.600 -11.950 16.300 »

[2PAc]2Ni.2 ~ H20 (8.950)- 11.200 16.000 »

[8S0 ,HQ],Ni.2H2O 8.950 130450 - 15.000 25.800
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TAB LA 5

Comportamiento espectroscópico en el visible-ultravioleta, de los complejos de Cd+

Complejo I Transiciones (cm : ')
4T,.(F) ---7- 4TJ.(F) 4T,.(F) ---7- 4T1.(F) 4T1.(F) ---7- 4TJ.(F)

[8Q],Co.2H,O 9.300 (19.800) (23.200)
[5NO,8Q],Co.2H,O 9.200 (18.700) (22.200)
[5NH,8 Q],Co.2H,O 9.000 - -
[Ky,]C o.3H,O 8.690 20.000 22.100
[ ex. P] ,CoAH,O 9.000 20.000 22.800
[Qn],Co.2H,O 9.000 20.000 t ra nsf.
[2PAc],Co.2 ~ H,O 9:550 20.000 24.650
[8S0,HQ] ,Co.2H,O (8.330) 20.000 21.000

Como es hab itual , los valores entre parén tesis in dican hombros o bandas po co .dife
renciada s.

5. Comportamiento espectroscópico en el infrarrojo de los complejos

Mediante un espectrofotómetro Beckman modelo IR 20A se realizaron los espectros de
los complejos en la zona del cloruro sódico. En general, se llevaro n a cabo con los pro
ductos en estado sólido, bien dispersos en nujol o bien en pastillas de. bromuro potásico.

De los datos de espectros IR se pretendían dos tipos diferentes de información:
a) El carácter de la ligadura del H,O al ión central , y
b) El tipo de unión del - COO- al catión 'central.

Lo primero se pudo inferir de la posición en el espectro (zona de 3000-4000 crrr-') de
las bandas de tensión O-H del agua y lo segundo de las vibraciones de tensión simétrica
y antisimétrica del grupo carboxilo (región 1700-1300 cm-') . Los result ados obtenidos se
dan en la Tabla 6. Se emplea ro n sólo los quelatos de níquel.

T ABL A 6

Espect ros IR de quelatos de níquel

Complejo I Región 3.0004.000 cm:' Región 1.700-1.300 cm:!
¿f cm :'

'Vantl lIdm

[8Q],Ni.2H,O 3380 1625 1375 250
[5NO,8Q],Ni.2H,O 3360 1630 1380 250
[5NH,8Q],Ni.2H,O 3370 1610 1375 235
[ex. P],Ni.3H,O 3400-3040 1620 1380 240
[Ky],Ni.2H,O 3420 1600 1380 220
[2Q],Ni.2H,O 3350 1625 1410 215
[Qn],Ni.2H,O 3400 - - -
[2PAc],Ni.2 ~ H,O 3360-3200 1580 1390 190

En la Tabla 6 no se incluyen los datos del [8S0 ,HQ],Ni.2H 0 2 porque presentan caracte
rís ticas estructurales muy diferentes a los demás complejos aquí estudiados .
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6. Discusión de los resultados

a) Complejos de Ni":

De los datos recogidos en las Tablas 1, 2 Y 4 resulta evidente qu e todos los complejos
de níquel estudiados son octaédricos, pues sus momentos magnéticos valen alrededor de
tres magnetones de Bohr y las transiciones en el visible y ultravioleta recogidas en la
Tabla 2, responden bien a este comportamiento.

Teóricamente, de acuerdo con el modelo simple de «campo cristalino», seis cargas
iguales colocadas en los vértices de un octaedro regular descomponen los niveles degene
rados ' F y 'P del ión central (3d') en cuatro 'niveles, tres procedentes del 3F [3A", ~T,. Y
'TI.] Y uno del ' P PT I.]. Entre estos niveles son posibles tres saltos de spín permitido:
'f,. (F) +- 'A,. (F); 'TI' (F) +- 'A,. (F) Y 'TI' (P) +- 'A,. (F). Normalmente, estos saltos
d-d, de poca intensidad, aparecen en el caso de ligandos con átomos donares nitrógeno y
oxígeno, hacia 9000, 15000, y 25000 cm- I (8).

Todo lo dicho es válido también para ligandos sin carga (como el )' N: p. ej.) sin
más que sustituir cargas eléctricas por momentos dipolares (9).

Cuando las seis cargas o momentos que producen el potencial perturbador son dife
rentes (todos entre sí o en grupos), el modelo predice más de tres bandas. Si p . ej ., los
momentos dipolares del plano de la base son iguales entre sí y diferentes a los existentes
en los vértcies del octaedro, el modelo precide seis bandas, distribuidas por lo general
en tres parejas y, para cada pareja, el promedio ocupa, más o menos, los posiciones da
das para los máximos únicos que aparecen cuando el campo eléctrico lo producen seis
momentos dipolares iguales. En general cuanto mayor es la diferencia entre los ft (mo
mento dipolar) de los distintos ligandos, mayor es la separación entre los máximos de las
dos bandas de cada pareja.

En nuestro caso, la estructura de los espectros cuyos tránsitos d-d reflejan los valores
numéricos de la Tabla 2, parece corresponder al caso de un complejo mixto con dos
momentos dipolares diferentes pues, en todos los casos, aun en aquellos en los que se
da sólo un valor de v en crrr-'. las bandas observadas tienen la estructura que corres
ponde a la suma de dos bandas próximas. Esto se distingue muy bien, toda vez que las
bandas d-d simples deben ser gaussianas típicas y, por tanto, simétricas. Nunca se da
este caso en los espectros de los complejos aquí estudiados, lo que revela la asimetría de
los campos cristalinos presentes. A pesar de ser esto cierto en todos los casos, sólo
cuando en forma razonable hemos podido separar los dos componentes de cada pareja,
hemos dado los dos valores correspondientes. Ello ha sido posible a veces para el trán
sito 'T,. +-: 'A" y casi nunca para los 'TI , (F) +- 'A" y 'TI' (P) +- 'A".

F.~ modelo simple del campo cristalino predice 9 bandas en el caso de tres parejas
distintas de 'ft en posiciones trans, cosa que, presumiblemente correspondería a nuestros
complejos. Ni el aparato empleado (Beckman DU), ni el método de medida (reflectancia
difusa) pueden dar la resolución necesaria para obtener las tres bandas de cada triplete.
Por otro lado, dado que, como veremos, el anillo heteracíclico 'puede servir de puente,
en la mayor parte de los casos, entre los grupos donares a través de su sistema de elec
trones n, es bastante razonable el esquema de dos 11 diferentes (axial con simetría D'h y
apical) para nuestro caso.

De la tabla 2, y en este contexto, se deduce el hecho de que todos los complejos for
mados por los ácidos piridín y quinolín carboxílicos son, como podía esperarse, muy se
mejantes en cuanto a la intensidad del campo cristalino a que está sometido el ión cen
tral pues, salvo excepciones en uno u otro sentido (los 5NH,8Q y 2PAc puede que sean las
únicas excepciones) la transición 'T" (F) +-: 'A,. (F) , que mide casi directamente esta in
tensidad (10 Dq), está prácticamente en el mismo sitio, entre 9500 y 10000 cm-l. Igual
sucede con la segunda, 'TI ' (F) +- 'A" (F) que, en general, ronda los 16000 cm "' , salvo en
el caso del [Ky],Ni.2H,O.
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Como también era lógico de esperar, el complejo [SSO,HQ],Ni,2H,O es muy diferente
a los dem ás , lo qu e se ve en las po siciones de las' parejas de bandas que componen ca ua;-'
digamos, «doblet e».

Desde el punto de vista de la diferenci a entre los 'f.Lu l.1 Y l1'p;"o" los quelatos de ní que l
de los ácidos [o: P] , [Qn ] y [2PAc] es tá n más distorsionados qu e los demás , lo que sig
nifica mayores /1f.L ' Curiosamente, esto se p roduce en el caso de dos complejos que por
su s espe ciales características pueden tener más puentes de hidrógeno [oc P] ,Ni.3H,O y
[QN] ,Ni,2H20 y en el del [2PAc] ,Ni2 ! H,O en qu e, ade más, deb ido al CH2 existente entre
el anillo de piridina y el -COO- , existe un a rotura de la resonancia de dobles enlaces
que, en los otros casos, tiende a equilibrar las carac terísticas donoras de los dos gru pos
ligantes.

Considerándolos en grupos más pequeños, es evidente que los tres ácidos S quinolín
carboxílicos ([SQ],Ni.2H,O, [sNO,SQ] ,Ni.2H20 y [sNH2SQ]2Ni.2H20) deben de ser bastante
seme jante s pues, en los tres casos, se formará un ciclo de seis miembros y, presumible
m ente, de la misma forma y a través de los mismos átomos. Sin embargo, en la reali
dad la cosa no es tan evidente, al menos respecto a la intensidad del 10 Dq, pues la
posición del primer tránsito d-d su giere un campo creciente en el sentido:

[sNH,SQ] < [SQ] < [sNO,SQ]

Es un he cho des afortunado qu e la posición de un a fuerte banda de absorción, segu
ramente una t ransferencia de carga n...--7- 70* del - NH, en po sición 5 al sist ema r:* del
anillo de quinoleina y situada en unos 24000 cm- ' , enmasca re el tránsito 'T,. (F ) +- 'A2• (F)
en este complejo, t r ansición que nos ayudaría a sustentar nuestra conclusión.

De acualquier forma, los datos de la prim era banda d-d están de acuerdo con el orden
relativo de valores de pKa de los grupos -COOH en es tos ligandos. Estos valores , toma
dos de (4) y (5) dan, el orden decreciente de pKa:

[sNH2SQ] ; pKa = S.46 > [SQ]; pKa = 6.S2 > [sN 0 2S Q]; pKa = 4.67

orden que está de acuerdo con los efectos induc tivos de los sustituyentes.

Curiosamente, este orden decrecien te de pKa coi ncid e con el creciente de 10 Dq, sig
nificando que un creciente caráct er polar del enlace oxígeno m et al se traduce en mayores
valores del ¡J. axial. Aquí parece que la robustez del enlace covalente es paralela con la
mayor intensidad del campo cristalino.

Los cuatro ácidos que forman los quelatos a través de los -COOH en posición dos ,
[2Q] , [Ky] , [oc P] y [Qn] debieran de da r lu gar a complejos bastante semej antes pues,
en todos los casos, los ciclo s son de cinco miembros y los forman los mismos átomos.
Estos ciclo s deben de tener m ás tensión que los de seis miembros formados por los
S-qu inolín carboxílicos y ello se debe de traducir en mayores distorsiones.

En todos los casos, el grupo quelante básico es el:

c.,
N

con sustítuyentes en 4 (Kynuré níco) , 3 (Quinoleínico) y 5,6 (Quinaldínico) . Ahora bien,
los sustituyentes son diferentes en cada caso por lo qu e poco se podrá concluir desde
nu estros datos acerca de la acción de estos grupos.

Un hecho destacado es el bajo valor de la transición ' T" (F) !+- 'A2• (F) en el
rKYJ,Ni,2H,O. Adem ás , el esp ectro V-UV revela, po r su forma, que el complejo ti ene poca
dis torsión, pues la banda de 15000 crrr- ' es muy simétrica. Esta segunda ob servación
indica que la sustitución de un -OH en para con el >" N heterocíclico puede que modi
fique su carácter básico lo su ficiente para qu e los 'f.L axi ales se parezcan más a los
f.L api cales producidos por el agua.
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. Es interesante indicar qu e en es te complejo, el -OH fenólico está lib re, como pone
de manifiesto su espectro IR, en el qu e existe una banda fina en 3600 cm - l que sólo
puede corresponder a la vib ración de te nsión O-H.
.; El caso del [2PAc]2Ni.2~ H20 es también interesan te ' pu es, en él, era de esperar que
se produjesen distorsiones mayores qu e en los demás casos como cons ecu encia del ciclo
de .seis miembros qu e se debe de formar. Sin embargo, no es así y, desde luego , la dife
rencia entre .las Vmax de las dos bandas del primer «doblete» 'es del mismo orden' qu e la
que exis te en el [Qn]2Ni.2H20.

oo. El único . complejo realmente diferente es el produ cido por el ácido quinolín 8 sulf ó
nico. Dado el alcance de nuestro espectrofotómetro (~ 8000 crrr-') no sabemos si la ban
da ' de 8900 cm - 1 .es la superior. del primer doblete 'd-d o es ya la envolvente de dicho do
blete. Si fuese el primer caso, cosa que estaría más de acuerdo con la posición de las
dos bandas del segundo doblete, el campo cristalino qu e ve el NP+ sería mucho menor
que en los otros casos.

Los espectros infrarrojos por su parte , ponen de mani fiesto que la unión del -COO
al ión central se hace a través del carboxílico actuando como ligando monodentado. Ello,
qu e podría presumirse de las fórmulas químicas a que corresponden los análisis de C, H
yN, se comprueba por el elevado valor qu e toma lJ,. (lJ,. = ' 'Vantl - "'lme del grupo carboxi-
la to) en casi todos los casos. _

. Según (12), en el CH, - COO-, valores de lJ,. entre 180 y 190 corresponden al carboxila to
cuando actúa como ligando bidentado, mientras que valores superiores a 200 correspon
den al CH, - COO- actuando como ligando monodentado. Si bien es cierto qu e los de lJ,.

no son comparables entre sí para distintos ácidos formadores de sal es con el mismo
catión, pues los restos unidos al -COOH influyen en su val or , los valores de la Tabla
6. apoyan la conclusión antes indicada.

- En un caso existe ad emás una confirmación casi experimental de la ligadura
Nj2+ - COO-. Según Loise1eur (10), en el complejo [a; P]2Ni.4H20 los seis ligandos que
forman el octaedro alrededor del ión Nj2+ son: dos gr upos carboxilato en trans actuando
como ligandos monodentados, dos nitrógenos heteracíclicos en t rans y en el mismo plano
que los oxigenas de -Ios dos -COO- y dos moléculas de agua en los vértices superior e
inferior del octaedro. Las otras dos moléculas de agua son intersticiales y situadas a
ambos lados de un eje binario helicoidal que existe en la celdilla. Todas las moléculas
de agua están unidas ent re sí por puentes de hidrógeno.

Del trabajo de este autor (10) se deducen las distancias carbono-oxígeno que se ven
en la .Fíg. 1.

QI O
">-N C""""-1245A

I /-l274A
t'Ji 7- ---- O

FIG. 1

Es cierto qu e el a;-picolinato de níquel que hemos preparado no se corresponde exac
tamente con el del trabajo deLoiseleur pues tiene una molécula de agua menos. Sin em
bargo, ello no ' ·debe de afectar demasiado a las distarncias existentes entre los átomos
perteneciente a la primera esfera de coordinación del complejo.
- Las "distancias O (carboxílico) - Ni, >" N - Ni y O (agua) - Ni son, en el caso del
b. P] 2Ni.4H20 de 2,053 .(10), 2,068 (7) y 2.100 (11). A resp ectivamente, lo qu e pone de ma
nifiesto que este complejo posee un octaedro poco distorsionado de acuerdo con su es .
pectro V-VV. ' .

Es interesante indicar que, inmediatamente a la precipitación, el a;-picolina to de níquel
nos apareció con cuatro mol éculas de agua, conservando éstas durante un cierto tiempo
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en condiciones normales. Sin embargo, colocado en un des ecador a vacío sobre P20, pier
de una de ellas . Hemos preferido trabajar con la forma trihidratada, pues dada la forma
suave _(T !:Y 300°K ) como el pro ducto original pierde agua, el [a. P]2Ni.3H20 no debe ser
muy diferente, en cuanto al entorno alrededor del ión NP+, de la forma tetrahidratada.

El complejo del ácido a.-picolínico presenta una particularidad interesante. En la zona
de 3000-35000 cm - l ti ene dos bandas. Evidentemente, estas bandas son debidas a las vibra
ciones de tensión del 0- H de los dos tipos de moléculas de agua presente en el com
plejo , «agua libre» y «agua ligada».

En un principio, podría pensarse que el «agua libre» diera lugar a la banda de
3400 cm - I mientras que el «agua ligada» debiera de producir la de 3040 cm -l . El hecho
de que el oxígeno del H20 ligado se debe de volver más electronegativo como consecuen
cia de su «enlace» con el ión NP+ debiera de traducirse en un debilitamiento de la unión
O - H y, por tanto, en un desplazamiento de su banda de tensión hacia menores núme
ros de onda. Teó ric amente, Sartori y otros (11) han calculado que la V

O_H
para el agua li

gada debe de desplazarshe hacia mayores longitudes de onda en unos 400-500 cm- I res
pecto a la "V

O
_
lf

del agua libre.
En este contexto parecería razonable asociar "VO- H (agua ligada) con 3040 cm - l. Sin

embargo, el desplazamiento indicado por Furlani sólo se refiere al caso en que las molé
cul as de agua sean independientes es decir, que entre ellas no haya puentes de hidrógeno.

Los puentes de hidrógeno, en el caso de moléculas ligadas, parece que actúan en sen
tido contrario que el ión central y, así , desplazan las v

O
-

H
hacia mayores frecuencias. Por.

el contrario, sobre las moléculas de agua no ligad as, actúan desplazando el "V
O

-
H

hacia me
nores fr ecuencias.

Como prueba exp erimental de esta conclusión está el hecho de que al deshidratar el
[a. P] 2Ni.3H,O a 136°C y a vacío sobre P20, se produjo un producto cuyo análisis corres
pondía a la fórmula [a. P]2Ni.2H,O (Hallado: N = 8,47, C = 43,29, H = 3,21. Calculado:
N = 8,27, C = 42,52, H = 3,57) paramagnético y de momento igual a 3,18 magnetones de
Bohr. Pues bien, el esp ectro infrarrojo de este producto presenta sólo una banda en la
región de 3000-3400 crrr" , banda que está en 3360 cm-l. La banda desaparecida, la de
3040 crrr-', parece que hay que asignarl e a la molécula de agua intersticial, pues · es in
concebible que los puen tes de hidrógeno pudiesen ser más robustos que la unión
Ni-H20.

Posterior calentamiento de es te compuesto a la misma temperatura no produjo modio
ficación alguna del espectro IR.

En el caso del complejo [2PAc] ,Ni.2 ~ H20 el espe ctro infrarrojo puso también de ma
nifiesto la existencia de dos tipos de moléculas de agua. Las bandas en 3350 y 3200 cm- I

debían de corresponder a moléculas de agua ligada y re ticular, respectivamente, de acuer
do con lo anteriormente observado en el [a. P] 2Ni.3H20.

Es interesante indicar qu e en el espectro infrarrojo del [2PAc] 2Ni.2 ~ H20 existía una
banda en 1665 crrr-' cuya forma y posición nos condujo, en principio, al error de suponer
que este complejo tenía un exceso de ligando libre; 'toda vez que en el correspondiente
espectro del clorhidrato de 2 piridil acético existía, en 1650 cm - I , la vibración de tensión
del gru po >C ,= O. Sin embarg o, un calentamiento (135°C) a vacío sobre P20, de los
complejos [2PAc] 2CO.2 ~ H20 y [2PAc]2Ni.2 ~ H,O nos reveló que tal banda en 1665 era de
bida al .agua pues desapareció totalmente al convertirse en anhidros dichos compuestos.
Adem ás, el control in te rmedio de los grados de anhidridación conseguidos nos reveló
que las vib raciones de tensión O - H antes asignadas a las aguas ligadas y reticulares
eran las correctas pues desapareció primero el hombro de 3200 cm-l.

Curiosamente todos . los demás complejos, qu e sólo ti enen dos moléculas de agua, pre
sentan únciamente una absorción entre 3350'3420 cm - I lo que nos permite apoyar nues
tras conclusion es anteriores ya que, es de esperar, que en todos ellos existan puentes de
hi drógeno entre las moléculas de agua enlazadas y los grupos > CO, análogos a los que
exis ten en el [a. P] ,Ni.4H,O (lO).
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b) Complejos de Co' "

Las Tablas 1, 3 y 5 ponen de man ifiesto que todos los complejos estudiados son oc
taédricos.

De acuerdo con los momentos magnéticos de la Tabla 3 la distorsión del octaedro
que rodea al C02+ no es demasiado grande, pues el «quenching» de la con tribución orbital
correspondiente al término fundamental ' TI. (F) es pequeño .

De los valores de la Tabla 5, dej ando fuera los [2PAc]2Ni,2H20 y [8S0JHQ],Co.2H10, se
deduce que, en promedio, dos oxígenos carbo xílicos, dos nitrógenos piridínicos y dos
moléculas de agua producen un campo cristalino cuyas transiciones d-d están, en prorne
dio, en 9032, 19540 y 22576 crrr-' respectivamente. Estos valores no son mu y diferentes que
los que aparecen en los «oxinatos» de cobalto divalente (2) (9311 Y 20367 cm-I respectiva
mente para los tránsitos 'TI. (F )+- 'T2• (F ) Y 'TI. (F) +- 'A2• (F)). De acuerdo con el d ía
grama de Tanabe y Sugano, la banda 'TI. (F) +- 'TI. (P) debía de haber aparecido en los
«oxínatos» de cobalto en 22900 cm - I valor que no coincide mal con el de 22600 crrr-' obte
ni do a par tir de los piri dín y quinolín carboxilatos aquí estudiados.

En los complejos de cobalto, al igual que nos sucedía en el caso de los de níquel, el
compuesto [8S0 JHQ]2CO.2H20 se diferencia del promedio en cuanto a su comportamiento
espectroscópico en el visible y ul travioleta . Los valores de frecuencia de sus tránsitos d-d
revelan un campo cristalino más pequeño que el producido por los carboxilatos, cosa
que está de acuerdo con lo observado también en el correspondiente complejo de níquel.
En este caso , la unión del oxígeno ácido a un azufre en vez de a un carbono parece in
flu ir en forma apreciable en su comport amiento como ligando .

Conclusiones

La conclusión general más importante que puede obtenerse de este trabajo es, como
ya he mos dicho, que los oxígenos carboxílicos de los ácidos aquí estudiados y los oxíge
nos fenólicos de las 8 hidroxiquinoleinas no deben de ser muy diferentes en cuanto al
«campo eléctrico» que producen alrededor de los iones Nj2+ y Co'+ englobados en quela
tos de fórmula general L,Me.2H20. Es te hecho se pone bien de manifiesto en los datos
de la Tab la 7 y revela que grupos tan diferentes químicamente, como el - COO- y el
-0- , cuando se unen a iones metálicos como el Nj2+ o el Co' + actúan de forma muy se
mejante en la determinación de las propiedades magnéticas y espectroscópicas (V - UV)
de los complejos.

T AB L A 7

Transiciones d-d de complejos de Ni2+ y Cd +

Quelatos de Nj2+

Complejo 3T,. (F) +- 3A,g(F) 3TIg(F) +-: 3A,g(F ) 3TIg(P) +- 3A,g(F)

Oxinatos (2) ...• 9058 -11990 16994 -
Carboxilatos • . . 9550 - 11470 16000 -

Quelato s de Co2+

Complejo 'T,. (F) +- 'TIg(F) 'A,. (F) +- 'TI' (F) 'TIg(P) +- 'TIg(F)

Oxinatos (2) .. . • 9310 20370 -
Carboxilatos . . . 9032 19540 22580
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Otra conclusión importante es que el grupo quelante -COO-, >/ N funciona, cuando
se complementa con dos moléculas de agua en complejos de fórmula (MeX,), como si
la simetría del cromoforo fuera D'h' Ello, teniendo en cuenta los valores de las distancias
O(carboxílico) - Ni Y >, N - Ni reseñadas en (10) , parece indicar que el eje cuaternarío
del grupo puntual pasa por las moléculas de agua.

Si se acepta esta interpretación , la separación entre las dos bandas JTl g (F) ~ JAl g (F)
en los complejos de níquel nos mide la /"; 11 del octaedro. Pues bien, ésta no parece ser .
mucho mayor en los oxin atos que en los carboxilatos aquí estudiados.

Un hecho interesante es el siguiente: Dentro de la serie de los «oxinatos» de níquel,
los dihalogenderivados de las oxinas forman complejos planocuadrados. Curiosamente,
tal propiedad coincide con los ligandos que poseen las mayores constantes de disociación
ácida ' (Ka) del grupo 8 hidroxi. Se podría esperar pues ,que en los quinolín carboxilatos
aq11Í estudiados, cuyas constantes K" son, en general, mayores que las de los oxinatos,
se produjese un comportamiento análogo ya que, en principio, se podría asociar la ten
dencia hacia la formación de complejos diamagnéticos con la robustez de los enlaces
covalentes O - Ni y, ésta, será tanto mayor cuanto más alta sea la contribución al enlace
de las estructuras iónicas resonantes. Sin embargo, todos nuestros datos sobre deshidra
tación de los complejos formados por los ácidos piridín y quinolín carboxílicos nos lle
van a la conclusión de que con estos ligandos no forman complejos planocuadrados.
En este contexto, el esquema de Gray (3) cobra todo su valor y pone de manifiesto
que no es posible la formación de un ciclo 7r a través de los grupos carboxilatos mientras
que sí que es posible a través de los oxigenos fenólicos.
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PRODUCTOS DE INTERACCION Sn(I1) - Sn(IV)

POR
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Abstract

The influence of pH upon the formation of yellow Sn(Il)-Sn(IV) adducts during the
oxidation by O2 of SnCl2 2H20 aqueous solutions acidified with HC1, is reported,

The participation of the Sn(Il)-Sn(IV) hydrolysis products in the adduct formation
is showed trough a set of experiences; the time needed for such formation depends of
the hydrolysis rateo

Introducción

Las disoluciones ácidas de las sales de Sn(lI) sufren procesos de oxidación por el
oxígeno del aire (autoxidación). Estos procesos de autoxidac ión han sido est udia dos por
diversos autores; se aprecia en la desc ripción de los resu ltados, que en det erminadas
condiciones, la oxidación del ión Sn(Il) por el oxígeno del aire , en medio acidificado po r
ácido clorhídrico es rápida al principio y después disminuye la velocida quedando al
final una disolución incolora de sal de Sn(IV) con cese de .la absorción d oxígeno. En
cambio en otras condiciones experimentales, cuando ya ha cesado prác ticamente la ab
sorción de oxígeno, se observa que la disolución es prácticamente de color amarillo. Al
gunos autores, como Lachman y Tompkins (1) que estudiaron la oxidación de las disolu
ciones de Sn(Il) por el oxígeno, suponen que este color amarillo indica la oxidación
total del Sn(Il), pues lo atribuyen a la formación de iones Fe(IlI) qu e no podrían pro
ducirse en presencia de Sn(Il). Cuando la oxidación de éste se termina pueden oxidarse
las sales de Fe(Il) presentes como impurezas, y aparecer el color amarillo.

Al repetir experiencias análogas a éstas, usando reactivos analíticamente puros y pres
tando atención a la ausencia de las sales de hierro, se comprobó que la coloración amarilla
sólo aparece en determinadas condiciones de acidez para una determinada concentración
inicial de Sn(Il) y que en este caso, aún cuando cesa la absorción de oxígeno, las disolu
ciones amarillas contienen Sn(Il) que no ha sufrido oxidación. La presencia de Sn(Il)
cuando cesa la autoxidación se comprobó con la reacción del azul de molibdeno y por
valoración yodom étrica.

Revisada la Bibliografía, trabajos posteriores (2) y (3) indican que la aparición de co
loraciones amarillas es frecuente durante los procesos de oxidación del Sn(Il ), supone
la presencia del ión Sn(IV) y del Sn(Il) simultáneamente en la disolución y que la mez
cla esté en condiciones que favorezcan procesos de hidrólisis de dichos cationes. Así,
aparece coloración amarilla cuando una disolución de sal estannosa se oxida parcialmente
por el oxígeno del aire, al mezclar disoluciones de sales de Sn(Il) y de Sn(IV) o al redu-
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cir parcialmente el Sn(IV) con reductores como el Zn o el Mg. No basta la presencia
simultánea de los iones Sn(lI) y Sn(IV) sino que, de acuerdo con A. D. Paul y col., la
acidez tiene que ser tal que no impida una hidrólisis parcial de las disoluciones de Sn(lI)
y de Sn( IV), siendo bastante estrecha la zona de acidez qu e conduce a la formación in
mediata de color amarillo, que atribuyen a un producto de interacción o aducto de Sn(lI)
y Sn(IV), análogo al descrito para el Sb(III)-Sb(V) (2) y en cuya aparición influye tam
bién el anión presente en la disolución.

La aparición de este aducto en concentración suficiente pa ra que se aprecie color pue
de suponer un tiempo variable con las condiciones de concentración y acidez, como
hemos podido comprobar experimentalmente y estas condicione s de acidez son mucho
más amplias que las descritas por A. D. Paul y su s col. si en lugar de considerar la
aparición inmediata de la coloración amarilla pensamos en la aparición de dicha colora
ción aunque sea necesario esperar para su aparición períodos de tiempos que pueden
ser de varios días.

Nuestras primeras observaciones de la aparición de l ad ucto Sn( lI) - Sn(IV) tuvieron
lu gar al repetir las experiencias de Lachman y Tompkins. Inter pretamos el cese de absor
sión de oxígeno como consecuencia de ser este aducto Sn(lI) - Sn(IV) resistente a la
oxidación por el aire.

Parte experimental

Se preparan las disoluciones de Sn(lI ) a partir de SnCl,2H,O r .a. Merck y su disolución
en HCl de concentraciones conocidas. También se han empleado disoluciones que fueron
preparadas por tratamiento del Sn metálico r .a . Merck en HCl concentrado r.a. a tempe
ratura de 80-90 0 C y posterior dilución a las condiciones requeridas mediante agua desti
la da recién hervida. Estas disoluciones se guardaban en atmósfera inerte.

Las disoluciones de Sn(IV) se prepararon por disolución de SnCl,SH,O r.a, UCB en
HCl diluido de concentración conocida.

El análisis de las disoluciones de Sn(lI) se realizó mediante adición de 1, en exceso y
valoración de éste con disolución de tiosulfato sódico. También se realizaron determina
ciones de la concentración de Sn(lI) siguiendo el método propuesto por Donaldson y
Moser (4).

El análisis de las disoluciones de Sn(IV) se realizó colorimétricamente mediante preci
pitación con ácido 4 hidroxi-3-nitrofenolarsónico y po sterior dilución con tartrato sódico
más amoníaco (5). También se realizaron determinaciones mediante el método de
Donaldson y Moser.

La acidez en ambas disoluciones se determinó mediante neutralización con dis olución
de hidróxido sódico.

Para las medidas de pH se ut ilizó un med id or de pH Radiometer PH M 22 y para las
medidas de absorbancia se usó espectrofotómetro Beckman D U.

Los procesos de autoxidación se re alizaron siguiendo la técnica de Lachman y
Tompkins . Se utilizó un matraz de tres bocas, de 500 mI. de cap acidad que se in troduce
en un termostato manteniéndolo a 25 ± 0,2 0 C. Dos de las bo cas se utilizaron para dar
entrada y salida a una corriente de oxígeno, mientras la tercera daba paso a un agitador
de vidrio con anillas, capaz de girar a 1200 rpm mediante un m ot or eléctric o.

Introducidos en el matraz 120 cc. de una disolución de ácido clorhídrico (de las con
centraciones que se indicarán), se satura con corriente de oxígeno que se pasa con agita
ción, durante 30 minutos.

Una vez saturada de oxígeno la disolución, se introducen 5 ce. de Sn(lI) de la disolución
patrón (1,67 M). Se pone de nuevo en marcha la agitación (1200 rpm). Cuando ha trans
currido un intervalo de tiempo, se detiene la agitación, y se extraen 10 ce. de la disolu
ción que se observan en el esp ectrofotómetro y se valoran seguidamente con una diso
lución de yodo. Una vez realizada cada extracción, se pone de nuevo en marcha la agita
ción y el proceso se repite hasta que se detiene la oxidación del Sn( II).
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FIG. 1. - ce . de l . 0,099 M necesarios para
oxidar 10 ce, de disolución.

La gráfica 1 representa la variación del poder reductor de las disoluciones de Sn(lI)
durante la autoxidación. Al aumentar el tiempo, se observa que la disolución -A (inicial
mente 0,067 M en Sn(lI) y 0,272 M en HCl) pierde con rapidez su poder reductor, pero
al final conserva una parte apreciable del mismo, aproximadamente un 10 %. La disolu
ción B (también inicialmente 0,067 M en Sn(lI) pero 0,361 M en HC!) presenta una oxida
ción más lenta en la fase inicial pero pierde prácticamente por completo su poder reduc
tor. Las ordenadas de la gráfica representan ce, de disolución de 12 0,099 M necesarios
para oxidar 10 mI. de la disolución que se oxida, en el momento indicado por las corres
pondientes abcisas.

Simultáneamente se midió la absorbancia a 350 nm. de las disoluciones que se valora
ban. Los resultados se dan en la gráfica II. Puede observarse que durante la autoxidación
de la disolución A, la absorbancia crece rápidamente al principio y tiende a estabilizarse
después. La intensificación va acompañada de la aparición de una coloración amarilla. En

x disolución A (Sn (n) 0,067 M HCI 0,27 M)
• disolución B (Sn (H) 0,067 M HCl 0,361 M)
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Resultados obtenidos

La representación de los resultados obtenidos indicó que se producían dos compor
tamiento distintos. Trabajando con una disolución de baj a acidez (0,272 M) (disolución A)
la autoxidación se paralizaba prácticamente a partir de los 40 minutos, habiendo adqui
rido la disolución coloración amarilla. Trabajando con idéntica concentración de Sn(lI)
pero con acidez 0,361 M (disolución B) la autoxidación también se paralizaba a los 40 mi
nutos pero la disolución quedaba incolora. Además, la disolución A, a pesar de dejar de
absorber oxígeno una vez transcurridos los 40 minutos, todavía presentaba propiedades
reductoras mientras que la disolución B no las poseía.

A continuación se resumen en dos gráficas, los resultados del estudio del proceso de
autoxidación en función de las condiciones.
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cambio, la disolución B no absorbe prácticamente en ningún momento, permaneciendo
incolora durante toda la experiencia.

Al fin al del proceso, unos 40 mi nutos aproximadamente, la disolución .A tenía propie
dades reductoras (la mI. de la diso lución necesi tan aproximadamente 1 ce. de 1, 0,099 M)
mien tras que la disolución B no las presentaba (una gota de 1, es suficiente para los
10 ce. de la disolución ).

Discusión de los resultados

De la comparación de las dos gráficas se deduce, qu e en los casos en qu e la disolución
autoxidada adquiere coloración amarilla el proceso de autoxidación acaba por quedar prác- .
tic amente paraliz ad o y a pesar de ello, todavía cont inúa habiendo Sn(I1) en la disolución.

Lachman y Tompkins atribuyeron la formación de la coloración amarilla a la apari
ción de sales férricas como productos de oxidación de sales ferrosas que no pueden
producirse ha sta que el Sn (I1 ) haya sido totalmente destruido por la oxidación. Los re
sultados de nues tras experiencias indican que esta explicación es totalmente inaceptable,
puesto que en p rimer lugar se ha partido de reactivos analíticamente puros para elimi
nar dicha ' posibilidad, ad emás la coloración amarilla aparece ya, antes de llegar al tramo
final de la au toxida ción cuando todavía hay mucho Sn(I1) por oxidar. En segundo lugar,
en los dos p rocesos se ha partido de la mi sma disol ución , lo qu e haría imposible que si
la coloración fuera debida a cua lquier tipo de impurezas apareciese sólo en una expe
ri encia y no en la otra.

La coloración amarilla corresponde a una absorción en regiones de longitudes de onda
semejantes a las dadas po r N. Davídson y col. (2) y A. D. Paul (3) y atribuidas a la for
mación de aductos Sn(I1 ) - Sn(IV ). Esta es la interpretación que debe darse a los fenó
m enos de absorción.

N. Davídson y col. tr ab ajaron con disoluciones de Sn (I1 ) y Sn(IV ) 0,5 M y con concen
traciones de ácido de 3 a 10 M en HCI. Conclu yen que la especie responsable de la in-

te ra cción es un complejo dím ero que contiene un Sn(I1 ) y un Sn(IV).
A. D. Paul y col. trabajando con disoluciones de Sn(I1 ) y Sn(IV ) 0,01 y 0,Q2 M y de

acidez 0,2 M en HCl , observaro n que cuand o el Sn (I1 ) reacciona con el Sn(IV) en diso
luc iones ácidas acuosas se producen disoluciones de color amarillo en presencia de va
ri os aniones, entre ellos el cloruro. Para todos los anione s el color es tanto más intenso
cuanto menor es la acidez, lo que hace posible que el color sea debido a la formación
de polímeros entre productos de hidrólisis en los qu e el Sn (I1) y el Sn(IV) se encuentran
unidos por puentes oxo e hidroxo. Señalan que la ap arición de color requiere con fre
cuencia varias ho ras a la temperatura ambiente, pero ti ene lugar rápidamente a tempe
raturas elevadas. Las disoluciones amarillas son estables durante aproximadamente un
día y después se descomponen dando SnO ,.

Las observaciones que hemos descrito es tán de acuerdo en líneas generales con la in
terpretación de A. D. Paul y col. La diferen cia ent re la exper iencia A y la B sería debida
a la mayor acidez de la disolución B, qu e impediría la aparición de productos de hidrólisis
en proporción suficiente.

Sin embargo en otros aspectos, nuestras ob servacion es difieren en algunas de las con
clusiones. Por ej emplo, A. D. Paul y col. es tablecen qu e para disoluciones 0,01 ó 0,02 M
de Sn total no se ob serva aparición de color amarillo si la acidez es 0,4 M y a 0,3 M los
resultados no son reproducibles.

En la tabla sigu iente, se resumen los resultados de experiencias realizad as utilizando
disoluciones de SnCl,.2H,O y SnCl•.5H,O en ácido clorhídric o de dis tintas concentraciones,
de modo que todas fuesen 0,1 M en Sn(I1 ) y 0,1 M en Sn (IV ) simultáneamente.
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Hez (M)

0,60 No presenta coloración inicialmente. Se aprecia color amarillo t ranscurridas
60 horas.

0,48 No presenta coloración inicialmente. Se colorea al cabo de 48 horas. Persiste du
rante 800 horas y su fre después hidrólisis. El precipitado separado fu e centrigu
gado y lavado, y da reac ciones an alíticas qu e demuestran que contiene Sn(II),
es decir, no se trata simplemente de SnO,.

0,36 Se colorea a los 30 minutos y el color se mantiene durante tres meses sin qu e
se produzca ningún precipitado.

0,24 El color aparece en menos de 15, minutos, se intensifica y perdura más de tres
meses.

0,12 Se observa un comportamiento análogo al de acidez 0,24 M.

Estos ensayos permiten llegar a la conclusión de que aún cuando la acidez puede
hacer que aumente el tiempo necesario para la aparición de color, éste se produce inclu
so en disoluciones 0,60 M en H'Cl.

La lentitud de la aparición del color en medios de acidez creciente, no es m ás que
un reflejo de la lentitud de los procesos hidrolíticos de las sal es de Sn(II) y Sn(IV)
en medio ácido. Así, según Kowalewsky (6) las disoluciones de Sn(IV) 0,02 M se enturbian
a las 24 horas, mientras que las 0,2 M pueden no dar residuos en la ultracentrífuga ni al
cabo de 80 días.

La participación de los procesos de hidrólisis es evidente de acuerdo con las siguientes
experiencias, que demuestran que para ciertos campos de concentración y acidez, si se
produce una hidrólisis por alcalinización y después se restablece un pH para el que el
equilibrio deba dar especies no hidrolizadas, puede tardarse bastante tiempo en destruir
los productos de hidrólisis, y aparecer la coloración amarilla con carácter inmediato.

En un primer ensayo se prepararon muestras procedentes de disoluciones de Sn(II)
y Sn(IV) ambas 0,25 M Y con una acidez 1,25 M. Una vez mezcladas, la disolución no
tomó color, debido al exceso de acidez. Sin embargo, si las disoluciones se guardan por
separado y se mezclan 24 horas más tarde en idénticas condiciones, el color aparece inme
diatamente.

En otro ensayo, se tomaron 10 cc. de una disolución de Sn(IV) 0,125 M cuyo pH era
1,06 y se neutralizaron con KOH 2M hasta aparición de turbidez (pH = 1,26). Al añadirle
10 ce. de Sn(II) 0,125 M desaparece la turbidez y aparece inmediatamente el color amari
llo, quedando el pH a 1,09. Medida la absorbancia a 370 nm tenía un valor de 0,575, inme
diatamente después de preparado. Por otra parte, se tomaron 10 ce. de la disolución de
Sn(II) cuyo pH era 1,12, se les añadió KOH hasta turbidez (pH = 1,85) y se añadió
10 ce. de Sn(IV) quedando el pH a 1,05, la turbidez se eliminó y la disolución presentaba
coloración amarilla. Se añadieron unas gotas de KOH 2M con el fin de alcanzar
el pH 1,09 y entonces se midió la absorbancia y se obtuvo un valor de 0,585 a 370 nm.

Estos resultados indican claramente que los procesos de hidrólisis tienen una marca
da influencia en el tiempo necesario para la formación del aducto. Aunque aparentemente
es indiferente que se hidrolice el Sn(II) o el Sn(IV) hay que hacer notar que si el Sn(II)
está hidrolizado, al mezclarlo con el Sn(IV) éste se hidrolizará inmediatamente, mientras
que la situación inversa no siempre se cumple. Por otra parte, la nueva acidificación no
conduce a un restablecimiento inmediato de las especies iniciales, el sistema «conserv a»
las especies producidas durante algún tiempo y por ello las disoluciones adquieren capa
cidad para formar el aducto por un proceso previo de alcalinización aunque se restablezca
un pH para el que no lo forman di rectamente.
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